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Resumo

Esta pesquisa estuda acerca de classes homoclinicas e medidas maximizantes de entropia,
com o objetivo de apresentar a prova dos principais teoremas e corolarios estudados no
Artigo Shub’s example revisited [30]. Foi analisada a unicidade da medida de entropia
maxima para uma classe de perturbagoes do sistema original. Os objetivos especificos
sa0: expor conceitos e resultados iniciais pertinentes a compreensao dos teoremas principais,
apresentar os teoremas principais e explicitar as contribuicoes do trabalho para a comunidade

académica. Trata-se de uma pesquisa bibliografica.

Palavras-chave: Classes homoclinicas. Entropia. Exemplo de Shub. Hiperbolicidade

parcial.



Abstract

This research studies homoclinic classes and maximizing entropy measures, with the
objective of presenting the proof of the main theorems and corollaries studied in the Article
Shub’s example revisited [30]. The uniqueness of the maximum entropy measure for a
class of perturbations of the original system was analyzed. The specific objectives are: to
expose initial concepts and results relevant to the understanding of the main theorems, to
present the main theorems and to explain the contributions of the work to the academic

community. This is a bibliographic research.

Keywords: Homoclinic classes. Entropy. Shub’s example. Partial hiperbolicity.
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1 Introducao

Os estudos realizados por Michael Shub sao muito importantes para o desenvolvimento
da pesquisa em sistemas dinamicos. Em sua tese de doutorado, em 1967, ele introduziu a
nocao de expanding maps, e deu exemplos de atratores estranhos estruturalmente estaveis,
contribuindo de forma essencial para o desenvolvimento da area. O exemplo de Shub,
introduzido no ano de 1971, combina uma dinamica parcialmente hiperbélica em que se
tem um subespago central nao hiperbdlico e uma transitivade robusta, conferindo uma

grande relevancia a esse resultado.

A introducdo feita por Shub de um exemplo de difeomorfismo em T* foi muito
importante dentro da dindmica suave, uma vez que trata-se do primeiro exemplo de
difeomorfismo que é robustamente transitivo, mas nao é hiperbdlico. Mais tarde, Mané
(1978) [33] também construiu um exemplo de difeomorfismo que seguia essas configuragoes,
sendo o exemplo de Shub de dimensao central 2 (dois), enquanto o de Mané possui

dimensao central 1 (um).

A presenga de dimensao central 2 (dois) no exemplo de Shub permite a existéncia
de uma dinamica mais rica, uma vez que, havendo duas direcoes centrais, ha maiores

possibilidades de comportamentos de expansao e contracao nos subespacos centrais.

A presente pesquisa foi desenvolvida a partir do estudo do trabalho intitulado
"Shub’s example revisited" [30], de autoria de Chao Liang, Radu Saghin, Fan Yang e
Jiagang Yang, e publicado no ano de 2024 pela Cambridge University Press. O artigo
em questao trabalha com o exemplo de Shub de uma maneira diferente da forma como
ele é comumente estudado: ao invés de trabalhar com a condigao restritiva de que a
dire¢ao central tem uma decomposicao dominada em dois subfibrados unidimensionais,
os autores trabalharam a partir de uma perspectiva mais geral, nao assumindo que as

func¢odes admitem uma outra dominacgao da direcao central.

Essa auséncia de dominacao central torna a pesquisa mais interessante e rica,
uma vez que nao poderao ser utilizadas as técnicas unidimensionais. No entanto, havera
suficiente hiperbolicidade dentro desses sistemas para se obter um bom entendimento
de suas propriedades ergddicas. Os teoremas e corolarios principais a serem trabalhados
ao longo da pesquisa sao apresentados de maneira contextualizada no Capitulo 3, e sao

provados ao longo do Capitulo 4. Vejamos o que dizem eles.

Teorema A. Para um 2 < r < o0, existe um subconjunto U" C SHf, C? aberto
e C" denso, tal que para um f € U", satisfaz o seguinte: todo par de pontos periddicos

hiperbdlicos de f com indice estavel 2 sao homoclinicamente relacionados.
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Corolario B. Para um f € U", f admite uma tnica classe homoclinica H(py, f)
associada aos pontos peridodicos hiperbolicos de indice 2, e a classe homoclinica coincide

com a variedade ambiente.

Teorema C. Para qualquer f € U", todas as medidas ergddicas hiperbélicas
de indice 2 sdo homoclinicamente relacionadas. Seja ¢ : T — R uma funcdo potencial
de Holder com max, yers [|¢(2) — ¢(y)|| < loghp, onde f € PHY p, entdo f admite no
maximo um estado de equilibrio para o potencial ¢. Em particular, todo f € U" admite

no maximo uma medida de entropia maximal.

Corolario D. Todo f e U* N PHEL p admite um Unico estado de equilibrio para
todo potencial de Holder satisfazendo maz, yem ||¢(x) — ¢(y)|| < logAp. Em particular,

todo f € U admite uma tnica medida de entropia maximal.

O presente trabalho objetiva apresentar a prova dos principais teoremas estudados
no artigo. Como objetivos especificos, tem-se: expor conceitos e resultados iniciais pertinentes
a compreensao dos teoremas principais; apresentar os teoremas principas; e explicitar as
contribui¢oes do trabalho para a comunidade académica. Além disso, justifica-se pela

relevancia do material base e do exemplo de Shub dentro da area de Sistemas Dindmicos.

Para melhor compreensao dos tépicos a serem apresentados nas principais etapas do
trabalho, foi proposta uma divisao de capitulos elaborada com o objetivo de situar melhor
o leitor quanto a conceitos iniciais de dindmica e outras areas necessarias a uma correta
interpretacao do texto. Dessa maneira, dividiu-se o trabalho nas seguintes tematicas:
Preliminares (Capitulo 2); Resultados (Capitulo 3); Provas dos teoremas e corolarios

principais (Capitulo 4); e Consideragoes finais (Capitulo 5).
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2 Preliminares

Neste capitulo, algumas nogoes pertinentes ao estudo desenvolvido sao expostas.
Convém tratar, inicialmente, da area estudada sob uma perspectiva histérica, de maneira

a situar melhor o leitor dentro do percurso feito pelo estudo de dinamica e teoria ergéddica.

As secoes seguintes serao divididas em subsecoes, conforme a area a qual relacionam-
se 0s conceitos essenciais para o entendimento do trabalho. A disposi¢do dos conceitos
de maneira organizada por area visa uma melhor experiéncia de leitura e compreensao

textual.

2.1 A pesquisa em sistemas dinamicos sob uma perspectiva histérica

Fenomenos meteorolégicos, comportamento e multiplicagao de virus, e outras
questoes sao aplicagoes interessantes e bastante uteis da area de sistemas dinamicos. Pela
sua importancia tanto na area da matematica quanto em outros segmentos de pesquisa
cientifica, a busca por respostas acerca de como certos sistemas evoluem com o tempo
constitui um objeto de grande curiosidade e anseio por respostas. O estudo da area como
disciplina teve inicio no trabalho de Henri Poincaré (1854-1912), considerado pai da

dindmica, que hoje é um campo bastante amplo e possui diversas frentes de pesquisa. [3]

De forma simplificada, esse ramo da Matematica busca saber como certos processos
evoluem com o tempo. Um sistema dindmico, assim, pode ser definido de forma geral
como um par (X, f), onde X é um espago topolégico (frequentemente uma variedade
diferencidvel) e f é uma aplicagdo continua que descreve a evolugao do sistema com o

tempo. Em nosso caso, X e uma variedade diferencidavel e f um difeomorfismo.

A dindmica do sistema é estudada por meio das orbitas dos pontos de X, os quais
representam a trajetéria percorrida por esses pontos com a aplicacao de f. Algumas
propriedades, como estabilidade, periodicidade e sensibilidade as condi¢oes iniciais sao

fundamentais para a andlise desses sistemas.

A teoria dos sistemas dinamicos abrange diversos ramos de pesquisa, com destaque
para a dindmica topolégica — a qual estuda algumas propriedades globais, tais como
recorréncia e caos —, dinamica diferenciavel — a qual se utiliza do calculo diferencial
na analise de sistemas suaves —, além da teoria ergédica — area que engloba o tema
desta pesquisa —, que se preocupa com o comportamento de sistemas dinamicos ao longo
do tempo, especialmente em entender se as médias temporais das trajetorias individuais

coincidem com as médias espaciais em relagao a uma medida invariante.

O histérico a seguir tem como fonte o livro de Viana e Oliveira [38].
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A palavra ergodico é formada por duas palavras gregas: ergos, que significa
"trabalho", e odos, que, por sua vez, significa "caminho'. Este termo foi introduzido
por L. Boltzmann, fisico austriaco oitocentista, em seu trabalho sobre a teoria cinética dos
gases. Boltzmann, assim como outros dos principais fundadores da teoria cinética (J. C.
Maxwell, J. C. Gibbs), estava interessado em sistemas descritos por um fluxo Hamiltoniano,

isto é, uma equacao diferencial da forma:

(dql dq, dp; m> _( OH 0OH OH 0H>

dt,...,ﬁ,g,..wdt —aipl,...,—aipn,aiql,...,aqn

Boltzmann acreditava que as érbitas tipicas do fluxo preenchem toda a superficie
de energia H~1(c) que as contém. A partir desta hipdtese ergédica, foi deduzido por ele que
as médias temporais das fungdes ao longo das érbitas tipicas coincidem com as respectivas
médias espaciais na superficie de energia. Sendo essa hipotese falsa, tornou-se recorrente
chamar de hipotese ergddica o que seria uma consequéncia sua: que as médias temporais
e espaciais sejam iguais. Sistemas para os quais vale essa igualdade sdao, por sua vez,

chamados de ergddicos.

Com um grande avanc¢o nos anos 1930, com a prova, por J. von Neumann e G.
D. Birkhoff, de que as médias temporais existem para quase toda Orbita, a teoria teve
um ponto de grande desenvolvimento nos anos 1950, quando o russo A. N. Kolmogorov
observou que muitos sistemas hamiltonianos nao sao ergodicos, resultado que foi expandido
por V. Arnold e J. Moser e que passou a ser chamado de teoria KAM em homenagem aos

trés.

Ainda nos anos 1930, o trabalho de Hopf, o qual forneceu os primeiros exemplos
de sistemas hamiltonianos ergddicos (os fluxos geodésicos de superficies com curvatura
negativa), foi generalizado por D. Anosov, que tratou de sistemas mais gerais, chamados
de Sistemas de Anosov, ou globalmente hiperbolicos. S. Smale introduziu ainda os sistemas
uniformemente hiperbodlicos, classe ainda mais ampla, formada por sistemas cujo espago
tangente se divide continuamente em dire¢oes que contraem e expandem uniformemente

por meio da agao da dinamica.

Nos anos 1970, destaca-se o desenvolvimento da teoria das medidas de Gibbs dos
sistemas de Anosov (por Ya. Sinai), estendida por D. Ruelle e R. Bowen. E importante
mencionar a introduc¢ao da nogdo de entropia por Kolmogorov e Sinai, bem como
a demonstragao, por D. Ornstein, de que a entropia é um invariante completo para
deslocamentos de Bernoulli, ou seja, dois shifts de Bernoulli sao equivalentes se, e somente

se, eles tém a mesma entropia.
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2.2 Conceitos essenciais de Topologia

Os conceitos a seguir tém como fonte o livro de Katok e Hasselblatt [25]. Caso
o leitor esteja familiarizado com os conceitos iniciais relacionados a Topologia, pode

prosseguir diretamente para o topico seguinte.

Definicao 2.2.1. Um espago topoldgico (X,T) é um conjunto X acompanhado de uma

colegio T C P(X) de subconjuntos de X, chamado de topologia de X, tal que

(1) 0, X € T;
(2) se {Oa}pen C T, entio Uyea O € T para qualquer conjunto A;

(3) se {0}, C T, entao N, 0; € T.

Os conjuntos O € T sao chamados de conjuntos abertos, e seus complementares,
de conjuntos fechados. Se x € X, entdo um conjunto aberto contendo x é chamado de
vizinhanga de x. O fecho A de um conjunto A C X é o menor conjunto fechado contendo
A, isto é, A :=N{C|A C C e C é fechado}. E dito que z é um ponto de acumulacio de

A C X se toda vizinhanga de x contém infinitos pontos distintos de A.

Uma base para uma topologia 7 é um subconjunto 8 C T tal que para todo O € T
ex € O existe B €  tal que x € B C O. Uma topologia S é dita mais fina que T, se
T C S, e mais grossase S CT.SeY C X, entdo Y pode ser transformado em um espago
topoldgico de forma natural ao considerar a topologia induzida Ty := {ONY|O € T}.

E dito que uma série {xi},ey € X converge para r € X se para todo conjunto

aberto O contendo x existe N € N tal que {z;},. y C O.

O par (X,7T) é chamado um espago de Hausdorff se para quaisquer z;, o € X
existem O, Oy € T tais que x; € O; e O; N Oy = (0. O espaco é chamado de normal se
é Hausdorff e para quaisquer dois fechados X7, Xo C X existem O, Oy € T tais que
X;CO;e0;N0Oy=0.

Uma familia {On},c4 C T é chamada uma cobertura aberta de X se X = Uyea Oq
e uma cobertura aberta finita se A é finito. (X, T") é chamado de compacto se toda cobertura
aberta possui uma subcobertura finita, localmente compacto se todo ponto possui uma
vizinhanca com fecho compacto, e sequencialmente compacto se toda sequéncia possui uma

subsequéncia convergente.

Seja (X, T) um espago topolégico. Um conjunto D C X é dito denso em X se

D = X. O conjunto X ¢ dito separdvel se possui um subconjunto denso enumerével.
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2.2.1 Aplicacdes homotopicas

Definicao 2.2.2. Duas aplicagoes continuas hg, hy : X — Y entre espacos topoldgicos sao
ditas homotodpicas se existe uma aplica¢io continua h :[0,1] x X =Y (a homotopia) tal

que

h(0,z) = ho(x) e h(1,z) = hi(x) , para todo x € X.

Se ho(x) = hy(z) = p para algum p € X, entao dizemos que hg e h; sdo homotépicas

com respeito a p (ou rel p) se a homotopia h puder ser escolhida de modo que

h(t,p) = p para todo t € [0, 1].

Se X = [0,1], ho(0) = hy1(0), e ho(1) = hy(1), entdo dizemos que hy e hy sdo
homotoépicas com respeito aos extremos ("rel endpoints") se a homotopia h puder ser

escolhida tal que h(t,0) e h(t,1) sejam constantes em t.

Uma aplicacdo h é chamada de nula homotépica se ela for homotdpica a uma
aplicagdo constante. Se hy e hy sao homeomorfismos, eles sao chamados de isotdpicos se a
homotopia h puder ser escolhida de modo que, para todo t € [0, 1], a aplicacao h(t,-) seja

um homeomorfismo.

Os espagos X e Y sao chamados de homotopicamente equivalentes se existem

aplicacoes

g X—=>Yef: Y > K

tais que fog e go f sejam homotopicas a identidade.

Um espago X é chamado de contrdtil se ele for homotépico a um ponto. Uma
propriedade de um espaco topoldgico que se mantém para qualquer espaco homotopicamente

equivalente é chamada de invariante homotopico.

Seja M uma variedade (ver conceito no tépico 2.4) compacta C”, com 1 < r < oc.
Consideramos o espago dos difeomorfismos C”, Diff" (M), uma topologia especificada pelas
sequéncias convergentes: dizemos que f,, converge em C” quando todas as derivadas de

ordem menor ou igual a r convergem uniformemente. Essa definicao se estende ao caso

r = 0, tomando Diff’(M) = Hom(M).

Difeomorfismos formam um conjunto aberto Diff" (M) no espago C" (M, M), que
corresponde as aplicagoes C" de M em si mesmo. Assim, temos uma topologia natural
induzida de C" (M, M) nos espagos de difeomorfismos. Um conjunto de difeomorfismos é

C"-aberto se é aberto na topologia induzida pela norma C" no espago dos difeomorfismos.
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2.3  Conceitos em Analise no R"™ e Analise Funcional

Neste topico, introduziremos, de forma breve, alguns pontos em Anélise no R" e
Anadlise Funcional que serao tteis no decorrer deste trabalho. As fontes para as informacoes
a seguir sao os trabalhos de Palis Jr. e Welington (2017) [42], Rudin (1991) [47] e Viana e
Oliveira (2016) [54].

Teorema 2.3.1. (Teorema da Fungdo Implicita) Seja U C R™ x R™ um aberto
e f:U — R" uma fungio de classe C™ (r > 1). Sejam zy = (z0,%0) € U e ¢ = f(20).
Suponha que a derivada parcial, em relagdo d sequnda varidvel oo f(zy) : R* — R™, seja
um isomorfismo. Entao existem abertos V- C R™ contendo xo, e W C U contendo zy, tais
que, para cada x € V, existe um unico £(x) € R", com (z,&{(x)) € W e f(z,&(z)) = c.

A aplicagio & 'V — R"™, assim definida, é de classe C" e sua derivada é dada por

d§(x) = [o2f (x, £(2))] 7" 0 0o f (z, {(2)).

E importante lembrar também que uma aplicacdo h : M — N é Lipschitz se
existe alguma constante C' > 0 tal que d(h(zx),h(y)) < Cd(x,y) para todo x,y € N. Se
for necessario especificar a constante, dir-se-a4 que h é funcdo C-Lipschitz. Dizemos que
h é Holder (ou Holder continua) se existem C,6 > 0 tais que d(h(z), h(y)) > Cd(x,y)’
para todo z,y € N. Nesse caso, também podemos dizer que a funcao h é 6-Holder ou
(C,0)-Holder.

Definicao 2.3.2. Um espaco vetorial X € dito um espago normado se a cada x € X estd

associada uma quantidade real ndo negativa ||z||, chamada de norma de x, tal que:

(a) |z +yll < llzll + [lyll para todo 2,y € X;
(b) ||az|| = |a| - ||z| para todo a €R ez € X;

(c) ||| > 0 se, e somente se, x # 0.

Todo espago normado pode ser considerado um espago métrico, com a distancia

definida por d(z,y) = ||z — y||, a qual satisfaz:

(i) 0 <d(x,y) < oo para todos z,y € X;
(ii) d(x,y) = 0 se e somente se x = y;
(iii) d(z,y) = d(y, );
(iv) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos x,y, z € X.

Definicao 2.3.3. Um espaco de Banach é um espaco normado que é completo na métrica

definida por sua norma. Isso significa que toda sequéncia de Cauchy deve convergir.
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2.4 Conceitos em Geometria Diferencial, Variedades Diferencidveis

e Teoria das Folheacoes

Os conceitos apresentados neste subtépico podem ser encontrados nas referéncias
Burns e Wilkinson (2005) [8], Camacho e Lins Neto (1979) [11], Carmo (1976) [12], Carmo
(2015) [13], Lee (2013) [29], Lima (2007) [32] e Viana e Oliveira (2016) [54].

Definicao 2.4.1. Seja M um espago topoldgico. Um sistema de coordenadas locais ou
carta local em M é um homeomorfismo ¢ : U — o(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre um aberto p(U) C R™.

Dizemos que m é a dimensao de ¢ : U — ¢(U). Para cada p € U tem-se que
o(p) = (L (p), ..., " (p)). Os niimeros ¢ = p'(p),i = 1, ..., m sdo chamados de coordenadas
do ponto p € M no sistema .

Definicao 2.4.2. Um atlas de dimensao m sobre um espaco topologico M é uma colecao
A de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem M. Os

dominios U dos sistemas de coordenadas ¢ € A sdo chamados de vizinhangas coordenadas

de A.

Definicao 2.4.3. Um espago topologico M no qual existe um atlas de dimensdo m chama-se

uma variedade topologica de dimensdo m.

Definicao 2.4.4. Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ e : V — R™
no espago topoldgico M, tais que U NV # 0, cada ponto p € UNV tem coordenadas

' = ¢'(p) no sistema ¢ e coordenadas V" = '(p) no sistema 1. A correspondéncia

(' (), ™ (p)) +— (¥'(p),v™(p))

estabelece um homeomorfismo ¢, = o™ (UNV) = »(UNV) que é chamado

de mudanca de coordenadas.
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Figura 1 — Mudanca de coordenadas
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Fonte: Aguirre (2018) [1]

Um atlas A sobre um espaco topoldgico M diz-se diferencidvel de classe C*(k > 1),
se todas as mudangas de coordenadas ¢y, ¢, € A sao aplicagoes de classe C*, e escreve-

se A € C%. Como ¢y, = (Ppy) ", segue que ¢,y sao difeomorfismos de classe C*. Em
particular, escrevendo ¢yy @ (p',...0™) — (¢, ...¢h™), o determinante jacobiano det(%) é

nao nulo em todo ponto de (U NV).

Definicio 2.4.5. Seja A um atlas de dimensdo m e de classe CF num espago topoldgico
M. Um sistema de coordenadas v : W — R™ em M é chamado admissivel relativamente
ao atlas A se, para todo sistema de coordenadas locais p : U — R™, pertencente a A, com
UNW #0, as mudangas de coordenadas ¢y, € ¢uy, sio de classe C*. Em outras palavras,

o sistema é admissivel se AU {z} é ainda um atlas de classe C* em M.

Um atlas A é dito mdzimo se contiver todos os sistemas de coordenadas locais que

sao admissiveis em relacao a A.

Definicao 2.4.6. Uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C* ¢é o par ordenado
(M, A, onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel e A é um atlas

mdzimo de dimensdo m e classe C* sobre M.

2.4.1 Espaco tangente

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicacao diferencidvel v : (—¢,€) — M
¢ chamada de curva (diferenciavel) em M. Suponhamos que «(0) = p € M, e seja D o
conjunto de fungoes de M diferenciaveis em p. O wvetor tangente & curva aemt =0 é a

fungao /(0) : D — R dada por
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d(foa
a'(0)f = difoa) [ €D.
dt t=0
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—¢, €) —
M com «a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M, o

qual é um espaco vetorial chamado de espaco tangente de M em p.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}.
Vamos munir o conjunto 7'M de uma estrutura diferenciavel (de dimensao 2n). Com tal
estrutura, chamamos T'M de fibrado tangente de M, o qual é o espaco natural para
se trabalhar quando se trata de questoes envolvendo posicoes e velocidades, como na

Mecéanica, por exemplo.

Definicao 2.4.7. Seja I o intervalo no qual uma curva diferencidvel é definida. Uma
curva diferencidvel parametrizada o : I — R® é chamada regular se o/(t) # 0 para todo
tel.

Denotamos por T'M o fibrado tangente unitdrio, que é o subconjunto de TM

formado pelas duplas (z,v) € TM com |jv|]| = 1.

Definicao 2.4.8. Seja Ey — Xo um fibrado vetorial, ou seja, um espaco Ey onde cada
ponto x € Xy tem uma fibra vetorial associada, denotada por E,. Seja f : Ey — Ey uma
aplicagdo continua que preserva as fibras, ou seja, para cada x € Xq, a imagem for E, por
[ estd contida em alguma outra fibra Eyy, onde h : Xo — Xo € uma fungdo continua (a

aplicagio que f “induz” na base).

Dizemos que f é uma contracao de fibra se: ela age de fibra em fibra, ou seja,
f(E;) C Epy para todo € Xo; e ela contrai dentro da fibra, isto €, existe uma constante
0 < A <1 tal que, para todos os pontos x € Xy, a restricio de [ a fibra E, tem constante

de Lipschitz menor que \. Formalmente, isso significa que
sup Lip(flg,) < 1.
x€Xo

Isso significa que, se forem pegos dois vetores na mesma fibra F,, a distancia de
suas imagens por f é estritamente menor que a distancia original, e isso vale uniformemente
em todas as fibras. Quando essa condicao ¢ satisfeita e Xy é compacto, existe uma tnica

secao continua o : Xy — Ej tal que:

flo(z)) = o(h(z)) para todo x € X,.

Ou seja, o0 é uma se¢ao invariante por f.
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Seja U C R™ um aberto. Uma aplicacao diferencidvel f : U — R™™" chama-se
imersdo quando, para cada x € U, a derivada f'(z) : R™ — R™" é uma transformagao

linear injetora.

2.4.2 Mergulhos

Sejam M™, N™ variedades de classe C* (k > 1). Diz-se que uma aplicacdo f :
M — N é um mergulho se

(i) f é uma imersao;
(ii) f é um homeomorfismo de M sobre o subespago f(M) C N.
Introduzir-se-4, a seguir, o conceito de subvariedade.

Uma subvariedade M™ de classe C* de uma variedade N™ de classe C"(r > k) ¢
um subconjunto M C N, com a topologia induzida pela de N, e dotado de uma estrutura

de variedade C* tal que a aplicacdo de inclusdo i : M — N ¢é um mergulho de classe C¥.

Devido a importancia do conceito apresentado, convém explicitar as condigoes a

serem verificadas para que se possa classificar M como subvariedade de classe C* de N.
(i) M é uma variedade de classe C*;
(il) M C N e a topologia de M é induzida pela de N;

(iii) Para cada p € M, existem sistemas de coordenadas y : V. — R™ em N e
7:U—=>R"em M taisquepe U CVeyox!:z(U)— R"éuma imersao de classe
C*. (Entdo y o 27! é necessariamente um mergulho, pois a topologia de U é induzida pela
de V).

Em seguida, é pertinente explicitar trés condi¢des que devem ser verificadas para
que M seja considerada uma subvariedade de classe C* de N. Elas serdo apresentadas em

forma das proposi¢oes dispostas a seguir:

Proposicao 2.4.9. Seja N uma variedade C" e M um subconjunto de N. Suponhamos que
para cada p € M exista um sistema de coordenadasy:V — R™ em N, comp €V, e uma
aplicagio injetiva x : M NV — R™ tais que x(M NV) é aberto eyox™ : x(MNV) — R"
¢ um mergulho de classe C*. Entdo existe uma (Unica) estrutura de variedade C* em M

que o torna uma subvariedade de classe C* de N.

Proposicao 2.4.10. Seja N™ uma variedade de classe C". Para que um subconjunto
M C N seja uma subvariedade de dimensao m e classe C’k(k‘ < r) de N € necessdrio e
suficiente que, para cada P € M, exista um aberto V-C N, p € V, e um difeomorfismo de
classe C* y: V — R™ x R"™™ tal que y(M NV) C R™ x {0}.

Corolario 2.4.11. Seja N uma variedade de classe C". Dado M C N, se cadap € M
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possui uma vizinhanca V- em N tal que M NV € uma subvariedade de dimensiao m e classe

Ck de N (k <), entdo M é uma subvariedade de dimensdo m e classe C* de N.

Proposicao 2.4.12. Sejam U C R™ aberto e K C U compacto. Dados um nimero § > 0
e uma aplicacao f: U — R", de classe C", existe uma aplicacao g : R™ — R", de classe
C*, tal que |g — f|, <d em K (0 <71 < 00).

2.4.3 Teoria das Folheacdes

Introduziremos a seguir uma definicdo de grande importancia no decorrer do

trabalho: a de folheacao.

Definicao 2.4.13. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheacao de
classe C" e dimensao n de M é um atlas maximo F de classe C" de M com as sequintes

propriedades:

e Se(U,p) € F, entio p(U) = Uy x Uy CR" X R™ ™ onde Uy e Uy sao discos abertos

de R™ e R™™" respectivamente.

e Se (U,p) e (V ) € F sao tais que UNV # (), entdo a mudanca de coordenadas
Yo i p(UNV)—=p(UNV) éda forma (hi(x,y), ha(y)). Diz-se também que M
¢ folheada por F, ou ainda que F é uma estrutura folheada de dimensdo n e classe
C" sobre M.

Uma transversal suave a F em U é um disco suave de codimensao d em U que
intersecta cada folha local de F em U exatamente uma vez, e cujo fibrado tangente é
uniformemente transversal a T F. Se 7, e 75 s@o duas transversais suaves a F em U, temos

a aplicacao de holonomia:

h]:17'1—>7'27

que leva um ponto de 71 a intersecao de sua folha local com 7.

Seja F uma folheagao de classe C" e dimensao n, 0 < n < m de uma variedade
M™. Consideremos uma carta local (Uyp) de F tal que o(U) = Uy x Uy C R™ x R™". Os
conjuntos da forma ¢~ (U; x {c}), ¢ € U, sdao chamadas placas de U, ou ainda placas de
F. Fixado ¢ € Uy, a aplicagao f = ¢ 1/U; x {c} : Uy x {c¢} — U é um mergulho de classe
C" de M. Além disso, se « e 3 sdao placas de U, entao a N B # 0 ou a = 3.

Um caminho de placas de F é uma sequéncia aq, ..., a, de placas de F tal que

ajNajy # 0 para todo j € {1,...,k — 1}. Como M ¢é recoberta pelas placas de F, pode-se

definir em M a seguinte relagdo de equivaléncia: pRq se existe um caminho de placas
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Q1, ..., cOM P € a1 € ¢ € ag. As classes de equivaléncia da relacdo R sao chamadas de
folhas de F.

As trés defini¢Oes seguintes, relacionadas a expansividade em placas, estao presentes
no artigo de Pugh, Shub e Wilkinson (2011) [43].

Definicao 2.4.14. Uma caiza de folheagcio é a imagem de um homeomorfismo local
©: D x D" ¢ — M, tal que cada subconjunto D¢ x {y} é enviado para um pedago de
uma folha da folheagdo em M. D¢ é o disco aberto de dimensao ¢, m € a dimensao da

variedade M, e m — ¢ é a dimensao transversal da folheagdo.

Definicao 2.4.15. Uma folheagao f-invariante é expansiva em placas se existe uma
plaquation P de F e um 0 > 0 tal que quaisquer duas d-pseudo-orbitas de f que respeitam
P e que se sombreiam mutuamente a d-distancia pertencem necessariamente as mesmas

placas de P.

Definigao 2.4.16. Formalmente, uma plaquation de F resulta da escolha de um nimero
finito de caizas de folheagdo
p:D°x D" =M

tal que as caizas de folheacao de metade do tamanho
o (3D x 1Dm)

recobrem M. A plaquation P consiste nas placas de tamanho unitario (D X y). Elas

recobrem as folhas de F de maneira uniforme.

Um espaco fibrado consiste de variedades diferenciaveis E, B, F' e de uma aplicagao
diferenciavel m : E — B. Além disso, E possui uma estrutura de produto local definida
por uma cobertura (U;);c; de B e por difeomorfismos ; : 7= 1(U;) — U; x F, i € J, que

tornam os diagramas do tipo abaixo comutativos

Pi

7T_1(U¢) U, x F

™

isto é, m = p o p;, onde p é a primeira projecao. Em particular, 7 é uma submersao
sobre B e E é localmente difeomorfo ao produto de um aberto em B por F.
Um espaco F é chamado espaco total, B a base e F a fibra do fibrado. A aplicagao

7 é chamada projecdo. Se x € B, a subvariedade F, = 7~ !(z) ~ F ¢é chamada fibra de E

sobre x. Usualmente, os fibrados sao denotados por (E,m, B, F').
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Seja ¥ uma variedade compacta C* e sem bordo, A um espago topoldgico. Um
fibrado localmente trivial 7 : E — A é um fibrado C" regular se 7~ *(\) é uma subvariedade

C" de E (A € A) e a aplicagio = + T,7!(mx) é continua.

Convém mencionar também o conceito de fibrado de Banach, que consiste em um

fibrado cujas fibras sao espagos de Banach.

Seja F/ um fibrado vetorial suave sobre uma variedade suave M, com projecao
m:FE — M. Uma secio de F é uma se¢ao da aplicagdo 7, isto ¢, uma aplicagao continua
oc: M — FE tal que moo =1Idy,. Se U C M é um aberto, uma secao do fibrado restrito
E|y é chamada de segao local de E. Uma segio suave é uma segao (local ou global) que é

suave como aplicagao entre variedades. A secao nula é a aplicacao ¢ : M — FE definida por

((p) =0€ E, paratodope M.

Definicao 2.4.17. Seja M uma variedade suave e K, N C M subvariedades suaves. K
e N sdo ditas transversais a v € M sex ¢ KN N ouT,K +T,N = T,M. Escrevemos
Kt N. Em particular, se dim K +dim N =dim M ex € KNM, entdo a ultima condi¢io
é equivalente a T, K NT,N = {0}.

Dizemos que K e N sdo transversos (um ao outro), o que representamos por

KMhN, selT,K+T,N=T,M para todo x € K N N.

Seja F': M — N uma aplicagao suave entre variedades diferencidveis. Dizemos que
um ponto p € M ¢é um ponto regular de F' se o diferencial F, : T,M — TN é sobrejetor;
caso contrario, p é chamado de ponto critico. (Isso significa, em particular, que todo ponto
é critico se dim M < dim N.) Um ponto ¢ € N é chamado de valor regular de F' se todo
ponto do conjunto de nivel F~1(c) é um ponto regular. Caso contrario, dizemos que ¢ é

um wvalor critico. Em particular, se F~!(c) = (), entdo ¢ é considerado regular.

Dizemos que o conjunto de nivel F'~(c) é um conjunto de nivel regular se ¢ for um
valor regular; ou seja, um conjunto de nivel regular é aquele que consiste inteiramente de

pontos regulares.

Teorema 2.4.18. (Sard) Se f: M — M ¢é uma aplicagio suave, o conjunto dos valores

criticos de f tem medida zero em M.

Proposicao 2.4.19. Seja p um ponto critico nao degenerado (isto €, com matriz Hessiana
de uma fungao diferencidvel em relagdo a ele diferente de zero) de uma fungio C™, r > 2,
em uma variedade suave M. Entdo existe 0 < k <n e um sistema de coordenadas C" 2

(1, ,2,) com origem p tal que, nessas coordenadas, f é dada por
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O ntmero k é chamado de indice de Morse do ponto p.

2.5 Introducdo aos Sistemas Dinamicos

A fim de fazer do tema abordado na dissertacao algo mais compreensivel e acessivel,
¢ de fundamental importancia expor alguns dos conceitos principais relacionados a area
de sistemas dinamicos, tornando a leitura mais confortavel e o contetido do trabalho
mais completo. Nocoes como as de conjuntos estaveis, instaveis e transitividade serao de
fundamental importancia durante o desenvolvimento do texto, fazendo de sua compreensao
uma tarefa necessaria. As principais fontes a partir das quais este subtépico foi construido
sdo: Aguirre (2018) [1], Backes (2023) [3], Hirsch, Pugh e Shub (1977) [21], Shub (2013)
[49] e Shub (1971) [50].

Definigao 2.5.1. Um sistema dindmico é um par (X, f), sendo X um conjunto ds vezes
chamado de espago de fases, e f : X — X ¢é uma funcdo, a qual mostra como os pontos

do espago de fases se movem com o passar do tempo.

A dinamica, isto é, a passagem do tempo, é observada a partir da iteracao da
funcao f. Esta iteracao é a aplicacdao da funcao n vezes, a qual pode ser representada por

f™(x). Dessa maneira, temos

fofo of=f"x)
—_— ——

n vezes

O que se pretende estudar é, portanto, a evolu¢ao do tempo em um ponto x, isto é,

z, f(x), f2(x), f3(x), ... Esse conjunto recebe o nome de 6rbita do ponto z, e é dado por

O(z) = Upen f"().

Quando f possui funcdo inversa f~! : X — X, podemos considerar também os
iterados de f para o passado. Assim, dado n € N, f~ significa iterar a funcao f~! n-vezes,

ou seja,

fMa)y=f"of oo f!

n vezes

E a orbita de x, portanto, é dada por

O(z) := Upez [ (2).

Definicao 2.5.2. Dada uma aplicagio f: X — X, podemos definir a imagem inversa de

um conjunto Y, denotada por f~H(Y), como sendo
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fFAAY)={ze X : f(z) eY}.
Isso significa que a pré-imagem de um conjunto Y é constituida por todos os pontos
de X que sao levados a Y pela aplicacao f.

Definigao 2.5.3. Um conjunto A C X ¢ dito invariante por f : X — X se f~1(A) = A,
sendo f~Y(A) a pré-imagem de A.

Definigao 2.5.4. Dizemos que x é um ponto periddico se existe n € N, tal que f"(x) = x.
Seu periodo, entdo, é o menor nimero natural p € N, tal que fP(x) =x. Quandop=1, o

que significa que f(x) = x, chamamos x de ponto fixo de f.

Quando z é um ponto periddico, sua orbita é o conjunto finito

{z, f(2), fA(@), ... fr7H (D)}
o qual chamamos de 6rbita periddica. Denotamos por Per(f) o conjunto de todos
os pontos periodicos de f.

Defini¢ao 2.5.5. Dizemos que uma sequéncia de pontos (,)nen € uma §-pseudo-6rbita
para f se
d(f(xy),Tpi1) <0  para todon € N,

Um ponto fizo hiperbdlico é um ponto (fixo) p tal que os autovalores de D f(p) tém
moédulo diferente de 1. J& o ponto periddico hiperbélico é um ponto (periddico) tal que cada

ponto da érbita periédica tem derivada de f* com autovalores de médulo diferente de 1.

Definicao 2.5.6. Sejam f : X — X um sistema dinamico invertivel e x € X um ponto

arbitrdrio. O conjunto estavel de x € definido como

Wi(z) = {y € X : d(f"(2), f"(y)) == 0},

enquanto o conjunto instavel de x é definido como

W) = {y € X +d(f (), f"(y)) == 0}

Esses conjuntos também sao chamados de wvariedades estavel e instavel, e serao

expressos ao longo do texto por W#(z) e W*(x).

Dado € > 0, os conjuntos estdveis e instdveis locais (de tamanho € > 0) de  sao

definidos respectivamente como

W2 (v) ={y € X :d(f"(r), f*(y)) < € para todo n € N}
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Wi(r)={y € X :d(f(r), f"(y)) < € para todo n € N}.

Definicao 2.5.7. Seja f: X — X um homeomorfismo de um espago métrico (X,d). O

ponto x € X € dito homoclinico ao ponto y € X se
T d(f"(2), £"(5)) = 0.
Dizemos que x é heteroclinico aos pontos yi, ys € X se
Tim d(f"(2), £ () = Tim_d(f"(x). " (42) = 0.

Se M é uma variedade diferenciavel e x € M €é um ponto fizo hiperbolico para
f € Diff "(M), entdo dizemos que ¢ € M é um ponto homoclinico transversal se q é um

ponto de intersecao transversal das variedades estdvel e instavel de x.

Figura 2 — Um ponto homoclinico

Fonte: Katok e Hasselblatt (1995) [25]

Definigao 2.5.8. Se O = O(p) € uma 6rbita periédica hiperbdlica. Dizemos que g € M
é um ponto homoclinico a O se ¢ € W*(O) N W*(O). Se, além disso, ¢ é um ponto de
intersecao transversal entre essas variedades, entao dizemos que q € um ponto transversal

homoclinico associado a O.

Definigao 2.5.9. A classe homoclinica H(O) associada a O (ou p) é dada por

H(p) = Ws(p) th Wu(p).

Um conjunto invariante compacto ¢ uma classe homoclinica se for igual a H(p).

Definigao 2.5.10. Dizemos que f: X — X € transitiva (ou topologicamente transitiva )

se eziste x € X tal que O(x) = X. Ou seja, se f possui alguma orbita densa.
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Uma perturbagio de m é um homeomorfismo h : E — FE, C" nas fibras, tal que
wh™1 é um fibrado C" regular, h é C° perto da identidade e Dh ao longo das fibras é C*!
perto da identidade. Dizemos que 7 é um fibrado C" equivariante para um difeomorfismo

F: F — E e um homeomorfismo f: A — A se nF' = fr.

Definicao 2.5.11. Um difeomorfismo f é robustamente transitivo se ele é topologicamente

transitivo e qualquer perturbacdao pequena permanece transitiva.

A existéncia de transitividade significa que existe algum ponto x € X cuja Orbita
visita qualquer conjunto aberto de X. Isso implica que o sistema nao pode ser decomposto
em dois subsistemas com espacos de fase de interior nao vazio e que nao sejam um

subsistema do outro.

Proposicao 2.5.12. Seja f: X — X uma transformacgdo continua agindo em um espago
métrico (X,d) de Hausdorff e localmente compacto. Entao f € transitiva se, e somente se,

para todo par de subconjuntos abertos U eV, existe algum n € N tal que f"(U) NV # (.

Lema 2.5.13. (A-lema) Seja p um ponto fixo de um fluxo ¢ de classe C", com variedades
estdvel e instdvel locais W, (p), W (p). Seja D* um disco mergulhado em W (p) que é uma
vizinhanga de p em W (p) e V uma vizinhanga deste disco em M. Seja z € W (p) e D
um disco transversal a W (p) em z com a mesma dimensio de D*. Seja D' a componente
conexa de ¢'(D) NV que contém ¢'(z), para todo t > 0. Entdo, dado € > 0, existe T > 0
tal que para todo t > T o disco D' estd e-préximo de V' na topologia C".

A prova do A-lema pode ser encontrada em Palis Jr e Melo (2017) [42].

Figura 3 — A-lema

W (p)
A
Vv
W) b
— e
LDt
Y

Fonte: Aguirre (2018) [1]
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Definicao 2.5.14. Consideremos duas transformagoes f : X — X eg:Y =Y. Umna
conjugacao entre f e g é uma transformacao h : X — Y, a qual € um homeomorfismo, e

que satisfaz
hof=goh.

Duas transformagoes conjugadas compartilham diversas propriedades dinamicas.
A periodicidade é um exemplo: se x é um ponto periédico de f, entdo h(z) é um ponto

periddico de g. Isso pode ser observado a partir da seguinte sequéncia de passos:
fP=fof=(htogoh)o(htogoh)=htogoidogoh=h"tog*oh.

Assim, prosseguindo de forma recursiva, obtemos que f* = h=! o g" o h para todo

n € N. Dessa maneira, se f"(x) = x, temos

x = fr(x) = h7'(g"(h(x))),

implicando em h(z) = g"(h(z)), e garantindo a veracidade da afirmagao.

Podemos entender a conjugacao de fungoes da seguinte maneira: se f e g sao
conjugadas uma a outra, podemos dizer, de certa forma, que se entendermos o comportamento

de f, seremos capazes também de entender o de g.

A nogao de conjugacao, no entanto, pode por vezes ser um pouco restritiva, cabendo,
em alguns casos, a utilizacdo de outra no¢ao um pouco mais fraca: a de semiconjugacao.
Dizemos que uma transformacgao f : X — X é semiconjugada a g : Y — Y ou que (Y, g) é

um fator de (X, f) se existe uma transformacao h : X — Y, continua e sobrejetiva, tal que

hof=gof.

A definigao a seguir foi retirada da obra de Hirsch, Pugh e Shub (1977) [21].

Definigao 2.5.15. Seja um sistema dinamico f : X — X. f é dita estruturalmente estdvel
se, para todo sistema dinamico g : X — X "proximo'de f, temos que f e g sao conjugadas.
A nogdo de proximidade depende do contexto no qual cada caso se insere e deve ser sempre

explicitada.

2.6 Introducao a Teoria da Medida

Este topico retdne nogoes basicas de Teoria da Medida, em grande parte voltadas

para revisao.
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Dado um subconjunto A C X, denotaremos por A° o complementar X\ A do

conjunto A em relacao a X. As principais fontes utilizadas para a construcao desse topico

sao Folland (1999) [18] e Viana e Oliveira (2016) [54].

Definicao 2.6.1. Uma algebra de X € uma familia B de subconjuntos de X que é fechada

para as operacoes elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, isto €, tal que
(a) ) € B;
(b) A € B implica que A° € B;
(c) A€ B e B e B implica AUB € B.

Definicao 2.6.2. Uma dlgebra se diz uma o-adlgebra de subconjuntos de X e também for

fechada para as unides enumerdveis, ou seja,
Aj € Bparaj=1,..,n,.. implica em U;2, A; € B.

Observe que uma o-algebra B também é fechada para as intersegoes enumeraveis:

se A; € Bpara j =1,...,n,.., entdo N2, A; = (U2, AF)¢ também estd em B.

Definigao 2.6.3. Um espago mensuravel é uma dupla (X, B), onde X é um conjunto e
B é uma o-dlgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sao chamados conjuntos

mensurdveis do espaco.

Definicao 2.6.4. A o-algebra gerada por uma familia £ de subconjuntos X é a menor
o-dlgebra o(E) que contém a familia £, ou seja, € a intersecio de todas as o-dlgebras que

contém E.

Definigao 2.6.5. A o-algebra de Borel (ou o-dlgebra boreliana) de um espago topoldgico
€ a o-dlgebra o(T) gerada pela topologia T, isto €, a menor o-dlgebra que contém todos os

subconjuntos abertos. Nesse caso, os conjuntos mensuraveis recebem o nome de borelianos.

E interessante acrescentar que os subconjuntos fechados de X, ou seja, os complementares

dos subconjuntos abertos, também pertencem a o-algebra de Borel.

A partir das informagoes obtidas, pode-se introduzir o conceito de medida.

Defini¢ao 2.6.6. Uma medida em um espago mensurdvel (X, B) é uma fungio p : B — [0, +00]

a qual satisfaz:

(a) (D) = 0;
(b) (U2, Aj) = 3252, 1(A;y) para quaisquer A; € B disjuntos dois a dois.

Dizemos que uma medida é o-finita se existe uma sequéncia de subconjuntos

Aj, . Ap, ..o de X tal que p(A;) < oo para todo i € N e
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A segunda propriedade na definicdo de medida é a de o-aditividade. Dizemos que

uma fungao p: B — [0, +00] é finitamente aditiva se

,LL( ;-\leAj): j‘vzlﬂ(Aj)

para qualquer familia finita A4, ..., A,, € B de subconjuntos disjuntos dois a dois.
Note que, em particupar, toda medida ¢é finitamente aditiva, e que, se p é finitamente
aditiva e nao é constante igual a +o00, entao p(0) = 0, pois u(A) = p(AUD) = pu(A) + w()

e, subtraindo u(A) nas duas extremidades, obtemos 0 = y(0).

Sejam (X, M) e (Y,N) dois espagos mensuraveis, isto é, X e Y sdo conjuntos
munidos de o-4dlgebras M e N, respectivamente. Uma funcao f : X — Y é dita mensurdvel

(ou (M, N)-mensurdvel) se, para todo conjunto E € N, a pré-imagem f~'(F) € M.

Definigao 2.6.7. Seja f : X — [—o00, +00| uma fungao mensurdvel. Entao

[ rdu= [ frdu~ [ rdp.
desde que alguma das integrais do lado direito seja finita.

Definigao 2.6.8. Dizemos que uma funcio f : X — [—o00,+00]| € integrdvel se for
mensuravel e sua integral for um nimero real. Denotamos o conjunto das fungoes integraveis

por LY(X, B, n) ou L*(p).

Dado qualquer p € [1,00), dizemos que f: X — C é uma fungao p-integravel com

relagdo a p se a funcao |f|? é integravel com relagdo a p.

Defini¢ao 2.6.9. Denotamos por LP(u) o conjunto das fungoes complexas p-integraveis
com relagao a p, modulo a relagio de equivaléncia que identifica quaisquer funcoes que sdo

tguais em p-quase todo ponto.

O seguinte teorema é a principal ferramenta para construcao de medidas.

Teorema 2.6.10. (Eztensio) Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e seja py : A — [0, +00]
uma fungdo o-aditiva com po(X) < oo. Entao eziste uma unica medida p definida na
o-dlgebra B gerada por A que é uma extensdo de pg, ou seja, tal que p(A) = po(A) para
todo A € A.

Vejamos o conceito de anel de conjuntos, exposto por Isnard (2018) [24].
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Definicao 2.6.11. Um anel de conjuntos € qualquer colecio <o/ de subconjuntos de um
conjunto S tal que ) € &7 e se Ay e Ay € o, entdo Ay U Ay, AyN Ay e AN AS € .

Em consequéncia, as unioes e intersecoes finitas de elementos de </ estao em < .

Um anel de medida ¢ um anel de conjuntos com uma func¢ao medida definida sobre

ele.

Conforme exposto em Halmos (1974) [20], um dtomo de um anel de medida (S, u)
(ou de uma medida p) é um elemento E diferente de zero tal que, se F' C E, entdao F' = 0 ou
F = E. Um anel de medida sem dtomos é chamado nao atémico. Além disso, se (X, S, u) é
um espago de medida cujo anel de medida é nao atémico, entao tanto o espaco de medida

X quanto a p sao chamados nao atomicos.

Definicao 2.6.12. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja p uma medida na o-dlgebra
de Borel de X. O suporte da medida p é o conjunto supp p formado pelos pontos x € X
tais que p(V') > 0 para qualquer vizinhanga V' de x.

Temos que x € supp(p) se, e somente se, [ fdu > 0 para todo f € C.(X,[0,1]) tal
que f(z) > 0.

Dizemos que uma medida p é suportada em S (suporte) se sua massa estiver

inteiramente concentrada nesse conjunto, ou seja, u(A) = 0 para qualquer conjunto A fora

de S.

E pertinente destacar também resultados relacionados a convergéncia de sequéncias
de fungdes mensuraveis: teoremas da convergéncia mondtona e dominada, além do lema
de Fatou.

Teorema 2.6.13. (Convergéncia mondtona) Seja f,, : X — [—00, +00] uma sequéncia
nao decrescente de fungoes mensurdveis nio negativas e seja f: X — [—00,+00] a fungio
definida por f(x) = lim, f,(z). Entdo

lign/fndu:/f(a:)du.

O proéximo resultado vale para sequéncias mais gerais, nao sendo elas necessariamente

mondtonas.

Teorema 2.6.14. (Lema de Fatou) Seja f, : X — [0,+00] uma sequéncia de
fungoes mensurdveis nao negativas. Entao, a funcio f : X — [—oo,+0o0| definida por

f(z) = liminf, f,(z) é integravel e vale

/ lim inf f,,(«)dy < lim inf / Fudy.
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Temos ainda o teorema da convergéncia dominada, o principal dentre estes trés

resultados.

Teorema 2.6.15. (Convergéncia dominada) Seja f, : X — R uma sequéncia de
fungdes mensurdveis e suponha que existe uma fungdao integravel g tal que |f,(z)| < |g(z)]
para ji-quase todo x em X . Suponha também que a sequéncia (fy), converge em u-quase

todo ponto para uma funcao f: X — R. Entdo, f ¢ integravel e vale

lim / Fodp = / fdp.
Dizemos que uma medida invariante p é ergédica se f~'(A) = A a menos de medida
nula implicar que u(A) =0 ou p(A°) = 0.
2.7 Conceitos iniciais em Teoria Ergodica

Uma nocao fundamental, e que serd utilizada ao longo do texto deste trabalho, é a
de expoentes de Lyapunov. Para compreensao do conceito, algumas ideias iniciais devem
ser apresentadas, o que sera feito de forma breve, de maneira a facilitar o entendimento
do texto sem torna-lo desnecessariamente extenso. As principais fontes das informacoes a
seguir sdo: Alvarez (2023) [2], Katok e Hasselblatt (1995) [25] e Viana e Oliveira (2014)
38].

Teorema 2.7.1. (Birkhoff - versdo para tempos médios de visita) Seja f : M — M
uma transformagdo mensurdvel e p uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer

conjunto mensurdvel E C M, o tempo médio de visita

1 ,
T(E,x) = lim —# {j =0,1,...,n—1: f/(z) € E}
non
existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, [ T(E,x)du(z) = pu(E).

Observe que, se 7(FE, ) existe para um certo ponto = € M, entao

7(E, f(z)) = 7(E, ) (2.1)

De fato, por definicao,
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ﬂﬂﬂw=Hmi&ﬁW%

:Mé?mﬂm—h%w—%W@ﬂ

— (B, 7) — lim ~ [Xu(z) — Xa(f"(z))]

n—oo n,

Sendo a funcao caracteristica limitada, visto que sua imagem é sempre igual a zero

ou um, temos que o ultimo limite é igual a zero, completando a prova da Igualdade 2.1.

O préximo passo serd generalizar o Teorema 2.7.1 para o caso em que ¢ ¢ uma

funcao integravel qualquer:

Teorema 2.7.2. (Birkhoff) Seja f: M — M wma transformag¢io mensurdvel e seja

uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer fungdo integravel ¢ : M — R, o limite

1 n—1

P = Jim 3 o) (2.2)

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a funcao ¢ definida desta forma

¢ integrdvel e satisfaz

[ #@adu(@) = [ e(@)dn().

O limite ¢ é chamado média temporal, ou média orbital de ¢. A proposigao a seguir
mostra que as médias temporais sao constantes ao longo de orbitas, em p-quase todo

ponto, generalizando a Igualdade 2.1.

Proposicao 2.7.3. Seja o : M — R uma funcao integravel. Entao

o(f(x)) = ¢(x) para p-quase todo ponto x € M. (2.3)

Dizemos que uma sequéncia de fungoes ¢, : M — R é subaditiva para uma

transformacao f: M — M se

Oman < Om + pn o f para todo m,n > 1. (2.4)

Toda soma temporal constitui uma sequéncia aditiva e, em particular, subaditiva.

Teorema 2.7.4. (Kingman) Seja i uma probabilidade invariante para uma transformagdo

f:M — M eseayp, : M - R, comn > 1, uma sequéncia subaditiva de funcoes
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mensurdveis tal que i € L'(u). Entdo a sequéncia (p,/n), converge em p-quase todo

ponto para uma fungio f-invariante o : M — [—oo, +00). Além disso, o™ € L*(u) e

1 1
/gpdp = liyg/gpnd,u = i%fﬁ/cpnd,u € [—o0, +00).

Uma sequéncia (a,), em [—o00,+00) é dita subaditiva se vale a,,+p, < @, + a, para
todo m,n > 1.

Lema 2.7.5. Se (a,), ¢ uma sequéncia subaditiva, entao

= jnf & € [~o0, +00).

lim
n n

n

Consideremos ¢_(z) = lim,, inf ﬂ(:U) e ¢4 (x) = lim, sup ﬂ(x)
n n

Para a proxima aplicagdo a ser definida, suporemos que p_ > —oo em todo ponto.

Fixado € > 0, defina, para cada k € N,

Ep={reM:yp;(x) <jlp_(z)+e¢) para algum j € {1,...,k}}.

Temos, assim, Fy C FEi1 para todo k. Além disso, a definigdo de ¢_(z) implica
que M = |, Ey. Defina também

o_(r)+e sex € Ey
() =
©1(x) se v € Ef.

Segue da definicao de Ej que ¢1(x) > ¢_(x) + € para todo z € Ef. Temos também
que a sequéncia (pk(z)), é ndo-crescente e converge para ¢_(z) + €, qualquer que seja

x € M. Em particular, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (2.6.13),

/wkdu — /((p, + €)dp quando k — oo.

Como ja observado, toda sequéncia de somas orbitais

n—1
pn=1 wofin>1
=0

é aditiva e, em particular, subaditiva. Portanto, o Teorema ergddico de Birkhoff
(2.7.2) é um caso particular do Teorema 2.7.4. Outro corolario importante do Teorema

Ergédico Subaditivo é o teorema de Furstenberg-Kesten, que sera enunciado neste topico.

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel e seja p uma probabilidade

invariante. Seja 6 : M — GL(d) uma fun¢ao mensuravel com valores no conjunto G'L(d)
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das matrizes quadradas invertiveis de dimensao d. O cociclo definido por 6 sobre a

transformacao f é a sequéncia de fungoes dada por

¢"(x) = 0(f"Hx))...(0(f(x))0(x), paran > 1 e ¢'(z) = id

para todo x € M. Temos que vale o seguinte:

" (x) = ¢"(f"(x)) - " (x), para todo m,n € Z e todo x € M. (2.5)

Isso porque, como temos

¢ (@) = (O (@) - (@) - (0 (2)))0(=)

As parcelas 0(f™ " (z)) até (f™(x)) sdo correspondentes a n — 1 iteradas, ou

seja, a ¢"(f™(z)), enquanto as parcelas restantes correspondem a ¢™(x).

Além disso, temos que qualquer sequéncia (¢™), que satisfaz (2.5) é o cociclo

definido por 6 = ¢! sobre a transformacao f.

Teorema 2.7.6. (Furstenberg-Kersen) Se log™ ||0| € L*(u), entdo
. 1 _
Amazdp = lim,, ——log ||¢"(z) ]|
n
Se log* |07 € L*(u), entdo
: 1 n -1
Amin(2) = lim,, —ﬁlog lo™ (z) |
existe em p-quase todo ponto. Além disso, Apin € L(11) e
: 1 n —1 1 n\—1
At = T, - Flog (6"(2) | dya = sup, — [log | (¢")| dp.

O teorema ergddico subaditivo de Oseledets, a ser enunciado a seguir, refina a

conclusao do Teorema de Furstenberg-Kersten:

Teorema 2.7.7. (Oseledets) Nas mesmas condigoes do Teorema 2.7.6, para pi-quase
todo x € M, existe um nimero inteiro positivo k = k(x) e existem nimeros reais
A(z) > ... > M\(z) e uma filtragio

RY'=V!> .. >VF> V= {0} (2.6)

tal que, para todo i € {1,...,k} e para u-quase todo x € M,
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Ai(x) e 0(z) - Vi = Vi)
1 L

2. lim,, - log ||¢™(x)v|| = \i(z) para todo v € V\ViT!
1 4 ,

3. lim,, — log |det ¢"(x)| = =K, di(z)\i(2), onde di(z) = dimV} — dimV;*!.
n

Os niimeros \;(x) sdo chamados expoentes de Lyapunov de 6 relativamente a f no
ponto x. Eles satisfazem A\ = \,.00 € Ak = A\pin. Por isso, também chamamos \qz € Amin
de expoentes de Lyapunov extremais no ponto x. Cada d;(z) é chamado multiplicidade do

expoente de Lyapunov \;(z).

Quando f é invertivel, podemos estender a sequéncia (¢"), a todo o Z, definindo
¢~ (x) = ¢"(f"(x))"! paratodon >1exz € M.

Supondo também que log™ |0~ € L(u), é possivel obter uma conclusdao mais

forte do que anteriormente: no lugar da Filtracao 2.6, obtemos uma decomposic¢ao

R'=E, @ ..o E"

tal que, para todo 7 =1, ..., k,

T

L 0(x) - B, = E},y eV} =V @ E}; logo, dim E}, = dim V; — dim V;*;
1 .
2. lim,, 400 — log||¢™(x)v|| = A\i(z) para todo v € E? diferente de zero;
n
1 ,
3. lim, 10 — log | det ¢"(z)| = S5, di(x)\i(x), onde d;(z) = dim E:.
n

A familia {V;"}_.,, define, para cada indice ¢, uma variacado mensuravel de subespacos

ao longo de x, e essa estrutura é chamada de fibrado de Oseledets.

Definicao 2.7.8. Uma medida de probabilidade ergodica f-invariante p é chamada
hiperbolica se todos os seus expoentes de Lyapunov sdo nao nulos e existem expoentes de
Lyapunov com sinais diferentes. Dizemos que uma medida hiperbolica é do tipo sela se
A1 < 0 < A\g. Denotamos por My(f) o conjunto de medidas hiperbélicas ergidicas de tipo

sela.

Sejar > 1, e seja f € Diff" (M) um difeomorfismo de classe C" sobre uma variedade
Riemanniana compacta M de dimensao d. Dado um subconjunto compacto A C M,

invariante por f, dizemos que A admite uma decomposicio dominada se existe uma
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decomposicao D f-invariante do espaco tangente ThAM = E & F, e constantes C' > 0,
A € (0,1), tais que, para todo x € A e n > 0, tem-se:

IDfE el - 1Dl eIl < CA™.

Um conjunto hiperbélico para f é um subconjunto compacto f-invariante A C M,

com uma decomposi¢ao

T.M = E*(z) ® E*(z)

para todo x € A, tal que, para algum C' > 0 e A € (0,1), para todo x € A, n > 0,
v® € E%(z), v* € E*(x), temos:

IDfE )] < CAlo*]| e [IDf"(w")]] < CA™[lo"]].
Quando A = M, dizemos que f é um difeomorfismo de Anosov.

2.7.1 Teorema da Variedade Estavel e Folheacoes Invariantes

Seja f um difeomorfismo C" sobre uma variedade compacta M, admitindo uma

decomposi¢ao dominada da forma
TM =FE"“® E°® E?,

onde Df é uniformemente expansivo ao longo de E" e uniformemente contrativo ao longo

de E?, isto é, f é parcialmente hiperbdlico.

Teorema 2.7.9. Supondo dim E* > 0, existe uma unica familia F* de subvariedades
imersas C", injetivamente, tais que v € F"(x) e F"(z) € tangente a E* em todo ponto

x € M. Essa familia € invariante, no sentido de que
f(Fx)) = F“(f(z)) para todo x € M,

e as folhas F*(x) sao uniformemente contraidas por algum iterado negativo de f. Além
disso, F* € uma laminacao continua de M, ou seja, todo ponto possui uma carta local

continua que trivializa as folhas e é uniformemente C" ao longo de cada folha.

Dessa maneira, os conjuntos instaveis locais formam uma folheagao instavel forte.
Introduziremos a seguir, a partir das ideias vistas, os conceitos de folheagao estavel, instavel,

forte e fraca, também de grande importancia no decorrer do trabalho.

Temos uma folheagdo estdvel F° se existe uma particao da variedade M em

subvariedades imersas, chamadas folhas estaveis, tais que para todo x € M, temos:

Fi(x) ={y € M|d(f"(z), f"(y)) — 0 quando n — +oo}.
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Temos uma folheacdo instdvel F" se existe uma particao da variedade M em

subvariedades imersas, chamadas folhas instaveis, tais que para todo x € M, temos:
Fi(z) = {y e M|d(f"(z), f"(y)) = 0 quando n — —I—oo} .

Figura 4 — Folheagoes estavel e instavel

Fonte: A autora

Essas folheagoes sdo invariantes por f, isto é,

(P (@) = F(f(x) e f(F(x)) = F*(f(x)).

Dizemos que uma folheacao F é subfolheagdo de outra G quando cada folha de G é
folheada por folhas de F.

Folheacao forte diz respeito as folheagoes estavel e instavel, enquanto folheagdo

fraca diz respeito a centro-estavel e a centro-instavel.

2.7.2 Entropia

Seja f : M — M uma aplicacao continua sobre um espa¢o métrico compacto, e
1 uma medida de probabilidade f-invariante e ergbédica. Um conjunto £ C M é dito

ser (n,€)-separado se, para todo =,y € E, com = # y, existe i € {0,...,n — 1} tal que
d(f'(x), f'(y)) = e

A entropia topoldgica é definida por:

htop(f) = lim lim sup 1 logsup {#E : E C M é (n,€)-separado} .
e—0 pnaoco N
A entropia topoldgica é, de maneira informal, uma medida que nos fornece a taxa
de crescimento exponencial do niimero de segmentos de o6rbitas de tamanho n que podemos
distinguir dada uma resolucao finita. Ela, portanto, da, de certa maneira, uma medida
de complexidade do sistema em questao, sendo ele mais complexo quando a entropia for

maior.
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A seguir, definiremos a entropia métrica.

Seja (X, B, i) ou (X, ) um espago de probabilidade e I um conjunto finito ou
contavel de indices. Uma cole¢ao de subconjuntos mensuraveis £ = {C, € Bla € I} é
chamada particao mensurdvel de X se pu(X\UqerCa) = 0 e p(Cy, N Cy,) = 0 para

(05} 7& Q9.

A entropia de uma particado mensuravel £ é dada por

H(¢):=H, > w(Ca)log p(Ca) > 0.
/L(g’S)]>0

Alternativamente, podemos concordar que 0log(0 = 0 e escrever

— > 1(Ca)log u(Ca).

ael

Para partigoes enumeraveis &, a entropia pode ser infinita. Na maioria dos casos,
suprimiremos a dependéncia da entropia em relagdo a medida, mas quando mais de uma

medida estiver envolvida na discussao, utilizaremos o indice inferior.

Se T': X — X é uma transformacao que preserva a medida, ¢ é uma particao
mensuravel de X e T71(¢) = {T71(C,)|a € I}, entdo

H(T™H(8)) = H(S). (2.7)

Para uma partigdo mensuravel { e x € X, seja C¢(x) o elemento de £ que contém
x. A fungao I : X — R,

Ie(z) = —log u(Ce(z)) (2.8)

¢ chamada funcao informagdao da particao £. Nessa definicao, desconsideramos o

conjunto de medida nula para o qual ;(Ce¢(x)) = 0. Usando 2.8, podemos escrever

&) = [ Ledp. (2.9)

Essa representagao de entropia ilumina e torna natural, segundo Katok e Hasselblatt
(1995) [25], a seguinte nogao de entropia condicional de uma parti¢do com respeito a outra
particdo que desempenha um papel central na teoria da entropia para transformagoes
que preservam a medida. Ao considerar uma particao, é conveniente usar uma notagao

alternativa para as medidas condicionais 4, correspondentes aos elementos da particao,

definindo p(A|B) = (AN B)/u(B).
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Definigao 2.7.10. Seja & = {C,|la € I}, n={D,|a € J} duas parti¢oes mensurdveis de

(X, p). A entropia condicional de & com respeito an é

H(En) =Y u(DB) > 1(CalDB)log u(Co| D).

psedJ ael

Observagao 2.7.11. Se v = {X} € a parti¢io trivial, entio H(§) = H(&|v). Similarmente

d equacdo 2.9, podemos reescrever a definicao de entropia condicional como

H(¢ln) = /X Iendp, (2.10)

onde I¢, € a funcao informagdao condicional definida por

ley(7) = —log u(Ce(x)|Cy(x)).

Para uma partigdo mensuravel £ e uma transformacao mensuravel (ndo necessariamente

invertivel) T, definimos a parti¢io conjunta por

L, =EVTTHO V- VT

Definicao 2.7.12.
o1
T, €) = hy(T,€) = lim ~H(ET,)

¢ chamada de entropia métrica da transformagao T relativa a particao &.

Definig¢ao 2.7.13. A entropia de T com respeito a u (ou a entropia de u) €

h(T) := h,(T) := sup{h,(T,&) | £ € uma particao mensurdvel com H(§) < oo}.

Conforme apresentado em Bowen (1971) [5], o produto de dois sistemas dindmicos

continuos T e T5 entre espagos compactos satisfaz

htop(Tl X TQ) = htop(T1> + htop(Tg).

Dentre os exemplos de calculos de entropia apresentados por Katok e Hasselblatt
(1996) [25], temos o caso dos automorfismos torais hiperbélicos, exemplo de grande utilidade
para o desenvolvimento desta pesquisa, e que apresenta, entre outras coisas, a ideia de

que, neste contexto, dado um automorfismo hiperbélico toral f,

hiop(f) = log A, (2.11)

sendo \ o autovalor maximo de f.
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2.7.3 Pressao

Seja f : M — M uma transformacao continua em um espac¢o métrico compacto.
Chamamos potencial em M a qualquer funcao ¢ : M — R. Para cada n € R, definimos

¢n : M — R por ¢, = 3" ¢ o f'. Dada qualquer subcobertura aberta o de M, definimos

P.(f, ¢, ) = inf { > sup @ . ) ¢ subcobertura finita de a”} :

Uey zelU

A sequéncia log P,(f, ¢, «) é subaditiva e, portanto, o limite

P(f, 6,0) = lim - log Po(f,6,)

existe. Chamados de pressio (ou pressao topoldgica) do potencial ¢ relativamente
a f ao limite P(f,¢) de P(f,¢,a) quando o didmetro de « vai para zero. A existéncia

desse limite é garantida no lema 10.3.1 do livro de Viana e Oliveira (2016) [54].
Um potencial de Holder é um potencial que é Holder continuo.

O conceito a ser apresentado a seguir ¢ o principio variacional. Para trabalhar com
a estrutura mensuravel dos homeomorfismos f de espagos métricos compactos X, levemos
em conta que o conjunto M(f) de medidas de probabilidade de Borel invariantes por f
em X é um subconjunto convexo, compacto (na topologia fraca estrela) e nao vazio (os

pontos extremos sao medidas ergédicas).

Teorema 2.7.14. (Principio Variacional) Se f : X — X é um homeomorfismo de
um espago métrico compacto (X, d), entio hiy,(f) = sup {h,(f)|u € M(f)}.

Seja f : M — M uma transformagao continua num espago métrico compacto. Uma
medida invariante de probabilidade p é dita um estado de equilibrio para um potencial

¢ : M — M se ela realiza o supremo no principio variacional, isto é,

hu(f) + [ ¢du = P(¢, f) = sup {h,(f) + [ ¢dv € M(f)}.

No caso particular ¢ = 0, também dizemos que p ¢ uma medida de mdxima entropia.

Exemplo 2.7.15. Se f : M — M tem entropia topoldgica nula, toda probabilidade
invariante p € medida de mdzima entropia, pois h,(f) = 0 = h(f). Agora, para um

potencial qualquer ¢ : M — R,

P(f,¢):sup{/¢dy:uEM(f)}.

Logo, v é estado de equilibrio se, e somente se, v mazximiza a integral de ¢. Como
a fungio v — [ ¢dv é continua e M(f) é compacto, relativamente a topologia fraca estrela,

mdzximos existem para todo potencial ¢.
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Se 1 ¢ uma medida f-invariante em X, e v = 7w % 4 a medida imagem em Y, entao

a pressao relativa satisfaz uma versao do principio variacional:

P(fpm) =sup { flr ' (By) + [ duf.

onde h,(f|m~'(By) é a entropia condicional de u dado o fator Y, ou seja, mede a

incerteza “dentro” das fibras de pu.

O teorema que segue é de fundamental importancia para o desenvolvimento
deste trabalho, e ¢é fornecido por Ledrappier e Walters (1977) [27]. Considere C(X)
o espago das fungbes continuas reais definidas em X, M (Y,.S) o espago das probabilidades
S-invariantes definidas nos subconjuntos de Borel Z(Y'), h,(T'|S) como sendo igual ao
sup {h, (TS, £)|§ uma particao finita de =}, e

h(T'1S, &) = limy, o0 = H, (£ |7 (ey)).

Teorema 2.7.16. (Teorema Variacional de Ledrappier-Walters) Sejam X eY
espacos métricos compactos e sejal : X — X, S Y =Y, n: X —= Y aplicacoes
continuas tais que ™ é sobrejetora e 7T = Sw. Seja f € C(X) ev € M(Y,S). Entdo

sup {h, (T|S) + p(f)lp € M(X,T) e por" =v} = /Y P(T, f.7 (y))dv(y).
sendo u(f) correspondente a [ pdu, conforme Walkden (2018) [55].

Segundo Ures (2012) [53], uma aplicagao f é intrinsicamente ergddica se possui

uma unica medida de maxima entropia.

2.7.4 Operador de transferéncia

O conceito de operador de transferéncia (ou operador de Ruelle-Perron-Frobenius)
também tem utilidade no desenvolvimento da pesquisa. Trata-se de um operador linear

L:C'(M)— C°(M) definido no espago C°(M) das fungdes continuas complexas por
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3 Resultados

Este capitulo apresenta os principais resultados a serem utilizados ao longo da

prova dos teoremas principais deste trabalho.

3.1 O exemplo de Shub

Este t6pico tem como referéncia o trabalho de Shub (1971) [50] acerca de difeomorfismos
topologicamente transitivos em T%, e é de fundamental importancia para o desenvolvimento

posterior dos teoremas e corolarios principais desta pesquisa.

Seja f: M — M um difeomorfismo (M variedade compacta, conexa e C'*°) com p
ponto periédico de f de periodo n. Temos o seguinte resultado a respeito da transitividade
de f:

Teorema 3.1.1. Seja W*(p) (resp. W"(p)) o conjunto estdvel (resp. instdvel) tangente
ao subespago T,M correspondendo aos autovalores de D f™(p) com mddulo maior que 1
(resp. menor que 1). Aqui, f nao precisa ser hiperbélico. Se W*(p) e W*(p) sdo densos

em M, entao f é topologicamente transitivo.

Demonstragao. Se as variedades W#(p) e W*(p) sdo densas em M, entdao para todo ponto
x € M e todo raio € > 0, existe um ponto y € W#(p) (resp. W*(p)) tal que a distancia
entre z e y é menor que €, ou seja, as variedades W?*(p) e W*(p) passam arbitrariamente

perto de todo ponto no espago M.

Sendo as variedades proximas a qualquer ponto no espago, entao, visto que elas
se referem aos pontos que se aproximam de p no futuro (WW*(p)) ou no passado (W*(p)),
algum ponto dentro dessas variedades e, consequentemente, da 6rbita do ponto x que se
aproxima de p, tera distancia menor que € em relagao a um ponto g qualquer. Dessa maneira,
tomando abertos U e V' de p e g, respectivamente, existe n € N tal que f*(U)NV #0. O

Teorema 3.1.2. Seja f : M — M um difeomorfismo Anosov com pontos periodicos densos
em M, f(mg) =mg, m: E — M um fibrado C" equivariante para F : E — E, e [ tal que

Flz-1(mg) € Anosov com pontos periodicos densos. Entao f é topologicamente transitiva.

Teorema 3.1.3. (Teorema do fibrado equivariante) Seja m : E — M um fibrado
C" equivariante de F' e f, onde f é Anosov. Se f possui tazas de expansdo/contragao
que superam as de F ao longo das fibras, entdo para qualquer perturbacio C' G de F
suficientemente pequena, existe uma perturbacio © de w tal que 7 é um fibrado C!

equivariante para G e f.
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Teorema 3.1.4. Sejam 7, E, f como nos teoremas 3.1.2 e 3.1.53. Entao qualquer

perturbacio C' de F suficientemente pequena é topologicamente transitiva.

Demonstracao. A prova deste teorema consiste na articulacdo das conclusoes obtidas nos
dois anteriores (3.1.2 e 3.1.3): o primeiro garante que F, tal como é caracterizada, é
topologicamente transitiva, enquanto o segundo assegura que isso se mantém ainda que

haja uma perturbacao C', desde que esta seja suficientemente pequena. O

A seguir, é apresentado o exemplo intitulado como "Exemplo de Shub', base para
a construcao do presente trabalho. Ele foi exposto no trabalho de Bonatti, Diaz e Viana
(2004) [4].

Considere difeomorfismos A e B definidos no toro T?, tais que a aplicacdo produto
(A,B) : T? x T? — T? x T? seja parcialmente hiperbélica com subfibrado central E°
tangente as fibras {x} x T? (para isso, basta escolher A = B™ para algum n = 1). Suponha

que A tenha pontos fixos p e ¢ e que B tenha um ponto fixo r.

Considere ainda uma aplicacdo f : T?xT? — T?xT? da forma f(x,y) = (A(x), F,(y)),

parcialmente hiperbélica com E° tangente as fibras {x} x T?, e tal que F, = B.

Proposicao 3.1.5. O difeomorfismo f é robustamente transitivo.

Demonstracio. No exemplo de Shub, o sistema ¢ construido em T? x T? por meio de uma
aplicacdo da forma f(z,y) = (A(z), F.(y)), na qual A : T?> — T? ¢ um difeomorfismo
Anosov e, para cada x € T?, a aplicacao F, : T? — T? depende suavemente de x. Temos,
a partir dessa estrutura, uma folheagao central cujas folhas sdo as fibras {x} x T2, obtidas
fixando x e variando y. Sendo a dependéncia de F, em relagdo a x suave e a decomposi¢ao

em fibras na forma de produto, temos que a folheagao central é diferenciavel.

Faz-se necessaria a demonstracao da proposicao a insercao do teorema a seguir, de
autoria de Hirsch, Pugh e Shub (1970) [21]. O resultado a ser apresentado assume que a
folheacao central inicial é expansiva por placas, isto é: dado e, existe § tal que, se x,, e y,
sao o-pseudo-Orbitas com todas as transi¢oes ao longo das folhas centrais, e permanecem a
uma distancia menor que € em todos os tempos, entao x, e y, pertencem a mesma folha

central local para todo n.

Teorema 3.1.6. (Hirsch, Pugh, Shub) Se f admite uma folheag¢io central F¢ com a
propriedade de expansividade em placas, entdao (f, F¢) € estruturalmente estdvel. A hipdtese

de expansividade em placas vale, em particular, se F¢ € de classe C*.

Como a folheagao central F¢ (tangente ao subfibrado E°) é diferenciavel, o Teorema
3.1.6 implica que o par (f,F¢) é estruturalmente estavel. Segue-se, portanto, que as

variedades estével e instdvel da continuagao da fibra {p} x T? sdo ambas densas em T*
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para toda perturbacao C! de f. Assim, como os endomorfismos lineares no toro tém as
folheagoes densas (no toro), entdo as variedades invariantes do ponto fixo (p,r) sdo ambas
densas de forma robusta em T*. Isso implica, pelo Teorema 3.1.1, que f é robustamente
transitivo (alids, todo difeomorfismo Anosov no toro ¢ robustamente transitivo): a variedade
estdvel do ponto fixo intersecta qualquer conjunto aberto U de T4, logo, os iterados f™(U),
n > 0, acumulam discos arbitrariamente grandes na variedade instavel, os quais, por sua

vez, intersectam qualquer conjunto aberto V. Ou seja, f"(U) NV # 0. n

Para garantir a nao hiperbolicidade, basta tomar F, : T> — T? com pontos
periédicos com indices de Morse — isto é, nimero de diregoes instaveis em um ponto
critico ou periddico — distintos (uma sela e uma fonte, por exemplo): entdo f também tem
pontos com diferentes indices de Morse. No entanto, a hiperbolicidade exige que todos
os pontos periddicos tenham o mesmo nimero de diregoes estaveis/instéveis, ou seja, o
mesmo indice de Morse, e a transitividade de f implica que essa diferenca de indices nao
pode ser "separada’ em regioes distintas do espago, como se fossem desconectadas, temos
que a presenca de indices distintos aliada a transitividade contradiz a possibilidade de f

ser hiperbdlico.

3.2 Teoremas principais e resultados relevantes

Este tépico inicia o estudo do artigo [30] propriamente dito. Como mencionado
anteriormente, a introducao do exemplo de Shub é muito importante dentro da dindmica
suave. Isso se da pelo fato de que trata-se do primeiro exemplo de um difeomorfismo que,

a0 mesmo tempo, é robustamente transitivo e é nao uniformemente hiperbdlico.

3.2.1 O exemplo de Shub revisitado

O estudo desse exemplo na presente pesquisa, no entanto, nao considerara a condigao
restritiva comumente adotada de que as fungoes admitem uma outra dominacao do espago
central. Essa auséncia de dominagao central torna essa classe de fungdes interessante, pois

nao se pode fazer uso das técnicas unidimensionais.

Nesse trabalho, considerar-se-a uma classe ligeiramente mais geral que a apresentada

no exemplo de Shub original, a qual serd definida da seguinte forma:

Definicao 3.2.1. Um difeomorfismo f : M — M é chamado de parcialmente hiperbolico
se o espago tangente admite uma decomposicao D f-invariante TM = E°® E°® E* tal que
existem fungoes continuas 0 < A (x) < A; (x) < A (x) < Ay (x), com A () <1< A, (2),

satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) [[Df(z)o*]| < As(2);
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Figura 5 — Representacao de uma decomposicao parcialmente hiperbodlica do espaco
tangente

E,

7< "
—_—

Fonte: A autora

(2) A () < |Df(@)ot|| < Af(x);
(3) IDf(@)v"]| = Au(z),

para todo x € M e vetores unitdrios v' € E'(x)(i = s,c,u).

Chama-se um difeomorfismo parcialmente hiperboélico dinamicamente coerente se
existem folheagbes invariantes F“ e F tangentes a £ = F°® E* e B = E° & E".
Assim, temos F subfolheada pelas folheagoes estavel e central (F* e F¢), e F pelas

folheagoes instavel e central (F* e F¢).

Sejam A, B dois automorfismos Anosov lineares tais que 1 < [Ag| < [\a|, onde A4

e Ap sdo os valores préprios instaveis de A e B. Entao fa 5 : T? x T? — T? x T?

fas(z,y) = (A(z), B(y))

¢ um automorfismo Anosov, o qual pode ser visto como um difeomorfismo parcialmente
hiperbdlico com fibrado central bidimensional e dire¢des estavel e instavel unidimensionais.
Em primeiro lugar, trata-se de um automorfismo Anosov porque, representando a matriz

de f como uma matriz de blocos

A 0
0 B

Y

e sendo |A4| e |Ap| maiores que 1, e o determinante da matriz igual a 1, concluimos

que a aplicagdo um automorfismo Anosov.

Além disso, a aplicagdo pode ser vista como um difeomorfismo parcialmente

hiperbélico com fibrado central bidimensional e dire¢oes estavel e instavel unidimensionais.
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E um difeomorfismo porque é um automorfismo Anosov. Os autovalores que geram os
espacos E° E° e E" seriam, respectivamente, A%; A% e A%; e \Y, obtidos a partir da

desigualdade entre A4 e A\p dada anteriormente.

Definicao 3.2.2. Seja PH4 p o conjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
isotopicos a fa g, todos com a mesma dimensao do fibrado estdvel e instdvel, os quais sao

unidimensionais. Seja também PHY 5 uma componente conexa de PHy g contendo fap.

A proposicao a seguir é um resultado apresentado em Fisher, Potrie e Sambarino
(2014) [17].

Proposigao 3.2.3. (Fisher, Potrie e Sambarino) Se f € PHY g, entio f ¢ dinamicamente
coerente e admite uma folheacdo central onde todas as folhas centrais sao toros bidimensionais

C' e f € conjugado, no nivel das folhas centrais, a fap.

Definicao 3.2.4. A classe de Shub SH C Uy<yy<x, PHBLB é o conjunto dos difeomorfismos

parcialmente hiperbélicos f de T* tais que f pertence a algum PHBX,B e existe um ponto

fizo py = f(py) € T, tal que f
central fixa passando através de py.

Fepy) ¢ um difeomorfismo Anosov, onde F§(py) ¢ a folha

Seja também
SH :={feSH:féC"},r>1.

Em [30], menciona-se que, a partir da andlise da aplica¢do induzida pelo grupo

fundamental, que f| Fe(ps) é topologicamente conjugado a B.

Shub (1971) [50] provou o seguinte teorema:

Teorema 3.2.5. (Shub) SH é C'-aberto e todo f € SH ¢ transitivo.

Shub provou esse resultado para alguns exemplos especificos, mas a prova pode ser

adaptada para a classe de difeomorfismos de Shub que satisfazem algumas bunching conditions:

(a) bunching global

A1) _ AL(w)

c 4.
As(x) < @) S (@) < Au(x), para todo x € T% (3.1)

(b) bunching local forte na folha central fixa F§(py)

As(z) < (A (2))? < (A (2))? < (), para todo x € Fj(py) (3.2)

C
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() M)
M) <) < e @)

Observacgao 3.2.6. Bunching conditions sdo hipoteses técnicas que relacionam as taxas de

< Au(z), para todo = € F§(py). (3.3)

contracao e expansao das direcoes estdveis, instdveis e centrais em um sistema parcialmente

hiperbolico.

Um exemplo é o caso dos automorfismos lineares no toro, nos quais todas as taras
de expansao e contracao sao constantes, dadas pelos autovalores da matriz. Nesse caso, as
bunching conditions sdo satisfeitas de forma trivial, ja que ndo hd variacoes locais que

possam violar as desigualdades exigidas.

Um exemplo concreto é dado pela matriz

oy

Il
o = N
o = =
— o o

que atua no toro T3. O bloco 2 x 2 define um automorfismo de Anosov com autovalores
aproximadamente 0,382 (As) e 2,618 (A\,), e com A\. = 1. Assim, temos trés dire¢ioes

invariantes: uma contraida, uma expandida e uma neutra.

As bunching conditions exigem, de forma geral, que a contracio em E*® seja
suficientemente mais forte do que a proveniente da diregio central, e que a expansao em
E" seja maior que a do centro. No caso especifico em que se busca holonomias C' entre

folhas centrais, isso se traduz nas desigualdades

[As] < ‘)‘6‘9 € |>‘C‘9 < [Aul,
onde 0 denota o expoente de Holder da regularidade de Df, isto é, supomos que
f c C1+o.

Como |A.| = 1, essas condigoes ficam triviais, reduzindo-se a
IAs| <1 <A,

que se verificam de forma imediata.

Claramente, SH} ¢ um conjunto C" aberto. De fato, ja sabemos, pela sua propria
definicao, que SHj, que é o conjunto SH" satisfazendo as bunching conditions, é um
conjunto de fungoes com derivadas até a ordem r continuas. Resta-nos provar que se trata

de um conjunto aberto.

Sabemos que SH é C! aberto e que todo f € SH é transitivo. A parcial hiperbolicidade

é uma propriedade robusta, o que significa que, se f é parcialmente hiperbodlico, entao
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existe uma vizinhanca C! de f tal que qualquer g pertencente & vizinhanca também é
parcialmente hiperbdlico. Essa robustez resulta da continuidade dos subespagos invariantes
E®, E°¢, E* sob pequenas perturbacoes e da preservacao das desigualdades entre as taxas

de expansio/contracio no sentido C'.

Sabendo que mesmo com uma pequena perturbacao de f dentro de SH, ainda sao
satisfeitas as condigoes do conjunto SHJ, entdo existe uma vizinhanga V(f) em C', para
todo f € SHy, tal que toda funcao g dentro dessa vizinhanca também pertence a SHy,

fazendo do conjunto C' aberto.

Observacao 3.2.7. A condicio na equagio 3.1 implica que se f é C?, entdo os fibrados
estdvel e instdvel sao C e, como consequéncia, as holonomias forte estdvel e forte instdvel
entre as folhas centrais sio de classe C' (quando restritas, respectivamente, ds folhas centro-
estdvel e centro-instavel). Veremos mais tarde que, de fato, essas holonomias dependem
continuamente na topologia C' com respeito aos pontos (ou folhas centrais) e com respeito

a aplicagdao f (na topologia C?).

Observacgao 3.2.8. A condigdo expressa pela sequnda equagdo é a bunching condition 2
padrao, e implica que, se f é C?, entdo Fips), Fi(ps) e Fi(pg) sdo de classe C?. Se os
fibrados centrais sao simétricos, ou A\; \I = 1, entao € equivalente a bunching condition

global.

A condigcdo na terceira equacdo nos dd melhor reqularidade de folheagoes fortes
correspondendo a folha Anosov fiva F¢(py). Em particular, se f é C3, entao a folheagio
estdvel forte F restrita a variedade centro-estdvel f}s(pf) é de classe C?, e a folheagdo

instdvel forte F} restrita d variedade centro-instdvel F¢"(py) € também de classe C2.

O texto a seguir serd referente a subsecao 'Resultados'do artigo-base, e tem
como objetivo apresentar, como o préprio titulo sugere, resultados pertinentes para o
desenvolvimento do tema de pesquisa. Serao expostos, entre outros pontos importantes, os

trés teoremas principais a serem demonstrados mais tarde.

As intersecoes homoclinicas entre pontos peridédicos hiperbélicos foram observadas
primeiro por Poincaré e, desde entao, elas tém um papel importante na teoria dos sistemas

dindmicos. Smale (1965) [51] as utilizou para definir classes homoclinicas.

Definicao 3.2.9. Dados dois pontos periodicos hiperbolicos p,q do difeomorfismo f, com
o mesmo indice estdavel, dizemos que eles sdo homoclinicamente relacionados se suas

variedades estavel e instdvel se intersectam transversalmente.
We(p) M W*(q) #0 e W3(q) h W*(p) # 0.

Dizemos que Orb(p) e Orb(q) sio homoclinicamente relacionadas se
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W*(Orb(p)) h W*(Orb(q)) #0 e W*(Orb(q)) b W*(Orb(p)) # 0. (3.4)

Figura 6 — Pontos homoclinicamente relacionados

W*(p) W=(q)

W*(q)

W (p)

Fonte: A autora

Existe, assim, uma relacao de equivaléncia entre érbitas peridédicas hiperbélicas.
Vejamos que isso de fato se verifica.

Para que seja provada a existéncia de uma relacao de equivaléncia a partir das
desigualdades acima expostas, é necessario demonstrar a validade das propriedades de

reflexividade, simetria e transitividade para o caso especifico.

(a) Reflexividade: A 6rbita de p (p ponto periddico hiperbdlico) relaciona-se
consigo mesma pois, sendo p hiperbélico, W*(Orb(p)) se intersecta transversalmente

com W"(Orb(p)). Isso ocorre porque o ponto p pertence tanto a W#(Orb(p)) quanto a
W*(Orb(p)).

(b) Simetria: Observa-se a partir do fato de que W*(Orb(p)) h W*(Orb(q)) # 0 e
W#(Orb(q)) h W*(Orb(p)) # 0.

(c) Transitividade: Considere p, ¢, r pontos periédicos hiperbdlicos tais que

W#(Orb(p)) h W*(Orb(q)) # 0 e W*(Orb(q)) h W*(Orb(p)) # 0
W#(Orb(q)) h W(Orb(r)) # 0 e W5(Orb(r)) h W(Orb(q)) # 0.

Se as intersecoes das variedades das orbitas sdo ndo vazias, existem pontos
x1 € W*(p;) NW*(q;) e xz2 € W3(qx) N W*(1;) com intersegOes transversais, para certos
iterados p; = fi(p), ¢, v = f7(q), f*(q), m = f(r), com i,j,k,l € Z. Pelo X\-lema, a
intersecao transversal 1 € W*(p;) N W"(g;) implica que existem discos D* C W*(Orb(p))
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tais que f~"(D*) — W"(Orb(p)) em C' e, analogamente, a intersecio transversal
xe € W5(q) N W*¥(ry) implica que existem discos D* C W*(Orb(r)) tais que f*(D") —
W*(Orb(q)) em C*.

Compondo essas aproximagoes, obtemos que a imagem direta de discos em W*(Orb(r))
acumula-se em discos de W*(Orb(p)). Logo, para algum N, ha f~(D*) h W*(Orb(p)) # 0.
Assim, W*(Orb(r)) i W#(Orb(p)) # 0, e pela simetria da relagdo homoclinica, W*(Orb(r))

W*(Orb(p)) # 0, fazendo das 6rbitas homoclinicamente relacionadas, e encerrando a prova.

As classes homoclinicas de Orb(p), HC(Orb(p)), sdo o fecho da classe de equivaléncia
de Orb(p).

Para difeomorfismos na classe de Shub, o fibrado central pode ndo admitir uma
decomposicao dominada, o que significa que os difeomorfismos podem nao ter uma
decomposi¢ao dominada de indice 2. Se um difeomorfismo nao tem decomposi¢ao dominada
de indice 2, parece inesperado que dois pontos hiperbdlicos de indice estavel 2 sao
homoclinicamente relacionados um ao outro. Isso se mostra inesperado porque os tamanhos
das variedades estavel e instavel dos pontos hiperbodlicos sao nao uniformes, e a intersecao
na equacao 3.4 pode ser vazia ou, mesmo que nao o seja, pode nao ser transversal, devido
a auséncia de dominagao (o leitor pode buscar mais informagoes no trabalho de Pujals e
Sambarino (2000) [45]).

O principal resultado do presente trabalho é o seguinte teorema:

Teorema 3.2.10. (Teorema A) Para um 2 < r < oo, existe um subconjunto U™ C SHJ,
C? aberto e C" denso, tal que para um f € U", satisfaz o sequinte: todo par de pontos

periodicos hiperbolicos de f com indice estdvel 2 sao homoclinicamente relacionados.

Como consequéncia do teorema, um difeomorfismo f € U” admite uma tinica classe
homoclinica associada aos pontos periddicos hiperboélicos de indice 2. Denote por py um
ponto hiperbdélico fixo de f € U".

Corolario 3.2.11. (Coroldrio B) Para um f € U", [ admite uma unica classe
homoclinica H(py, f) associada aos pontos periddicos hiperbolicos de indice 2, e a classe

homoclinica coincide com a variedade ambiente.

3.2.2 Estados de equilibrio

Neste topico, estudaremos os estados de equilibrio relacionados a dinamica considerada

ao longo deste trabalho.

Para um potencial continuo ¢ e uma aplicacao continua f, uma medida de
probabilidade f-invariante p é chamada de medida de equilibrio para o potencial ¢

se
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hu(f) + | ¢di = Prop(9),

onde Ptop(¢) “= SUPveM(f) {hv(f) + f ¢dU} .

Algumas pesquisas foram feitas em torno da existéncia do estado de equilibrio,
no qual vale a igualdade acima. Esse estado nao necessariamente existe. Assumindo
expansividade da entropia, Bowen, em seu trabalho do ano de 1972 [6] sobre aplicacoes de
entropia expansiva, provou que o estado de equilibrio existe. Liao, Viana e Yang (2013)
[31] mostraram, em seu trabalho sobre a conjectura de entropia publicado no ano de 2013,
que qualquer difeomorfismo distante da tangéncia homoclinica é expansivo de entropia, e
Yondim provou também, em artigo intitulado Volume growth and entropy (1987) [57], que,

para qualquer difeomorfismo C*°, o estado de equilibrio sempre existe.

Quanto a unicidade do estado de equilibrio, trata-se de um problema mais sutil. O
trabalho de Climenhaga e Thompson, intitulado Unique equilibrium states for flows and
homeomorphisms with non-uniform structure (2016) [15] (veja também Pacifico, Yang e
Yang (2022) [41], forneceu um critério baseado na propriedade de Bowen e especificagao.
Outro método usado por Buzzi, Crovisier e Sarig (2022) [10] é baseado no uso de classes

homoclinicas de medida.

Definicao 3.2.12. Suponha que f é um difeomorfismo C" para algum r > 1. Para duas
medidas hiperbdlicas ergodicas iy e po de f, escrevemos iy =< o se, e somente se, eristem
dois conjuntos mensurdaveis Ay, Ay C M com p;(A;) > 0 tais que para qualquer 1 € Ay e

To € Ag, as variedades W"(x1) e W*(xzy) tém um ponto de intersegio transversal.

Aqui, p; e po sdo homoclinicamente relacionados se p1 =< g € ps < pq. Escrevemos
1 ~ po. O conjunto de medidas ergdédicas homoclinicamente relacionadas a uma medida

ergddica hiperbodlica i é chamado de classe homoclinica medida de pu.

Lema 3.2.13. A relagio homoclinica é uma relacdo de equivaléncia. Além disso, duas
medidas atomicas suportadas em duas orbitas periodicas sao homoclinicamente relacionadas

se, e somente se, as duas orbitas periodicas sao hiperbolicas e homoclinicamente relacionadas.

Demonstracao. Vejamos, inicialmente, que a relagao homoclinica entre as medidas ¢ uma
relagdo de equivaléncia, a partir da prova da reflexidade, simetria e transitividade da

homoclinidade.

Reflexividade: E evidente, visto que, se considerarmos pi; = ji9, entao sempre havera
uma intersecao transversal entre as variedades estavel e instavel de um mesmo ponto.

Dessa forma, p EJ 1.

Simetria: Se p A k2, entdao vale, nos termos da Definigao 3.2.12, que hé intersecao
transversal ndo vazia entre W*(z5) ¢ W*(x1). Se isso acontece, temos também que o 2 p1y.

Entao, vale a simetria.
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Transitividade: Se J {12, entdo, novamente nos termos da Definicao 3.2.12, sempre
ha uma interse¢ao nao vazia entre W*(x9) e W#9(x1), qualquer que seja x; € A; C M com
11:(A;) > 0, i € [1,2]. O mesmo vale se pi5 2 y13. Como a relagdo homoclinica entre pontos
também é transitiva, isso vale para os pontos x; nos conjuntos de medidas positivas. Logo,

a transitividade vale para as medidas também: se py 9 Lo € [io 9 13, entao fiq 9 13-

Vejamos agora que a segunda parte da observacao é verdadeira: duas medidas
atomicas suportadas em duas érbitas periddicas sao homoclinicamente relacionadas se, e

somente se, as duas Orbitas periddicas sao hiperbodlicas e homoclinicamente relacionadas.

Se duas medidas sao homoclinicamente relacionadas, entao existe interse¢cao nao
vazia entre W¥(z1) e W*(xy), assim como entre W?*(xq) e W"(xy), para quaisquer x; €
A e g € Ay, sendo A; e Ay conjuntos de medida positiva para as medidas p; e jo,
respectivamente. Se as medidas sao atomicas e suportadas em orbitas periddicas, entao
todo o seu peso esta nas érbitas, fazendo com que os conjuntos A; e A estejam dentro
delas. Se ha interse¢do nao vazia quaisquer que sejam x; € A; e x5 € Ay, entao ha
intersecao transversal entre as orbitas, que sao, por isso, homoclinicamente relacionadas.
Se, para todo x1 € A e x5 € Ay em conjuntos A; e Ay das dérbitas periddicas nas quais
as medidas sao suportadas, existem variedades estaveis e instaveis, entao as érbitas sao

hiperbélicas.

Para a prova da implicacao contraria, consideremos duas medidas atomicas suportadas
em duas o6rbitas periddicas, e tratemos elas por p, € ji,. Se as duas 6rbitas periddicas sao
hiperbdlicas e homoclinicamente relacionadas, entdao temos a interse¢do nao vazia entre as

variedades estével e instavel das 6rbitas:

W*(Orb(p)) h W (Orb(q)) # 0 ¢ W*(Orb(q)) h W*(Orb(p)) # 0.

Logo, existem = € Orb(p) e y € Orb(q) tais que

We(z) h W(y) # 0 e W*(y) h W*(z) # 0,

pois as érbitas, sendo periddicas, sao finitas.

Como Orb(p) e Orb(q) sao hiperbdlicas periddicas, as variedades estéaveis e instaveis

se transportam por f, ou seja:

W2 (S (p)) = [ (W (p)) e W"(f(p)) = J'(W" (D))

Entdo, se x ~ y, f'(z) ~ fI(y), para quaisquer i, j, uma vez que as variedades

estaveis e instaveis sao invariantes por f. Como as oOrbitas sdo finitas, temos que V
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x € Orb(p) eV y € Orb(q), x ~y. Como as medidas p, e p, sao medidas de probabilidade
suportadas nas orbitas finitas Orb(p) e Orb(q), e todo ponto do suporte de y, ¢ homoclinicamente
relacionado a todo ponto do suporte de p,, entao as medidas sao homoclinicamente

relacionadas, o que encerra a prova.

]

Uma vez compreendidos os conceitos ligados a estados de equilibrio, temos o

seguinte teorema.

Teorema 3.2.14. (Teorema C) Para qualquer f € U, todas as medidas ergddicas
hiperbélicas de indice 2 sao homoclinicamente relacionadas. Seja ¢ : T* — R uma funcdio
potencial de Holder com maz, e ||¢(z) — ¢(y)|| < loghp, onde f € PH} g, entio f
admite no mdximo um estado de equilibrio para o potencial ¢. Em particular, todo f € U"

admite no mdzrimo uma medida de mdxima entropia.

Uma consequéncia de Buzzi (2022) [9] e Yondim (1987) [57] ¢ o seguinte coroldrio.

Coroléario 3.2.15. (Coroldrio D) Todo f € U N PHY 5 admite um tnico estado de
equilibrio para todo potencial de Holder satisfazendo max, yers ||@(x) — ¢(y)|| < logAp.

Em particular, todo f € U™ admile uma unica medida de mdxima entropia.

Para o exemplo de Shub, a obtencdo de alguns resultados similares foi lograda
a partir da consideracao de alguma suposi¢oes adicionais. Por exemplo, nos trabalhos
de Newhouse e Young (1983) [36] e Carvalho e Pérez (2021) [14], foi feita a suposigao
extra de que, na folheacao central, existe uma subfolheacdo invariante unidimensional,
e por Alvarez, assumindo que o fibrado central admite uma decomposicdo ainda mais
dominada. Para outros difeomorfismos parcialmente hiperbélicos em T*, existem resultados
na unicidade de u-Gibbs no trabalho de Crovisier, Obata e Poletti (2023) [16], bem como
no desenvolvido por Obata e publicado também em 2023 [37].

Vejamos, a seguir, alguns resultados importantes para que o desenvolvimento do
trabalho seja feito. Inicialmente, deve-se compreender um pouco acerca de holonomias —

instaveis e estaveis — entre folhas centrais.

Como mencionado anteriormente, a condi¢ao na equacao de bunching global implica
que as holonomias entre as folhas centrais sao uniformemente C*, ou seja, diferencidveis e
com derivada uniformemente continua. De fato, existe uma continuidade das holonomias
na topologia C'. Se y € F{(x), denotemos por h},  : Fi(r) — Ff(y) a holonomia
instédvel entre as duas folhas centrais. Sendo de classe C"', a derivada DhY% ,  induz uma
aplicacdo continua entre os fibrados tangentes unitdrios Dh% , . : T'Ff(x) — T Ff(y).
Dessa maneira, tem-se que a fun¢ao derivada é continua.
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Lema 3.2.16. Dhf, . € continuo com respeito a | € SH? (a topologia C*) e x,y € T4,

y € F¢(z). O mesmo vale para a holonomia estdvel.

Observacgao 3.2.17. A continuidade do Lema 3.2.16 significa que, se f, converge para

f na topologia C*, x,, converge para x em T* ey, € F} 10c(Tn) converge para y, entdo

U
fn »TnYn*

fraca da equacao de bunching global.

U

Yoy A prova utiliza-se da condigao global

converge uniformemente para Dh

Observagao 3.2.18. Sejam, neste caso, os fibrados estdvel e instavel unidimensionais.
Poderiamos aproximar a questio da continuidade usando a equacao diferencial ordindria
classica (EDO), teoria da reqularidade de solugoes com respeito ds condigoes iniciais e
parametros. Optou-se por apresentar uma prova diferente, a qual constroi as holonomias

projetivizadas como folheagoes instdveis da projetivizacao de f junto ao fibrado central.

Demonstragio. Seja T'T* o fibrado tangente unitario de T4 com D £, sendo o difeomorfismo
C' induzido por f. T'T* pode ser identificado como T* x S* pois, sendo um fibrado, é
formado por (p,v);p € T*, v € S, uma vez que, podendo um vetor unitdrio em R* ser
descrito por trés coordenadas independentes, temos que o conjunto dos vetores unitarios

em R* (T,T* é isomorfo a R*) forma uma esfera tridimensional S.

Vamos considerar o fibrado tangente unitério central Sy := U,crs S(f, ), onde
S(f,x) = T} F§(x) é o circulo unitdrio em Ef(x). Entao, Sy é uma subvariedade Holder

de T'T* invariante sob D f,, e é também um fibrado Holder sobre T*.

Isso se da porque o espaco central E é continuo e satisfaz uma condigao de bunching
e, pela Observacao 3.2.7, as holonomias estaveis e instaveis entre as folhas centrais sao de
classe C! e variam continuamente na topologia C'. Como mostrado por Burns e Wilkinson
(2005) [8], sob a condigao de bunching central, as holonomias fortes entre as folhas centrais
sao de classe C'*”, com derivada Holder-continua. Isso implica que o espaco central varia
Holder-continuamente com x e, assim, o conjunto Sy ¢ o grafico de uma aplicacao Holder,
sendo, dessa forma, uma subvariedade Holder de T'T*. A projegao natural 7 : Sy — T4,
dada por 7(z,v) = x, tem como fibra 771 (z) = T} F¢(x) = S'. A variacdo Holder de E°(x)
garante que essas fibras variam Holder-continuamente. Assim, Sy é um fibrado Holder

com fibra S! sobre T*.

Consideremos a existéncia de uma folheagao instdvel continua em Sy, além de
Dh% , . ser exatamente a holonomia instavel para essa folheagao entre os transversais
T'Ff(x) e T'F§(y). Nés aplicamos a construcao padrao das folhas locais instaveis como a
secao invariante de uma aplicacao de contracao de fibrado, com uma pequena dificuldade
surgindo da falta de suavidade, uma vez que o sistema é apenas Holder continuo, e nao

diferencidvel.
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Para z,y € T*, definimos 7y, : E$(y) — E$(x) como o paralelo da projecio a
E$(x)® EY(x). As aplicagdes 7y, , dependem continuamente em z,y € T* e f (na topologia
C"). Para x préximo de y, é invertivel e proximo & identidade, e sua projetivizagao 7y s

¢ bi-Lipschitz com constante Lipschitz proxima de 1.

Para d > 0ex € T seja oy, : [—6,0] — F}(r) a parametrizacdo por comprimento
da variedade instavel local de f em x. Sendo a folheacao instavel orientavel e dependente
continuamente na topologia C! com respeito a « e f, temos que sua parametrizacao o f.x

é continua em z e f (na topologia C).
Para algum 0 > 0, existe €5 > 0 tal que para z, y com d(z,y) < 0, temos

(a) Hﬁﬂz -1 dH < €5 (0 que significa que, para x e y préximos, temos uma aplica¢ao

préxima da identidade);

(b) Wf;x* é bi-Lipschitz com constante (1 + €5);

(¢) (1+e) A0 (2) < AZ(y) < AL (y) < (14 )M (2);
(d) Se, além disso, y € Ffs(x), entdo du(f(z), f(y)) > (1+¢€5) " Au(x)du(z, ), onde

d, ¢ a distancia junto as folhas instaveis.

Podemos escolher €5 independente de f em uma vizinhanca C! e lims_0es = 0.
Agora, construiremos o fibrado com os candidatos para as variedades instaveis locais em

Sy. Considere 0 > 0 (pequeno) a ser especificado mais tarde. Seja

B:{J:[—5,5]—>R:a(0):0,

o(t
] <)
o espacgo de Banach de fungoes limitadas pela norma

ol = suprei-s.s |22

Entao, V(f) := Sy x B é um fibrado de Banach continuo (na verdade, Holder)

sobre S'f. Vejamos que isso é verdadeiro.

V(f), conforme definido anteriormente, é dado pelo par (z,¢), comz € Sy e ¢ € B.
A projecao natural 7 : V(f) — Sy, (z,) — @ tem como fibra 7 '(z) = {2} x B & B,
ou seja, todas as fibras sao iguais a B, independentemente de z. Temos uma estrutura
de fibrado de Banach porque cada ponto z € Sy tem uma vizinhanga U C Sy tal que
71 (U) = U x B, isto é, o espago total se comporta como um produto direto continuo.
Como B é fixo, ndao ha variagdo da norma nas fibras, e a topologia de V(f) é induzida
pela topologia do produto (se x —n — x em Sy e ¢, = ¢ em B, entdo (z,, ¢,) = (z,¢)
em V(f).

A continuidade Holder vem do fato de que Sy ¢ Holder-continua, e de que as fibras

sao constantes; nao ha, nelas, variacao da estrutura de Banach.
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Observagao 3.2.19. As fungoes o sao candidatas para variedades instdveis em Sy no
sequinte sentido: para (z,v) € Sy e 0 € B, podemos definir uma segio & : Fys(x) — Sy

da sequinte maneira:

G(y) = Trya(v +o(az(y) € S(f.y).

O grdfico da secao & é um candidato natural para a variedade instdavel local em
(z,v) € Sf. Construimos como um ponto fizo da transformagdao do grdfico natural, de
forma a ser obtida uma aplicagdo cujos pontos afastam-se exponencialmente de x conforme

aumentam as iteradas.

Seja T : V(f) — V(f) a aplicacao de fibrado que fibra sobre D f, em Sf (ou seja,
leva cada fibra em (x,v) € Sy sobre Df.(z,v) € Sf) e é dada por

To(u(t) = (Trpww).0@ © DI W) 0 Ty o)« (v + oap, (1) — Df (). (v),

y(t) = 7" oy pw)(t).
Podemos verificar que, de fato, T é definido de tal forma que temos T'o = Df.5.

Verifiquemos que T é uma aplicagdo de fibrado continuo em V(f), e também é uma

contragao de fibra.
Afirmagio 1: Se o € B, entao To(x,v) € B.

Prova: Lembre-se que y(t) = f~' o ay ¢(x)(t), e denotamos

G(t) == (Tppe). s © DY) oy,

Observe que G(t), é Lipschitz com constante de Lipschitz

- _ 2 M (y(1) 42 (2)
Lip(G(t).) = (1 + ) 55,y < (L + )5

~

Vejamos que isso é verdadeiro. G(t). é dada pela composi¢ao das projecoes de cada

componente linear de G(t):

G (1) = Tr ). faye © DF(Y(E))w © Tr gy

Cada fator dessa composicao é Lipschitz: 7y r(y 1)), f(z)« € W;ivy* sao, pelo que foi
visto anteriormente, Lipschitz com constantes (1 + ¢5). Para verificarmoss que D f(y(t)).

também o é, utilizaremos a desigualdade

_H 2lja— ol
llall - loll 1]
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aplicada a a = D f(y(t))vi, b= D f(y(t))vs, com vy, va € S(E},)). Assim, temos

H Df(y(t)vr  Df(y(t))vs
IDf(y(E)vill [ Df(y(E))vell

‘ - 2[[Df(y(t)) (v — va)|
~ min {[|Df(y@)oll, 1D (y())v2ll}

Como visto na defini¢ao 3.2.1, A\ (y(t)) < [[Df(y(t))v]] < AF(y(t)), para todo
v € S(Ey ). Logo,

H Df(yt)vi  Df(y(t))vs
IDf(y@)oill  [1Df(y(E))ve|

X)L
< e .

o que faz da diferencial Lipschitz com constante i Ey . Sendo G(t), composi¢ao

de aplicagoes Lipschitz, entao ela também o é, e sua constante é obtlda a partir do produto

das trés constantes de suas componentes.

Além disso, temos

a7 b ()] = duz,y() < (1+ e)Aal@) " du(f (@), f(y(0) = (L +es)ha@) " [t (3.5)

A desigualdade da expressao acima vem do fato de que, pelo que foi visto anteriormente,
du(f(2), f(y(t))) < Au(z)du(z,y(t))(1 + €5)~", enquanto a tltima igualdade é obtida a
partir do seguinte: sabemos que y(t) = f~(ay ¢z (t)), 0 que nos da

du(f(2), fy(®))) = du(f (f s 5@ (1)) = du(f (@), ap 5 (1))-

Sendo oy, f(;) Uma parametrizacdo por comprimento de arco, oy, ¢()(0) = f(x) e
|/ (t)|| = 1. Assim, a distancia entre f(x) = oy ;)(0) e ay ) (t) é o comprimento do
arco t até zero, ou seja, |t|.

Entao,

G(t):(v + o(az,(y(t)) — Df(x)s(v)

|To|| = supie—s.4)

t

< suprci_as G(t)*(v+a(ozf,wiy(t))) — G(t).(v) § supr o G(t).(v )— Df(x).(v)
¢ 4 A () su J(QEi(y(t))‘ T sup H (v) f(z)(v) H

< (d+e) A (@) " t +2te[ SRAEGICIE |Dfx )|

< (1 +€5)4iz_gz§ (i\j;xe;) H H )\2_( )Sup G( )( )_th( )( )

<1+ 56)5/\0?5)(;3( ) ol + )\;x) sup 'G(t)(v) —th(a:)(v) (3.6)
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Na penultima linha dessa sucessao de calculos, utilizamos a desigualdade

MMI MM“ ‘

para chegarmos a

a

lall ol

1]

H 2|l —bll
18]

IG(#)(v) = Df(z)(v)]l
IDf )@l

™ H tv xv
|

(v)
— sup
GO !Dfva

—su
2 1e1-54)

Observemos que, se v € E¢(x), entao 7y, ¢(y1)).f(z) © Df (7) 0 ﬂj?;x(v) = Df(x)(v),

porque a decomposicao parcialmente hiperbdlica é invariante por D f. Entao

IG(t) (@) = DF@) )| = |77 s0e.50) © DFGE) 0 775 = Tp oy ) © D (@) 0 w75, (0)
= 710015 © (DF () = Df(@)) o 77, ()]
< (1+e)? Llp(Df) (y(t), x)
(1 +€5)?

< Lip(Df) ()

] (3.7)

A dltima desigualdade é obtida a partir de 3.5, que garante que d,,(y(t), =)
A partir de 3.6 e 3.7, obtemos:

iﬂiﬂg, Lip(Df)(1-+e5)’n
IToll = Ao (2)h( o + A (@) (@)

Afirmacdo 2: T é uma contragao de fibra.

Prova: Temos

Toq (t) —Too (t) ‘
t

HTUl - TUzH = SUPte[-46,0]
= supiel 59 | G(8)-(v + o1 (7L (y(1))) = G(B)(v + o2(af 1 (y(1))]

o1(a; 1 (y(t)—o2(a} L (y(1))
t

+ xX
<1+ 65)4§§ Ex% SUPte(—s,5]

< (14 &) 522D oy — o).

Agora, resta somente escolher § pequeno o suficiente tal que €5 esteja suficientemente

proximo de zero, de modo que tenhamos

A (z)

@ <L

(1 + 65)5
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As afirmagoes 1 e 2 mostram que sao validas as condi¢oes do teorema da se¢ao
invariante de Hirsch, Pugh e Shub (1970) [21], entdo existe uma tnica segdo invariante

continua e limitada.

De Pugh, Shub e Wilkinson (2004) [44], sabemos que a holonomia instavel ao longo
das folhas centrais é uniformemente diferenciavel. A projetivizacao da derivada desta
holonomia local corresponderd, entao, a uma secao invariante limitada para o operador de

transferéncia T. Vejamos que isso de fato ocorre.

Para que a derivada dessa holonomia projetivizada seja uma secao invariante para

o operador de transferéncia 7', é necessario que

To(x,v) = o(f.(x,v)), para todo (z,v) € Sy,

onde f, é a aplicacdo induzida por D f na projetivizagao: f(x, v) (f(x), Df(z,v)),
Dh

renormalizado em norma 1. Aqui, o(z) = Dh}, . (v) = Hth” H Seja z € F°(z).
fry

Sabendo que A} (2) = F°(y) N F*(z), e aplicando f de ambos os lados, obtemos que
f(hy,(2)) € Fe(f(y) N FU(f(2) e f(2) € F°(f(x)). Assim, pela definicdo de holonomia,

o que implica que

Dh¥(py 5y © Df(x) = Df(y) o DY .

Projetivizando, obtemos

D) 5 (Pf(@)(v)) _ Df(y)(Dhy,(v))
|DRY ) 4y (DE@ )| [DF ) (DR ()

Y

ou seja, o(f(z)) = To(x), pois

Df(y)(o(x))
IDf () (e (@)I

A se¢do invariante coincidira, dessa maneira, com a tnica sec¢do invariante continua

To(x) = proj(Df(y)(o(z))) =

construida acima. Isso conclui a prova da continuidade de Dh} ., com respeito aos pontos

x, y (foi provado para d(x,y) < &, mas pode ser extendido para grandes distancias).

Se f, converge para f, entdo Sy, convege para Sy (isso pode ser explicitado
projetando Ef em E% paralelo a E3@® £y, por exemplo). Podemos verificar se a transferéncia

correspondente de operadores 717, . Sabendo que T é dado por
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To(x,v)(t) = (Trsm).1w) © DIYE) 0 Tp gy (v + ooz (y(1) — Df(2).(v),

com y(t) = f~roay s (t), e tendo em mente que f,, converge para f e sua derivada
é uniformemente continua, concluimos, percebendo que todas as aplicagbes que compoem
T (exceto o vetor unitario v, que nao depende de f,, e ndo interfere na convergéncia)

dependem continuamente de f, temos que 7' f,, também converge para T'f.

Sendo a sec¢ao invariante continua com respeito a aplicacao de fibrado, obtemos a

continuidade de Dh} . com respeito a f.

]

Observacao 3.2.20. Demos a prova para nossa configuracao especial, mas a prova pode
ser adaptada para difeomorfismos parcialmente hiperbolicos em altas dimensoes em geral.
Usamos que Df € Lipschitz para mostrar que o operador de transferéncia T verifica as
condicoes do teorema da secao invariante. A prova pode ser adaptada para f de classe
C™ e a bunching condition mais forte \y(x)* < A\_ (x)/ () < A (2)/A; (z) < Ao ()%,
usando a norma |lo| = sup,e_, 4 [0(t)/t*]. Uma vez que se obtém a se¢do invariante
limitada para a projetivizagcao Df, em Sy, usando a limitabilidade do jacobiano — que se
aplica, visto que temos uma fung¢ao continua, D f(z), definida em um conjunto compacto,
T* -, poderiamos tentar obter a diferenciabilidade da holonomia estdvel/instdvel ao longo

das folhas centrais.

3.2.3 Holonomias homoclinicas

Seja f € SHE e py o ponto fixo tal que f Fe(of) ¢ Anosov. Vamos descartar o indice f
quando ele nao for necessario para especificar a dependéncia de f. De Hirsch, Pugh e Shub
(1977) [21] e das bunching conditions, sabemos que Fy, F*(p) e F(p) sdo subvariedades
C?. Assumamos que ¢ ¢ um ponto homoclinico de W¢(p), isto ¢, ¢ € F“(p) N F(p),
entdo W¢(p) é também C? como uma componente conexa da interse¢do das subvariedades

transversais F°(p) e F*(p).

Podemos definir a holonomia estavel h; : F°(p) — F°(q), além da holonomia
instavel hy  : F¢(q) — F°(p), e ambas sdo de classe C! (vide Observagao 3.2.7). Entao,
hg = hi,ohs  : Fe(p) = F¢(p) ¢ um difeomorfismo C'' (uma vez que as holonomias que
a compoem sao também C'), e induz uma aplicagdo C° no fibrado tangente unitatio

T*F(p), o qual denotamos por Dhgx.

Seja 0°(x) o vetor tangente unitario em x € F°(p) a direcao estavel de f|rc(y)
(fixamos uma orientagao). Sendo f|zc(, uma aplicagdo C* Anosov em uma superficie C?,
temos que o : F¢(p) — T F¢(p) é C'. Definimos a aplicagao g, : F¢(p) — T F*(p),
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Figura 7 — Representagdo da holonomia estavel

he

p.q

F<(p)

F(q)

h?

q,p

Fonte: A autora

i e Dhy (A @) (7 @)
q(x) := Dhe.(0°(h™ (2))) HDﬁq(hfl(af))ﬁs(hfl(m))u (3-8)

Observagao 3.2.21. De fato, consideramos a folheagdio estavel de f|re dentro da fibra
Fe(p), “empurrando”, inicialmente, para frente, usando a holonomia estdvel h; ., para a
folha F<(p) e, entdo, “empurrando” novamente usando a holonomia instdvel hy , de volta
para a folha F¢(p). Entdo, g,(x) € de fato o vetor unitdrio tangente em x para essa nova

folheagdo.

Se, além disso, f € SHy, entdo as holonomias estével e instavel ao longo da folha
centro-estdvel fixa W (p) e, respectivamente, a folha centro-instavel fixa W< (p) sao C2.

Portanto, nesse caso, Dﬁq* e g, sao, de fato, C.

Se a aplicacio f’ é C? préxima de f, entdo a folha central Anosov fixa F¢(p) e sua
folha central homoclinica F¢(q) terao continuagoes F§ (p(f)) e F5(q(f’)). Entao, obtemos
as continuages da holonomia estével by iy (o o Fi(p(f')) = Ff(q(f')) e a holonomia
instével by o Lopn o0 FR(a(f') = Ff(p(f')); elas também sio aplicagoes C' com respeito
a f' (na topologia C?). Temos também a continuacao go(pr) s+ Ff(p(f')) = T Ff(p(f')),
que é continua tanto com respeito a z € F% (p(f’)) quanto com respeito a f' € SH (na

topologia C?).

3.2.4 Medidas hiperbélicas

Seja p uma medida ergédica de um difeomorfismo f. Entdo, pelo Teorema de

Oseledets, como visto anteriormente, para p-quase todo ponto x € M, existem k(u) € N,
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niimeros reais A;(¢) > ... > A\(1), e uma decomposicao invariante T,M = E'(z) & ... ®
E*(z) do fibrado tangente de x, dependendo mensuravelmente no ponto, de forma que
limy,,400(2) log | D2 (v)|| = A;j() para todo 0 # v € EY(x). Os niimeros reais A;(u) sdo os
expoentes de Lyapunov de p. Diz-se que a medida ergddica é hiperbdlica se todo expoente

de Lyapunov de i é nao nulo.

Lema 3.2.22. (Teorema da ferradura de Katok) Para qualquer f € Diff (M), r > 1 e
qualquer medida hiperbolica ergodica i, existe um ponto periodico hiperbolico p, tal que

W J Sorb(p), Onde 6orp(p) € a medida ergédica suportada na érbita Orb(p).

Se um difeomorfismo f admite uma decomposi¢do dominada, entdao a decomposigao
de Oseledets, dada pelo igualmente intitulado teorema, deve ser subordinada a decomposigao
dominada. Em particular, sendo qualquer f € SH parcialmente hiperbélico em T*, entdo
para qualquer medida ergddica p de f, o maior expoente de Lyapunov é positivo (A* > 0) e
o fibrado de Oseledet associado é tangente ao fibrado instavel forte E* de f. Um resultado
similar vale para o expoente de Lyapunov minimal A* < 0 com dois expoentes de Lyapunov
centrais (contados com multiplicidade), A{ > A§, cujos fibrados de Oseledets associados

sao tangentes ao fibrado central F¢ de f.

3.2.5 Critério de unicidade do estado de equilibrio

Definigao 3.2.23. Seja . uma medida hiperbolica ergodica de um difeomorfismo f. O indice

estdvel de p é o numero de expoentes de Lyapunov negativos, contados com multiplicidade.

Proposicao 3.2.24. Seja f : M — M um difeomorfismo C", r > 1, ¢ : M — R um
potencial de Holder, e p um ponto periodico hiperbolico. Entdo, existe no mdximo um
estado de equilibrio para ¢ que é homoclinicamente relacionado a doryp), € seu suporte

coindice com o conjunto homoclinico HC(Orb(p)).

A prova desta proposigao foi exposta em Ovadia (2021) [40], Teorema 2.4 e Buzzi,
Crovisier e Sarig (2022) [10], § 1.6. Veja também Ovadia (2016) [39] e [10], Corolario 3.3.

3.2.6 Hiperbolicidade e estados de equilibrio

Se f € PHY p, entao resultados de Franks (1969) [19] e Manning (1974) [34], que
afirmam que todo difeomorfismo de Anosov de um toro é topologicamente equivalente a um
Anosov linear, implicam que f é semi-conjugada a f4 g, isto ¢, existe uma sobrejetividade

continua h : T* — T* homotépica & identidade, tal que fapoh=ho f.

Pelo Principio Variacional de Ledrappier-Walters (1977) [27], vale a seguinte
igualdade:
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sup (hu(f) +/90du> = /YP(f, o, (y)dv(y),

MEM(f) y Tk U=V

na qual P(f, ¢, 7 !(y)) representa a pressao relativa da dinAmica de f restrita a

fibra 771(y) em relagdo ao potencial .

Temos a aplicagdo m como semiconjugada continua entre o difeomorfismo f e o
sistema linear f4 g, e como estamos interessados somente na entropia topoldgica, tomamos

o potencial nulo ¢ = 0. Substituindo-o na igualdade, obtemos

sup  (f) = [ b(fIn )dvy).

BEM([),msp=v
onde h(f|r~(y)) = P(f,0,7 '(y)) é a entropia condicional de f nas fibras de 7.

Aqui, as fibras 77!(y) sdo contidas em folhas centrais que nio tém dinamica interna
significativa, isto é, as orbitas dentro das fibras nao se afastam entre si e, portanto, a
entropia condicional nas fibras é nula (h(f|7~'(y)) = 0 para quase todo y). Dessa forma,

obtemos
sup Ay, (f) = huo(fa,B). (3.9)
T U=V
Agora, utilizando o Principio Variacional classico,
hiop(f) = sup hu(f) > sup sup hﬂ(f)a
HEM(f) veM(fa,B) HiT*H=V

e substituindo o lado direito pela igualdade 3.9 obtida, temos

hiop(f) = sup  hy(fa) = hiop(faB)- (3.10)
veEM(fa,B)

Sabemos também que A e B sao automorfismos lineares em T?. E sendo Piop(A X
B) = hyop(A) + hiop(B), aliado ao fato de que a entropia topoldgica da aplicagao é igual ao
logaritmo de seu maior autovalor (informagoes que estao presentes no topico 2.7), obtemos

que

hiop(fa.B) = hiop(A) + hiop(B) = log A4 + log Ap. (3.11)

Associando 3.10 a 3.11, segue-se que

hiop(f) = hiop(fa.p) = log Aa + log Ap. (3.12)
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Para qualquer medida de probabilidade invariante p de f, diz-se que uma particao

mensuravel ¢ é p adaptada (subordinada) a F* se as seguintes condigbes sao satisfeitas:

« existe rg > 0 tal que {(x) C B (x) para p-quase todo z, onde B]"(z) é uma bola

de F*(x) com raio ro;
o {(z) contém uma vizinhanga aberta de f dentro de F"(z);

o £ & crescente, isto é, para p- quase todo x, £(x) C f(E(f1(x))).

A existéncia de tal partigao foi fornecida por Ledrappier e Strelcyn (1982) [26]
(veja também Ledrappier e Young (1985b) [28] e Yang (2021) [56]), trabalho que envolve a
formula da entropia de Pesin e, para demonstracao de seu principal resultado, constroi

uma particdo mensuravel subordinada a folheagao instavel.

A entropia parcial de p ao longo da folheacao expansora F* é definida por

h(f, F") = Hu(f76\8). (3.13)

A definicao de entropia parcial nao depende da escolha da particdo, conforme
exposto em Ledrappier e Young (1985b) [28]. Os dois lemas seguintes sdo importantes

para nossa discussao adicional.

Lema 3.2.25. Se f € PH} , entdo h,(f, F*) < log 4.

Demonstragao. Denote por F§ a folheagao central de f. Pela Proposicao 3.2.3, a aplicacao
da projegao 7§ ao longo da folheagao central induz um homeomorfismo Anosov topologico f
no espaco quociente T =T¢ /F$, o qual é topologicamente conjugado a A Entao, podemos
de fato identificar ch com T? e f com A.

Denote por F?¥ (respectivamente FY) a folheacdo estével (respectivamente instavel)
de A. A aplicacdo da projecao 7§ leva cada folha centro-instével £ de f em uma folha
instavel 4 de A. A Proposicao 3.2.3 implica que todas as hipdteses de Tahzibi e Yang
(2019) [52] apresentadas em seu Teorema A sio satisfeitas (veja também Alvarez (2023)

2], § 2.5), e isso implica que h,(f, F*) < hop(A) = log A.
As hipoteses em questao sao dadas em um resultado que afirma que

Proposicao 3.2.26. Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperbélico C? satisfazendo

as sequintes hipoteses:

o [ € dinamicamente coerente com todas as folhas centrais compactas;

e [ admite holonomias globais;
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e f. € um homeomorfismo Anosov topoldgico transitivo, onde f. é a dindmica induzida
satisfazendo f,om =mo f em: M — M/F¢ € a projecao natural no espaco das

folhas centrais.

Seja (1 wuma probabilidade f-invariante e v = m.u. Entao, h,(f, F*) < h,(fc), e
a igualdade ocorre se, e somente se, u € Gibby(f) (ou seja, m.(uy) = vy, para p-quase
todo x € M ).

]

O seguinte lema é uma generalizacio de Alvarez (2023) [2], em seu Teorema A. No
material citado, temos um resultado para f € Diff?(7%) e com propriedades especificas,
enquanto o lema a ser apresentado é uma generalizacao para difeomorfismos de classe C”,

com r > 1.

Lema 3.2.27. Seja f € PH%,B um difeomorfismo C", r > 1, e p uma medida ergddica
f-invariante com h,(f) >log Aa. Entdo, p é uma medida ergodica hiperbélica de f com

indice estavel 2, isto €, A\{ > 0 > A5.

Demonstragao. Mostraremos A{ > 0. Para provar que \§ < 0, é necessario somente
considerar o difeomorfismo f. Vejamos, a seguir, a formula de Ledrappier e Young, a qual

sera utilizada no desenvolvimento da prova do lema:

Proposicao 3.2.28. Seja f: M — M um difeomorfismo C™ (r > 1) de uma variedade
riemanniana compacta, e seja p uma medida de probabilidade de Borel ergodica. Sejam
AL > Ao > - > N\, >0 o0s expoentes de Lyapunov positivos distintos de f, §; a dimensdo
de pi das variedades W*. Entdo, para 1 < i < u, existem nimeros 7;, com 0 < ~; < dim F;

tais que

0; :Z’Yj

j<i

parat=1,--- u e

hu(f) = Z Ai%i-

i<u

Suponha, de forma a obter uma prova por contradi¢ao, que A\ < 0. Agora, com a
férmula de Ledrappier e Young (veja Brown (2016) [7], Ledrappier e Strelcyn (1982) [26]),

a entropia total de p também pode ser decomposta como

hu(f) = hu(fs F*) + hu(f, F2),
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7

onde h,(f,F*) é a entropia ao longo da folheacdo instavel F* e h,(f, F5) é
associada a parte do subespaco central E° que tem expoentes positivos. Como A{ < 1, nao

hé expoentes de Lyapunov positivos na direcao central. Logo, temos

hu(f) = hu(f, F). (3.14)

De acordo com o lema anterior, o qual se aplica nessas condicoes, h,(f, F*) < log A4.
Combinando o lema a igualdade 3.14, temos que h,(f) <log A4, o que é uma contradigao

com a hipétese de que h,(f) >logAa. A prova estd completa. O
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4 Provas dos teoremas e corolarios

4.1 Prova do Teorema A

4.1.1 Definicao de " e plano da prova

Vamos definir o conjunto aberto U", o qual é o candidato ao conjunto U" no
Teorema A. Relembramos, da definicdo de classe de Shub, que p é um ponto fixo para
f € SH;, e a restricao de f a folha central F¢(p) é Anosov. Aqui, ¢ é um ponto homoclinico
de F¢(p) se g € F(p)NF(p). A aplicagao g, : F¢(p) — T F¢(p) ¢ definida pela equacio

3.8, e representa de fato o vetor tangente unitario ao folheamento obtido ao empurrar o

folheamento estével de f|zc(,) ao longo do lago homoclinico correspondente a g, por meio

da holonomia.

Definigao 4.1.1. Seja U C SH;,

U. ={f € SH; : para todo x € F(p), existe ¢ homoclinico a F°(p) tal que §,(v) # £0°(x)}.

De maneira similar, definimos U,. Seja U™ = U] NU,.

A definicao de U ¢é dada, de fato, por uma condigao de transversalidade. O que

pedimos é que o folheamento estavel de f|re(,) e sua imagem por holonomias ao longo de

lagos homoclinicos sejam transversos.

Para provar o Teorema A, teremos que mostrar os seguintes trés fatos:

1. o conjunto U" é C?-aberto;
2. o conjunto U" é C"-denso;

3. o conjunto U" satisfaz a conclusao do Teorema A, em outras palavras, se f € U", entao
quaisquer dois pontos periddicos hiperbélicos de f de indice 2 sdo homoclinicamente

relacionados.

Consequentemente, a prova do Teorema A estd dividida nas trés proposicoes

seguintes.

Proposicao 4.1.2. U" é C?*-aberto.

Demonstra¢io. Uma consequéncia imediata da compacidade de F¢(p) (que é vista a partir

da Proposicao 3.2.3 que, afirmando que as folhas centrais sao toros T? de classe C*, e
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sendo os toros compactos, entao as folhas e, em particular, F¢(p), sdo também compactas)
e do fato de que as holonomias estaveis e instaveis dependem continuamente na topologia

C' com respeito aos pontos (o que é exposto na Observacio 3.2.7) é o seguinte lema.

Lema 4.1.3. Seja f € SH,. Entao f € U] se, e somente se, existem pontos homoclinicos
¢, q2, - -, qr de FC(p) tais que a imagem de Gg, X Gg X -+ X Jq, € disjunta da imagem de
+05.

Demonstragio. Se f € SHy, entdao para todo z € F¢(p), existe ¢ homoclinico a F¢(p)
tal que g,(z) # £0°(x). Logo, existem pontos homoclinicos ¢, qo, ..., gx a F¢(p) tais que
(Gq1 (), ..., §g () nunca estd em (05(z), ..., 03 (x)) e, assim, o produto cartesiano dos g, ()

também é diferente de +0°.

Reciprocamente, se existem pontos homoclinicos ¢, ga, ..., g a F¢(p) tais que a
imagem g, X §g, X -+ X gg, € disjunta da imagem de 93, isso vale, em particular, para

k = 1. Logo, existe ¢ homoclinico a F¢(p) tal que g,(x) # 0°(x). Assim, f € U!. O

Contudo, as holonomias ao longo das folhas centrais dependem continuamente na
topologia C! com respeito a aplicacao f (quando esta varia na topologia C?), o que é
resultado da Observacao 3.2.7 e do Lema 3.2.16.

Como os vetores g, e 07, i € {1,--- ,k}, sdo obtidos por meio de transporte por
holonomias, entao as imagens de g,, X - - - X gq, € £0; dependem continuamente da aplicagao
f. Isso significa que, se a desigualdade entre os vetores crucial para a definicao de U
(Gq(x) # 0°(x)) vale para um certo f, entdo também vale para f; suficientemente préximo
de f.

Sendo as imagens g, X --- X §, € £0; compactas (pois sdo unides finitas de
compactos) e disjuntas (pelo Lema 4.1.3), entao sua distdncia é maior que zero, fazendo
de qualquer fs suficientemente proximo de f uma aplicacao pertencente a U. — ja que as
imagens variam continuamente com a aplicacdo f — e concluindo a prova da abertura C?

do conjunto. A prova para U" é andloga, entdo U™ = UT NU! é C*-aberto. ]

Proposicao 4.1.4. U" é C"-denso.

A prova desta proposicao sera fornecida no tépico 4.1.2.

Proposicao 4.1.5. Se f € U", entdo quaisquer dois pontos periddicos hiperbolicos de f

de indice 2 sao homoclinicamente relacionados.

Vamos fornecer a prova da proposicao no topico 4.1.3. Como mencionamos antes, a

prova dessas trés proposicoes implicara o Teorema A.
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4.1.2 Prova da densidade C”

Mostraremos que U. é C"-denso em SH;, e a prova para U] é similar. Entao U"

sera C'"-denso, ja que ¢ a intersecao de dois conjuntos abertos e densos C”.
O principal resultado de perturbacao que usaremos é o seguinte lema.

Lema 4.1.6. Seja f € SH; e seja ¢ um ponto homoclinico da folha de Anosov fiva F¢(p).

Entao temos o sequinte:

(1) Para qualquer familia C* (¢7), onde T € R™ é um pardmetro, de perturbagoes
da identidade em T* (ou seja, ¢g = Idrs ), suportada em uma vizinhanca de F¢(q) disjunta
de todas as outras iteradas f*(F¢(q)), k € Z\ {0}, a aplicagio (T, ) = Jo( fopr),foir (T) €
C! em [—6,0]" x F¢(p) para algum & > 0.

(2) Para qualquer xg € F°(p) e qualquer ro > 0, existe uma familia C™ (¢¢)ie[—s.0)
de perturbagoes (preservando volume) da identidade em T*, suportada em B(yy,1o), onde
Yo := hy (z0) € F(q), tal que:

0 .
g Ja(ro60),fo0n (7) 7# 0.
(z,t)=(20,0)
Demonstragdao. (1) Como F¢(p) é compacta, é suficiente provar que Jy(fopp), fosr () ¢ C
em (x,7T) em uma vizinhanca pequena de cada ponto (zg,0") € F¢(p) x R™. Isso porque,
se a diferenciabilidade C! acontece para todo ponto e em uma vizinhanca ao redor dele,

entdo vale para todo [—4, ] x F¢(p).

Seja ry € F¢(p) e denotemos yo = hy (z0) € F°(q), y1 = f(yo) € F(f(q)),

21 = W) () € FE(p), e 20 = [~ (21) € F¢(p). A f-invaridncia das holonomias estdveis

implica que A?

s »(Y0) = 20, ou seja, hy(20) = 2. Tsso se da pelo seguinte:

Seja 1, : T? — F¢(p) uma imersao C?, ag = v, ' (20), bo = ¥, ' (20). Seja Is = [, ].
Existem cartas de folheagoes C? de F* (respectivamente F*) numa vizinhanga pequena

de y; (respectivamente yy) dentro de F°*(p) (respectivamente F(p)):

a B;l X ]6 — B’ as('a()) - Id]:lcoc(yl), as({y} X ]5> - }iic(y)7

Y1’
a' s By x Iy = Byf,  o"(4,0) = 1dre 0, @"({y} X Is) = Fioe(y)-

Yo’
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Aqui B} denota uma bola pequena centrada em z dentro de F*. Definimos as

aplicacoes C?:

58 : Bbo X ](5 — B;fv Bs(b S) = ( p,f(gq )(f(d}p(b))),s)’
B*: By x Is — By, %(a,r) = a"(h, (¥p(a)),7),

onde B, é uma bola pequena centrada em x em T?.

Sabemos que o suporte de ¢ nao intersecta f*(F (y;)) para todo k > 0, nem
JHUFE(yo)) para todo £ < 0. Isso ocorre porque, sendo y1 = f(yo) = f(hY (x0)), a iterada
f* deve ter k > 0, j4 que, para k = 0, fo(f(h;iq(xo)) = f(hy ,(z0)). No caso de f%, nao
ocorre 0 Mesmo processo, uma vez que ja se esta trabalhando com gy, e ndo com sua

imagem, ;.

Esta configuracao implica que F£ (y;) permanece como uma folha centro-estével
local para fr := f o ¢ para todo T, $%(a,-) permanece como uma parametrizagao das
variedades estéveis fortes dentro de F°(p) (assim como na aplica¢ao 5* acima, cuja imagem
estd em uma bola dentro de F°), e a holonomia estavel entre F¢(p) e F.(y1) ¢ inalterada.

Uma afirmagao similar vale para FZ%(yo)-

As aplicagoes fr de fato mudam as folhas centrais F¢(q), ou seja, a folheacao central
ndo é invaridvel sob fr. Temos que F(q(fr), fr) = [ (Fi(F(y1))) NFL(F(yo)), isto &,
a folheagao central associada a fr passando por ¢(fr) pode ser construida como intersecgao
de duas folheagbes maiores (centro-estavel e centro-instavel). Essas folheagoes invariantes
existem porque fr é parcialmente hiperbédlico e dinamicamente coerente, conforme visto
nos resultados iniciais deste trabalho. Podemos apresentar implicitamente a holonomia

homoclinica Bq( fr),fr DumMa vizinhanga de 2y da seguinte forma:

V(@) = D), 12 (W (D) & Ry, (Wn(0)) = R 1) (@) © B3, o110y 1 (D))
= hg(_f:r ,pr( P(a)> hpq (fr) fT( P<b>)
© T o) 0 (Wn(@)) = 1 o). g0 (0 (D))
S Wy aietr Up(@) = Ft (R 40,1 (F (0p(0))))
& f(a,r) = f75(B%(D, s)) para algum r, s € I
& or(B(a,r)) = fH(B%(b, s)) para algum 7, s € I5.

@

Em conclusdo, denotando hy = 1" o Bq( o). frow, (a aplicacao fzq( fr).fr Vista no

sistema de coordenadas de 1),

a = hr(b) & ¢r(B8%(a,r)) = F1(B°(b, ) para algum r, s € I5.
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Escolhemos uma carta C* v, : B,, — R* (pode também preservar o volume) tal

que:

N wq(yo) =0¢ R43
Dpg(yo)(E°(qo)) = span{ey, ea};
. D%(yo)(Eu(Qo)) = span{ez};

o Dy(yo)(E°(q0)) = span{es}.

Os termos ey, €9, €3 € e4 520 vetores candnicos da base padrao de R*: (1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1). span{e, es}, por exemplo, é o plano dos vetores que
tém a forma (z,y,0,0), enquanto span {es} é a reta (0,0, z,0). A segunda equagao indica,

assim, que a direcao central é levada para o plano dos dois primeiros eixos.

Seja E : By, X By, x I} x R" — R* definida por:

E(CL, b’ r, s, T) = ¢Q(¢T(Bu(aa T))) - ¢Q(f_1(65<b’ S)))

Temos que E é C? e que E(ag, by, 0,0,0") = 1,(yo) — g(f~ (y1)) = 0. E é C?
porque ¢ uma composigao de varias aplicagoes de classe igual ou superior: 1, ¢ C*°, 1, é
C? — assim como a®, a“ e (¢7) —, as holonomias h sao C? (conforme visto nas preliminares
do trabalho), e f ¢ C?, o que vem da suposi¢do de que f € SH.

oF

Afirmagao. A matriz Bors)

(ag, by, 0,0,0™) é invertivel.

Prova. Observamos que, como «* é um difeomorfismo tal que o*({y} x Is) = F (),
a’(+,0) = Idre (y1), e entdo Da’(y, 0)--2 é um vetor ndo nulo em E*(y). Como D f preserva

E* (pela invariancia de f nas holonomias estéveis), e Di,(yo) leva E*(q) para a reta

2]

gerada por ey, temos que DE(ag, by, 0,0,0") leva a direcao 5 isomorficamente sobre a

direcao ey.

Um argumento semelhante nos leva a perceber que D E(ay, by, 0,0,0™) leva a dire¢ao

% isomorficamente sobre e3, lembrando que ¢g = Idra.

Agora, analisemos a a¢ao de D E/(ay, by, 0,0, 0™) no espago bidimensional Ty, By,. Nao
¢ dificil ver que D3*(bg, 0) leva Ty, By, isomorficamente sobre E°(y;). Sabemos que ambos
os espacos sao bidimensionais. Como (° é uma aplica¢do construida como composicao
de difeomorfismos locais, ela prépria é um difeomorfismo local, tendo sua derivada posto
maximo em cada ponto. Isso significa que a derivada leva vetores nao nulos a vetores nao
nulos, ou seja, seu niicleo é trivial, o que, por sua vez, implica que ela é injetora. Somando
isso ao fato de os espacos terem a mesma dimensao, obtemos a bijetividade e, assim, o

isomorfismo da aplicacao.
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Como D f preserva E° e Di,(yo) leva E°(q) para o plano gerado por e; e eq, entao
DE(ay, by, 0,0,0™) leva Ty, By, isomorficamente para span{ej, ex}. Isso conclui a prova da

afirmacao, pois se DE é isomorfismo, entao é invertivel. n

Agora, finalizemos a prova da primeira parte do lema. O Teorema da Funcgao
Implicita nos d4 a existéncia de uma fungdo C? H : B,, X If — By, x I, com H(a,T) =
(h(a,T), (0, T), 5(a, T)), tal que:

E(a,h(a,T),r(a,T),s(a,T), T)=0

(talvez apds restringirmos os dominios das bolas e dos intervalos). Entao, a aplicagao
hr(a) = h(a,T) ¢ C* em ambas as varidveis (hy = 9, o Bq(fT),fT 01y, € tanto 1, quanto a
holonomia sio C?), o que significa que hy(s,) 7, (2) ¢ C? nas varidveis, e entao Gy(fopr), fosr ()
¢ C'! em ambas as varidveis, uma vez que é a derivada de uma aplicacio C?. Isso finaliza a

prova da primeira parte.

(2) Utilizaremos a mesma notagio da parte (1). Seja p : R* — [0, 00) uma funcio
suave do tipo bump function, suportada numa bola pequena centrada na origem, e

constantemente igual a 1 préxima da origem. A familia ¢, : T* — T* ¢ definida como:

¢t = ¢;1 e} (Rpt X IdR2) o 77Z)q7

onde R; ¢ a rotacdo de angulo ¢t em R?. Suponha que o suporte de p seja pequeno
o suficiente para que o suporte de ¢; esteja contido em B(yo, 7o) e seja disjunto de todas

as outras iteradas de W¢(q). Pela parte (1), temos:

E(a,b,r,s,t) = (Rye x Idge) (vq(8"(a,7))) — g (f 71 (5°(b, 9)))-
Vamos calcular DFE(aqg, b, 0,0,t). Observamos que:
o Ly:= DE(ag,bo,0,0,t)|n, B, : ToyBs, — span{ei, ea} é um isomorfismo independente
de t;

o L, := DE(ap,bo,0,0,t)|
independente de t;

span{ 2} ° span{2} — span{e,} também ¢ um isomorfismo

o Como D(R, x Idge) preserva ez, temos que L, := DE(ag,by,0,0,t)|

span{%} :
span{%} — span{es} também é um isomorfismo independente de t.

Os dois primeiros itens se mostram verdadeiros porque, estando eles em funcao de

b e s, respectivamente, suas derivadas nao dependem do valor de t. O terceiro é verdadeiro

)

porque, sabendo que D(R,, x Idg2) preserva ez e que DE(ag,bo,0,0,0") leva a diregao -
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isomorficamente sobre ez, temos que a variagao de t nao interfere na derivada de F com

respeito a r, o que mostra que L, nao depende de t.

Portanto,

oFE

7 bo,0,0,t) = Ly x L, x L.
3(1),7“,3)(&0’ 0, Y, Y, ) b X X

Da equagao anterior, podemos computar:

DE(ag, by, 0,0,1)|r, B,, = Rt 0 Lo : ToyBa, — span{es, e},

onde L, := DE(ay, by, 0,0, O)‘TEOBGO : TogBay, — span{ey, e2} é um isomorfismo.

Como L, é invertivel, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma funcao h;,

definida em uma vizinhanca de ay, tal que E(hi(a),a,0,0,t) =0, e

Dhy(ag) = <gg(ht(ao) ao,0,0,t)>_ o (gi(ht(ao) aO,O,O,t)> .

Entao,

Dht(ao) = Lb_l e} Rt o} La.

Definimos ¢ : B,, X Is — T* por:

9(a,t) = DY, (a) e fope). fosn (Vp(a))
= Dy, () Dhy (0° (¢ (a)))

Dhy(a)(v*(a))

~ [Dhy(a) (05 (a))]]

onde D '(a), é o difeomorfismo induzido por Dy !(a) nos fibrados tangentes
unitarios e v*(a) = Dy, (a)(2°(¢p(a))). Em outras palavras, g(-,t) é de fato a aplicagao
Jq(fose,forr) Vista na carta v, que identifica W(p) com T? e os espagos tangentes unitdrios

com T!.

Para provar a equagao desejada, ¢ suficiente mostrar que:

0
ag(C% t) 7& Oa
(avt):(aOvO)

0 que, por sua vez, ¢ equivalente a mostrar que Dhg(ao)(v*(ao)) e 2 Dhy(ao)(v*(ao)) ‘t:O

nao sao colineares. Isso porque, sendo g uma fungao direcao — um vetor tangente unitario
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—, entao sua derivada é zero se, e somente se, a direcdo ndao mudar com t em t = 0.

Logo, se Dhy(ag)(v®(ag)) e %Dht(ao)(vs(ao))‘t_o nao sao colineares, a direcdo muda e,

0
(avt):(ao 70) #

Usando a formula para Dh,(ap), temos:

consequentemente, % g(a, t)’

Dhy(ao)(v*(ag)) = Ly ' o La(v*(ao)),

0
5 Philao)(v(a0))| = Ly" © Rejz 0 La(v*(ao)),
t=0

nao cabendo por R; na primeira equacao porque estamos considerando t = 0, e
pondo R,/ na segunda, visto que o processo feito ¢ distinto: o que na equagao anterior
se tratava de uma substituicao de ¢ por 0, aqui é uma restricao da imagem aos valores
obtidos em t = 0. Sendo

cost —sin t]

sint cost

ot

cost —sint

0 B [— sint —cost]

0 0 —1
aRth:o— [1 0 ] )

, . -
que ¢ a matriz de rotagao 7.

Os dois (Dhg(ag)(v®(ag)) e %Dht(ag)(vs(ag))‘tio) sao claramente nao colineares,
pois L, e Ly sdo isomorfismos (o que faz com que preservem a colinearidade e independéncia
linear), e v*(ag) é nao-nulo (e sendo L, isomorfismo, nao anula vetores diferentes de zero).

Isso conclui a prova da parte (2). O

Prova da Proposicao 4.1.4 Seja f € SH;. Precisamos encontrar aplicagdes em U!
arbitrariamente C"-préximas de f. Como as aplicacdes C'*° sdo densas nas aplicagoes C”
na topologia C” (mesmo dentro da classe de volume preservado. Esta relacao de densidade

é provada em Lima (2007) [32]), podemos supor que f é C°.

Escolhemos pontos homoclinicos ¢, ¢o, g3 da folha F¢(p) tal que as érbitas das

folhas homoclinicas F*¢(g;) sao mutuamente disjuntas, i € {1, 2, 3}.

Para cada x € F¢(p) e para todo 1 < i < 3, existe r,; > 0 tal que, se
yi := hy  (x) € F°(q;), entdo a bola B(y;,r,;) é disjunta de F¢(p), de todas as iteradas
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f¥(F<(g;)) para todo k # 0, e de todas as iteradas de F¢(q;), j # 4. Aplicando a parte (2)
do Lema 3.6, obtemos uma familia de perturbagoes ¢; ., tal que a derivada de gg, fog, . ,

em relag¢do a t, no ponto (x,0), ndo se anula. Pela continuidade da derivada, existe uma
vizinhanga U,; de z tal que 2 Gy fop,., 7 0 em Uy, x {0}.

Seja U, = N, U, Pela compacidade de F*¢(p), existem finitos pontos @1, T, . .., Tx €
F(p) tais que Fo(p) = UjL, Uy,

Fixemos notagoes. Denotemos:

T = (t)h<icsicjer = (T)i<ics = (T )1<j<x € I*K = [=0,0]*F,

com T; = (tg)lﬁjSK € ]K, 1€ {1,2,3}, eTI = (tg)lgigg S IS, J € {1,2, .. ,K}

Para cada 1 < i < 3, definimos ¢; : T* x I — T* dada por:

K
@(,Tz) = ¢t}7x1,i © ¢t§,z2,i O«--0 thf,xK,ia para todo T; € I™.

Definimos ¢, F' : T4 x I*( — T4 por:

(b(vT) = ¢T<> = (bl('v Tl) © ¢2('7T2) o ¢3('7 T3>7

F(,T) = fr(-) = f o ér.

As aplicacoes ¢;, ¢, e F' tém as seguintes propriedades:

1. ¢;, ¢, e F sao C* em (x,T);

2. ¢; ¢ uma pequena perturbacao da identidade numa vizinhanga de F¢(¢;); em

particular, ela deixa as outras 6rbitas homoclinicas F(g;), j # ¢, inalteradas;
3. fr éigual a f numa vizinhanca de F¢(p), entdo ndo altera F¢(p) nem o campo 0°.

Seja V; = 1,1 (Uy,), onde 9, : T> — F¢(p) é a imersao C?. Para cada 1 < i < 3,
definimos g; : T? x I3% — T! por:

9i(x, T) = Doy (%), 0 (Vp(2))-

Ou seja, ¢;(+,T) é a aplicacao §,, s, vista na carta 1, que identifica F¢(p) com
T? e os espacos tangentes unitdrios com T', uma vez que Dy, Y(z), é um difeomorfismo

induzido por Dy L(z) nos fibrados tangentes unitdrios e § é unitdrio pela sua prépria
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definicio. O Lema 4.1.6 (parte 1) nos garante que g; ¢ C! em (z,7) € T? x 3K, Além

disso,

dg;
ot’

1

(z,T) # 0 para todo (v,T) € V; x {0}**, paratodo1<j < K. (4.1)

No entanto, como para [ # i, a perturbagdo ¢; ndo toca a dérbita de F¢(¢;) (o que é

expresso no inicio desta prova), temos:

2, T) =0 para todo (4,T), paratodo 1 £, etodo 1< j< K. (42)
l

A derivada ¢ nula justamente porque é obtida em relacio a ¢, que nao toca a 6rbita
de Fc(qz>

Definimos G : T? x I3¥ — T3 por

G($?T) = (gl(xaT)ng(x7T)>g3($aT))' (43)

Novamente, G é C* em (x,T) € T? x I*¥ uma vez que cada g; ¢ C1. As equacoes

4.1 e 4.2 nos dizem que, para todo 1 < j < K, temos:

det an(x,T) — det agj(x,T) =1 2. 1). (4.4)
aT ot ot

Pela compacidade de V7 e pela continuidade C* de G com respeito a T, existe

J C I com 0 € J, tal que, para todo 1 < j < K, temos

det (gg@,T)) #0 para todo (z,7) € VI x J3K,

E, como todo ponto de T? estd contido em algum V7, podemos tomar um ponto
arbitrario (z,T) € T? x J3¥ e existira algum indice j com v € V;. Em V;, como vimos,

oTJ
de G em relacio as trés componentes de T9) sao linearmente independentes. Assim, G

det (ﬁ(az, T)) # 0, o que garante que os trés vetores coluna correspondentes (as derivadas

tem posto, no minimo, 3. Mas a imagem de G é T3, de dimensao 3, o que faz de 3 posto

méximo. Dessa forma, concluimos que G tem posto maximo em todo ponto de T? x J3K.
Temos que v* : T? — T ¢é a aplicacdo C* dada por v*(x) = Dy, (2).0°(¢(x)).

Seja

A= {(@,T) e T x JX: G(a,T) € {—v*(2),v*(2)}*}, B =m(A),
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onde 7, é a projecao de T? x J3X na componente 7' € J3X.

Em consequéncia do que foi visto acima, se T' ¢ B, entdo, por defini¢do da
projecao B = w(A), o vetor G(z,T) = (g1(x,T), g2(x,T), g3(x,T)) nao pertence ao
conjunto {+v*(x)}°. Isso significa que, para cada i € {1,2,3}, temos g;(z,T) # +v°(z),
isto é, os vetores g;(x,T) nao sao colineares com v*(x). Como v*(z) = D, ! (2),0%(¥(x))
e gi(z,T) = DUy ()4G0 (Vp(2)), entdo g, 5, (10(2)) # 0°(¥(x)), para i € {1,2,3}. Isso
mostra que, para cada x, os vetores gy, r,(¢(2)) nio sao colineares com o*(¢(x)), o que,
pela defini¢ao, implica que fr € U!.

Para finalizar a prova da densidade de U, precisamos encontrar 7" arbitrariamente

préximo de 0VE tal que T ¢ B. Provaremos que B tem medida de Lebesgue zero em J3X.

E suficiente mostrar isso para B; = my(A;), sendo o termo A; definido por
Al = {(m,T) eT?x 3K : G(z,T) = vs(x)3}, e as outras combinagdes de +v* trabalham
similarmente. Seja H(x,T) = G(x,T) — v*(x)? uma aplicacdo C! de T? x J3X em T3. A
equacao 4.4 diz que H tem posto maximo igual a 3 em todo ponto (v® é independente de
T), entao H~'(0%) é uma subvariedade C' de codimensdo 3 (ou dimensao 3K — 1) dentro
de T? x J*¥. Sendo 7| g-1(03) : H(0%) — J* uma aplica¢ao C*, o Teorema de Sard diz

que a imagem B; tem medida de Lebesgue zero, pois sua derivada nao tem posto maximo.

Isso implica que podemos encontrar um 7" arbitrariamente pequeno, e finalizamos
a prova da densidade C" de U]. A prova para U, é idéntica, e entao U" = U] NU,, é
C"-denso.

4.1.3 Prova da Proposicao 4.1.5

A proposicao 4.1.5 afirma que, sendo f € U", entdo quaisquer pontos peridédicos

hiperbdlicos de indice 2 de f sdo homoclinicamente relacionados.

Demonstracao. Observemos primeiro que, por conta da transitividade da relagdo homoclinica
— expressa na Observacao 3.2.18, que afirma que a relacdo em questao ¢ de equivaléncia
—, é suficiente mostrar que todo ponto periédico hiperbdlico de indice 2 de f € U" é
homoclinicamente relacionado ao ponto fixo p da folha hiperbdlica fixa F¢(p). Isso porque,
sendo todos os pontos relacionados a um tnico ponto fixo, por transitividade, serao

necessariamente relacionados entre si.

Seja x um ponto hiperbélico de f € U" de indice 2. Seja 0"(z) um vetor unitario
tangente para a diregdo instavel fraca dentro de T,F(x). A variedade instavel forte
F*(x) deve acumular-se na folha fixa hiperbdlica F¢(p), pois sendo p um ponto fixo,
a variedade instavel estando em processo de afastamento do ponto hiperbédlico z, e
sendo o sistema transitivo (possui érbitas densas no espago), entdo a variedade vai,

inevitavelmente, chegar perto de F¢(p). Entéo, existe uma sequéncia de pontos homoclinicos
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pn € F(x) N FE(F<(p)) tal que lim, o p, = po € F¢(p), resultado devido ao acimulo

anteriormente exposto.

Se para algum p, temos que Dhy  (9%(7)) # iDh;pn*(ﬁs(h;;; (pn))), entao
a variedade instdvel bidimensional de z, W"(z), intersecta F¢(p,) em uma curva C*
localmente transversa a folheacao estével fraca dentro de F¢(p,,) (a qual é, entao, empurrada
pela holonomia estével na folheagao estavel fraca em F€(p)), pois as diregdes transportadas

pelas holonomias estavel e instavel sao distintas.

Temos que a variedade estével global bidimensional de p, W*(p), é densa dentro da
folheagao estavel fraca de F¢(p,). Isso porque, sendo W?*(p) o conjunto dos pontos que se
aproximam de p via iteradas futuras, e como F¢(p,) esta se aproximando de F¢(p), entéo
W#(p) — que preenche densamente a estrutura estavel fraca dentro de F¢(p), visto que o
sistema é transitivo — passa arbitrariamente perto de pontos de F¢(p,), e sua interse¢ao
ocorre de forma densa nessa intersecao. Assim, obtemos uma interseccdo homoclinica
transversal de z a p, pois as variedades estavel e instavel dos pontos se intersectam

transversalmente.
Suponha que W*(xz) N W#(p) = 0. O argumento acima implica que

Dht, (3") = +Dh3, (8°(hs, (pn))), para todo n € N,

x7p’ﬂ* p,p’ﬂ*

pois se os dois termos forem distintos para algum n € N, entdao W"(z) intersecta
F¢(p,) em uma curva C! localmente transversa a folheagao estavel fraca dentro de F¢(p,),
na qual W#(p) é densa, contrariando W*(p) N W*(p) = 0.

Sendo f € U", existe um ponto homoclinico ¢ de F¢(p) tal que g,(po) # £0°(po) €

T F(p). Seja qo := h (po), considere a holonomia instével forte Ay, : Fix(po) = Fia(qo),
e seja q, = hit.(pn) € Fio(qo). Entao, por termos py — pn, qo € ¢, sendo imagens,

respectivamente, de py e p, obtidas através de holonomias, e sendo a holonomia instavel
uma aplicacao continua, temos que g, — ¢o. A auséncia de rela¢gbes homoclinicas entre x e

p implica também em

DI (%) = £DI} (5 (4))). para todo n € N,

T,qn* Pygn*

porque sendo ¢, resultado de uma holonomia aplicada a p,,, a substituicao pode ser

feita, uma vez que nao hd relacao entre z e p. Sendo hy, = hy . ohy

osan © Vs obtemos que

DS, (5 (B (g0)) = £DRY o DhS. (5 (k) (mo))).

Pyqn* Pn,qn* PsPn*

Usando a continuidade de @* (o qual é de classe C', conforme visto no tépico

3.2.3) e de Dh** (como as holonomias sio de classe C?, suas derivadas sdo de classe C!),
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podemos tomar o limite e obtemos que

DI (5 (5, (40))) = £DRY . (5% (po).

p,g* p,g*

ou gy(po) = £9°(po), 0 que é uma contradigao pois, pela definigdo de U” temos que,
se f pertence ao conjunto, e sendo py € F¢(p), deve existir ¢ homoclinico a F¢(p) tal que
Gq(po) # £0°(po). Dessa forma, ndo pode haver W*(z) h W*(p) = 0, sendo, portanto, z e

p homoclinicamente relacionados.

A prova da intersecao da variedade estavel global de = com a variedade instavel de

p é similar. Isso conclui a prova.

Com a prova desta proposicao, conclui-se a demonstracao do Teorema A.

4.2 Prova do Corolario B

Esta segao fornece a demonstragao do coroldrio B (3.2.11), apresentado e contextualizado
nos primeiros capitulos do presente trabalho. O corolario afirma que, para f € U", f
admite uma tnica classe homoclinica H(py, f) associada aos pontos peridédicos hiperbdlicos
de indice 2, e a classe homoclinica coincide com a variedade ambiente. Vejamos que isto

vale.

Demonstragdo. Se existe uma tunica classe homoclinica associada aos pontos peridédicos
hiperbodlicos de indice 2, isso significa que todos esses pontos sdao homoclinicamente
relacionados. Temos que py e todos os pontos da classe homoclinica sao periédicos

hiperbdlicos de indice 2.

Devemos mostrar que, para qualquer f € U", as interse¢oes homoclinicas transversais
das variedades invariantes dos pontos hiperbdlicos fixos p; sdo densas em T*. Isso porque,
se as intersecoes sao densas em T*, todos os pontos periédicos hiperbélicos de indice 2 sdo
homoclinicamente relacionados e suas orbitas sao espalhadas densamente pelo espaco, e
sendo a classe homoclinica o fecho dos pontos homoclinicamente relacionados, ela coincidira,
portanto, com a variedade ambiente, o toro T#. A prova usa as mesmas ideias da tltima

proposicao do Teorema A.
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Figura 8 — Variedades estavel e instavel em um ponto fixo

W (p) W (Fe(p))

P

/\ \

Fonte: A autora

W(p)

Seja f € U, e p o ponto fixo de f (para simplificar, vamos eliminar o indice f nos
argumentos seguintes). Seja U um conjunto aberto em T*. Seja W*(p) N W*(F¢(p)) denso
em T — j4 que ambas as variedades percorrem o toro T*. Escolha x € W¥(p) N W*(F¢(p))
tal que B(z,d) C U para algum ¢ > 0. Se Dh; . (0°(h} (v))) ¢ T,W*"(p), entdo claramente
h& uma interse¢do homoclinica transversal entre W#(p) e W*(p) arbitrariamente perto de
x. Isso porque se o vetor nao pertence a T,W*(p), a diregao estavel fraca transportada
até x nao estd contida na dire¢do da variedade instavel naquele ponto e, assim, existe um

angulo nao nulo entre as duas diregoes em x.

Suponha que Dh; . (0°(h} (7)) € T,W*(p). Entdo existe uma subsequéncia

p,T*
ny — oo e (po,vg) € TYF(p) tais que Dfr(x,v) — (po,?°(po)). Existe um ponto
homoclinico ¢ de F¢(p) tal que g,(po) # £0°(po) € T'F¢(p), uma vez que f € U".
Consideramos novamente a holonomia forte instavel Ay, : F2(po) — Fi(po), e seja

Gk = his(f™(2)) € Fiz(qo), onde qo := h (po). Temos que, da prova da proposicao 4.1.3,

DR (%R, (q0))) # DA™, (5 (po)),

e, por continuidade, para todo k suficientemente grande (de forma que, como

dn — qo conforme n — 00, g esteja préoximo de qp), temos

DI (5 (5,4, (a1))) # DR (), (0 (F*(2))).

Iterando por f~"* e denotando f~"*(q;) = ) — x, obtemos

DI, (5 (it (20)) # £DRY L (1().

P Tr* T,Tp*

Faremos uso do seguinte lema na prova:
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Lema 4.2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico de classe C".
Considere F* a folheagao instavel forte, F¢ a folheagao central, W*(p) a variedade instdvel
do ponto fizo hiperbélico p e hy, : F¢(x) — F(y) a holonomia instdvel forte entre as
folhas centrais, definida ao longo da folha F*(x) e levando x em F"(x) N W*(p).

Entao, para todo x € W*(p) e todo y € F*(x) N W*"(p), tem-se

Dh; (T, W"(p)) C T,W*(p).

T, Yy*x

Demonstragio. Como y € F*(x), existe uma curva regular v : [0,1] — F¥(z) C W"(p)
tal que v(0) = z e (1) = y. Como (t) C W*(p), entao +'(t) € TyyW"(p) para todo
t € [0,1]. A holonomia instavel A} ¢é construida ao longo da curva 7, e leva pontos de
Fe(x) N W*(p) em pontos de F¢(y) N W*(p). Como a aplicagao h;, , ¢ diferencidvel, sua

derivada leva vetores tangentes a W*(p) em vetores tangentes a W*"(p). Logo,

Dhy . (v) € T,W*(p), para todo v € T, W*(p),

T,Yy*

isto é,

Dhy , (T,W"(p)) C T,W"(p).

T,Y*

]

Como Dh" preserva TW*(p) (resultado obtido no lema anterior), obtemos que
Dh; . (0°(h, (x1))) & T, W (), com z, € W*(p)NW?*(F*(p)), e isso implica novamente
que, arbitrariamente perto de z — e, portanto, perto de z — existe uma interseccao

homoclinica transversal entre W#*(p) e W*(p). Isso encerra a prova. O

4.3 Prova do Teorema C

Nesta segdo, veremos a prova proposta para o Teorema C (3.2.14), que afirma
que, para qualquer f € U", todas as medidas ergddicas hiperbdlicas de indice 2 sao
homoclinicamente relacionadas. Além disso, sendo ¢ : T* — R uma funcio potencial
de Holder com maz,yers |¢(z) — ¢(y)|| < logAp, onde f € PHY p, entdao f admite no
maximo um estado de equilibrio para o potencial ¢. Em particular, todo f € U" admite

no maximo uma medida de méaxima entropia.

Demonstracio. Lembre-se que ¢ : T* — R é um potencial de Holder satisfazendo
mazx ||¢(z) — d(y)|| = supd — inf ¢ < log Ag. Para simplificar, podemos assumir que

inf ¢ > 0 e que o valor de sup ¢ nao ultrapassa o de log Ag, ou seja,
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0 < inf ¢ < sup ¢ < logAp. (4.5)

Podemos assumir que essa desigualdade é verdadeira porque somar ou subtrair
uma constante ao potencial ¢ nao altera as medidas de equilibrio, apenas desloca o valor

da pressao topologica.

Primeiramente, pelo principio variacional, existe uma sequéncia de medidas ergodicas

1y de f tal que

lim sup Ay, = hiop(f) > log Aa + log Ap,

sendo a ultima desigualdade vinda da equacgao 3.12.

Entao, temos que

limsup hy,, = hiop(f) > huop(fa,B) =log Aa + log Ap. (4.6)

Novamente, pelo principio variacional, a pressao da funcao ¢ é

Poop(6) > limsup(h,,, + / Gdpin) > limsup h,, > log A + log Ap. (4.7)
Isso se da pelo seguinte:

« 1% desigualdade: Pelo Teorema Variacional de Kolmogorov Sinai, hep(f) = sup ens () hu(f),

para um sistema dindmico (X, f). Entao

htop(f) = Sup hu(f)
HEM(f)

hiop(f) +sup [ o = sup hy(f) +sup [ o
htop(f) + Sup / d)dlu = Ptop(¢)'

Sendo sup [ ¢dp > sup [ ¢dj,, e como hyy(f) = limsup by,

Piop(¢) > limsup {hun + /¢dun} )

o 2% desigualdade: Decorre do fato de que assumimos ¢ > 0 na Equagao 4.5.

« 3? desigualdade: E a desigualdade obtida em 4.6.
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Entao, para toda medida ergddica p com pressao suficientemente grande, ou seja,

bt [ G > Pioy(6) + ( [ 6dp —og M), (48)

(a qual estd suficientemente proxima do supremo, Pi,,(¢)), temos

b+ [ G > Pry(9) + ([ g —log Ap)
h, + / ey — / odpi+ log Ap > Prop ()

Por 4.7,

hy +1log Ag > Piop(@) > log Aa +log Ap
hu > Ptop(¢) - IOg )‘B Z 1Og /\A-

Como consequéncia do Lema 3.2.27, p é uma medida hiperbdlica com indice estével

Pelo Lema 3.2.22; 14 é homoclinicamente relacionada a medida atomica suportada

em um ponto periddico O.

Sendo f € U, pelo Teorema A (3.2.10), todas as orbitas periddicas hiperbélicas
com indice estavel 2 sao homoclinicamente relacionadas, e como consequéncia do Lema
3.2.13, todas as medidas ergddicas hiperbdlicas com indice estéavel 2 sao homoclinicamente
relacionadas. Em particular, todas as medidas ergodicas satisfazendo a Equacao 4.8 sao
homoclinicamente relacionadas. Entao, todos os estados de equilibrio para o potencial de
Holder ¢ sao homoclinicamente relacionados, se existirem. Pela Proposicao 3.2.24, existe

no maximo um estado de equilibrio.

Sendo a méxima entropia um caso particular de estado de equilibrio para o qual
¢ = 0, se existe no maximo um estado de equilibrio, existe no maximo uma medida de

maxima entropia.

4.4 Prova do Corolario D

Vejamos novamente o enunciado do Corolario D.

Corolario 4.4.1. Todo f € U™ N PHELB admite um unico estado de equilibrio para todo
potencial de Holder satisfazendo max, yers [|¢(x) — ¢(y)|| < log Ap. Em particular, todo

f e U™ admite uma unica medida de mdxima entropia.
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Demonstracio. O teorema C garante que todo f € U" admite no maximo um estado
de equilibrio para o potencial de Holder que satisfaz max, yers ||¢(x) — ¢(y)|| < log As.
Estando todo f € U dentro de U" também, uma vez que toda aplicacao diferenciavel
C> é também diferenciavel de classe C", r > 0, obtemos que isso vale, em particular,
para f € U>®. Vejamos que, para f € U® N PH?L 5, €xistem necessariamente um estado

de equilibrio e uma medida de méaxima entropia.

Buzzi (1997) [9] mostra que aplicagoes C'™ tém as mesmas propriedades de
ergodicidade intrinseca que as aplicacoes monotonicas por partes, isto é, ha uma medida
de entropia maxima e ela é tnica. Uma aplicacao monotonica por partes em um intervalo
¢ (de acordo com Hofbauer (2005) [23]) uma transformagao que admite uma partigdo
finita do dominio em subintervalos nos quais a fungio é estritamente mondtona (crescente
ou decrescente). Em cada "pedago", f é continua e mondtona, embora posssa haver
descontinuidade nos pontos de fronteira. Segundo Hofbauer (1979) [22], essas transformagoes
possuem apenas uma medida de maxima entropia. Entao também existirda um estado de

equilibrio que, pelo teorema C, é tnico. O]
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5 Consideracoes finais

O exemplo de Shub, de 1971, é um exemplo classico de difeomorfismo transitivo e
nao uniformemente hiperbélico. Pelo fato de o exemplo apresentar distribuicdo central
bidimensional, o estudo da medida de maxima entropia possui uma analise mais complexa
que nos casos unidimensionais. A pesquisa envolve a compreensio da estrutura de classes
homoclinicas em sistemas nao uniformemente hiperbdlicos, além do entendimento acerca

de medidas de maxima entropia.

A prova construida por Liang et al. (2024) [30] trata da existéncia de um conjunto
aberto e denso (na topologia C") de difeomorfismos para os quais todos os pontos periodicos
hiperbdlicos de indice 2 sao homoclinicamente relacionados. Prova também que, como
consequéncia, existe uma unica classe homoclinica associada aos pontos periddicos de
indice 2. Por ultimo, prova a unicidade ou finitude de medidas de maxima entropia para
essa classe de sistemas em funcao de condi¢bes de Holder sobre o potencial, incluindo,

além do caso C", o C.

Como visto nos resultados deste trabalho, outras possibilidades foram estudadas
dentro do exemplo de Shub: a suposicao extra de que na folheagao central existe uma
subfolhea¢dao invariante unidimensional foi acrescentada nos estudos de Newhouse e Young
(1983) [36] e de Carvalho e Pérez (2021) [14]. Em Alvarez (2023) [2], foi feita a suposicao
de que o espago central admite uma decomposicao dominada. O trabalho de Crovisier,
Obata e Poletti (2023) [16] e o de Obata (2023) [37] trabalham com outros difeomorfismos

parcialmente hiperbélicos em T4, e fornecem alguns resultados na unicidade de u-Gibbs.

Foram encontrados dois artigos que mencionam o trabalho de Liang et al. (2024)
[30]: Saghin (2025) [48] prova, entre outras coisas, que para difeomorfismos dinamicamente
coerentes e que satisfazem uma condicao chamada 0-bunching, as holonomias estaveis e
instaveis entre as folhas centrais sdo de classe C! e suas derivadas dependem continuamente
dos pontos e na aplica¢ao; Mongez e Pacifico (2024) [35] provaram que difeomorfismos
parcialmente hiperbélicos com uma direcao central unidimensional tal que as entropias
estavel e instavel sao diferentes tém um ntmero finito de medidas ergédicas de maxima

entropia.

O trabalho de Liang et al. dialoga com diversas areas, e sua constru¢ao demanda
conhecimento acerca de variedades diferenciaveis, teoria da medida, teoria das folheagoes,
entre outros campos de estudo. A partir dele, abrem-se diferentes possibilidades de pesquisa,
"afrouxando" hipdteses, trabalhando com outros exemplos de difeomorfismos robustamente
transitivos e nao uniformemente hiperbdlicos, ou ainda investigando outros tipos de

medidas invariantes.
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Quanto as aplicagoes praticas do estudo de sistemas parcialmente hiperbdlicos,
destacam-se as areas de processamentos de sinais, criptografia e seguranca da informacao,
além do estudo de fendmenos fisicos cadticos. O trabalho de Redaud e Sano (2024) [46],

por exemplo, aplica dinamica cadtica hiperbodlica para criptografia.
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