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RESUMO

Neste trabalho, discutiremos a propagas<o eletromagnZtica e propriedades —pticas em meios
dielZtricos regidos por eletrodin%.micas estendidas, atravZs de relas>es constitutivas modipcadas ou
por meio de derivadas superiores. Estudamos propriedades de polarizae<o, modos propagantes,
birrefringencia, rotas<o —ptica e dicro’smo, atravZs da Eledrodin%.mica Cltssica de Maxwell, dentro
dum tratamento de Teoria Clissica de Campos. Inicialmente, apresentamos, no cap’'tdjoo
ferramental btsico a ser utilizado ao longo deste trabalho.

No cap’tulo 3, comentamos sobre o efeito magnZtico quiral (CME), a geras<o de corrente elZ-
trica macrosc—pica na presenea de um campo magnZtico devido " assimetria entre 0 ncemero de
densidade de fZrmions de mco-direita e -esquerda no sistema. Motivados por esse efeito intensa-
mente investigado na literatura, propomos uma generalizas«o da lei de Ohm para descrever meios
isotr—picos e dispersivos dotados de condutividade magnZtica. Para o caso de condutividade mag-
nZtica diagonal isotr—pica, o qual inclui 0 CME, os 'ndides de refras<o s<o modibcados, implicando
em birrefringencia. Para os casos de condutividade magnZtica n<o-diagonal, os 'ndices de refras<o
modibcados exibem partes imaginitrias, atribu'ndo comportamento condutor a um meio dielZtrico
usual.

No cap’tulo 4, investigamos os efeitos originados de relas>es constitutivas estendidas na pro-
pagas«o de ondas em meios bi-isotr—picos e bi-anisotr—picos, calculando as relas>es de dispers<o
e os 'ndices de refrae<0. Para os meios bi-anisotr—picos, especibPcamos duas classes de par¥%.metros
magnetoelZtricos, representados por tensores simZtrico e anitssimZtrico. Os tres casos examinados
fornecem ’'ndices de refras<«o reais e distintos, que implicam em birrefringencia. A anisotropia ou
efeito de birrefringencia Z determinada pelo poder de rotas<o ou pela diferen-a de fase, sendo dada
em termos dos par¥%metros magnetoelZtricos. Discutimos ainda as velocidades de grupo e vetor de
Poynting em cada caso.

No cap’tulo 5, investigamos o efeito de revers<«o do poder de rotas<o em meios bi-isotr—picos
dotados de condutividade magnZtica. O centrio em que a condutividade Z isotr—pica manifesta
birrefringencia circular, descrita pelo poder de rotas«o dispersivo que muda de sinal para uma
dada frequencia. Para um meio bi-isotr—pico com a condutividade antissimZtrica, obtZm-se um
complicado poder de rotaso dispersivo, tambZm manifestando invers«o de sinal. Tais cenirios
tambZm indicam uma revers<o na quiralidade do meio, propriedade n<o usual em dielZtricos.

No cap’tulo 6, estudamos como a eletrodin%.mica CPT-'mpar de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) e sua extens<o n«o-m’nima de dimens<o 5 alteram o comportamento —ptico de meios
cont'nuos. Iniciamos revisando o modelo MCFJ (com termo CPT-'mpar de dimens<o 3) em meio
dielZtrico, determinando as equas>es de Maxwell modibcadas e relas>es de dispers<o. Para o
caso puramentetimelike, 0S 'nidices de refras<o s<o reais, exibindo birrefringencia, e os modos de
propagas<o associados s<0 descritos por polarizas>es circulares. Para o caso puramepteelike,
um ’ndice de refras<o Z sempre real e o outro pode ser complexo. Os modos de propagas<o
circularmente polarizados podem exibir birrefringencia e dicro’smo.



Para o modelo modibcado por termo CPT-'mpar de dimens<o 5, abordado ainda no cap’tglo
determinamos o0s 'ndices de refras«o a partir de uma equas<o de dispers«o de sexta ordem. Para o
caso puramentetimelike, obtemos tres 'ndices de refrae<o, um deles sendo real e 0 os outros dois
sendo complexos. Tais 'ndices de refras<o s<0 associados a dois modos de propagas«o circularmente
polarizados, exibindo birrefringencia ou dicro’smo, dependendo do intervalo de frequencia. Para o
caso puramentespacelike, encontramos cenirios de propagas<o eletromagnZtica anflogos “queles
que ocorrem em dielZtricos dispersivos.

Palavras-Chave: Eletrodin%emica Clfssica. Relas>es constitutivas. Relas>es de dispers<o. Bir-
refringencia. Modelo Padr«o Estendido n<«o-m’nimo. Violas<o de Lorentz. Eletrodin%.mica com
altas derivadas.



Abstract

In this work, we discuss the electromagnetic propagation and optical properties in dielectric
media governed by an extended electrodynamics by means of modiPed constitutive relations or
higher derivatives. We study polarization, modes of propagation, birefringence, optical rotation
and dichroism through MaxwellOs Classical Electrodynamics, within the framework of Classical
Field Theory. First we present in chapter2 the basic mathematical tools which are used throughout
this work.

In chapter 3, we comment about the chiral magnetic elect (CME), the generation of a ma-
croscopic electric current in the presence of a magnetic bPeld due to an asymmetry between the
number density of left- and right-handed fermions in the system. Such an elect is, on the one
hand, and the optical properties of continuous media, on the other hand, is a strong motivation
for our investigation. Here we propose a generalization of OhmOs law in order to describe isotropic
and dispersive media endowed with a magnetic conductivity. For the case of an isotropic magnetic
conductivity, which includes the CME, the refractive indices are modibed, implying birefringence.
For the scenarios of a non-diagonal magnetic conductivity, the modibed refractive indices exhibit
imaginary pieces, ascribing conducting behavior to a usual dielectric medium.

In chapter 4, we investigate the elects originating from extended constitutive relations on
electromagnetic-wave propagation in bi-isotropic and bi-anisotropic media, by calculating disper-
sion relations and refractive indices. For the bi-anisotropic media, we specify two classes of mag-
netoelectric parameters represented by symmetric and antisymmetric tensors. The anisotropy of
the birefringence elect is determined through the rotatory power or the phase shift, which are
evaluated in terms of the magnetoelectric parameters. We also discuss the group velocities and
Poynting vector in each case.

In chapter 5, we investigate the rotatory-power reversal elect on bi-isotropic media in the
presence of a magnetic conductivity. For the case of an isotropic conductivity, birefringence occurs,
described by the dispersive rotatory power that changes its sign at a given frequency. For the case
of an antisymmetric conductivity, one obtains the corresponding rotatory power and dichroism
coe"cients for the both scenarios of null and non-null Ohmic conductivity. All these cases indicate
a chirality reversal of the medium when the magnetic conductivity is isotropic, and that anisotropies
in the magnetic current can prevent chirality reversal.

In chapter 6, we study how the CPT-odd Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) electrodyna-
mics and its dimension-5 extension modify the optical behavior of continuous media. We start by
reviewing the MCFJ model in a dielectric medium, determining the modiPed Maxwell equations
and dispersion relations. For the purely timelike case, the refractive indices are real, exhibiting
birefringence, and the propagation modes are described by circularly polarized vectors. In the
purely spacelike case, one refractive index is always real and the other one may be complex. The
circularly polarized propagation modes may exhibit birefringence and dichroism.

Fo the MCFJ model modibed by the CPT-odd terms of dimension 5, also discussed in chagiter
we determine the refractive indices from a sixth order dispersion equation. For the purely timelike



case, we obtain three refractive indices, one being real and the other complex conjugates of each
other. These refractive indices are associated with two circularly polarized propagation modes.
Furthermore, depending on the frequency regime, one obtains birefringence and dichroism. In the
purely spacelike case, we Pnd scenarios of electromagnetic propagation analogous to those that
occur in dispersive dielectrics.

Key-words: Classical Electrodynamics. Constitutive Relations. Dispersion Relations. Bi-
refringence. Nonminimal Standard Model-Extension. Lorentz Violation. Electrodynamics with
higher-order derivatives.
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Cap’tulo

Introdue<o

Das interas>es fundamentais da Natureza, talvez a eletromagnZtica seja a mais percept'vel aos
sentidos humanos. Efeitos dessa interas<o j+ eram conheciddBd] desde a GrZcia Antigh A inte-
ras<o eletromagnZtica Z responstvel por manter a matZria coesa, permitindo que molZculas sejam
ligadas a Ftomos, e tambZm elZtrons aos ncecleos at™micos. O sucesso da Eletrodin%omica Clfs-
sica ou Eletromagnetismo pode ser observado tanto do ponto de vista tecnol—gico (por exemplo,
motores elZtricos, telecomunicas>es, computadores, etc.), quanto do ponto de vista te—rico, permi-
tindo novas investigas>es sobre efeitos f'sicos envolvendo ondas eletromagnZticas, e tambZm como
arquZtipo de Teoria de Campos, modelo te—rico que se tornou fundamental no desenvolvimento do
Modelo Padr«o (MP) das interas>es fundamentais desenvolvido no sZculo XX.

Atualmente, grande parte do avaneo tecnol—gico, decorrente do uso dessa interas<o, Z proporci-
onada pelo entendimento das leis que regem os fen™menos eletromagnZticos e pela investigas<o de
novos cenitrios envolvendo esses fen™menos. A n'vel clfssico, o desenvolvimento da Eletrodin%.mica
foi marcado por grandes descobertas realizadas por virias mentes astutas e |Zpidas. AtravZs de
experimentos envolvendo eletrizae<o por atrito, Charles Faneois du Fay (1698D1739), descobriu
em 1733 dois tipos de eletricidade chamadas de Vv'trea e resinosa#ff]. Os resultados de Du
Fay estabelecem que corpos com a mesma eletricidade/carga se repelem e com cargas diferentes
se atraem. Pouco tempo depois, em 1751, Benjamin Franklin (1706D1790) abPrma (baseando-se
em seus experimentos) que tais OeletricidadesO, denominadas por ele de positiva e negativa, s<o do
mesmo tipo e que a eletrizas<o apenas transfere a cafgde um corpo para o outro J]. Dessa
forma, estabeleceu-se o princ’pio fundamental conhecido como conservas<o da carga. Tal princ’pio
estt presente em teorias de campo que apresentam simetrias, como ocorre no Eletromagnetismo.
Mais tarde, em 1785, Charles Augustin de Coulomb (1736D1806) investiga experimentalmente a
forea existente entre objetos carregados, chegando ~ famosa lei do inverso do quadrado da dist%on-
cia [8]. Essa forma da lei de Coulomb jt havia sido observada por Henry Cavendigh73191810)

1 Apos sofrer atrito com pele de animais, o Ambar atrafa pequenos corpos (sementes, por exemplo). Na Magnésia,
uma regido da antiga Tessalia que fica na Grécia, pedras que se atraiam (magnetita) ja eram conhecidas [5, 7],
provendo uma origem para o termo magnetismo

2Por exemplo, apos eletrizacdo por atrito, objetos formado por Ambar se repeliam, enquanto atraiam objetos
formados por vidro (eletrizados por atrito também).

8 Apesar de Franklin ndo ter tido conhecimento na época, a hipotese de transferéncia de eletricidade havia sido
proposta um pouco antes por W. Watson (1715-1787) [6]. Essa transferéncia deixa um excesso de eletricidade num
corpo (dai o nome positiva), enquanto o outro corpo permanece com uma escassez dessa eletricidade (daf o termo
negativa). Hoje sabemos que os elétrons sdo transferidos nesse processo.

4Cavendish era conhecido por ser recluso, excéntrico e muito timido [10]. Todavia, isso nio abalou ou amenizou
seu espirito critico e investigativo acerca dos fendmenos naturais e de medidas experimentais. As vezes ele publicava
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

durante suas investigas>es entre (177191871, 1], porZm ele n<«o publicou seus resultados na
Zpoca.

Embora n<«o houvesse uma conex<o clara entre electricidade e magnetismo na Zpoca, os fen™-
menos magnZticos tambZm estavam sendo investigados. William Gilbert (1544D1603) apresentou
em sua famosa obraDe Magnete a ideia de que Terra se comporta como um 'm« gigante. Desco-
briu que ao se dividir um 'm< em duas partes, obtem-se dois 'm<s, cada um com um p—Io norte e
suP. John Michellf (1724D1793) descobriu a lei do inverso do quadrado da dist%oncia para a forea
entre p—los magnZticos]] Em julho de 1820, um momento de grande impacto para a comuni-
dade cient’Pca veio com o trabalho de Hans Christian rsted (177791851), que descobriu que uma
agulha imantada de uma baessola sofria uma del3ex<«0 quando estava pr—xima a um Po de corrente.
Esse efeitoeletromagnético, assim chamado por ele, estabelecia uma correlas<o entre fen™menos
elZtricos e magnZticos, marcando o nascimento do eletromagnetis& 7). Tal fato experimental
foi algo surpreendente na Zpota marcava a primeira unibcaeo entre forsas da Natureza. Em
setembro desse mesmo ano, Franeois Arago (1786D1853) apresentou a descoberta de rsted na
Academia Francesa de Ciencia e refez o experimento para os pesquisadores preséhied, [entre
eles, AndrZ-Marie Ampere (1775D1836). Duas semanas depois, Ampere apresentou seus trabalhos
sobre esse t—pico, reportando um novo efeito, isto Z, foreas de atraso e repuls<«o entre Pos de
corrente.

Os termos eletromagnético € eletromagnetismo foram introduzidos por rsted em seus traba-
lhos publicados em 1820 e 1821, como forma de caracterizar os novos fen™nomes que ele descobrira.
Enquanto o voctbuloeletrodindmica foi introduzido por Ampere para diferenciar os efeitos desco-
bertos por ele dos fen™menos eletromagnZticos reportados pouco tempo antes por 18téd] [

Paralelamente “s investigas>es sobre os fen™menos da interasco eletromagnZtica, os estudos
voltados para o comportamento da luz (—ptica) tambZm vinham sendo realizados desde a GrZcia
Antiga®. A concepe<o plat™nica de que a vis<o era formada por raios de luz que partiam dos
olhos atZ os objetos observados perdurou por quase um milenio, atZ que AlhazZm (965D1040) de-
monstrow’ conclusivamente o contririo 14]. Desenvolvimentos nottveis ocorreram na Revolus«o
Cient'Pca. Willebrord Snell (1580D1626) descobriu em 1621 a lei da refrd%am importante re-

suas descobertas, mas muito frequentemente ele néo o fazia [11].

SDurante esse periodo na segunda metade do século XVIII, os termos astral e boreal foram introduzidos por
Anton Brugmans (1732-1789) e Johann C. Wilcke (1732-1796) [6]. Essa nomenclatura era utilizada para designar
o que hoje conhecemos como pdlos norte e sul de um ima, respectivamente. Isto é, o polo norte (sul) era um lugar
com excesso de fluido austral (boreal). Tais termos foram empregados em analogia as eletricidades vitrea e resinosa
de Du Fay.

6Michell também inventou, de forma independente, a balanca de torcao, que anos depois foi utilizada por seu
amigo H. Cavendish em 1798 para medir a constante de gravitagao universal [6].

"@rsted sabia do impacto que sua descoberta causaria. Entdo resolveu publicar seu trabalho o mais rapido
possivel através de uma circular que ele enviou para varios pesquisadores na Europa [12].

80s atomistas ja hipotetizavam que a luz era formada por corpisculos que saiam dos objetos até os olhos.
Ptolomeu (90-168) fez varios experimentos envolvendo refracao, chegando a conclusdo de que a razao entre os
angulos de incidéncia e de refragao era constante e dependia das propriedades de cada meio [14,15].

90s trabalhos sistematicos de Alhazem sobre 6ptica foram publicados no Book of Optics por volta de 1027 [14].

YEmbora a lei da refracio seja creditada a Snell e Descartes, ela apareceu pela primeira vez no tratado On
Burning Mirrors and Lenses em 984 de autoria de Ibn-Sahl (940-1000).
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sultado que relaciona a propagas<«o da luz ao passar de um meio para outro com 'ndices de refras<o
distintos. Mais tarde, discuss>es acerca da natureza da luz bcaram mais evidentes no panorama
cient’pPco. A teoria corpuscular da luz foi defendida por Isaac Newton (1642/43D1727), que em sua
obra Opticks (1704) investigou experimentalmente virios aspectos sobre o comportamento da luz.
Por outro lado, em seu livroTraité de la Lumiére (1690), Christian Huygens (1629D1695) defendia

o cartter ondulat—rio da luz. O grande peso e reputas<o de Newton, devido s suas contribuie>es
na mec%onica e gravitas<o, favoreceu a aceitas<o do modelo corpuscular por mais de um sZtglo [
muito embora jt houvesse evidencias que apontavam na dires0 da teoria ondulat—ria, como a
difrae<o, descoberta por Francesco Grimaldi (1618D1663y[15|.

Somente no ’nicio do sZculo XIX, a teoria ondulat—tia ressurgiu devido aos trabalhos de Thomas
Young (1773-1829) e Augustine Fresnel (1788D1827). Young demonstrou, atravZs do experimento
da fenda dupla, a natureza ondulat—ria da luz. Fresnel explicou a difras<o e interferencia da'jz
redePniu o conceito de polariza«<o da luz, introduziu o carfter transversal das ondas luminosas [
entre outras contribuie>es. O evento assertivo para a natureza ondulat—ria da luz veio um pouco
mais tarde, em 1850, com o trabalho de Foucault (1819D1868) sobre a medie<o da velocidade da
luz num meio refrativo?, no qual ele conclui que o resultado experimental Z inconsistente com o
modelo corpuscular.

O pr—ximo momento not—rio de unibcas«o ocorreu em 1845 devido a Michael Faraday (1791
1867), que estabeleceu uma relas<o entre a luz e o eletromagnetismo ao descobrir que a polarizas«o
de um feixe de luz sofria alteras>es ao se propagar atravZs de um meio numa regi<o com campo
magnZtico, gerando o bem conhecido efeito Faraddp,20]. Trabalhando experimentalmente com
objetos carregados e magnetizados, Faraday introduziu o conceito de campo. Segundo ele, o campo
Z uma entidade f'sica invis'vel que preenche todo o espas0, contendo linhas de forsa que transmitem
a forea (ou a inBuencia) de um corpo para o outrod1,27]. Essa ideia de campo tambZm foi utili-
zada por James Clerk Maxwell (1831D1879) em seu artijdynamical Theory of Electromagnetic
Field [23], no qual realizou uma brilhante s’ntese matem#tica, relacionando todos os fen™menos
eletromagnZticos da Zpoca, num conjunto particular de equas>es que hoje conhecemos como equa-
»es de Maxwell. AlZm disso, deduziu teoricamente que ondas eletromagnZticas se propagavam
com a velocidade da luz. A conbrmas«o experimental dessa previs<«o ocorreu somente em 1888
(9 anos ap—s o falecimento de Maxwell) atravZs dos experimentos de Heinrich R. Hertz (1857D
1894). Tal evidencia experimental permitiu caracterizar a luz como uma onda eletromagnZtica,

0 que contribuiu para a unibcae«0 entre —ptica e eletrodin%.mica. Por consequencia, fen™menos
—pticos, como ref3ex«o, refras<o, absorso, birrefringencia, etc., podem ser derivados a partir do
eletromagnetismo.

f importante ressaltar que, atravZs das ideias de Faraday e Maxwell, observa-se que, alZm

Y Em sua MZmoire sur la difraction de la lumisre (1818), o qual lhe concedeu o prémio da Academia Francesa
de Ciéncias do mesmo ano [6, 16].

12Tal experimento consitituiu a tese de doutorado de Foucault, contendo apenas 35 paginas, porém com uma
conclusdo extraordinaria: Oalways the light is delayed in its passage through the most refractive medium. The bnal
conclusion of this work therefore consists in declaring the system of emission incompatible with the reality of the
facts.0[16, 18].
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de cargas (part’culas) se movendo pelo espaeo, existe outra entidade na natureza, o campo. O
conceito de campo viria se tornar fundamental nas teorias de campo a serem desenvolvidas no
sZculo XX.

Em adi~0 a descrever o comportamento do campo eletromagnZtico, as equas>es de Maxwell
tambZm permitem investigas>es sobre a propagas«o de ondas eletromagnZticas em diferentes meios
(vicuo, dielZtricos, condutores, etc.). Para tal, deve-se conhecer, de um ponto de vista efetivo
macrosc—pico, as relae>es constitutivas que descrevem o meio. Tais express»es geralmente traduzem
a resposta do meio ao campo eletromagnZtico aplicado por meio de par%.metros constitutivos,
propriedades naturais do meio considerado. Por consequencia, 0 emprego de relas>es constitutivas
n<o-usuais para meios cont’nuos possibilita investigas>es de efeitos interessantes, que podem ser
derivados da eletrodin%o.mica de Maxwell. Dessa forma, Z poss'vel investigar o comportamento
eletromagnZtico de novos materiais, derivar algumas de suas propriedades —pticas, como 'nidices
de refras<o, coebcientes de absoreo0, birefringencia, etc. Nos pr—ximos cap’tulos, discutir-se-<o
alguns cenfrios f'sicos relacionados a esse aspecto.

As pr—ximas mudaneas no paradigma cient’Pco, ainda relacionado ao eletromagnetismo, ocor-
rerram em 1905 quando Albert Einstein (187991955) desenvolea Teoria da Relatividade Res-
trista (TRR), resolvendo assim o problema que existia sobre a inconsistencia da teoria de Maxwell
perante o princ’pio da relatividade de Galileu, alZm de apresentar um trabalho explicando o efeito
fotoelZtrico**, o que contribuiu para o surgimento da Mec%onica Qu%ontica. Dessa forma, a descri-
*<0 dos sistemas qu%onticos (microsc—picos) ganhou grande desenvolvimento com os trabalhos de E.
Schrddinger (1887D91961), W. Heisenberg (1901D1976), P. Dirac (1902D1984), entre outros. O tra-
balho de Dirac p€] j+ demonstrava um poderoso arcaboueso te—rico de teoria de campos qu%onticos
relativ’stica, a partir do qual a existencia de antipart’culas era poss’vel. O p—sitron, antipart’'cula
do elZtron foi descoberto em 1932 por C. Anderson em experimentos envolvendo raios c—saTicos [
Dirac foi responstvel pelo in’cio da Eletrodin%.mica Qu%ontica, em ingbsgntum Electrodynamics
(QED), que mais tarde teve importantes contribuie>es de virios outros f'sicos, como R. Feynman
(1918D1988), J. Schwinger (1918D1994), entre outros. A QED Z a vers<«o qu¥%ontica da teoria eletro-
magnZtica de Maxwell, tornando-se o arquZtipo para a construeo das outras teorias qu%onticas de
campos que descrevem as interas>es fraca e forte. O conjunto dessas teorias formam o atual MP.

Muitos outros aspectos que culminaram no MP foram omitidos aqui, como as virias part’culas
que foram descobertas em raios c—smicos e em aceleradores de part’culas. Apesar de ser uma
hist—ria muito rica e interessante, uma digress<o sobre tais fatos seria demasiadamente longa para
este trabalho. Todavia a referenciag5] apresenta uma breve discuss<o hist—rica sobre esse ponto.
O principal foco discutido atZ aqui foram alguns aspectos do desenvolvimento da eletrodin%omica
cltssica e seu papel revolucionirio na descrie<o dos campos eletromagnZticos e como a sua vers<o
gu%ontica, QED, contribuiu para o desenvolvimento do MP atual. Embora a vers« qu%ontica

BLorentz ja havia derivado o conjunto de transformacdes que deixavam o eletromagnetismo invariante. Poincaré
ja adotava a ideia de que era necessario construir uma nova mecénica e que as leis da fisica deveriam ser revistas
de forma a serem compativeis com o eletromagnetismo e com o principio da relatividadade [24].

Y Einstein se baseou nas hipoteses de Max Planck (1858-1947) para introduzir o conceito de que a luz era formada
por quanta de energia, conhecidos como fétons — nome introduzido por Gilbert Lewis (1875-1946) em 1926. [15,25].
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descreva a interaso eletromagnZtica entre cargas ou entre matZria (elZtrons) e luz (f—tons), a
eletrodin%omica cltssica constitui um poderoso ferramental te—rico para investigas>es de fen™menos
relacionados a ondas eletromagnZticas a n'vel cl¥ssico/macrosc—pico.

Segundo o MP, a grande quantidade de part'culas elementares observadas atZ hoje pode ser
agrupada em IZptons, quarks e as part'culas mediadoras das interas>es (b—sons). O MP recene 3 das
4 interas>es fundamentais (a gravidade ainda n<o foi incorporada ao escopo do MP), explicando
como as part'culas interagem na natureza. A inclus<o da gravidade no Modelo Padr« tem se
apresentado como uma atividade complexa (e desabadora): as teorias qu%onticas descrevem o mundo
subat™mico (microsc—pico) e a teoria da relatividade geral, o macro-mundo (planetas, estrelas,
buracos negros, etc.); assim, Ocoloct-lasO em pZ de igualdade ainda n<o foi poss’vel.

Muitos trabalhos em f'sica te—rica visam a busca por uma gravitas<o qu%ontica, em que o Modelo
Padr«o Z esperado ser o limite de baixas energias.Tais teorias devem ser capazes de descrever a
f'sica na escala de energia de Planck (10*° GeV=10% eV), que debne a era de Planck onde
se acredita que as 4 intera»es fundamentais eram unidas. Um forte candidato Z a teoria de
cordas, na qual as part’culas s<o interpretadas como os modos de vibras«o das cordas (elementos
fundamentais dessa teoria). Apesar das teorias de cordas possu’rem como fundamento a covari%oncia
de Lorentz (ou simetria de Lorentz), assim como o MP, existe a possibilidade da quebra espont%.nea
da simetria de Lorentz nessas teorias. O trabalho pioneiro sobre essa possibilidade foi realiZdjo [
por Kosteleck# e Samuel em 1989. Pouco tempo depois, mais desenvolvimentos nesse %ombito e
envolvendo violas>es da simetriaCP T tambZm foram realizadosq9. Foi ento que Colladay e
Kosteleck# desenvolveram o Modelo Padr«o Estendido m’nimo (MPE}(], uma teoria efetiva que
incorpora ao Lagrangeano do MP e da Relatividade Geral todos os poss’veis termos escalares que
se podem construir com os campos do MP e da gravitas<o contra’dos com coebcientes de 'ndices
tensoriais adequados. Tais coebcientes constituem par%.metros fenomenol—gicos que controlam e
caracterizam a poss’'vel violas<o de Lorentz (VL).

A pesquisa em VL tem sido um ramo de investigas<o de F’sica alZm do MP muito ativo
nas celtimas dZcadas. No MPE, o setor eletromagnZtico apresenta VL por meio de tei@®3-
'mpares [L41 ou CP T-pares BZ. A parte contendo termosCP T-'mpares Z representado pelo termo
de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) e a eletrodin%.mica modiPcada por esse termo tem sido utilizada em
estudos de sistemas da matZria condensada que violam a partidade (P) e invers<o temporal (T),

e tambZm em sistemas dotados do efeito magnZtico quiral (CME D da express«o em inglesq!
magnetic effect) [33,34. O CME Z a geras«o macrosc—pica de uma corrente elZtrica na presensa
de um campo magnZtico devido a uma assimetria entre a densidade de fZrmions de m<o esquerda e
direita que comp>em o sistema. Outro aspecto interessante de eletrodin%.micas modibcadas por VL
Z o surgimento de relas>es constitutivas que apresentam contribuie>es originadas da \A5[36].

Modelos eletrodin%emicos dotados com VL tambZm podem apresentar extens>es que envolvem
derivadas de ordens superiores. Nesse caso, 0 MPE n<0 m’nimo descreve uma teoria efetiva similar
ao MP, porZm contendo termos com derivadas superiores de dimens>es (em unidades naturais)
maiores do que quatrod9, 135 13q. Aspectos cltssicos relacionados ™ eletrodin%emica (no vicuo)
modibcada por termosCP T-'mpares de dimens<o cinco e por termadSP T-pares de dimens<o seis
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foram investigados nas referenciagif] e [43], respectivamente. Esses estudos envolvem o ctlculo do
propagador, relas>es de dispers<o, antlises de causalidade, unitariedade e estabilidade dos modos.
AlZm disso, outras abordagens de modelos com VL e derivadas superiores tambZm podem ser
encontradas em outros cenirios, por exemplo, na investigas«o de propriedades termodin%.micas de
sistemas eletromagnZticos!{] e no setor de fZrmions4f].

O vasto centrio proporcionado por modelos dotados de VL e os efeitos eletromagnZticos em
novos materiais 46, 55 foram motivae>es para a realizas<o deste trabalho. As ferramentas mate-
miticas utilizadas s<o relativamente simples, consistindo nas equas>es de Maxwell usuais e tambZm
nas suas vers>es modibcadas por VL. Todavia esse formalismo permite a obteneo de resultados
interessantes que Pcam na interface entre freas da F’sica (teoria clissica de campos, eletrodin%.mica-
—ptica, teorias com violas<o de Lorentz, matZria condensada). Por esse motivo, o in'cio deste ca-
p’tulo apresentou, de forma simplibPcada, pontos importantes que culminaram no desenvolvimento
da eletrodin%omica. No cap’tul@, apresentam-se alguns aspectos preliminares da eletrodin%.mica
cltssica e das relas>es constitutivas. No cap’tul8, s<o discutidos o comportamento eletromagnZ-
tico e alguns efeitos —pticos de meios dotados com condutividade magnZtica. Os resultados deste
cap’tulo geraram uma publicae<o }7] no Physical Review D:

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity elects
on electromagnetic propagation in dispersive matteRhys. Rev. D102, 076001 (202Q)

No cap'tulo 4, estuda-se a propagas«o de ondas eletromagnZticas em meios bi-isotr—picos e
bi-anisotr—picos com relas>es constitutivas (estendidas) simZtrica e antissimZtrica. Os resultados
deste cap’tulo geraram um artigo49| publicado no Physical Review A:

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic mediaPhys. Rev. A 106, 042205 (2022)

No ca'tulo 5, investigamos a revers<o do poder de rotas<o em meios bi-isotr—picos dotados
de condutividade magnZtica. O contecedo deste cap’tulo compse dois artig®§ publicados no
Physical Review B:

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B106, 144430 (2022)

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B107, 179902 (2023)

No cap’tulo 6, abordam-se dois modelos de eletrodin%omica modibPcados por VL: o primeiro
introduz um termo CP T-'mpar de dimensc<o tres, conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw;
enguanto o segundo aborda as contribuie>es advindas da implementas«o de um ter@® T-'mpar
de dimensc<o cinco. Esses casos foram estudados considerando-se um meio material, diferentemente
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do que geralmente se encontra na literatura, na qual as extens»>es da eletrodin%omica consideram
0 vicuo. Assim, utilizou-se um tensor constitutivo para a suplementas<o das propriedades ele-
tromagnZticas do meio cont'nuo. Os resultados deste cap’tulo geraram uma publica+4d][no
Physical Review D:

¥ P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, El!ects of CPT-odd
terms of dimensions three and bPve on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D104, 116023 (2021)

Este trabalho apresenta ainda um ncemero (demasiadamente grande) de apendices, servindo
como material complementar e tambZm de aux’lio a futuros estudantes. Por bm, apresentamos
nossas consideras>es Pnais sobre os aspectos estudados no cap’tulo

AlZm dos artigos gerados nessa tese (os 5 artigos listados acima), o doutorando Pedro Diego
da Silva e Silva tambZm Z coautor de outros dois artigos, a saber:

¥ J. B. Aracjo, V. E. Mouchrek-Santos, F. E. P. dos Santos, P. D. S. Silva, and M. M. Ferreira
Jr., Constraining EDM and MDM lepton dimension-Pve interactions in the electroweak sector
Phys. Lett. B 811, 135839 (2020Q)

¥ M. M. Ferreira Jr., J. A. Helay‘l-Neto, C. M. Reyes, M. Schreck, and P. D. S. Silva, Unitarity
in StYckelberg electrodynamics modiPed by a Carroll-Field-Jackiw terrRhys. Lett. B 804,
135379, (202Q)
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Neste cap’tulo, apresentam-se debnie>es e ferramentas matemzticas bisicas da eletrodin%.mica,
que ser«o utilizadas posteriormente ao longo da tese. TambZm ser: mostrada a vers<«o covari-
ante do eletromagnetismo clfssico em meios cont'nuos. Para isso, discute-se inicialmente sobre
as das relas>es constitutivas e como diferentes propriedades —ptico-eletromagnZticas podem ser
parametrizadas efetivamente atravZs dos par%.metros constitutivos que caracterizam o meio onde
os fen™menos eletromagnZticos se manifestam. Feito isso, apresenta-se o formalismo bisico da
equaso de Fresnel, importante ferramenta no estudo da propagas«o de ondas eletromagnZticas
em meios cont’nuos. Discute-se ainda, o efeito da birrefringencia, uma consequencia da anisotropia
dos meios materiais.

2.1 Relacoes constitutivas

Para se descrever o comportamento din%emico do campo eletromagnZtico num meio material,
deve-se suplementar as equas>es de Maxwell, dadas por

#aD=1  #$ H! ".D=J, (2.1.1a)
aB =0, #$ E+"B =0, (2.1.1b)

com express>es que caracterizam a resposta do meio aos campos externos aplicados. Tais ex-
press>es, conhecidas como relas>es constitutivas, podem ser escritas cdne D(E,B) eH =

H(E, B), e caracterizam de forma efetiva as propriedades eletromagnZticas do meio. A necessidade
do uso de relas>es constitutivas pode ser entendida atravZs de duas formas: (i) as relas>es constitu-
tivas permitem introduzir propriedades do meio que, a prin’cipio, n<o est«o presentes nas equas>es
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de Maxwell, principalmente no que tange " polarizas«o elZtrica e magnetizas<o; (ii) o sistema ele-
tromagnZtico, na presenea d€&, B, D e H, apresenta 12 quantidades a serem determinadas (as
componentes desses campos), enquanto apenas duas equases de Maxwell s<o consistéatese
Faraday e lei de Ampere-Maxwell), o que fornece 6 equae>es escalares, ou seja,

#Hy"JEX+"B'=0,  #H"H*! D'=J", para i=1,23 (2.1.2)

Assim, 0 uso de 2 relas>es a mais (entre 3-vetores, ou seja, 6 equas>es escalares) permite a cons-
true<o de um sistema com 12 varitveis e 12 equase$(. Dito de outra forma, hi 2 equases
vetoriais independentes e 4 varitveis (os vetorEs B, D e H), logo Z necessirio implementar mais
2 equa=es (ou relas>es) vetoriais, que formam as relas>es constitutivas.

Os campos eletromagnZticos macrosc—picos, isto Z, deslocamento elZtéaampo magnZtico
H, podem ser derivados atravZs de um processo de mZdia dos campos e densidades de carga e
corrente microsc—picos. O resultado bnal Z dado ddr [

D'=#E'+P'1 ",Q" + .., (2.1.3a)
Hi= 2Bl M+ (2.1.3b)
Ho

onde P', QI e M s«o componentes da polarizaso, da densidade de quadrupolo elZtrico e da
magnetizas<o, respetivamente. Na grande maioria dos materiais, os termos de quadrupolo e multi-
polos de ordens mais altas geralmente s<o0 pequenos e negligencitveis em comparas<dceril .
Dessa forma, para uma descrie<o efetiva do comportamento eletromagnZtico do meio, Z subciente
conhecer as formas das fune>es que relaciond@ne M com (E, B). Assim, o deslocamento elZtrico

D e o campo magnZticéd, podem ser descritos por:

D = #E + P, (2.1.4a)
-l wm, (2.1.4b)
Ho

ondeP e M representam os vetores polarizas<o elZtrica e magnetizas<o, respectivamente.

O tipo de resposta do meio ao campo aplicado tambZm funciona como par%.metro de classib-
cas«o do meio, podendo ser chamado de linear, n<o-linear, isotr—pico, anisotr—pico, homogeneo,
n<o-homogeno, dispersivo, n<o-dispersivo. Um meio linear Z aquele cuja resposta ao campo ele-
tromagnZtico aplicado Z linear (n<o apresenta potencias maiores ou diferentes de 1) nos campos
aplicadosk eB. Neste trabalho, sert considerado esse tipo de resposta linear do meio. De maneira

1Consistentes no sentido de que, considerando a equacdo de continuidade como fundamental, pode-se derivar a
lei de Gauss a partir do divergente da lei de Ampére, enquanto #a B = 0 pode ser determinado aplicando-se o
divergente na lei de Faraday [50].

24



CAPITULO 2. ELETRODINAMICA CLASSICA

generalizada, as respostas lineares de polarizas<o e magnetizas<o podem ser escritas como,
P' = #$5E' + % B/, (2.1.5a)
M'=${'H + & E/, (2.1.5b)
onde$iJE, $!}” s«0 0s tensores de susceptibilidade elZtrica e magnZtica, respectivamente. Enquanto
% Z o tensor que parametriza a resposta elZtrica do meio a um campo magnZtico aplic&o,
representa a resposta magnZtica devido a um campo elZtrico aplicado. Inserindo as relas>es dadas
nas Egs. @.1.5 na Eq. (2.1.4, obtZm-se

D'=#E! + % B/, (2.1.6a)
Hi = p'i!j Bi + & EJ, (2.1.6b)

em que
# %#H( 5 + $5) Wi %po('y + i), (2.1.7)

sendo#; o tensor de permissividade elZtrica ou tensor dielZtrico, enquanip* Z o inverso do
tensor de permeabilidade magnZticay; . Acrescentamos que; Z obtido atravZs da relas<o:

& %! Hok &; . (2.1.8)

f importante mencionar que a redePne«o dada na Eq2(1.8 advZm do fato de se ter escolhido

a representaso[E, B], isto Z, as relas>es constitutivas adotadas expressam os camgbsH) em
termos deE e B. Todavia outras representas>es tambZm s<o poss'veis, ou seja, pode-se escrever
os campos(D,B) em termos deE e H, por exemplo. Esse celtimo tipo de relas<o constitutiva
tambZm Z bastante utilizado na literatura $2, 55).

As relas>es dadas na Eq. 2.1.6 podem ser ainda reescritas na forma
P ! "l

Lo
b _ ! | = (2.1.9)
H # p't B

onde os objetos, u' 1, " e# s« matrizes de orden8$ 3, de forma geral. Tais matrizes carregam
0s chamados par%.metros constitutivos do meio, que contem de forma efetiva a resposta do meio
ao campo eletromagnZtico.

A dependencia funcional dos elementos presentes énu' 1, " e# estt relacionada ao tipo de
meio considerado. Assim, pode-se debnir simplipcadamente alguns meios:

¥ isotr—picos: 0s par%ometros constitutivos s<o escalares (ncemeros). O caso mais simples Z

2 Ao longo deste trabalho, sera adotada a seguinte convencao: letras gregas em negrito representam matrizes de
ordem N'$ n. Por exemplo, ! é a matriz de permissividade elétrica de ordem 3% 3.
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descrito pelas relas>es constitutivas usuais,

D=#, H-= %B, (2.1.10)

enguanto 0s meios bi-isotr—picos podem ser debPnidos por

1
D=#+9%, H-= gB+&E. (2.1.11)

¥ anisotr—picos: 0s par%.metros s<«0 elementos de matriz ou tensores, que ref3etem a contribuie<o
de uma dada componente dos campos E ou B) sobre as componentegsde (D ouH), com
i & ] oui = j. Tais relas>es constitutivas s«o escritas como7, 20,107

D'=#E H'=y'B. (2.1.12)

Em meios bi-anisotr—picos, as relas>es constitutivas, no geral, tem a mesma forma da Eq..6).
f importante mencionar que um meio material em movimento (com velocidadeem relas<o
a um observador) tambZm pode ser entendido como meio bi-anisotr—pico, pois, no referen-
cial do observador (que percebe o meio em movimento), as relas>es constitutivas tambZm
ter<o forma similar ~ da Eq. (2.1.6, porZm com tensores constitutivos que incorporam efei-
tos advindos da velocidade relativa entre meio e observador. Nesse caso, as relas>es de
Minkowski [111,117,

D+iu$H:#[E+ u$ B], (2.1.13)
¢ 4
Hi u$D= B!izu$E, (2.1.14)
H c
ou na form&
"o & % & (8
D=(% # ”—C4 Bl # — (Eéu)%! u$ B | (2.1.15)
#%, K% % “1& $
— 2 ,
H=( ﬁ! #P B+ # e (Bauu+u$ E) , (2.1.16)

s<0 usualmente empregadas para se descrever meios em movinfento
¥ homogeneos: 0s par¥%ometros n<o dependem de coordenadas do espaso-tempo;
¥ n<o-homogeneos: os par%.metros apresentam dependencia nas coordenadas;

¥ dispersivos: 0s par%emetros possuem dependencia nas derivadas espaciais ou temporais, o que

3Vide Apéndice A.

4No seguinte cenario: considere que, no referencial de repouso do meio, as suas relacoes constitutivas sio da-
das por Eq. (2.1.10). Entao, para um observador que percebe o meio se movendo com velocidade u, as relagoes
constitutivas do mesmo, agora no referencial do observador, sao descritas pelas conhecidas relagoes de Minkowski.
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leva ~ dependencia na frequencia ou vetor de onda (no espaso de momentos do formalismo de
transformadas de Fourier). Noutras palavras, os param%.metros constitutivos passam a de-
pender da frequencia e/ou vetor de onda. Como exemplo, citamos as relas>es constitutivas
de Drude-Born-Fedorov, s<o descritas porsf]

D = #hgr (E + B#$ E), (2.1.17a)
B = Hper (H + b#S$ H), (2117b)

onde#se € Hpge S<O as constantes de permissividade elZtrica e permeabilidade magnZtica
espec’bcas desse modeld]] que podem ser diferentésde # e 4 de um meio isotr—pico
descrito pela Eq. £.1.10, enquantob Z conhecido como par%.metro de quiralidade. Em outro
exemplo, podemos mencionar as relas>es constitutivas de CondadrD]], que introduzem
derivadas temporais entre os campos, na forma:

D =#E! g"H, (2.1.18a)
B = ucH + g"(E, (2.1.18b)

em queg Z um par%.metro (antlogok) que mede as contribuie>es d&H e"E aos campos
D eB, respectivamente. O subescrito OCO designa que os valores de permissividade elZtrica
e permeabilidade magnZtica na Eq2(1.1§ podem ser diferentesde #e p da Eq. (2.1.10.

¥ n<o-dispersivos: n<«0 hf dependencia nessas derivadas, ou ainda, 0os par%.metros constitutivos
n<o s<o fune>es da frequencia e/ou vetor de onda.

Diferentes meios possuem respostas distintas ao campo eletromagnZtico aplicado. Tais res-
postas, incorporadas nos par%.metros constitutivos, geram efeitos sobre a propagas«o de ondas
eletromagnZticas no meio, modipcando propriedades —pticas como refras<o, reRex<o, polarizas<o,
birrefringencia, absoreo, etc. Nos pr—ximos cap’tulos, alguns desses efeitos ser«o abordados.

2.2 Formulacao covariante da eletrodinamica em meios

A seguir, adotaremos a seguinte assinatura para o tensor mZtrico de Minkowski
g' =diag(1,! 1,! 1,! 1).

SNote que isto é diferente da definicio de meios nao-homogéneos, onde os parametros possuem dependéncias
explicitas nas coordenadas (r,t). Quando os parametros apresentam dependéncias nas derivadas espaciais e/ou
temporais dos campos, o uso do ansatz de ondas planas permite reescrever tais dependéncias em derivadas como
dependéncias no vetor de onda e na frequéncia. Por exemplo, ndo-homogéneo: ! = I(r,t), dispersivo: | = 1(#,"¢) "
= I(ik,! i#).

6No seguinte cenario: considere uma medida do campo D de um meio submetido a um campo E. Independen-
temente da representagio adotada, ou seja, a relagao da Eq. (2.1.17a) ou da Eq. (2.1.10), o valor do campo D deve
ser o mesmo. Sendo assim, igualando-se Eq. (2.1.17a) e Eq. (2.1.10), obtém-se: !pgr (E + b#$ E) = !E, o que
indica que os valores de ! e |pgr nao sao necessariamente iguais. O mesmo argumento pode ser aplicado para o
setor magnético, isto é, igualando-se a Eq. (2.1.17b) com a segunda rela¢do da Eq. (2.1.10).

"Pelas mesmas razoes apresentadas na nota de rodapé anterior.
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As equases de Maxwell em meios materiais podem ser derivadas da seguinte densidade de
Lagrangiana

L=1! %G“! Fu ! ALY, (2.2.1)
ondeF, Z o tensor eletromagnZtico usifaldePnido como
Fu = "JA L " A, (2.2.2)
enquanto
A¥ = (Ag=)lc, A), JI*="3%=¢l,J , (2.2.3)

s«0 0 4-potencial eletromagnZtico e a 4-corrente, respectivamente. Utilizando as dePnie>es dos
campos elZtrico e magnZtico em termos dos potenciais, isto Z,

E=1%)! "tA, B=#%$ A, (2.2.4)
pode-se ent«o obter

. Ei
Foi=! Fig= F'°= < i

Fi =1 # B (2.2.5)

onde #iy Z o s’'mbolo de Levi-Cevita tridimensional, cort,; = 1.
O tensorG* presente na Eq. 2.2.1) Z debnido comol04
| 1 1"#

GY = §$H F"#, (226)
onde o tensors** 7 denominado tensor constitutivo, sendo responstvel por parametrizar a res-
posta do meio ao campo aplicado. f poss’vel mostrar que a E8.4.6 Z uma forma tensorial da
Eqg. (2.1.9, assim as componentes d8" devem incorporar os campoB e H.

O tensor constitutivo satisfaz as seguintes propriedades

SHHE = g (2.2.72)
SHHE = g (2.2.7b)
U = g (2.2.7¢)

Devido “s propriedades de$*# e da antissimetria do tensor eletromagnZtic6, , o tensor
G" satisfazGW = ! G'™. A seguir, as componentes dé" ser<o obtidas, resultando nas relas>es
constitutivas do meio. Devido ~ semelhanea entre&G* e FH | as componenteG® e G' ser<o

80 tensor eletromagnético Fy foi primeiramente introduzido por H. Minkowski (1864-1909) em 1908 [103].
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associadas D' eH', respectivamente B de forma similar “s relas>es dadas na EQ.2.5.
A partir da Eq. (2.2.6, pode-se fazer

GO = %$Oi"# Foy | (2.2.8a)
GO = 1—$0in Eo + }$0ii OF.  + }$0imn F (2.2.8b)
- 2 0j 2 jo 2 mn e

que pode ser simplibcada atravZs da E®.2.5 e das propriedades dadas na Eq2@.7), resultando
em

GOi

! %$°”°Ej ! %$°im” Honk B, (2.2.9)
GY =1 ¢cD', (2.2.10)
onde se debniu a componentedo campoD como
i — 1 0ij O 1 0imn k
D' = @$ El + §:$ Hank BX. (2.2.11)
Implementando agora as redebnies>es
$Oij 0 $0imn #‘nnk

% %

% 2’ 2cC

(2.2.12)

onde# Z o tensor de permissividade elZtrica % Z o tensor que parametriza a contribuie<o
magnZtica no deslocamento elZtridd', a Eq. (2.2.11 fornece a relas<o constitutiva

D' = # E! + %B*. (2.2.13)

Para a componenteGi , obtZm-se a partir de Eq. 2.2.6

1
Gi = §$”# = (2.2.14a)
Gi = %$ii Ok, + %gik OFo + %$Umn Fron (2.2.14b)

gue pode ser simplibcada utilizando-se as equas>&s4.9 e (2.2.7), levando a

1 1

Gl =1 _$HOERL SHIM 4 BE. (2.2.15)

Para se obter uma express<o similar ~ celtima relas<o dada na EqQR.Q.9), inicialmente se efetua
uma contrae<o da Eq. (2.2.19 com #; , ento

; 2 ) 2 ;
# G =1 St $ik Ok | 27 $Imn 4 BX, (2.2.16)

onde se introduziu o fator(2/ 2) em cada termo. Esse artif'cio Z cetil para que se possa escrever
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uma express<o similar aFmn = ! #nn BX, porZm para componentess;; e H'. Redebnindo agora
os tensores que multiplicanEX e B¥ como
# ik 0

1 -~
M % 1 8™ o, &k % —, (2.2.17)

onde py Z o tensor de permeabilidade magnZtica8 Z o tensor que parametriza a contribuis<o
elZtrica no campo magnZticél'. A Eq. (2.2.16 assume a forma

#, G =1 2ul 1B 28&EX, (2.2.18a)
J Ik

# G =1 2H', (2.2.18b)
na qual dePnimos a componentedo campoH como
H' = w 'BX+ &EX, (2.2.19)

resultando, dessa forma, na relas«o constitutiva parad. Contraindo agora a Eg. 2.2.180) com
#Hnn , ObtZm-se

Hhn G =1 Z#mnHI, (2.2.20a)
Cim'jn ! "in'jm)GY =1 2Hn H', (2.2.20D)
G™M 1 G =1 24, H', (2.2.20c)
G™ =1 #H', (2.2.20d)
onde se utilizoufimn #ji = "mi'n ! 'm 'ni © @ propriedadeGW = ! G'.

Em suma, o tensoiG* possibilita a descrie<o de um meio material com relas>es constitutivas,
a priori, gerais, na densidade de Lagrangiana de Maxwell. Para se obter as equas>es de Maxwell
a partir da densidade de Lagrangiana?(2.1), pode-se reescreve-la como

1

L= é$*“"# Fop Fa | AL, (2.2.21a)
L=1! %$“!"# (" As D A (UAL D AN T ALY, (2.2.21b)
L= %$“!"# " A" LAL + éss“!"# A AL %$“!”# "uA LA+

! % WAt AL AR, (2.2.21c)

Trocando os 'ndicest ( * no segundo e quarto termos da Eq2(2.21¢ e, depois disso, utilizando-
se$* =1 $W* | resulta em

1, 1,
L=t M A A+ ST LA AL ALY, (2.2.22)

30



CAPITULO 2. ELETRODINAMICA CLASSICA

Tal express<o pode ser simplibcada um pouco mais renomeafd¢ & no segundo termo e

utilizando a propriedade$*#" =1 $*# | O resultado obtido Z ent<o
— 1 ViR T n U
L=t o8 A AL AR, (2.2.23)
Utilizando agora as equas>es de Euler-Lagrange,
- % - &
"y ——— =0, 2.2.24
"As (o) (2:2:24
obtZm-se, a partir da Eq. 2.2.23,
LIS })$“!"# "o’ s AL+ SHE ol ig " A ' (2.2.25a)
n (IIO/A$) ' 2 % #$ [VEAAY] n% 1$ # N
= })$“!%$"HA. v p, (2.2.25b)
"("As) 2 '
- })$#"%$"#A-- + $HEH, A#*, (2.2.25c)
("olAs) 2

na qual se fea1' &,*' %no primeiro termo da Eq. @.2.251. Utilizando agora $#%% = $%%#"
e $7%% = 1 $%%" no primeiro e segundo termos da Eq2(2.259, respectivamente, tem-se

"L 1

- =1 Z= %$#" [u Al "LA , 2.2.26

n L 1 .,
== IgYE,. =1 g% 2.2.26b
n (ll O/A$) 2$ # ( )

em que foi usada a debnieo dada na Eq2(2.6. Da Eqg. (2.2.23, tambZm se obtZm
=1 JH =178 (2.2.27)
Assim, substituindo as express>es2(2.260 e (2.2.27 na Eq. (2.2.29, tem-se bPnalmente
"7 = g%, (2.2.28)

gue representa as equas>es de Maxwell com termos de fontes (lei de Gauss e lei de Ampere-
Maxwell). As equae>es de Maxwell homogenas s<0 obtidas via identidade de Bianchi,

" FEH =0, BM = é;ﬁ!rl-“’t Fog | (2.2.29)

em que#'# Z o s’'mbolo de Levi-Cevita quadridimensional, Coffyo3 =1 e #'% =1 #. .
A partir da Eq. (2.2.28, as equas>es de Maxwell na forma vetorial s<o facilmente obtidas. De
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fato, escolhendo+ = 0, encontra-se a lei de Gauss:

”o/g% — JO| "iGiO - JO' C"|D| e Cl, (2230)
44D = 1 (2.2.31)

que foi simplibcada usando-se a EQR.@.1Q e a quadri-corrente,J* = (c!, J). A lei de AmpZre-
Maxwell Z obtida tomando-set = i na Eq. (2.2.29, levando a

WM =3t MG+ G = T (2.2.32)
1 . .
J(teD) b HY) = I (2.2.33)
em que implementamos as rela»e(2.10, (2.2.209d eG* = ! G'". Utilizando agora#, = ! #y ,

pode-se simplibcar a Eq.2.2.33

#Jk "JHkl ntDi
#$ H! "D

J', (2.2.34)
J. (2.2.35)

As equae>es de Maxwell homogeneas s<o obtidas a partir da Eq2.2.29. Escolhendo* =0, a
Eq. (2.2.29 fornece

#O% " Fy =0, (2.2.36a)
Lk F =0, (2.2.36b)
#i"i(! #aB')=0, (2.2.36¢)

a qual podemos simplibcar utilizanddi # =2"y. Entco a Eq. (2.2.36¢ resulta em
"B'=0'#4 B =0. (2.2.37)

Escolhendo agora = i, a EqQ. (2.2.29 produz

# o Fuy =0, (2.2.38a)
#)ijk "()ij + #i Ok"j F0k + #ik Ouj FkO = 0, (2238b)
#jk "0(! #}ﬂd BI) + 2#&”( "j Ek =0, (22380)
| # "JEX! "oB' =0, (2.2.38d)
gue resulta na lei de Faraday
#$ E+ "B =0. (2.2.38¢)
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2.3 Relacoes de dispersao para propagacao eletromagnética

Para se analisar a propagaso de ondas eletromagnZticas num meio material, Z necessirio
conhecer as relas>es de dispers>es, que descrevem como momento e frequencias se relacionam.
Consequentemente, implementando-sé] [

n=—, (2.3.1)

k
pode-se determinar os 'ndices de refras<o do méi@omon = +) k2/, . Usaremos unidades
naturais a partir daqui, ou seja,c = 1. Para cada 'ndice de refras<o, ht um modo de propagas<o
para a onda eletromagnZtica associado, cujo campo elZtrico pode ser determinado.

A obtene<o de tais polarizas>es e 'ndices de refras<o pode ser realizada atravZs de manipulas>es
algZbricas das equae>es ue governam a eletrodin%omica do modelo, as equases de Maxwell e as
relae>es constitutivas apropriadas para se descrever o meio. Tal procedimento naturalmente resulta
numa equas<o matricial da forma

M; E! =0, (2.3.2)

ondeM;; Z a matriz dos coebcientesiE' Z a componentg do vetor campo elZtrico. De maneira
geral, os elementod;; dependem de quantidades associadas ~ propagas<o da onda (vetor de onda,
frequencia) e ao meio material (par%ometros constitutivos), isto Z,

Mj = My (kKH, $%% ), (2.3.3)

com o quadri-vetork* = (,, k)".
Considere um meio descrito por

D = #E, (2.3.4a)

H=lg, (2.3.4b)
K

J=-E, (2.3.4c)

onde - Z a condutividade ™hmica. Utilizando o ansatz de ondas plan@ds,B) * €(ka! &) ag
Egs.2.2.39 e (2.2.388, lei de AmpZre e lei de Faraday, fornecem, respectivamente

k$H+,D=1iJ, (2.3.5)
B= KsE (2.3.6)

9Note que o indice de refracio pode ser uma funcao complexa. Assim, ao invés de empregar-se a norma |K| na
definigdo do indice de refracdo (que é nao negativa e real), utiliza-se + k2. Além disso, serdo considerados, neste
trabalho, indices de refra(;é)o _com parte real nao-negativa, o que é indicado explicitamente pelo sinal positivo + na
frente da raiz quadrada, + k2.
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Efetuando-se o produto vetorial entrék e a Eq. £.3.6, obtZm-se

k$ (k$ E)! ,k$B=0, (2.3.7)
K’E! (k&E)k+, (k$ B)=0, (2.3.8)

ou, em componentes,
K?’E'! kikiE! +, (k$ B)' =0, (2.3.9)

em que usamos a identidade $ (k $ A) = ! k?A + k(k 8A), comk % |k|. Substituindo agora as
Egs. (2.3.9 na Eq. (2.3.95, tem-se (em componentes)

(k $ B)

| HE ! quEi, (2.3.10)
(k $ B)!

I U #+i— EL (2.3.11)

Implementando a Eq. €.3.1]) no celtimo termo da Eq. 2.3.9, resulta

" 1 kk ! 2pl il ' El =0, (2.3.12)
ou
M; E! =0, (2.3.13)
onde, neste caso,
My = k¥ ! kik; ! ,Zp' #+i'—( p (2.3.14)

f poss’vel ainda reescrever a Eq2(3.19 em termos do 'ndice de refras<on. Para isso, basta
implementark' = ,n ',
+ ' O
n?; ! minj ! p #+i— 'y E! =0, (2.3.15)

de tal modo que os elementds!;; agora s<o representados por
' (
Mij = n? i ! nin; T #+i— 'ij- (2316)
As solus>es nc<o-triviais (modos diferentes do vetor campo elZtrico nulo) da EqR.8.13 s<o obtidas
da condis<o de que o determinante da matriz dos coebcientes seja igual a z&ra(,
+ ' -,
det[M i ] = det n? i ! n;n; Fp #+i— i = 0, (2.3.17)

0 que irt fornecer a equas<«o de Fresnel. Uma vez que= k/, , a Eq. (2.3.17 fornece a equas<o
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de dispers<o, a partir da qual obtem-se detalhes sobre a propagas«o de ondas eletromagnZticas no
meio, incluindo o 'ndice de refras<o. Portanto, o ctculo do determinante dado na ER.8.19 Z
de fundamental relev¥%oncia no estudo da propagas<o eletromagnZtica em diferentes tipos de meios.
Em meios anisotr—picos, o tensor de permissividade Z uma funeco do vetor de dndda
frequencia , , de campos externos (como o campo mangZtiBd, etc. Assim, a permissividade,
#; (,, k,B), pode ser expandida comatf]
# (., k,B)=# + 9% k + & B + .... (2.3.18)
O primeiro termo, # Z a permissividade usual de um dielZtrico anisotr—pico. O segundo termo,
% ki Z uma assinatura da quebra de invers«o espacial (paridade), implicando em atividade —ptica
que pode se manifestar atravZs de birrefringencia ou rotas<o do plano de polarizas<o de luz line-
armente polarizada £0). O terceiro termo, &; By, Z associado a um campo (magnZtico) externo e
conduz a violae<o de invers<o temporal. Tal termo gera atividade magneto-—ptica via efeito Fara-
day ou Cotton-Mouton efeito 6]. No exemplo da Eq. 2.3.17), observa-se queﬁj’ =(#+i0-1, )y,
no qual as simetrias de invers<o temporal e espacial s<o preservadas, n<o ocorrendo birrefringencia.
Por outro lado, de maneira generalizada, para meios com tensor de permeabilidade magnZtica
representado poi; = W', meio magneticamente isotr—pico, a equas<o de Fresnel assume a forma

det-nz' i ! nin; ! uﬂj =0, (2.3.19)

onde# Z o tensor de permissividade elZtrica efetivo, incorporando os par%.metros constitutivos
que advem das relas>es constitutivasD = D(E,B) e/ou'® J = J(E,B). AlZm disso, centrios
de eletrodin%omicas modibcadas introduzem quantidades adicionais na densidade de Lagrangiana
dada na Eq. €.2.1), que podem conter 4-vetores ou escalares. Exemplos conhecidos na literatura
constituem o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw no vicud {1 ou em meio$' cont’nuos §§
e a eletrodin%mica de Maxwell-Bopp-PodolskyO[Bb10d. Consequentemente, o tensa¥ pode
conter termos que violam paridade e/ou invers<o temporal, originando efeitos de birrefringencia.
Para se construir# deve-se conhecer as equas>es de Maxwell do modelo de eletrodin%omica
considerado e implementar as relas>es constitutivas apropriadas para o meio. Depois disso, a
soluso de Eq. (2.3.19 irf fornecer a equas<o de dispers«o, da qual se obtZm os 'ndices de refras<o.
O c™mputo das polarizas>es de cada modo de propagaso Z feito via implementas<o de cada 'ndice
de refras=<co emM; e solu«o da equas=«oM; E! =0 para o campo elZtricoE’.
Uma vez conhecidas as relas>es de dispers<o, propriedades —pticas, como birrefringencia (ati-
vidade —ptica), atenuas<o e ref3ex«o, podem ser examinadas de forma relativamente simples. Nos
pr—ximos cap’tulos, analisar-se-<o tais aspectos.

10Cenarios dotados de relacdes constitutivas do tipo J = J(E, B) topico serdo abordados no capitulo 3.
1 Esse modelo seréa discutido no capitulo 6.
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2.3.1 Birrefringéncia e atividade 6ptica

A birrefringencia Z uma propriedade —ptica de materiais anisotr—picos (como a maioria dos
cristais) [20], responsivel por gerar modos propagantes com diferentes velocidades de fase atravZs
do meio. Noutras palavras, a birrefringencia est} relacionada com a existencia de 'ndices de
refras<o distintos? para cada dire=<o de propagaso da onda. AtravZs da equa=; E! = 0,
pode-se determinar a polariza«o (dires<o do campo elZtrico) associada a cada 'ndice de refras<o
e determinar se ocorre birrefringencia circular ou birrefringencia por defasagem.

Um efeito interessante gerado pela birrefringencia circular Z a rotas<o do plano de polarizas<o da
luz incidente linearmente polarizada, efeito que sert explicado a seguir. Considere, por exemplo,
uma onda plana linearmente polarizada propagando-se atravZs de um meio ao longo do zixo
Assim, o campo elZtrico inicial pode ser escrito como

E, = Egéek?' &) (2.3.20a)

com o vetor de polarizas<o apontando alo longo da dires<o do eix®- Tal vetor, na notas>es de
Jones (), pode ser lido como,

/2 /2 /| 2

1 1 1
Eq =904 :%E! +%E+=%9! i§+%9i§ , (2.3.20b)
0 0 0

que corresponde ~ soma de vetores de polarizas<o de modos circularmente polarizados ~ direita e
esquerda, respectivamentel[7]. Ap—s a onda propagar-se por uma dist%orzci@do meio, 0 campo
elZtrico bPnal Z escrito como uma combinas<o linear das duas componenkseE, , com os vetores

de ondak. ek, , respectivamente 0. Dessa forma, tem-se

Ef = E, ei(k+ zl &t) 4 E, ei(kg z! &t)’
[ 2 ' / 2
1 . 1 !
E = 59 i3 gk 7g i@ty 59! i3 o 2g it (2.3.21)
0 0

a qual pode ser reescrita na forma
5 [ 2 /I 28 / 2
L 1 1 cos.
E = éé' ¢a8ai9Q3 e QP =6 @ gin. 3 : (2.3.22a)
0 0 0

onde as seguintes quantidades foram defenidas

(ke ! ki )z

etz g kerkge

2

20bserve que a velocidade de fase é definida como v = #/k =1/n, onde n é o indice de refracdo do meio.

(2.3.22b)
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Note que Eq. @.3.223 descreve uma onda linearmente polarizada cujo vetor de polariza«o estf
rotacionado por um %ongulo em relas<o = conbguras<o inicial. Da Eq. (2.3.221, tem-se 0 %ongulo,

(n+ ! ny)z,

=1 ,
2

(2.3.23)
gue caracteriza o efeito da birrefringencia circular. Note que foi usado= , n. Geralmente, os
'ndices de refras<o podem ser quantidades complexas, ou seja,

n = Re(n) +ilm( n). (2.3.24)
Assim, pode-se inferir da Eq.4.3.23

'E: ! ’E[Re(m) +ilm(ny)! Re(m )! ilm(n, )], (2.3.25)

a partir da qual se debPne o poder de rotas«o espec’pco,

= 'E%! ’E[Re(m)! Re(n )], (2.3.26)

que mede a rota«o do plano de oscilas<o do campo elZtrico da luz linearmente polarizada (por
unidade de comprimento percorrido no meio). Ainda da Eq2(3.25, debne-se

'g=1! ’E[Im(m)! Im(n, )]. (2.3.27)

como o coebciente de dicro’smo, uma medida da diferenea de absors<o entre os modos circularmente
polarizados ~ direita e esquerdad[g], pelo meio. Os efeitos de birrefringencia circular e dicro’smo,
dados atravZs das Egs.2(3.26 e (Eq. (2.3.27), s<o t'picos de meios opticamente ativos: aqueles
que suportam modos propagantésRCP e LCP. Note ainda que quando o meio n<o Z birrefringente,
tem-se. =0 e/ = kz. Assim, a conPguras<o inicial de polarizas«o 2.3.203 Z recuperada a partir

da conbguras«o bPnal 2.3.223.

Quando os modos propagantes s<o descritos por polarizas>es diferentes das polarizas>es cir-
culares " direita e esquerda, o efeito da birrefringencia (mais uma vez, manifestado atravZs da
diferenea de fase entre os modos propagantes) Z medido atravZsgphbiese shift [15 comunicado
pelo meio aos modos propagantes,

0= éd(m 'n), (2.3.28)
20

onde 2, Z o comprimento de onda da luz incidente no vicud,Z o comprimento da dist%oncia
percorrida pela onda no meio considerado.

Em suma, a existencia de diferentes 'ndices de refrae<o num meio material gera a birrefringencia
e seus efeitos. Desde o ’nicio do sZculo XIX, efeitos de atividade —ptica de cristais de quartzo jt

3RCP - right-handed circular polarization, LCP - left-handed circular polarization.
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eram observados por Arago e BiotlDg. O tratamento formal em termos de polarizas<o foi
realizado pouco tempo depois por Fresnel. A natureza dessa atividade —ptica est} relacionada
com a quiralidade de certos materiais: um objeto Z OquiralO se n«o Z equivalente ~ sua imagem
espelhada 110. Tal propriedade Z comumente encontrada em molZculas de DNA, prote’nas e
aececares. No contexto do eletromagnetismo de meios materiais, a quiralidade estf relacionada
com a quiralidade das molZculas que o constituem. Dessa forma, luz circularmente polarizada pode
tambZm ser dita quiral. O efeito da rotas<o do plano de polarizas<o segue como consequencia de
tal propriedade.

2.3.2 Atenuacao e reflexao
Considere o ansatz de ondas planas utilizado na sead,
E = Eodk?' &g, (2.3.29)

para uma onda que se propaga ao longo do eixpcom amplitude E e vetor de polarizas<o é.
Utilizando agoran = k/, , pode-se escrever

E = E (& &g (2.3.30)
gue pode ainda ser lida como
E = Eoe Mniz&gRelniéz! &b g (2.3.31)
E = Eoe V/ 22dRelnléz! &g (2.3.32)
onde se debniu7]
( %2, Im[n], (2.3.33)

como o coebciente de absoreo da onda eletromagnZtica. Observe na B®.8) que a onda
apresenta um fator exponencial decrescente na mesma dires<o de propagaso, 0 que leva a uma
atenuas<o da amplitude da onda "~ medida que se propaga. Assim, o inverso(datua como medida

do comprimento de penetraso da onda eletromagnZtica no interior do meio, a partir do qual se
debPne o conhecidekin depth [1,7]. Esse efeito Z comumente encontrado em meios condutores, nos
quais o 'ndice de refras<o Z complexo.

As principais debnis>es e ferramentas utilizadas para se estudar a propaga+«o de ondas ele-
tromagnZticas foram brevemente expostas neste cap’tulo. Dessa forma, novos cenirios para pro-
pagaso eletromagnZtica podem ser investigados. No cap’'tuB) as consequencias clissicas da
condutividade magnZtica ser<o abordadas. No cap’tul® dois modelos de eletrodin%omicas esten-
didas para meios materiais ser<o discutidos tambZm.
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Neste cap’tulo, ser} introduzido o conceito de condutividade magnZtica em meios materiais
atravZs de relas>es constitutivas n<o usuais. As consequencias dessa propriedade para a propagas<o
de ondas eletromagnZticas ser<o discutidas em 4 centrios distintos, os quais empregam diferentes
parametrizas>es para o tensor de condutividade magnZtica. Os casos em que a condutividade
magnZtica,- 8, Z descrita por matrizes diagonais, efeitos de birrefringencia s<o observados. Nos
centrios em que B contZm elementos o!-diagonais, a equas<o de Fresnel nos fornece relas>es de
dispers<«o cujas solus>es resultam em ’'ndices de refras<o complexos. Tal propriedade pode ser
utilizada para se determinar coebcientes de absore«o para 0 meio nesses casos, que n<o ocorrem
nas conbguras>es diagonais. Outras consequencias, como ref3ex<o e comprimento de penetrae<o
tambZm ser<o discutidas. Os resultados apresentados neste cap'tulo geraram uma publicas<o no
Physical Review D:
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CAPITULO 3. EFEITOS DA CONDUTIVIDADE MAGNETICA NA PROPAGACAO DE
ONDAS ELETROMAGNETICAS

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity elects
on electromagnetic propagation in dispersive matteRhys. Rev. D102, 076001 (202Q)

3.1 Tensor de condutivadade magnética

Na see<0 2.3, apresentou-se a relaso constitutiva da lei de Ohn,
J=-E, (3.1.1)

onde- Z a condutividade ™hmica do meio. A E®.{.]) estabelece uma relas<o de proporciona-
lidade entre a densidade superPcial de corrente elZtrica num meio e o campo elZtrico aplicado ao
mesmo. Tal express<o atua como descrie<o efetiva de virios materiais condutores, do ponto de
vista macrosc—pico.

Alguns sistemas apresentam um efeito magnZtico antlogo ~ E§.1.1) , isto Z, a geraso de
corrente elZtrica devido " aplicas<o de um campo magnZtico. Um exemplo de interesse nottvel Z o
chamado efeito magnZtico quiral (CME <hiral magnetic effect), no qual a densidade de corrente
Z da forma B3, 34]

. 2 .
Jewe = E(OU)B', (3.1.2)

sendoe a carga elementarB o campo magnZtico aplicado 8u % pg ! ., 0 potencial qu’mico
quiral, quantidade que expressa a assimetria entre a densidade de fZrmions quirais de mco direita
e esquerda no sistema, como apontado na R&¥][ Esse efeito de origem qu%ontica tem sido objeto
de virias pesquisas em f'sica de part’culas, teoria de campos e tambZm em f'sica da matZria con-
densada. Investigas>es em plasmas de quarks e glceons com potencial qu’mico quiral sob inf3uencia
de campo magnZtico externo podem ser encontradas nas Réf$5[.16. O CME tambZm Z estu-
dado em astrof'sica, como forma de explicar a origem dos campos magnZticos intensos (da ordem
de 10* G) observados em estrelas de neutrong§ [119. Em sistemas da matZria condensada, o
CME surge como um importante efeito e sua primeira observaso experimental foi realizada em
2014 [L2Q. Virias outras investigas>es acerca do CME em diferentes aspectos podem ser encon-
tradas na literatura, tais como: conex>es com matZria sujeita ~ interas<o eletrofracd P1], CME e
transporte an™molo em semimetais de We¥PH, supercondutividade quiral 123, etc. f impor-
tante mencionar que uma relas<o entre o CME e a eletrodin%.mica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) (em vicuo) tambZm foi reportada $3], indicando conex>es entre o CME e teorias com
violae<o de Lorentz (VL).

O tipo de corrente originada no CME Z uma motivas<o para se investigar meios materiais die-
|Ztricos n<o-usuais. Uma motivas<o adicional para esse estudo advZm da magnetohidrodin%o.mica,

LA forma vetorial apresentada na Eq. (3.1.1) foi derivada por Gustav Kirchhoff (1824-1887) [113,114].
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na qual a lei de Ohm para um modelo de plasma pode ser escrita cofi®
(E+V $B) =3J, (3.1.3)

ondeV Z a velocidade mZdia dos elZtrons e 'ons, enquaitd a densidade de corrente total. A
express«o3i JI corresponde a um termo de colis<o para elZtrons e 'ons, c8mrepresentando um
tensor de resistividade. Embora a Eq.31.3 n<o pertenea a um modelo rigoroso, ela Z ampla-
mente utilizada, pois captura os efeitos mais importantes de um modelo magnetohidrodin%.mico
ideal. Invertendo a Eq. 8.1.3, obtZm-seJ' = - El + +; B}, com-; sendo o inverso d&! e
5 = - ipthg Vg (ONde#x Z 0 s’mbolo de Levi-Cevita tridimensional) dePnindo uma condutividade
magnZtica para esse caso.

A seguir, considere um meio material onde vale relas<o constitutiva, que equivale a uma gene-
reliza«=<o da lei de Ohm,

J'=-4E'+-9BJ, (3.1.4)

em que- j; Z a condutividade T""hmicaﬂéﬂ-3 Z o tensor de condutividade magnZtica, aqui conside-
rado completamente independente da condutividade elZtrieg . Noutras palavras, assumir-se-t
que o tensor-ijB caracteriza efetivamente uma propriedade do meio material, do ponto de vista
macrosc—pico.

No que tante ao comportamento sob simetrias discretas, o tensor de condutividade magnZ-
tica, - ,‘f Z par sob tranformas>es de invers<«o tempora({T) e conjugaso de carga(C), e 'mpar
sob transformae<o de paridade(P). A tabela 1 ilustra uma antlise comparativa entre os tenso-
res de condutividades magnZtica e ™hmica sob as transformas>es discretas, revelando diferensas

importantes.

Tabela 1: Comportamento das condutividades ™hmica e magnZtica, respectivamente,
sob as transformas>esC, P, and T.

E B J - - B
C ! ! ! + +
P | + | + !
T + | | | +

Nota-se que o tenSOFijB Z par sob invers<«o temporalT), uma vez queJ e B s« 'mpares
sob T, indicando um comportamento n<o usual para a condutividade magnZtica, em comparas<o
com a condutividade ™hmica, queTZ’mpar. Esse comportamento Z antlogo ao do par%.metro
fenomenol—gicp (n<o confundir com a permeabilidade magnZtical) existente no modelo de
supercondutividade de London123, J = ! y?A. O cartter T-par de ,JB Z t')pico de processos
n«o dissipativos [34]. Noutras palavras, tais correntes associadas a condutividadésmpares,
como condutividade ™hmica, geram dissipas<o de energia no sistema, levando a um aumento de
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entropia, caracterizando processos que n«o podem ser revers’'veis (em relas«o ao tempo). Por outro
lado, condutividadesT -pares esto associadas a processos n<o-disspativos, isto Z, revers'veis (vide
Ref. [123).

Na pr—xima se«o, a equas<o de dispers«o para um meio dotado de condutividade magnZtica
serf obtida considerando-se diferentes cenirios de parametrizas>es peﬁ‘a Suas consequencias
para a propagas<o eletromagnZtica (em cada caso) s« analisadas na sequencia.

3.2 Relacoes de dispersao e modos de propagacao

Considerando as equaes>es de Maxwell obtidas a partir da EqR2.€.28 e um meio cujas relas>es
contitutivas s<o dadas por

D=+#, H=">, (3.2.1)
U
e tambZm por
J'=-E'+-PBl, (3.2.2)

pode-se agora aplicar o mesmo procedimento descrito na Se2<8 o qual fornece

K25 1 kikg U, s "El =0, (3.2.3)
M; E’ =0, (3.2.4)
(3.2.5)
com
Mi = k25 ! kik !, 2ud (3.2.6)
.- i
#(,)= #+i— "5+ —(-)athuke. (3.2.7)

Utilizando k = , n, obtemos de forma equivalente

Mij = n2' i ! nin; ! uﬂj, (328)

#(,)= #+i— '+ I—(‘ ®)ia i Nb. (3.2.9)

Para se obter as relas>es de dispers<o e 'ndices de refras<o do meio, deve-se avakdjM;; ] = 0. A
princ’pio, a forma do tensor de condutividade magnZtica,i?, n<« Z conhecida. Todavia, algumas
parametrizas>es podem ser implementadas, permitindo escreve-lo em algumas conbgurases, e,
com isso, 0 c™mputo da relas>es de dispers<o.

Note que na Eq. 8.1.2 o efeito da corrente gerada pela aplicas<o do campo magnZtico Z
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claramente representada por um tensor de condutividade magnZtica diagonal isotr—pioco, isto Z,

.JB =4, (3.2.10)
com a identibcas<o
e
4 = EOu. (3.2.11)

Pode-se agora escrever o tensor de condutividade magnZtica na seguinte forma

D=4y + 4y, (3.2.12)
onde4 corresponde d/ 3 do traso da matriz - B =[- i'f’] e representa a parte isotr—pica desse tensor
de condutividade, enquanto4 ; representa todas as componentes n<o diagonaisff diagonal) de

,‘f Assim, a parte diagonal do tensor de condutividade est} relacionada com o CME e sert o
cerne do primeiro caso a ser analisado. Depois disso, o tensor de condutividade magnZtica serf
analisado nos casos ex—tit,osu seja,

J'=4;Bl, (3.2.13)

na qual4; Z composto pela parteff-diagonal e anisotr—pica da condutividade magnZtica.

3.2.1 Caso diagonal isotrépico

Para o caso diagonal isotr—pico, o tensor de condutividade magnZtica Z dado pela3g2|1(.
Inserindo-a na Eq. 8.2.9, obtZm-se
R G
# ()= #+i— "y ! —Hpny, (3.2.14)
no qual o celtimo termo representa a contribuie<o da condutividade quiral. Note que todos os
efeitos relacionados a anisotropias no meio se manifestam atravZs da forma como a condutividade
magnZtica Z acoplada com os campos. Nesse caso, o teMgodado na Eq. @.2.8 tem a forma

/ 2
N+ ni!l p#! ipg ! nnp+iptt l ning! iptz-
M;]= Inny! it n2+ n3! p#l iy ! nong+iptt . (3.2.15)
I ning +ipt2t I npng! ip™:  nZ+n3! p#! oipg

20 termo ex—ticopara os casos off-diagonal foi escolhido por que nio havia casos similares na literatura no
momento de execucao desta pesquisa.
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Calculando agoradet[M; ] = 0, obtZm-se

T
N2 =45, +p | #+i- + 50 25, 4l (3.2.16a)
TR ' '
25, = Y#+ 2—4 , (3.2.16Db)
o qual pode ser dividido nas partes real e imaginfria na seguinte forma:
4 % 4 &
n2 = pg+ BT ;—i Ne +il(+4N,), (3.2.17a)
onde <
) —._tu- 2
N, = 52 + 5 + 5, . (3.2.17b)

A Eq. (3.2.173 produz dois 'ndices de refras<o distintos para cada frequencia, a qual Z compat'vel
com a f'sica de um meio dielZtrico condutor dotado de birefringencia, assim, quando considerado
no interior de um meio com condutividade ™hmica & 0), a condutividade magnZtica 3.2.1Q
modiPca o 'ndice de refras<on, do meio, alterando a velocidade de fase (associada com a parte
real den) e o coebciente de absoreo ou atenuas«o (associado " parte imagintria

3.2.1.1 Meio dielétrico ndao-condutor

No caso em que o meio dielZtrico n«o possui condutividade ™hmica 0, a Eq. (3.2.163
fornece dois valores distintos e reais para o ind’ce de refras<o quadritico,

b4 =

nZ =45, | p#+ — 25, (3.2.18a)
%4 2 4 ) O &
N2 = i+ 2 ‘Z_ + M e ‘Z_ , (3.2.18h)

que caracteriza um dielZtrico com comportamento dispersivo e n<o-condutor. Portanto, o sistema
se comporta como um meio dispersivo birrefringente onde ondas eletromagnZticas se propagar<«o
sem passar por atenuas<o (ausencia de absors0). Os 'ndices de refras<o s<o0 ent<o dados por

a5
ne = pi+ ‘;— J_r‘;—. (3.2.19)

O quadrado da Eq. 8.2.19 recupera o resultado da Eq.3.2.183. Na presente conbguras<o, Z
importante destacar que a condutividade magnZtica implica em um comportamento t'pico de um
condutor (para o meio dielZtrico) somente quando Z debnida simultaneamente com a condutividade
™hmica- & 0,-8 & 0), como estf demonstrado na Eq3(2.173. Quando a condutividade
mangZtica estf debnida para um dielZtrico n<o-condutgr = 0,-8 & 0), o comportamento do
meio permanece equivalente ao de um meio dielZtrico dispersivo sem absors«o, como Z indicado
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pelo 'ndice de refras<o da Eq. 8.2.183. Isso acontece por qu&\, =0, quando- =0.

Alternativamente, os 'ndices de refras<o podejn ser determinados a partir da frequencia (como
funeo do vetor de onda), via a debnie<on = + k2/, (k). As poss'veis frequencias obtidas
dessa forma s« associadas com os modos de propagas<o do campo elZtrico. Implementando-se
n="k2/, naEq. (3.2.183, obZm-se a equaso de dispers<o

% &,

k2 k2 Il4 2 u24 4
AL 22—+ — 1 =0, 3.2.20
u# u# 2# 44 ( )
) —
comk =~ k2. Resolvendo para , tem-se
ke % 4 &
i = — 1 — . 3.2.21
Pe g 1 (3.2.21)
A Eq. (3.2.2) representa dois modos distintos, . e, . Enquanto a frequencia, . Z real para

qualquer valor dek, a frequencia,, pode ser imaginfria s&k < 4p . Para garantir que,
represente a frequencia de um modo propagante f'sico, deve-se exigk 4 . A birrefringencia
ocorre quando modos de polarizas«o distintos se propagam com diferentes velocidades de fase,
Vph = ,/k . No meio com- =0 e-® &0, as velocidades de fase s<o

- 1 pa
Vph(i) = T = )?# 1+ T, (3222)
levando ~ seguinte diferenea de velocidade de fase
> ; ?
1 pa pa
Ll L
1 p4
)TT, (3.2.23)

atestando que o tras04 da condutividade magnZtica isotr—pica Z responstvel pela birefringencia.
Portanto, a condutividade- -B isotr—pica gera comportamento dispersivo e birrefringente num meio
n<o-condutor (- =0).

Analisando agora a velocidade de grupo,

. 1 1+ p4/ (2K)
Vg(s %—@ , 3.2.24
o) = @ W 1t pdlk ( )

observa-se que hf um comportamento divergente para momentos pequenos, indicando problemas
com a causalidade clissica (devivo\g.) > 1). A causalidade, entretanto, Z preservada para a
propagas«o de ondas no regime de grandes momentos.

f importante mencionar que os 'ndices de refras<o do meio podem ser obtidos diagonlizando-
se o tensor de permissividade efetivo dado na E®.2.19 e igualizando cada autovalor an?/u .
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Considere ent«o a equas<o de autovalores,
#h e, = #e, (3.2.25)

onde#, e e,, com (@ = 1,2, 3), representam autovalores e autovetores, respectivamente. Nesse
caso, obtZm-se
# = #, (3.2.26)

B %otk = #e Tn, (3.2.27)

0s quais podem ser associados aos seguintes 'ndices de refras<o:

n? (3.2.28a)

n

W,
p4
i + n:, (3.2.28Db)

+ N

gue, com a substituie<o dos 'ndicesn. da Eq. (3.2.19, reproduz exatamente a Eq.3.2.1§. Su-
preendentemente, os resultados da Eq3.2.281 reproduzem os 'ndices de refrase<o da Eq.3(2.19
que foram obtidos viadet[M;; ] = 0 e vilidos para dires<o arbitriria de propagaso, o que signibPca
gue os autovaloreg e # correspondem aos 'ndices de refrae<o do meio, en, , respectivamente.

A determinas<o dos 'ndices de refras<on atravZs da equason? = p#,(n), onde# s« 0s auto-
valores da permissividade elZtrica efeitiva somente funciona sob o requerimento da ortogonalidade
dos modos propagantes. De fato, para um vetor gema) o campo elZtrico correspondentg,, que
satisfaz a condi<oM; E} = 0 quando respeita a condi«o de transversalidade, é&E, = 0, equivale
aos autovetores,. Nesse caso, diagonalizan = [M; ] Z equivalente a diagonaliza#= [#; ], dado
que o tensorM;; da Eq. (3.2.8 equivale efetivamente aM;; %n? ; ! u# , uma vez quen,E; =0.

O resultadoE, + e, ento se veribca. Essa situas<o Z claramente ilustrada no presente centrio,
onde os tres autovetores da permissiviade elZtrica efetiva s<o

q:%%m, (3.2.29a)

/ 2
ms, ImMmim;
? rimz+ m2) 3 (3.2.29D)

, im2m3! mq

1
e - = @
T 2mir m))

com o versom debPnindo a dires<o de propagas«. Observe que os autovetores nas Ed3.2(293

e (3.2.29h s«o fune>es da direc<o dada porm e independentes dos 'ndices de refras<o correspon-
dentes. Note ainda quee; e, = e; 4e; = e, &e; = 0, indicando que esses tres autovetores s<o
linearmente independentes. Em particulare, e e; s<o0 ortogonais ae; = m, levando corretamente
aos ’'ndices de refrascon. da Eq. (3.2.183 de acordo com o mZtodo proposto. Nesse caso, 0s
modos de propagas<o do campo elZtrico s<o corretamente descritos pelos autovetaes e;. O
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autovalor # = #deve ser desconsiderado, ou seja, n«o pode ser associado a um 'ndice de refras<o do
meio, pois 0 autovetor associad@,, n<o satisfazn ae; = 0 (n<o constitui um modo propagante).
Pode-se escolher, sem perda de generalidades (0,0, m). Assim, a Eq. 3.2.291 simplipca-se

em
[ 2

1
€55 = )%9 £id . (3.2.30)
0

Os vetorese, e e3, respectivamente, podem ser interpretados como 0s vetores de polarizas<o de
ondas eletromagnZticas com polarizas?ode m<o-esquerda I - left) e meo-direita (R - right).
Logon g %n..

Essas polarizas>es s<o transversais, isto Z, perpendicularesna De acordo com a Tabeld, a
condutividade magnZtica Z 'mpar sob transformas<o de paridade. Enquanto violas«o de paridade
n<«o aparece em nenhum dos ’'ndices de refras<o da E.2.19 atravZs de uma dependencia an-
gular, por exemplo, ela se manifesta atravZs dos valores distintos de ’'ndices de refraso para as
ondas eletromagnZticas com polarizas>es ) e (R). Essa Z a raz<o f'sica para a birrefringencia.

Como discutido na Se««02.3.1, um dos efeitos da birrefringencia Z a rotas<o do plano de vibra-
«0 de uma onda linearmente polarizada. Tal efeito ocorre pois a polarizas<o da onda incidente
pode se dividir em duas ondas circularmente polarizadas que se propagam com velocidades de fase
distintas. Esse fen™meno Z quantibcado pelo poder de rotas<o espec’Pco, dado n&® BiR4.
Utilizando ent<o os 'ndices de refras<o dados na Eq.3.2.19, obtZm-se

_ (3.2.31)

gue corresponde a um poder de rotas<o espec’Pco independente da frequencia, conbPgurando uma
assinatura de meio dotado com condutividade magnZtica isotr—piﬁa: 4' .

AtZ o momento, n« hf conex<o clara entre o CME e medidas de birrefringencia, ent«o se
discute brevemente uma poss’vel forma para se observar tal efeito em meios quirais. Antes de
mZtodos mais sobstibcados serem desenvolvidos, a birrefringencia era detectada com um conjunto
de polarizadores lineares cruzados que n<o permitiam que nenhuma luz cruzasse todo o conjunto.
Se um meio material birrefringente circular fosse colocado entre esses dois polarizadores, causaria
a rota«o do plano de polarizas<o da luz que passara pelo primeiro polarizador de tal modo a
assegurar a passagem de uma parcela da intensidade de luz pelo segundo polarizador, proporcional
ao %ongulo de rotaso [vide Eq. (2.3.23]. Entretanto, esse mZtodo n<o Z preciso o subciente para
medir valores pequenos de birrefringencia. AlZm disso, Z muito desabador efetuar medie>es de
birrefringencia de um meio n«-homogeneo.

Portanto, uma tZcnica mais sobsticada foi desenvolvida na R&5][ O sistema a ser utilizado Z
constitu’do por um polarizador, uma placa de um quarto de onda e um analisador. A luz que passa

3Define-se a polarizagdo como méo direita (esquerda) se o vetor de polarizacio de uma onda plana gira ao longo
de um circulo na dire¢ao horaria (anti-horaria) quando o observador olha a onda se aproximando dele [1,7].
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pelo sistema Z capturada por uma c%.mera CCD, a partir da qual os dados medidos s<o avaliados
por softwares num computador. Esse sistema foi comercialmente distribu’do sob o navf@ripol.

A intensidade| da luz detectada em qualquer ponto Z expressa em termos dos %ongudds que
descrevem a orientas<o do polarizador:

| = I50[1! sin(26! 2/ )sin0], (3.2.32)

ondelo/2 Z uma intensidade normalizada (da luz incidente) @ e a diferenea de fase entre as
duas polarizas>es da luz,

2

0= =
20

d(ny! ny), (3.2.33)
comd sendo a espessura da amostra do materiaRg, o comprimento de onda no vicuo da luz
incidente.

Assim, para se medir a birrefringencia de um meio dotado com condutividade magnZtica, uma
amostra do material de espessurad pode ser colocada no sistem@etripol, que irf determinar o
fator sin0 . Esse fator fornece a diferensa entre os 'ndices de refras<o {@n) % n, ! n, =
20/ (21d). Esse celtimo resultado experimental em combinaso com a E.Z.19 leava ao par%o-
metro da condutividade magnZtica:

4 = (On) (3.2.34)

U

Uma tZcnica similar para medidas de birrefringencia pode ser encontrada na Ré24q.

3.2.2 Caso diagonal anisotrépico

Nesta ses<0, serf analisado outro caso particular para a condutividade magnZtica, sendo repre-
sentada por um tensor diagonal que descreve um sistema anisotr—pico

/4 0 O2
- . X
8 =90 4, of, (3.2.35)
0O 0 4,

com o conjunto{4 } = {44,4y,4,} composto por elementos distintos na diagonal principa,; &
4, & 4,. Uma conbguraso similar ~ Eq. (3.2.39 pode ser encontrada em cenirios envolvendo
semimetais de Weyl J25. O tensor de permissividade elZtrica efetivo, dado na E®.2.9, tem
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agora a seguinte forma

/ . _ . 2
#riy ! dks x4k
1= dvks H#+ig ! H4ykid . (3.2.36)
I 4.k, 4.k #tig

As relas>es de dispers<o s<0 obtidas calculando-s#et[M; ] = 0 onde o tensorM; Z debnido pela
Eq. (3.2.8, com# agora dado na Eq. 3.2.39. Ent«o determinando det[M;; ] = 0, obtZm-se

n2lui-+#)°%=17, (3.2.37a)

com a fune<o
7 =7(n)= P (4x4yn5+ 4,405+ 4,4,n0), (3.2.37b)

Note que a Eq. 8.2.370) Z uma express<«o complicada, uma vez que envolve explicitamente as
componentes do veton = (ny, Ny, N3) em vez den, como no caso isotr—pico investigado na ses<o

anterior. Para se evitar problemas na separas«o das partes real e imagintrias dos 'ndices de
refrae<o, serf considerado qu& - 0. Para se realizar uma investigas<o conveniente do contecedo

f'sico da Eq. 3.2.379, pode-se adotar a seguinte parametriza«<o/] para n

n = n(sin. cos8, sin. sin8,co0s.) %nm, (3.2.38)

com 0s %ongulo. [0,1] e8 . [0,21). Utilizando a Eq. (3.2.39, a Eq. (3.2.373 Z reescrita como

,%n*1 Dn?! G=0, (3.2.39a)
onde
D=2y, (# +i-)+ T, (3.2.39b)
G= p3(-2! 2it,- | #, 9, (3.2.39¢)
7 = p? cog .4 4, +sin®. sin®84,4, +sin?. co$84,4, = 7/n 2. (3.2.39d)

A equae<o de dispers<o dada na Eg. %.2.399 fornece duas solus>es paran,

D 1) ——
2 _
n; = 22 + 22 D2 +4, 2G, (3.2.40)
revelando dois valores para qualquer frequencia. O comportamento geral dos 'ndices de refras<«o
da Eqg. (3.2.40 em termos da frequencia e para propagas<o ao longo do eixof. = 0) Z ilustrado

nas Figs.3.1e 3.2
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Figura 3.1: éndice de refras«con? da Figura 3.2: éndice de refra=<on? da
Eqg. (3.2.4Q para. = 0. Linhas s—lidas repre- Eg. (3.2.4Q para. = 0. Linhas s—lidas repre-
sentamRe[n? ], enquanto linhas tracejadas in- sentamRe[n? ], enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2]. Aqui, utilizamos p =1, #= 2. dicam Im[n2]. Aqui, utilizamos u =1, #= 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se = 1, Para as curvas em vermelho, tem-se = 1,
4, =4,=4,=1. Para as linhas em azul, 4, =4,=4,=1. Para as linhas em azul,
vale- =2,4,=2,4,=3e4,=1. Nos vale- =2,4,=2,4,=3 e4,=1. Nos
plots em verde, tem-se =0,4, =2,4,=3 plots em verde, tem-se =0,4,=2,4,=3
e4d,=1. e4d,=1.

Observamos que as partes real e imaginiria de apresentam dispers<o an™mala. Por outro
lado, notamos que a parte real de? possui dispers<o normal, enquanto a parte imaginiria de
cresce atZ o valor de frequencia no qual a parte real dé¢ se torna positiva, ou sejaRe[n?] > 0.
Assim, enquantoRe[n? ] cresce, a parte imagintria decresce.

3.2.2.1 Dielétrico ndao-condutor

No limite onde a condutividade ™hmica Z igual a zero,= 0, todas as partes complexas
(imagintrias) da Eq. 3.2.373 ou da Eq. (3.2.39 se tornam nulas, e os 'ndices de refras<o dados
na Eg. (3.2.40 se tornam reais. Algum termo complexo poderia ocorrer na EB.2.40 se o
discriminante fosse negativb 0o = D3+ 4, 2Go < 0, onde Gy = ! #u? 2 e Do = 2#,2 + T.
Todavia0 g = 72+47#u, 2> 0e, portanto, essa possibilidade n<o se realiza. De fato, para= 0,

a Eq. (3.2.373 simplibca-se em

*

2 u#? =7, (3.2.41)
a partir da qual, obtZm-se
7. (3.2.42)

ny = p#zx

+ N

3)

40 subescrito zero em $ o, Do ¢ G indicam que essas quantidades estdo sendo avaliadas para %= 0.
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Aplicando a parametrizas<«o da Eq. 3.2.39 na Eq. (3.2.4]), pode-se obter

. A
o1 .
= Wt ot o AT+ 7 (3.2.43)

+ N

n

Utilizando novamente a Eq. 8.2.39 agora na Eq. 8.2.49, obtZm-se

;
5 (3.2.444)

Ny = - 25{+} +

de onde se pode veribcar facilmente que o quadrado da Ej2(449 reproduz os resultados da
Eq. (3.2.43. Assim, para- =0 e-? &0, o sistema se caracteriza como um meio dispersivo n«o
condutor, no sentido em que a condutividade ™hmica Z nula.

Diagonalizando a permissividade elZtrica efeita da E0B.2.39 para- = 0, obtZm-se os seguin-

tes autovalores

# = #, (3.2.45a)
thy = #t (—2 (3.2.45D)
com
() %= 7 (K, )
).y
= AyA.Ki+ 44K+ 4,4 K. (3.2.45¢)

Nesse caso, quando os dois autovalores da E32(450 s<o multiplicados por p, obtZm-seu# s =

u# , sendo iguais aos valores d& dados na Eq. 8.2.49 calculados atravZs da condis<alet[M il=

0. Essa coincidencia numZrica constitui um bom exemplo de que embora os autovalores na
Eq. (3.2.450 fornee.am n2 = p#., essa igualdade n<«o implica que os autovetores associados a
# 3 = # correspondem, necessariamente, aos modos de propagas«o do campo elZtrico. De fato, os
autovetores da Eq. 8.2.45h s<0

/ 2
Ku/K 5
er= D kolk o3 (3.2.46)
1
2
L kel 4 ik
e, = ;9! 4 ky( ! 4d koksd | (3.2.46h)

x
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T 2
! |4Xk2( ! 4X4yk1k3

1
es = ;9 4,k (1 4,4 koks d (3.2.46c)

v

com

= 4,(4,KE+ 4,K3)
=, ’n%4 ,(4,m7 + 4,m3), (3.2.47)

onde se utilizoum debnido na Eq. 8.2.39. Note ainda que

(k%'l' k%)4x4y | i(k1k2(4x! 4y)

e ae,=1! (3.2.48a)
» 2Kz
e, e, = e, ae,, (3.2.48b)
" 2 i 2 42(koksd, +i(kq)?
e, 86, =11 4 (ko +ikiks4dy) N y (kaks d (k1) . (3.2.48¢)

72 >

Esses resultados mostram queae, &0 para todosa =1, 2,3 de modo que esses autovetores n<o
podem descrever os modos de propagaskh. do campo elZtrico. Para ilustrar esse ponto mais
claramente, os modos de propagas<o s<o calculadoso caso ondek = (Kky, ky,0) = ,n (my, my, 0)

e ent«o s«o comparados com os correspondes autovetores da permissividade elZtrica efetiva. Os
resultados para os modos de propagas<o s<0

/ 2
N .my/u.

E. = 9 N 0 DY i , (3.2.49a)

+i, 24,7 3

com
Wt
+ = : 3.2.49b
R BT A ( )
W
= : 2.4
VT T paa (3.2.49¢)
s =, 2n24,(4ym3 + 4,m3). (3.2.49d)
Os 'ndices de refras<o sabsfazem a equas<o
% N A &
N2 = #+ = 4,(4,m3+4,md) (3.2.50)

a qual Z escrita em termos do vetor unitfrim. De fato, a Eq. (3.2.5Q pode ser obtida fazendo-se
nz =0 na Eq. (3.2.37h e depois a substituindo na Eq. %.2.4). As fune>es u. e v, satisfazem a

5Veja o Apéndice B.
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relae<o

%mz m3
2 M, T2 g (3.2.51)
SRV T

n

que Z uma consequenctada Eq. (3.2.50.
Como (|,,-o =’ 7« apartir da Eq. (3.2.45¢, observa-se que os autovetores nas Eq8.4.461)
e (3.2.469, nesse caso, s

/ 2
1 4,k

e, %ii) #€3 = 9 4 Kk ﬁ . (3.2.52)

-

+i’

Observa-se que. n<o coincide com os modos de propagass. dados na Eq. 8.2.49, demons-
trando que, embora os autovalores, correspondentes reproduzem os 'ndices de refras<o do meio,
0S seus autovetores n<«o descrevem as polarizas>es dos modos.

Para se ter uma interpretae<o f'sica mais clara dos modos de propagas<o dados na Eg.2(49,
pode-se realizar uma simpliPcas<0 e considerar propagas<o ao longo do ejsxou seja, implementa-
sem = (0,1,0). Assim, tem-sen? = u., via a Eq. 3.2.5), e’ 7z = ,n. " 4,4,. Substituindo
ent«o essas express>es na Eq3.2.49, obtZm-se os seguintes vetores de polarizas>es normalizados

_ / . 2
. ’ 4
B:lmi=ms=0 = _ S 9 _ 0 3, (3.2.53)
4X + 4Z __ W
] I zZ X

que descrevem modos elipticamente polarizados com 'ndices de refrae<o distintos

Ny = p#H+

2
Sad,x 2 44, (3.2.54)

obtidas da Eq. @.2.49 e 7 = 7/n 2 = (u?/n?)(4x4yni+ 4,4,n5+ 4,4,n?) = p>(444,m3+
4,4 ,m3+ 4,4,m?), que param = (0, 1,0) simplibca-se en¥ = p?4,4,. Os modos associados
a B, na Eq. (3.2.53 representam estados de polarizas<o de m<o esquerdd) e direita (R),
respectivamente, pela mesma debniso utilizada ap—s a E}2(3). f importante chamar a
atene<o para o fato de que a propagas«o associada com a E@.2.53 ocorre ao longo do eixq,
enquanto a propagae<o associada com as polarizas>es dadas na E&2(3]) ocorre na dire«o do
eixoz. Isso explica o sinal oposto que aparece na polarizas>es da E8.2(53 em comparas« com
os sinais da Eqg. 8.2.3)).

f ftcil perceber que a Eq. 3.2.49 juntamente com a Eq. ¢8.2.59 incluem o caso isotr—pico.
De fato, considerandaty = 4, = 4, = 4, tem-seT = P4 e a Eq. 8.2.49 reproduz exatamente
o resultado da Eq. 8.2.19. AlZm disso, os modos de polarizas<o circulares, como os descritos pela

5Veja a secdo B.2.
"Veja a secdo B.1.
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Eq. (3.2.3)), s<o recuperados a partir da Eq. 8.2.53, porZm com a propagaso ocorrendo num
eixo diferente. Lembre-se de que a propagas<o associada com os modos da¥g.3]) ocorrem na
diree<0 do eixo z, enquanto a propagas<o correspondente s polarizas>es da Eq3.2.53 acontecem
ao longo do eixoy.

Note que ambos os casos isotr—pico e diagonal anisotr—pico; cofh, exibem birrefringencia.
Todavia existe uma diferenea: no caso isotr—pico, os dois 'ndices de refras«o s<0 independentes da
diree<0 de propagas«o (dePnida pelo vetor de onda), enquanto no caso diagonal anisotr—pico, uma
dependencia nessa dires<o aparece devido ao fatdr presente na Eq. 8.2.43.

Nos dois casos diagonais analisados atZ o momento, percebe-se que o tensor de condutividade
magnZtica n<o Z subPciente para estabelecer um comportamento de condutor para 0 meio quando
- =0, levando a coebcientes de absore«o nulos em ambos os casos.

A seguir, ser<o discutidos 0s casos ex—ticos, constitu’dos pelos elementos o!-diagoneﬁ de

3.2.3 Caso antissimétrico

Para se analisar cenfrios onde a condutividade magnZtici% Z composta por elementos o!-
diagonal (o que tambZm confere anisotropia ao sistema), o tensor de condutividade pode ser
parametrizado de maneira conveniente, a princ’pio, para se ter uma simplibPcas<o a partir da qual
as propriedades de propagas<o de ondas eletromagnZticas possam ser extra’das. Nesse intuito,
adota-se a seguinte parametrizas<o antissimZtrica para‘f em termos do tri-vetorb = (b, b, k)

“B = 4 b, (3.2.55)

onde #iy Z o s’'mbolo de Levi-Civita em tridimensional, e o vetop atua como par%.metro cons-
titutivo efetivo responstvel pela corrente gerada atravZs da condutividade magZtica. Inseringo a
Eqg. (3.2.59 na Eq. (3.2.9, tem-se
% &
. nab i
ﬂj(, )= #H+l—+1—— i ! —nih. (3256)

Implementando agora a Eq.3.2.59 na Eg. (3.2.9, obtZm-se a seguinte forma expl'cita para a
matriz [M i ]

n3+ n3! u# I nyn, I nins 2
Mj]1= I NN, nZ+n3! u# I nong
I ning I nong nZ+n3! p#
P (- + N2y + n3hs) niby nibs
+iB9 noby | (= + nyby + nshy) b 3, (3257
' Naby N3k, P (- + nib + noby)
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para a qualdet[M; ] = 0 fornece

+ u l - (’ 2
nl i~(ban)! p #+i— =0. (3.2.58)

Contrariamente aos casos isotr—pico, dado na Eg2(163, e diagonal anisotr—pico, da Eq3.2.393,

a Eq. (3.2.58 envolve o quadrado de um polin™mio de segundo grau nas componentas éassim,

a solueo para o 'ndice de refreco Z duplamente degenerada e, dessa forma, ht apenas um ’ndice
de refras<o com parte real n<o negativa. Implementando agoré an = bncos. ondeb = |b|, a

Eq. (3.2.59 produz o seguinte 'ndice de refras<o

n= 25,+id—+i9y, (3.2.59a)

25,= p#! 92, 9p= Zibcos.. (3.2.59b)
Outra diferenea em relas*<0 aos casos diagonais surge aqui: a presenea do s{h3l entre os dois
termos que comp>em5, em contraste com5, da Eq. (3.2.160 e 5.} da Eq. (3.2.440. Assim,
sert considerado qup#- 92, garantido quen tenha uma parte real n<o nula. Decompondo agora
o 'ndice de refrae<o da Eq. 8.2.593 nas suas partes real e imagintria, tem-se

n:f>/&+i)9b+%_§* , (3.2.60)
onde
<
) —'—(—u- 2
o = 52 + 5 X 5. (3.2.61)

Nesse caso, obtZm-se um 'ndice de refras<o complexo que contZm contribuis>es da condutividade
ex—tica, sendo ainda compat’vel com um meio condutor. A parte imaginiria relaciona-se com
0 coebciente de absore«o para a onda eletromagnZtica, a qual passa por atenuaso enquanto se
propaga. Portanto, uma onda eletromagnZtica n«o pode se propagar atravZs de um meio com
'ndice de refras<o da Eq. 3.2.60, uma vez que a absors«o diminui sua intensidade. Ent<o quando
considerado um meio dieZtrico condutor#(- , - B), a condutividade magnZtica modibca as partes
real e imagintria do 'ndice de refrae<o. Isso origina uma alteras<o no coebciente de absofscue,
neste caso, Z dado pd%= pbcos. +2,%/, com% dado na Eq. 3.2.6)).

Observe ainda que para os casos diagonais (isotr—pico e anisotr—pico) da condutividade mag-
nZtica, havia dois 'ndices de refras<o distintos com partes reais positivas, vide as Eq8.2(19
e (3.2.44. Assim, a ocorrencia de apenas um ’'ndice de refraeco na Eg3.2.59 Z inesperada no
contexto de um modelo com violas<o de paridade. Contrariamente aos casos anteriores analisados,
a condutividade magnZtica dada pela Eq:3(2.59 n<o implica em birrefringencia. Esses resultados
sugerem que a condutividade magnZtica antissimZtrica leva a uma permissividade elZtrica efetiva

8Definido por & = 2#Im[n] [7].
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# de uma forma que permite apenas um 'ndice de refras<o com parte real positiva.

Uma transformas<«o de paridade em tres dimens>es implica emsos. /' cos@! .)= ! cos..
Como a parte real do 'ndice de refras<oRe[n], na Eq. (3.2.59 contZm apenas o quadrado de
cos., ent«o Re[n] Z invariante sob transformas>es de paridade. Entretanto, observa-se que a parte
imaginfria den exibe propriedades n<o-invariante sob paridade.

f relevante mencionar que o caso ex—tico descrito pela condutividade antissimZt/3ca. %9
foi proposto aqui como forma de viabilizar a antlise das propriedades de propagas<o de ondas ele-
tromangZticas em meios dotados com tal condutividade, pelo menos de um ponto de vista efetivo.
Entretanto, a Ref. [127] faz uma investigae<o sobre as correntes geradas por uma condutividade
magnZtica em cristais de TaAs. Dessa forma, a Ref2[] descreve a realizas«o de uma condutivi-
dade magnZtica de forma muito simildr” estrutura proposta na Eqg. (3.2.55.

3.2.3.1 Dielétrico ndo-condutor e modos de propagacédo

Para um meio dielZtrico n<o-™hmico e dotado de condutividade magnZti¢a& 0, - = 0,
-B &0), a Eq. (3.2.60 simplibca-se em

=_ b
n= 25,+i9,, 9b=;—cos., (3.2.62)

a qual descreve o comportamento de um meio condutor. Assim, a condutividade magnZtica o!-
diagonal dada na Eqg. 8.2.55 origina propriedades de condutor para um material mesmo quando
0 meio Z um substrato dielZtrico puro#{& 0, - = 0). A seguir, 0s modos de propagaso s<0
discutidos.

Para se analisar fenomenologicamente o comportamento dos modos de propagas<o relativos a
esse cenirio, pode-se escolher um sistema de coordenadas convenientemente a bm de se simplibcar
a antlise. Uma vez qua e b debPnem um plano, conbgura-se o eizxoapontando ao longo da
diree<0 de n, de tal forma que

n=(0,0,n), b=Db(0sin., cos.) % (0,b,,bs). (3.2.63)

Essa escolha de coordenadas conduz a uma express<o muito simples para matriz dada naBE57),
ou seja,

/ | 2
n?! u#! nths 0 0
My1= 1 0 n?! u#! nib 0 3, (3.2.64)
0 nLh, Lt

%0 trabalho da Ref. [127] foi desenvolvido independentemente do trabalho de pesquisa desta tese. A Ref. [127]
foi colocada na rede (arXiv) apenas alguns dias depois do artigo relacionado a este capitulo. Além disso, outros
aspectos e linha de pesquisa sao adotados em [127].
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a partir da qual, det[M;; ] = 0 fornece imediatamente a equas<«o de dispers<o

% &
n21 ! n'fh,  =o, (3.2.65)
comnb; = n ab. Note que a Eq. 8.2.65 corresponde exatamente ao resultado da Eq3.2.58
com- =0. A soluso da Eqg. (3.2.69 para n Z dada pela Eq. 3.2.62.

Lembrando agora qué 25, = - u#! 92, pode-se entco obter dois centrios distintos de acordo
com o sinal global dentro da ra’z quadradai) quandop#- 92, o 'ndice de refras<o Z puramente
imagintrio com parte imagintria positiva, a qual leva a um coebciente de absore«o responstvel
pela atenuas<o durante a propaga«o;ii ), quandop# > 9 2, o 'ndice de refras<o possui parte real
positiva, que pode ser associada com 0os modos de propagas«. Implementado a EG-€9 na
Eq. (3.2.69, a condis<o M E! =0 fornece

E3= n;%EZ, (3.2.66)
deixando a component& ! completamente arbitrtria. Note queE' (i = 1,2, 3) corresponde a uma
componente do vetor campo elZtrico. Utilizando-se dessa liberdade pErg pode-se determinar
dois vetores ortogonais que satisfazem a E@.2.69. Assim, tem-sé°

/[ = 2
L + 1+Q? 6N
E. = :ﬁ? 'l ’Z;i , Q= H (3.2.67)
Q9 iQe” ’
Aqui o 'ndice de refras<«o foi reescrito na forma
- ) ——_)
n=Ne , N= n="u#, (3.2.68a)
tan %= :9—b—. (3.2.68b)
W (9p)?

Assim, foi poss’vel obter dois modos ortogonais nos quais a propagaso Z associada com 0 mesmo
'ndice de refras<o. Embora esse resultado seja inesperado (em relas<o aos casos analisados nas
sece>es anteriores), 0 mesmo Z anflogo ao caso de um dielZtrico isotr—pico com condutividade
magnZtica nula, onde duas polarizas>es lineares s<o relacionadas com o mesmo ’ndice de refras<o.

3.2.4 Caso simétrico

Para se investigar mais conPgurases onde o tensor de condutividade magnZtica apresenta
elementos o!-diagonal, implementa-se a seguinte parametrizas«o simZtrica

1
-i = 5 (@G +aa), (3.2.69)

10vide Apéndice C.
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em termos dos vetores ortogonaig e ¢, ou seja,a ac = 0. Note ainda que essa parametrizas<o
produz um tensor com traso nulo,- = 0. Utilizando a Eq. (3.2.69, a permissividade elZtrica
efetica efetiva da Eq. 8.2.9 resulta em
R i
# = #+i— "yt Z_(aicn + anG) #Hapj N (3.2.70)

Inserindo agora a Eq. 8.2.70 em M; da Eq. (3.2.9, obtZm-se

2
n3+ n3! u# I nin,  ning
Mj]= I nin, nZ+n3! p# I nyng
I ning I nong nZ+n3! p#
/ 2
2- + # Ni(auCs + azCi) ! Ni(auC + axc1)
I 2nsa;c; +2n5a,C;
_ ! + 2- + +
s Na(aCs + a3cy) o Na(axCy + a10,) , (3.2.71a)
2, +2N3a,C I 2nia,C,
N3(asCz + @C3) ! N3(asC + aiCs) 2- + #h3
I 2n,azC3 +2n,a3C3
onde
#i= (a1 + ac)ng! (ai1C3 + azcy)ny, (3.2.71b)
#22 = (8.2C3 + agcz)nl | (31C2 + azcl)ng , (3271C)
tha = (@gCy + a1C3)Nz ! (a3C2 + aC3)N; . (3.2.71d)
Calculando-sedet[M;; ] = 0, obtZm-se
+ I - ( “ ) + ' - ( H k)
n2l g #+i— +i2—n aas$c) $ n?l p #+i— | i2—n aas$c) =0. (3.2.72)

Comparado ao caso antissimZtrico da Eq3.@.59, onde ocorria apenas um 'ndice de refraso, a
conbguras«o dada na Eq. 8.2.69 gera dois 'ndices de refras<o. Utilizando agoran &4(a $ c) =
njal|c| cos) , a Eq. (3.2.72 resulta em

n. = %"+i )%ﬁ*#:r 9a,c*, (3.2.73a)
9ac= %|a||c| cos), (3.2.73b)
W= 52+ 5 5o (3.2.73c)
25ac = W#! 92, (3.2.73d)
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com a presenea de novos termos imagintrios oriundos da condutividade ex—tica. Observe que a
estrutura do termo contendo a dependencia do 'ndice de refras<o com 0 %.ngulo ekte=o trivetor

(a$ c), ou seja, o terman &a$ c), Z antloga ao que ocorre no caso antissimZtrico, onde senemn

AlZm disso, existe tambZm um sinal negativo entre as contribuie>es na EQ.2.739. Assim, para

se ter 'ndice de refras<o com parte real positiva quande = 0, considera-sau# - 9§,c- Como os
modos se diferenciam apenas nas suas partes imagintrias, ent«o birrefringencia n<«o ocorre. Nesse
caso, apenas a atenuas<o se diferencia para cada modo.

3.2.4.1 Dielétrico ndo-condutor e modos de propagacéao

No caso de um meio dielZtrico nco ™hmico= 0, a Eq. (3.2.73 simplibca-se em

Ne = 25,02 i4£|a||c| c0s), (3.2.74)

na qual se observa comportamento ex—tico de absoreo para o0 meio n<o-condwor (0), com
o0 coebciente de atenuaso send2#= pja$ c|cos) . Nesse caso, a modibcaso Z proporcional a
|a$ c| = |a]|c|, indicando que tal efeito estt associado aos elementos o!-diagonat @eem vez do
seu traeo.

Note ainda que os centrios simZtrico e antissimZtrico comp>em 0s cenirios ex—ticos, ou seja,
a condutividade magnZtica & contZm elementos o!-diagonais. Nesses dois casos, comportamento
condutor pode ser atribu’do a um meio dielZtrico puro.

Para se determinar os modos de propagas<o, escolhe-se um sistema de coordenadasaonde
(0,a,0) ec=(0,0,c). Dessa formaM; da Eq. (3.2.713 pode ser reescrito na forma

Mj = A" 1 ning + C (Fg "i2' ks + Hg "is"k2i) (3.2.75a)
com
A=n?! p#, C=! iziac. (3.2.75h)
Assim, a forma expl’cita da matriz na Eq. 8.2.713 simplibca-se em
2 / 2
A! n? ! nny, ! ngns O 0 O
Mj]= 9! nin, Al ni | nzngﬁ + C?! n, np O 2 : (3.2.76)
' ning ! nong Al nj ng 0 !'n

produzindo a seguinte equas<«o de dispers<o

)

) 2*

*
A%l C%n2 "A! n? =0. (3.2.77)
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Uma vez queA! n?=! p# as relas>es de dispers<o ser<o dadas por
A= +Cn,. (3.2.78)

Implementando-se a solus«o com sinal positivod = Cny, na Eq. (3.2.79, obtZm-se

n 0/OCn I n?! n3
EY = 2EX, EZ= 1" 17 2 px, (3.2.79)
Ny Nins

Consequentemente, o campo elZtrico para o modo de propagaetd Z dado pot!

*
E., = E§°>)nln3,n2n3,0n1! ni! n3 , (3.2.80)
ondeE? Z uma amplitude apropriadamente escolhida. Utilizando agora = ! Cn,, dado na

Eq. (3.2.79, na Eq. (3.2.79, tem-se

n Cny + n?+ n3
EX=—21EZ, EY=1 21 L 'Spz (3.2.81)
' N3 NoNs '

Portanto, o campo elZtrico associado Z dado por

*

E, = E!(O))nlnz,! (Cny + n3+ n3),nuns (3.2.82)

com outra amplitude E? .

3.3 Consisténcia das equagoes de Maxwell

Nessa se«0, estende-se a densidade de correhtea Eq. (2.2.89 de forma a incluir contribui-
»>es de fontes externasle, ou seja,J = Jo.+ - 4E + - B 4B. Nas see>es anteriores, a propagaso
eletromagnZtica foi discutida considerando-se centrios distintos para a condutividade magnZtica e
na ausencia de fontes externasl. = 0. Uma quest<o que pode surgir quando se consideta&0 Z
identibcar a correspondente densidade de carggue mantZm o formalismo consistente, isto Z, que
para uma escolha arbitrfria de correntes, a conservas<«o de carda, + #4J = 0 seja preservada.

Utilizando o espa*o de momentos com as convence#d' ik e";/'! i, , efetua-se o produto
escalar entrek e a lei de AmpZre, fornecendo

i,kab! kal =0, (3.3.1)
gue juntamente com a lei de Gausk 4D = ! leva ~ identibcas<o
I = k all,, (3.3.2)

1Vide Apéndice D.
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com, &0. Note que a Eq. 8.3.2 Z exatamente a equas<o de continuidade no espaso de momentos.
Dessa forma, pode-se identibcar explicitamente a densidade de carga em cada centrio onde se
parametrizou a condutividade magnZtica. Considerando= 0, as express>es para a densidade de
carga de cada caso s<o apresentadas seguir.

Para o caso isotr—pico da se*&2.1comJ = J.+ 4 B, a densidade de carga correspondente Z

| = Ka&(Je+ 4B) = 1o, (3.3.3)

uma vez quek aB = 0 e se debPnid = k &J¢/, .
Para o centrio antissimZtrico da se«@8.2.3comJ = J.+ b $ B, tem-se a seguinte densidade
de carga
. v, .
I = 1o+ ptb &E + —b aJ,, (3.3.4)

onde se utilizou algumas equas>es de Maxwell para se derivar a express<o acima.
No caso simZtrico da ses«®.2.4onde a densidade de corrente Z dada por

J=J.+ %[a(céB)+ c(adaB)],

1
=Jc+ta$(c$B)! E(a$ c)$ B, (3.3.5)
a correspondente densidade de carga Z escrita como

= 1,1 “—2#(a$ C)4E + Tk 4a$ (c$ B)]! iz—“(a$ ¢) &Je. (3.3.6)

3.4 Reflexao e skin depth elect

A presenea da condutividade magnZtica, como um par%.metro material efetivo do meio, Z capaz
de modibcar os 'ndices de refras<o do meio, levando a birrefringencia e comportamento condutor.
Conforme foi visto, 0s casos ex—ticos s<o0 particularmente interessantes, pois permitem o surgimento
de uma parte imaginiria n<o-nula nas express>es dos 'ndices de refras<o. Dessa forma, outros
efeitos relacionados "~ propagas<o das ondas eletromagnZticas, como comprimento de penetras> e
reRex<o em interfaces, tambZm podem ser avaliados. A seguir, esses dois fen™menos s<o discutidos
para os casos o!-diagonal jt citados.

3.4.1 Skin depth effect

Quando uma onda eletromagnZtica incide sobre a superf'cie de um condutor, uma parte de sua
amplitude penetra parcialmente o material, enquanto outra parte sert ref3etida. O comprimento
de penetraso caracter’stico dentro do medio condutor debPne o conhecido efeito de penetras<o

12Vide Apéndice E.
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(skin depth effect), dado por

1
, Im[n]’

9=

(3.4.1)

onde Im[n] Z a parte imagintria do 'ndice de refras=<co. Em casos simples usuais, 0 comprimento
de penetras<o Z dado porT],

- 2
A.)= THE (3.4.2)

para bons condutores ™hmicos. Note que, neste caso, o comprimento diminui com a frequencia.

Para os centrios da condutividade magnZtica com parametrizas>es simZtrica (S) e antissimZtrica
(AS), os respectivos 'ndices de refras<o (com = 0) s<o dados pelas Egs.3.2.79 e (3.2.69. Dessa
forma, os comprimentos de penetras«o associados a esses casos ser«0

2
s = bcos.” (3.4.3a)
4
%= — 3.4.3b
®" ula$ c|cos) ( )

Portanto, tais efeitos skin depths n<o exibem dependencia com a frequencia, o que implica num
mesmo comprimento de penetras«o para todas as frequencias. Comparando as Eg3.4.39 e
(3.4.2, observamos que o carfter n<o-dispersivo da E¢3.¢.39 n<«o Z usual para condutores.

3.4.2 Reflexao

Quando uma onda eletromagnZtica incide na interface entre dois meios (do meio 1 para 0 meio
2, por exemplo), parte de sua energia pode ser ref3etida de volta ao meio 1, e parte de sua energia
tambZm pode ser transmitida para o meio 2. Na literatural[7], as conhecidas equas>es de Fresnel
estabelecem relas>es para se calcular os coebcientes de rel3ex<o e transmiss<o, que dependem do
%ongulo de incidencia e dos 'ndices de refras<o dos meios. Para incidencia normal, sabe-se que

R = o “2”1““1”3@, (3.4.4)

@ﬂlng + Mong +ipgng

ondenj, eni, s« as partes reais e imagintrias dos 'ndices de refras<o dos meios 1 e 2, respec-
tivamente. As quantidadest ) e Hyp) representam as permissividades elZtrica e permeabilidades
magnZticas dos meios 1 e 2.

Considere um sistema formado por um dielZtrico ordintrio caracterizado pelo 'ndice de refraso
ny =’ I% e um meio com 'ndice de refras<o complexn, = nj + i n&* descrito pelos par%.metros
constitutivos |,, % e a condutividade ™hmica. Para uma onda que se propaga de um dielZtrico
e incide sobre a supefcie do meio condutor, o coebciente de ref3ex«o para incidencia normal (e
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considerandon; 0 n%) Z dado por

%u& -
R1 1! 4 22 172 3.45
o+ nE 42

Nos cenirios convencionais da eletrodin%.mica, para um bom cond(b(,u ;) 2 1), tem-se
ns = nj= W-/ (2, ). Ento 0 coebciente de rel3ex«o, para esse caso, da Egj4(5 fornece

R111 2 M (3.4.6)

Mi1-

Considerandop; = p,, obtZm-se ent«o a conhecida f—rmula de Hagen-Rubens

R11! 2 2#1— (3.4.7)

Pode-se agora derivar uma vers« da Eq3(4.7) considerando um meio dielZtrico (com = 0) e
dotado de condutividade magnZtica /.

No cenirio de uma condutividade mangnZtica antissimZtrica, o 'ndice de refrae<o Z modibcado
de acordo com a Eq.3.2.629, a partir da qual se tem

ya

' (2
ns= ot 2 pcos. 7, ny’= K21 cos.. (3.4.8)

2, 2,

Implementando a Eq. 8.4.8 na Eqg. (3.4.5, obtZm-se
<

X % &;
Rus 1 11 4 ﬁ—#i 11 % b(;os' , (3.4.9)

para n? real. Este resultado Z o antlogo da f—rmula de Hagen-Rubens para reRex<o na superf'cie
de um meio dotado com condutividade magnZtica no caso antissimZtrico. Note que tal resultado
Z muito diferente do coebPciente de reRex<o na interface entre dois dielZtricos ordinzrios,

R111 4 M (3.4.10)

Hith’
uma vez que a condutividade magnZtica introduz um termo dependente da frequencia na express<o
paraR.
No cenirio de condutividade magnZtica com parametrizas<o simZtrica, com 'ndice de refras<o
dado na Eq. 3.2.79, o coebciente de rel3ex<o serf dado por

< oz o

\Y/

70 &
1 M2 " lallc|cos) "
Hito 7 4,

A

Rs1 1! 4 (3.4.11)
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Neste cap’tulo, sert discutida a propagas«o de ondas eletromagnZticas em meios materiais des-
critos por relas>es constitutivas lineares estendidas. Inicialmente, abordaremos o caso bi-isotr—pico,
em que o0s par¥%emetros magnetoelZtricos s<o ncemeros. Depois disso, dois cenfrios para meios bi-
anisotr—picos s<o considerados: simZtrico e antissimZtrico. Esses celtimos se referem ~ parametri-
zas0 escolhida para se escrever as relas>es estendidas. Aspectos relacionados ~ birrefringencia
e absors«o tambZm ser«o comentados. AlZm disso, discutiremos como a conservas«o de energia,
descrita atravZs do teorema de Poynting, estabelece restrie>es sobre os par%.metros constitutivos
do meio. Os t—picos deste cap’tulo geraram um artigo publicado aysical Review A [49)]:

64



CAPITULO 4. MEIOS BI-ANISOTROPICOS COM RELACOES SIMETRICA E
ANTISSIMETRICA

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic mediaPhys. Rev. A 106, 042205 (2022)

4.1 Relagoes constitutivas estendidas

Na Se<<0 2.1, aspectos gerais sobre as relas>es constitutivas de um meio foram discutidos, in-
cluindo a classibcas<o dos meios quanto ao tipo de relas<o constitutiva vtlida, com alguns exemplos
mencionados.

Relas>es constitutivas estendidas introduzem respostas (do meio ao campo aplicado) elZtrica e
magnZtica adicionais, escritas como fune>es do tip® = D(E,B) eH = H(E, B). Restringindo-
se "~ eletrodin%omica linear, as relas>es estendidas podem ser escritas pela Ef.§, isto Z,

D'=#E! + 9% B/, (4.1.1a)
H' =y 'B) + & E/, (4.1.1b)

sendo#; e | os tensores de permissividade elZtrica e permeabilidade magnZtica, enquanto os
tensores% e &; capturam as respostas magnetoelZtricas do meio, ou séj@, mede a resposta
elZtrica devido ao campo magnZtico aplicad&; descreve a resposta magnZtica ao campo elZtrico
aplicado. O centrio mais simples dat(1.1) Z dado por

D M Y% E
= : (4.1.2)
H & 1 B

em que# W, %e & s« par¥kometros, e descreve 0s meios bi-isotr—picos (materiais homogeneos,
isotr—picos e lineares(, 51]). As relas>es bi-isotr—picas4(1.2 foram muito investigadas na li-
teratura [52, 55660], sendo tambZm importantes, por exemplo, na abordagem de propriedades de
isolantes topol—gico8 64|, na eletrodin%omica de axion89P71], e na construe<o de isoladores —p-
ticos (a partir de materiais quirais) [/2. No cenzrio bi-anisotr—pico, as relas>e4.(.1) encontram
aplicae<o em sistemas diversos, a exemplo de gts de elZtrons relativ’stiG, [neios regidos por
par%ometros magnetoelZtricos dependentes do tempd, [semimetais de Weyl 15, 76], materiais
magnetizados 7, 78], e relas>es de dispers<o anisotr—picasops1].

Os tensores constitutivos 4.1.1) podem depender tambZm da magnitude dos campos eletro-
magnZticos aplicados, dentro de uma abordagem para se descrever birrefringencia na eletrodin%o-
mica n<o-linear [99. Por exemplo, tensores constitutivos do tipo = #E,B) e i = §(E,B),
sendo (E,B) as magnitudes dos campos elZtrico e magnZtico, permitem descrever os efeitos Kerr e
Cotton-Moutton em algumas conbguras>es particularesLpqd.

Outra possibilidade de cenfrios estendidos surge no contexto da eletrodin%.mica modibPcada por

INa representacao (D,H) em termos de (E,B).
2Aqui, a notagao “chapéu” indica uma matriz, ou seja, 6= [!j ].
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violas<o da simetria de Lorentz (VL) [35E88], na qual as relas>es constitutivas s<o descritas por

/ 2 ' n
#l + +pe +pB '

-9 e 19

11
+HE W1+ +yp

I O

onde+pg, +pg, tHe € +up S<O mMatrizes adimensionais de order®@$ 3. Essas generalizas>es con-
duzem a uma eletrodin%omica n<o usual na qual 0s par%.metros magnetoelZtricos, oriundos da VL,
podem gerar efeitos interessantes potencialmente relacionados ~ fenomenologia de novos materiais.
Com base nesse vasto centrio, o presente cap’tulo irf estudar o caso em que a permissividade
elZtrica e permeabilidade magnZtica s<«o dadas p#r = #, ;* = W' ', enquanto os tensores
magnetoelZtricos s<0 descritos por parametrizas>es simZtrica e antissimZtrica, que ser<o discutidos
nas seees 4.3.1), (4.3.2 e (4.3.3. Na se«o0 a seguir, abordaremos a conservas«o de energia e

suas consequencias para os tensores constitutivos.

4.2 Relacoes para conservacao de energia

A conservaso de energia eletromagnZtica Z estabelecida pelo teorema de Poyhtjitlg

#aS= | "—2(E 0’1 H &y O ;E), 4.2.1)
no qual o vetor de Poynting Z dado por
1 "
S= E(E $H). (4.2.2)

A parte real da Eq. @.2.1) fornece a conservas<«o de energia para o sistema. Na ausencia de fontes
(J = 0) e Buxo de densidade energi@a S = 0), a lei de conservas«o de energia simplibca-se em

Rel[i, (E&4D" ! H 4B)]=0. (4.2.3)

Dependendo da forma das relas>es constitutivas, Z poss'vel obter diferentes express»es restritivas
para os par%o.metros constitutivos do meio a partir da Egt.2.3. Considere as relas>es constitu-
tivas de um meio bi-anisotr—pico,

D'(,)=#()E'(,)+ % ()BI(), (4.2.4a)
HiG )= W )BIG )+ & ()E(). (4.2.4b)

3Vide o Apéndice F.
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Substituindo (4.2.9 na Eq. (4.2.3 e utilizando a propriedadeRefz] = Z(z+ z'), sendoz um
complexo, obtemo$

- ). L)L LR ) _ *) _ K
EV4ET+%B7 | ;BT +&'ET B'I E"HE +%B +7;;B +&E B =0,
(4.2.5)
com:j = pi’j !, Renomeando os 'ndiceis( j nos terceiro, quinto e sZtimo termos, tem-se
# 1 # E'EV! "5l B'BT+%EBT! &EB'I %E'B + &E'B" =0, (4.2.6)

gue pode ser simplibPcada utilizando-se novamemté | nos terceiro, quarto, quinto e sexto termos,
resultando em

)., o). ), o), L

# 0 # E'ETI Tl BBT+ g+ & EBII & +9% ETB'=0. (427)

Essa equas<o estabelece a relas<o geral para a conserva«<o de energia, envolvendo todos os tensores
constitutivos com os campos elZtrico e magnZtico. Uma forma simples de garantir a conservas<o

de energia Z fazer todos os OcoebcientesO (contra’dos com os campos) iguais a zero, ou seja,

ol #=0" #=#" (4.2.8)

i =0 = (4.2.9)

% +& =0' % =!& . (4.2.10)
Na forma matricial, essas relas>es s«0 escritas como

g=&, O0=0 @&=18. (4.2.11)

Uma vez que as condi»>es4.2.1]) s«o satisfeitas, a conservas«o de energia no sistema eletro-
magnZtico Z assegurada. Tal condis<o ser} considerada nas see>es seguintes.

4.3 Propagacao de ondas eletromagnéticas em cenarios bi-
isotrépicos e bi-anisotrépicos

Utilizando o ansatz de ondas planas(E,B) * explik ar! ,t)], as equas>es de Maxwell s<o
escritas como (pard =0)

kaD(r,,)=0, k$ H(,,)+,D(r,,)="1iJ(r,,), (4.3.1a)

kaB(r,,)=0, ,B(r,,)=k$E(,,). (4.3.1b)

4Note que omitimos aqui a dependéncia na frequéncia # para termos uma notacio mais “limpa’”.
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Considere um meio homogeneo cujas relas>es constitutivas s<o dadas pdr1.1). Implemen-
tando agora

Ho=#y, =y, J=-ET (4.3.2)
as equae>es de Maxwell permitem escrever B seguindo o procedimento discutido na 38&c.
MyEl =0, M;= n2;! nnj! ps | (4.3.3)
em que o tensor de permissividade elZtrica estendido Z dado por

# =+#5 ! (%Hm + &Hmi) Nm, (4.3.4)

com#= #+i-/,
A seguir, examinaremos os efeitos de propagas<o de ondas eletromagnZticas em tres cenfrios
distintos, que consideram diferentes parametrizae>es para os tensores magnetoethr%pse &; .

4.3.1 Caso bi-isotrépico

Iniciamos considerando o caso de par%.metfyse & simZtricos e isotr—picos, onde os coebPci-
entes das quantidade&e & s<o dadas por

% = %5, & = &', (4.3.5)
com% &. C. Aplicando a condi«o % = ! & na parametrizaso (4.3.9, tem-se
& =1 %. (4.3.6)
Nesse caso, as relas>es constitutivas assumem a forma t'pica bi-isotr—pica. D),
D = #£ + ¥B, = EB + &E, (4.3.7)

intensamente investigadas na literatura em virios centriads2[ 55660].
Inserindo (4.3.9 na Eq. (4.3.9, obtZm-se

# = #5 + (%t &y N, (4.3.8)
enquanto o tensorM;; tem a forma seguinte:
n3+n3! p#! g/, ! ning! %+ &ns ! ning + p(%+ &)no

Mj]= 9 I niny + w(%+ &Nz n2+ n3! p#! g/, I nong ! p(%+ &)nli . (4.3.9)
I ning! W(%+ &n, ! nong+ W(%+ &Ny nZ+ n3!op#! g/,
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Calculandodet[M; ] = 0, obtZm-se
n*1 n2 2u#l p2(%+ &% + p#R =0, (4.3.10)
a qual fornece os seguintes 'ndices de refras<o

= R 27 + (%t &) p#l Z, (4.3.11a)

nZ =
2 %+ & 2
Z = %, (4.3.11b)
gue se simplibcam em
= ) o
N = W#! Zxi Z. (4.3.12)

Os ’'ndices de refrae<o podem tambZm ser obtidos atravZs da diagonalizas<o do tensor de
permissividade elZtrica efetiva e, ent<o, faz-se cada autovalor iguah&p . Os autovalorest(a =
1,2, 3) satisfazemi; €, = #,€,, ondee, representa o autovetor associado#. Diagonalizando-se a
matriz #da Eq. (4.3.9, encontramos os autovalores

#= #+i—, (4.3.13a)

tha %Hh = #+i— =+ i(%+ &n, (4.3.13b)
associados aos seguintes autovetores,

n
e = —, (4.3.14a)
n / 2
N3N x 1NN,

, i(n?+ n3) 2 . (4.3.14b)
+inonz! nin

1
@70 20+ Y

Os autovalores 4.3.133 e (4.3.13h s<o relacionados com os seguintes 'ndices de refrae<o

' 2 (
n=p #+i— , (4.3.15)

n2 =u #+i— *ip(%+ &n. (4.3.16)

Nota-se que a Eq. 4.3.19 representa o 'ndice refrativo de um meio isotr—pico condutor. Por outro
lado, a Eq. @.3.19 recupera o resultado 4.3.19, o que signibca que somente 0s autovalorgs

e #; podem ser associados com os 'ndices de refraro e n, do meio, respectivamente. Essa
abordagem de determinas<o dos 'ndices de refras<o via a relasn? = p#(n), onde# representa
os autovalores da permissividadg; , funciona somente quando o campo elZtrico Z perpendicular
" dires<o de propagas0. Tal condie<o Z garantida aqui pela lei de Gaussk &D = 0, na qual o
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deslocamento elZtrico, dado por

D=#+ k$E, (4.3.17)

leva ak 4E = 0. Assim, para um vetor geraln = k/, , o campo elZtrico associad® ,, satisfaz
n aE, = 0. Dessa forma, a Eq.4.3.3 simplipca-se em

n?; | w4 E' =0, (4.3.18)

ou n?; = %, gerando uma correspondencia direta entr@? e os autovalores de , isto Z,
n? = p#(n). Essa Z raz<o pela qual os autovetorés,) representam os campos elZtricoBg + €.
AlZm disso, observa-se que ée, = 0 Z satisfeita pelos autovetores da Eq4(3.14b), indicando a
transversalidade dos modos propaganteS; + e,, E3 + e3, cujos autovalores 4.3.130) produzem
os 'ndices de refras<on. [veja a Eq. @.3.19]. Em contrapartida, observa-se que &e; &0, 0 que
signibca que o autovalo# n<o gera um ’'ndice de refras<o do meio.

4.3.1.1 Modos de propagacao

Para se determinar as polarizas>es dos modos propagantes, pode-se escolher um sistema de
coordenadas no qual a propagas«o ocorre ao longo do eoou seja,

n =(0,0,n). (4.3.19)

Nesse caso, a matriz4(3.9 Z escrita na forma

/
n%! u# I u(%+ &n 0
M= (_Pu(%+ &)n n2!l u# 031, (4.3.20)
0 0 I p#

A condis<o M; El =0 fornece as seguintes solus>es normalizadas para o campo elZtrico:
2

/
1
E. = )%9 +id (4.3.21)
0

em queE. eE, representam vetores LCP e RCP, respectivamente. A solusd.3.2) n<o depende
da natureza (real ou complexa) dos par%emetros constitutivitse &, sendo vilida para todos os
casos que ser<o discutidos a seguir.
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4.3.1.2 Efeitos 6pticos dos parametros magnetoelétricos em dielétricos ndo-condutores

Para um dielZtrico n<o condutor ¢ /' 0), os 'ndices de refras<o ¢.3.19 tomam a forma,

2 2
n. = p#! e & iiu(%+ &).

4.3.22
4 2 ( )

Naturalmente, no limite em que%+ & /' 0O, recupera-se o0 'ndice de refrae<o usual para um
dielZtrico, n. /' 7 p# A Eq. (4.3.29 assume comportamentos distintos quando os par%.metros
magnetoelZtricos s<o reais ou complexos, ou se€jp% &. Ceii) % &. R

No primeiro casoi), % &. C e podemos escrever:

%= %+i%" &= &+i&" (4.3.23)
em que% = Re[%, %"= Im[ %, & = Re[&] e &= Im[ &]. A condiso (4.3.6 implica que
=1 & U= &" (4.3.24)
que leva a%+ & = 2i%* Portanto, os 'ndices ¢.3.29 se tornam
n, = ) W+ p2og? | uos” (4.3.25)

gue s<o reais, positivos e geram birrefringencia. Uma vez que os modos de polariza«<o s« LCP e
RCP [vide (4.3.2])], o efeito da birrefringencia pode ser avaliado em termos do poder de rotaso
(2.3.29 que, para os 'ndices da Eq.4(3.29, produz

'z, % (4.3.26)

Tal efeito Z uma consequencia d@e+ &) = 2i %* Portanto, a birrefringencia ocorre somente quando
0S par%ometros constitutivos possuem uma parte imagintria. No segundo ca$$g & . R, tem-se
&= ! %e %= 0. Consequentemente, val¢%+ &) = 0, e temos apenas. = ’ [# Logo, n<«o
ocorre birrefringencia.

4.3.1.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Substituindo n = k/, na Eq. (4.3.12, obtZm-se

k
vt S —=" (4.3.27)
p#! 21 Z

Para avaliarmos as velocidades de grupo e de fase, consideramos a natureza (real ou complexa)
dos par%emetros magnetoelZtricos. Assim, temos:
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i) Para% &. C, tem-se(%+ &) = 2i %% Logo,Z = ! y2%?% e

B k
W+ NoeE , pog

(4.3.28)

y

Nesse caso, observamos que > 0 para todos os valores d&, garantindo a propagae<o de
modos f'sicos. As velocidades de fase e grupo ser<o iguais

" 1 - % 1

Vph(z) = — = =———— v+:%% = . 4.3.29
P ™ T W+ poaE , post o) k UH#+ oF2, pos ( )
i) Para% &. R, tem-se(%+ & =0. Logo,Z =0 e

s = (4.3.30)

Consequentemente, as velocidades de grupo e fase s<o aquelas de um dielZtrico homogeneo e

isotr—pico, ou seja,

p £ 1 _ o x _ 1
Vo) = @T% )?# Voh() = - = )?# (4.3.31)

Uma vez quevg:) < 1 em ambos os casog e ii), a causalidade clfssica Z assegurada para a
propagas<o de ondas eletromagnZticas em todo o dom’nio ke

Podemos agora determinar o vetor de Poyntingd(2.2 para o cenZrio bi-isotr—pico. Inicial-
mente, substitumosB = n $ E (obtido da lei de Faraday) na relas«o constitutiva (4.3.7) para
H,

H = 5n $ E + &E, (4.3.32)
de modo que 4.2.2 fornece
S= 1[E$(n$ EN]+ &"(E$ E") (4.3.33)
- 2_|J 7 y . .
s= L nEP! (n4E)E" + §(5$ =) (4.3.34)
o ! > , 3.

ondeE$ (n$ E') = n|E|?! (n &E)E". Na ausencia de fontes!( = 0), a lei de Gauss fornece
k aD = 0. Considerando a relae<o bi-isotr—pic® = # + %B, temos# 4 + %k aB = 0, que
implica em

k4E=0' né&E =0, (4.3.35)
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umavez quek 8B =0 ek = , n. Assim, substituindo @.3.35 na Eq. (4.3.39, obtemos Pnalmente
1 & .
= —n|EI*+ —(E$ E). 4.3.36
S NEF+ SESED (4.3.36)

A parte real do vetor complexo acimanos fornece a mZdia temporal do vetor de Poynting][ ou
seja,
# ; $
1 2 & n
IS4=Re —n|E|*+ —(ES$E) , (4.3.37)
2U 2
L #&,, $
= — 2 + — '
34 2“n|E| Re > (E$SE) , (4.3.38)

na qual usamosRe|n] = n = n@, pois os 'ndices de refras<o s«0 reais. Utilizando agora a
propriedadeRefz] = (1/2)(z + z'), teremos

+ )
3S4= 2—1un|E|2+ % &(ESE)+ &E $E), (4.3.39)
1,1t N
354= 2—un|E| + g (&! &ES E) . (4.3.40)

Para simplipcar, podemos escrever o campo elZtrico como
E=E*+iE"™ (4.3.41)

em queE*= Re[E] e E**= Im[ E], sendoE* e E*reais. Utilizando novamente&. = &+ i &% temos
& ! &= 2i&* e escrevemos:

+ 1
334= 2_1Hn|E|2+ %(1 2i&"% (E*$ E®! i(E*$ E*+i( E™$ EH + (E"™$ EF | (4.3.42)
354= in|E|2+ }(! i&F(! 2i)(E*$ EH, (4.3.43)
2U 2
334 = %MEF! »w{E*S EY, (4.3.44)

onde utilizamos&*#= §*

Como a lei de Gauss fornece 4&E = 0, vale n &E* = 0 e n &E*= 0, de modo queE* e E**
est«o debnidos no mesmo plano ortogonalra Portanto, (E¥$ E* Z paralelo ou antiparalelo a
n. Portanto, no meio bi-isotr—pico considerado, o Buxo de energia se propaga na mesma direso
da onda eletromagnZtica, indepenentemente do par%.metro magnetoelZt#&bresponsivel pela

5Segundo o Jackson [1], a convengdo adotada é que a média temporal do produto de quantidades complexas é igual
a 1/ 2 da parte real do produto, ou seja, 3A 4= (1/2)Re[A], sendo A = C &', onde A, C e F sdo vetores complexos
quaisquer. Um pouco adiante, na p. 265 [1], o Jackson ja implementa o fator 1/ 2 nas quantidades complexas e,
dessa forma, a média temporal das mesmas é obtida apenas tomando-se a parte real delas. Por exemplo, ele define o
vetor de Poynting complexo como S=(1/2)(E$ H') em vezde S= E$ H', como definido pelo Zangwill p.593 [7]
e o Kong p.48 [50]. Dessa forma, a média temporal do vetor de Poynting, dada por 354= (1/2)Re[E $ H'] fica
equivalente nas trés referéncias [1,7,50].
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birrefringencia.

4.3.2 Caso bi-anisotrépico simétrico

Agora exploraremos o cenirio ond® e &; s<o tensores simZtricos n<o-diagonais, enquanto a
permissividade elZtrica# e permeabilidade magnZtica4, s<o constantes. Esses tensores podem
ser parametrizados por meio de um tri-vetod constante, ou seja,

% = %dd,, & = &dd;, (4.3.45)
de tal forma que as relas>es constitutivas s<o escritas como
1 .

D =# + %d(d &B), = ﬁB + &d(d aE). (4.3.46)

Os par%ometro%y e&; na Eq. (4.3.49 representam matrizes3$ 3 simZtricas com trasos dados por
%l e &d?, respectivamente, contendo elementasf-diagonal que podem gerar anisotropia. Essa
Z uma diferenea nottvel em relaso ~ conPguraso bi-isotr—pic&.3.9, estudada na Sec4.3.1

Por questes de generalidade, supomeés , & . C, o que Z compat'vel cond . R®e% &. C.
Dessa forma, a condis0 4.2.1]) permite estabelecer

&=1%, (4.3.47)
0 que implica em
W=18&" o= & (4.3.48)

sendo% = Re[¥], ¥7= Im[94, & = Re[&] e &*= Im[ &].
Substituindo (4.3.49 no tensor de permissividade elZtrica4(3.4), obtemos (com- = 0)
' (
ﬂj = #Iij ! &#mn nmdndj + %gmj didan, . (4349)

O tensorM;; (4.3.3 Z reescrito como

M i ]=N! wT + E), (4.3.50)
comN dado por / 2
n3+n3! u# I NN, I ning
N = I NN, nZ+n3! p# I nons : (4.3.51)
I nins I nyns nZ+n3! p#

enquanto as contribuie>es dos par%.metros magnetoelZtricos est«o contabilizadas nas seguintes ma-
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trizes:
= } (%! &diag grl,Tz,Ta) : (4.3.52a)
0 #o #s
E=D# 0 #a, (4.3.52b)
1 #H2 O
onde
T, = dl(d2n3 ! d3n2), T, = dz(dgnl ! d1n3), T3 = d3(d1n2 ! dznl), (4352C)
tho = | &.dz(dgnz ! dzng) + %q(dlng ! d3n1), (43533.)
thy = | &d\g(d;gﬂz ! d2n3) + %Q(dznl ! dlnz), (4353b)
thy = | &dl(dlng, ! d3n1) + %Q(d3n2 ! dzng), (43530)
thy = | &.d\g(dlng ! d3n1) + %Q(dznl ! d]_nz), (4353d)
thy = | &dl(dznl ! dlnz) + %@(dgnz ! dzng), (43536)
tho = | &dz(dznl ! dlnz) + %Q(dlng, ! d3n1). (4353f)

Calculandodet[M;; | = 0, obtemos a seguinte relas«o de dispers«o:
#)n2 | w2+ Y@y prd ! (nad)? |d$ nf2=o0. (4.3.54)

Utilizando a relas<o (4.3.47, temos%& = !| %?. Implementandon& = ndcos) , a Eq. (4.3.59
fornece os seguintes 'ndices de refras<«o

> ; 2
n? = % N + p[Hd?sin?) i+ ”zlgjzd4 , (4.3.55)
ou ; ﬁf ; —
N, = N+2—‘;S¢ %‘;S (4.3.56)
na qual
N = p#+ wgnz), s =1+ %|%2d4sin2) cog). (4.3.57)

O comportamento dos 'ndices de refras«04.3.59 estf ilustrado nas Figs.4.1e a Fig. 4.2em
termos de) . [0,1] e|% . [0, 1] (para ilustras<0). O efeito de anisotropia se manifesta atravZs da
dependencia den. com o %ongulp, dePnido entre o vetor constitutivod e a dires<o de propagas<o
n. Observamos que o comportamento n<o-linear de. acentua-se ~ medida que o valor d¢4
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aumenta. Notamos ainda que para %ongulps= {0, 1}, n, assume valores m’nimos, enquanto
apresenta valores miximos. Por outro lado, parp = {1/2}, n. expressa valor miximo, e,
assume valor m’nimo. Parg = {0,1}, percebe-se tambZm que. = n,, o que estt de acordo
coms=1 e com a Eqg. 4.3.59, que resulta emn, = ) P#para) = {0,1}. Tal caracter’stica est?
ilustrada na Fig. 4.3, na qual notamos que as duas superf'cies se encontram somente nas dires>es

) ={0,1}.

. o Figura 4.2: éndice de refras<on, da
Figura 4.1: éndice de refrascon, da Eq. (4.3.50. Aqui, utilizamos p=1, #=2 e
Eq. (4.3.59. Aqui, utilizamos pu=1,#=2 e d=1.
d=1.

@l 0.0

0.5

20

25

2.0

1.5

1.0

I
2
¢

0

Figura 4.3: éndices de refras<os. (superf’cie na cor laranja) en, (na cor verde) da Eq. ¢.3.56.
Aqui, utilizamos p=1,#=2 ed=1.

A seguir, vamos examinar dois casos particulares desse cenfifi@ conbguras<od-longitudinal
onded an = nd; eii) a conbgurasod-transversal em qued an = 0.
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4.3.2.1 Configuracao d-longitudinal

Para esse caso, valg =0, N = p#es =1, de modo que podemos escrevdr= (0,0,d) e
n a&d = nd. Dessa forma, a Eq.4.3.59 simplipca-se em

n, =) #, (4.3.58)

revelando a existencia de apenas um cenico 'ndice de refrasq, = n, . Consequentemente, n<o
ht birrefringencia para essa conbgurae<o.

Para obtermos os modos de propagaso, escolnemos um sistema de coordenadas rorele
(0,0,n). Implementando agora 4.3.59 na Eq. (4.3.59, a condi«<o M; E! = 0 fornece modos de
propagas<o genZricos

/2

E=9g3, (4.3.59)

gue representam campos transversais com polarizas<o n<o debnida (linear, circular ou el'ptical). f
interessante observar que somente um ’'ndice de refras<o foi determinado e 0 mesmo n<«o depende
da dires<o de propagas<0, indicando sinal de isotropia no sistema. 1sso nos permite interpretar a
diree<0 d como eixo —ptico do meio.

4.3.2.2 Configuracao d-transversal

Podemos construir o casd-transversal escrevendo,
d = (dy, dy, 0), n=(0,0,n), (4.3.60)

que implica emn &d = 0. Assim, teremoss =1 e N = p#+ |%°u?d*/ 2 de forma que ¢.3.55 Z
lida como

24 —ised
n2 = pg+ BIAG M +|%d2 i+ B 'Z@d , (4.3.61)
ou
e >
ne = i+ B 'Zﬂ L “'qzﬂd . (4.3.62)

Para o c™mputo dos modos de propagas<o, iniciamos implementardl@ 60 na matriz (4.3.59,
o que fornece / 2
n2 ! p#+ 7n. ! un. (&E+ %d) O
Mi1= D n, &b+ %d) n21 p Tn. 03, (4.3.63)
0 0 I p#
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em que
7 = (%! &did, = 2u%d,d,. (4.3.64)

Utilizando agora @.3.629, reescrevemos a4(3.61) como
n2 = p#+ p|%a?n. . (4.3.65)

Assim, substituindo @.3.69 na Eq. (4.3.63, a condi«<o M; E! =0 resulta em

/ 2
e, - £, Mad+ ) 4366
; 7, g 4 -
0

com Eo sendo uma amplitude apropriadamente escolhida. Pada = 0, tem-se

/ . 2 / . 2
% % + | o6
E. = Eof, @g - ;%8 l”q% , (4.3.67)
0 0

que representa polarizas>es lineares par# & 0, %*= 0, ou polariza=>es circulares pared4 = 0,
%%& 0.

A birrefringencia Z um efeito esperado nessa conbguras<o, uma vez que a Eg3(69 exibe dois
'ndices de refras<o reais e distintos. Os modos}(3.67 s<0 genZricos, entretanto, n<o representam
necessariamente vetores RCP ou LCP, de forma que a birrefringencia n<o pode ser sempre descrita
em termos do poder de rotas<o [vide Z.3.26]. De fato, para% &0 e %%& 0, pode-se caracterizar
a birrefringencia em termos da diferenea de fase, dada por

21
0=—I(n:! ny), (4.3.68)
20
onde2, Z o comprimento de onda (no vicuo) da luz incidentd & a espessura do meio ou dist%oncia
percorrida pela onda. Usando4.3.629, encontramos a seguinte diferenea de fase por unidade de
comprimento:
0o 21
— = p|%gd?. (4.3.69)
I 20
Para% =0 e %"& 0, os modos da Eq.4.3.67 simplibcam-se em vetores RCP e LCP, situaso
em que a birrefringencia pode ser avaliada por meio do poder rotae<o [vid@.8.26]. Nesse caso,
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utilizando (4.3.62, obtemos

L HIoAd?
A

_ (4.3.70)

Como a diferenea de fase4(3.69 e o poder de rota«o @#.3.7Q0 dependem do m—dulo % a
birrefringencia ocorre independentemente da natureza dos par%.metros magnetoelZtricos (reais ou
complexos). Essa Z uma importante distine<o em relas«o ao caso bi-isotr—pico da S&8.1 no
qual a birrefringencia ocorre somente quando a parte imaginiria @7 n<o-nula.

4.3.2.3 Configuracao d-genérico

Vamos analizar um caso combinado onde o vetdmpossui componentes longitudinal e ortogonal
em relas<o ~ dire«<o de propagas«o n, adotada em @.3.60Q. Assim, prop>e-se

d =(0,dy,ds). (4.3.71)
Os 'ndices de refras«o 4.3.59 s<o reescritos na forma
1
S

nZ = Z(u#+ ; . sinf)), (4.3.72)

com s dado por @.3.57 e ; . debnido como

210424 '
U |% d + H|%d2 U#"'

o
a

+ = 4.3.7
=0 (43.73)
A matriz (4.3.59 Z dada agora por
2
ni! p# | p&ckns ! p&ddsns
[Mij]=9 +U%gn; n3! u# 0 , (4.3.74)
+ u%ddsns 0 I u#
na qual se utilizou @.3.7]). A Eq. (4.3.79 pode ser lida como
5 _ 1
n = p#+ £ (4.3.75)
onde se debne
5, = > (11 )+ : . sin?). (4.3.76)
I “# 1 I
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Substituindo (4.3.79 na matriz (4.3.74, o c™mputo d&/; E/ =0 fornece
/ 2
1
E. = EOR! W (% + i96% dan., Sj . (4.3.77)
+ (%'*‘ I%ﬁ d2d3ni 1#

Diferentemente dos casos particulareslongitudinal e d-transversal, os modos4.3.77) s<o dotados
de uma componente longitudinal, sendo essa uma propriedade dessas solus>es gerais)pé&ré
ou) &1/2

A polarizas<o dos modos §.3.77 Z lida a partir do setor transversal da matriz, ou seja, as duas
primeiras componentes. A parte transversal da Eg4(3.77 n<o representa onda LCP nem RCP,
sendo linearmente polarizada (par&§ & 0, %*= 0) ou elipticamente polarizada (para%§ = 0,
%*& 0). Portanto, a birrefringencia Z avaliada por meio da diferenea de fage. Logo, utilizando
(4.3.569, a EQ. (4.3.69 resulta em

Na Fig. 4.4, plotamos a Eq. ¢.3.7§ em termos do %ongulp e da magnitude do par%metro mag-
netoelZtrico% que controlam a anisotropia do sistema.

Figura 4.4: Fator de defasagem (diferenea de fase por unidade de comprimento) da Eq3.(79
em termos de) e|%. Aqui, utilizamospu=1,#=2 ed=1.

Observamos que a birrefringencia assume valor miximo paya= 1/2, que corresponde exata-
mente ~ conbPguras«o em quen, apresenta valor miximo en, expressa valor m’nimo.
4.3.2.4 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

O centrio bi-anisotr—pico simZtrico, dado nas Eqs4.349 e (4.3.46, leva a uma equas<o
de dispers<«o anisotr—pica, contendo produtos escalar e vetorial entre o vetog a dires<o de
propagas«o n. Dessa forma, a relas<o de dispers<«o se torna dependente das componentes de
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ambos os vetores. De fato, da Eq4(3.59 podemos escrever

e L, 22 %Hﬂz-u#, 2621 (k 4d)? Pk2! (d &)% =0, (4.3.79)
que fornece
L4202 5+ %_dzkzl (d &)?  + %%Z(k 4d)? k21 (d &k)? + ui_; =0. (4.3.80)
Resolvendo em , obtemos
<
2= §+ %_dzkzl (d &k)? =+ %-dzkzl (d &k)? ui#+ 'qj;d4, (4.3.81)
2 1%- . ->I%d2 ) 1 I%zd“?
,j:%ﬁ?dzkz! (d &k)? g & u_#+ el (4.3.82)
As velocidades de fase de cada modo, e, | , ser<o dadas por
Von(z) % 25 = E u_;ﬁ %er?! (d &) | %i u_l#+ 'qj;d4 , (4.3.83)

sendo vilidas para o caso geral, onde o vetbipode possuir componentes longitudinal e ortogonal
" dires<o de propagas<o.
Para o casod-longitudinal, em qued ak = d, temos
Vo = )—1 (4.3.84)
ph(£) — H#- 3.

Na conbguras<od-transversal, valed 4k = 0, de forma que a Eq. 4.3.83 resulta em

<
1, 1% %

Vi S o D
gt AP 2t

(4.3.85)

Para se determinar as velocidades de grupo, podemos efetuar uma diferencias<o impl'cita na
(4.3.8)), uma vez que a mesma contZm o produto escalar envolvendo a diresco de propagako,
Teremos ent<0

% & H# % & $> S —7
+ - K T N 7 s 7 B R 7y
+ —— = J—. 2 J—. ! —_— + —
. e [N Kag * @ Mgq Paddgd s Tp g T

(4.3.86)
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mas £+ = ', ento obtemos
> < 9
: 2K %, ST L TS 1 | |%2d
. i - = 1 2 |! i L RS il 3.
2 V)= gty 2K 20d0dT S e DET (4.3.87)
K > <____ 7

S R TR T R L o
Vi) = Gt K ddd T L T

y

(4.3.88)

Note que as velocidades de grupal.8.8§ dependem das componentes dos vetordse k e da
dires<o relativa entre ambos, (d ak). Tal anisotropia n«o Z observada, como esperado, no cenirio
iIsotr—pico [vide Eq.4.3.29].

Para o casod-longitudinal, temos k e d apontando na mesma dires<o. Assim, observamos
gue, no segundo termo de4(3.89, o fator dependente das componentes dee k simplibca-se em:
k'l (d &k)d' = d’k' ! dkd = d’ké; ! dk(de) = d’ké ! d’ké = 0, em queé; representa uma
diree<0 de propagas<o arbitrtria. Dessa forma, a Eq. 4.3.89 resulta em

k? k
, 12-(Iong.) = H_# y % (long.) = )—H#- (4.3.89)
Consequentemente a velocidade de grup4.8.89 sert
) . .
i PEK 1 K --
ilong.) _ _ ' long. _
Vge) = R AT Vo) = )?#@. (4.3.90)
No casod-transversal, valed &k = 0. Logo, a Eq. @.3.829 fornece
> <7
O b e T O S
, 2 =k? —+ + — + : 4.3.91
* (trans .) u# 4R # u# A2 ( )
>< ?2
1 |%2d | |
2 — L2
v £ (trans.) T k @4— ) * o (4.3.92)
A velocidade de grupo 4.3.88 nesse caso serf dada por
> <_____ 7
. i 4 2 2d44
Vi) = K 1, 16d, 1AE 1 1 , (4.3.93)
9(*) y + (trans.) u# 247 # H# 4f
><_ 000 ?2
- K 1, 1% A
Vi) = =+ + , 4.3.94
9(*) y % (trans.) u# 4t 2# ( )
gue pode ser simplibcada utilizando-se 4.8.92, resultando em
>< 000000 ? ><_ 00000 ?
. ki 1 |%2d4 |%d2 1 |%2d4 |%d2 .
i(trans.) _ ! t -
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O comportamento da velocidade de grupo4(3.95 em termos do par%.metro magnetoelZtrico,
% Z ilustrado na Fig. 4.5,

Vtrans.

Figura 4.5: Velocidades de grupwey.) do casod-transversal. A curva azul e ponto-tracejada
representavy y, enquanto a curva em vermelho ilustrar,) . A linha tracejada vertical indica o
valor de |% = 1, de acordo com 4.3.99, acima do qualvys > 1. Aqui, utilizamosp=1,#=2 e
d=1.

Notamos quevys > 1 ocorre para determinados valores dé4, isto Z, para|% > %, sendo%
o valor cr'tico no qualvysy = 1. De forma geral, utilizando a Eq. 4.3.99, podemos determinar
uma relas«o entre os par%ometros constitutivos que, quando satisfeita, geja > 1. Assim, temos

<
1, |%2d* | |Hd?
@Jr yr + o > 1, (4.3.96)
que, ap—s algumas simplibcas>es, fornece:
|94 > %k, (4.3.97)
em que debPnimos
p#! 1
% = 4.3.
6= " (4.3.98)

Portanto, para |% > %, observamos velocidade de grupg., > 1. Esse modo est} associado ao
'ndice de refras<on, da Fig.4.2que, para a conbguras<o transversgl = 1/2, assume valorea < 1

" medida em que o par%.metri84 cresce. f importante estar atento ao subscrito&t ) utilizados
para distinguir n. e vgy:). A associaso entre essas quantidades deve ser feita da seguinte forma:
0os modos propagante&t) com 'ndices de refrae<on, est<o relacionados “s velocidades de grupo
Vg ESse detalhe de notas<o pode ser rapidamente simpliPcado trocando-se o gifaino celtimo
termo da (4.3.8]). Dessa forma, a associas«o entre as quantidades analisadas aqui ocorre de forma
direta: n. est} associado &g.).
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A seguir, determinaremos o vetor de Poynting4(2.2 para o centrio simZtrico. Partindo da
relas<o constitutiva (4.3.46, escrevemos

H= %(n $ E)+ &d(d &E), (4.3.99)
na qual utilizamosB = n $ E. Substituindo (4.3.99 na (4.2.2, obtZm-se
1 ; & -
S= 2_u[E $(n$ E)+ 7(E $ d)(d &e ), (4.3.100)
que resulta em
S= in|E|2 ! i(n 4E)E" + i(E $ d)(d &E") (4.3.101)
- 2“ . 2” 2 . . .
Substituindo a primeira relas<o da (4.3.49 na lei de Gauss, temos
# &E + ¥k &d)(d &B) =0, (4.3.102)

gue, pormeiodek =, neB = n$ E, fornece

(n &E) = ! %{’(n 4d)[d &n $ E)], (4.3.103)
(n 4E) = ! %f’(n ad)[E a(d $ n)] . (4.3.104)

Assim, o vetor de Poynting ¢.3.10) Z dado por

1 2 % , P " &." , "
= — + —— + — : 3.
5 MEI + 5 5(n &) [E &(d $n]E + S(ES d)(daE) (4.3.105)
Para simplibcar tal express<o, usamo& = ! %= ! ! %" e
E=E*+iE" (4.3.106)

sendoE*= Re[E] e E**= Im[ E], comE*e E*Teais. Implementando ent<o ¢.3.106 na Eq. (4.3.109,
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teremos
S= 2—un|E|2+ ﬂ(n ad) Ef[E*ad$ n)]+ EM[E™a(d $ n)] +
o N ot :
! ﬂ(n ad) E*[E™a(d$ n)]! EME*&d$ n)] ! > (d &EA(E*$ d) + (d &E™J(E*$ d) +
C}g‘l#Jr o M N
= (d aE*(E™$ d) ! (d &E"J(E*$ d) +i2—u#(n ad) E*[E™ad$ n)]! EME*&d$ n)] +
# M N +

+i %(n ad) E*[E*&(d $ n)]+ E[E®4(d $ n)] | 12%* (d &EA(E™$ d) ! (d &E™§(E*$ d)’ +
! i—z%*#[(d 4EH(E*$ d) + (d &E™J(E*$ d)]. (4.3.107)

Tomando a parte real da Eq. 4.3.107, encontramos a mZdia temporal do vetor de Poynting, ou
seja,
354= En|E|2+ ﬂ(n ad) E*[E*&d$ n)]+ EF[E™a(d $ n)] +
o N = og*
! ﬂ#(n ad) E*[E™a(d$ n)]! EE*&d $ n)] ! > (d &EA(E*$ d)+
) #t )
+(d &E"J(E*$ d) + ? (d &EH(E*$ d) ! (d aE™(E*$ d) . (4.3.108)

Observamos que o Ruxo de energia n<o Z paralelo " dire«<o de propagastn, Depende das dires>es
relativas entre o vetor constitutivo, d, e a dires<o de propagaso,n, e o campo elZtrico. Para 0s
centrios discutidos anteriormente, temod $ n = 0 para a conbguras<od-longitudinal, enquanto
para o casad-transversal, valen ad = 0. Assim, a Eq. @.3.109 simplipca-se em

_ 1 ), W # A '
B4= S nlEPT 5 AEH(E*$ d) + (d AEM(ES d) +
+ i)
+ 2 @ aENETS o) (dEEETS o) (4.3.109)

sendo vilida para ambos os casdslongitudinal e d-transversal.

4.3.3 Caso bi-anisotrépico antissimétrico

Examinaremos a seguir o centrio no qual os par¥%emetros magnetoelZtricos s<o descritos por
tensors antissimZtricos, escritos como

% = Hik &, &n = Hanr by, (4.3.110)

em quea = (ax, ay,8;) eb = (b,b,b,) s, em princ’pio, 3-vetores complexos Pxos, que in-
troduzem dires>es privilegiadas no sistema, enquantéj, representa o s‘'mbolo de Levi-Cevita
tridimensional. Para que a relas<o @.2.1]) continue vitlida, os vetores utilizados em4(3.110
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devem satisfazer
b" = a. (4.3.111)

Dessa forma, as relas>es constitutivas desse cenirio assumem a forma
1
D=#+a$ B, H=ﬁ8+b$ E. (4.3.112)

Na literatura, relas>es constitutivas anflogas ~ Eq. #.3.113 possuem aplicas«0 na descris<0 de
sistemas de gifs de elZtrongq e na investigas<o da propagas<o eletromagnZtica em meios de-
pendentes do tempo (com acoplamento magnetoelZtrico antissimZtrico e permissividade elZtrica
isotr—pica dependente do tempao}4).
Substituindo (4.3.110 na Eq. (4.3.4, obtZm-se
% 3 . &
# o= #+i—| adk, bak 'ij+m+ai_k‘, (4.3.113)

onde observamos o surgimento de termos que dependem de dires>es, ou $ajak), (b ak), a;k;
ea ki, que tambZm contribuem para a matrigM i ], dada por

[M;j]1= N + p[(a+ b) an]lzes! (A + B), (4.3.114)

comN dado em @.3.5), e

' (
A =diag (b + ai))ny, (p + ag)nz, (s + ag)nz (4.3.115)
/ 2
0 bin, + axny bing + agng
B = 9 bony + ain, 0 bns + agngi : (4.3.116)
sny + aing Ny + axng 0

O cflculo dedet[M;; ] = O resulta na seguinte relas<o de dispers<o (com = 0)
- M _ W- N
0= n?! p#+ p(céan) n?! p#+ p(céan) + 7 (adb)n?! (adn)(ban) , (4.3.117)

sendoc = a+ b.
Sendo os vetores e b complexos, podemos escrever

a=a'+ia™ b = b*+ib™ (4.3.118)
A restrie<0 imposta por (4.3.11) leva a

a*= b” a#=1 p* (4.3.119)
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Consequentemente, podemos simplibcar alguns termos da Ej3(117, ou seja,

(a+ b) an = 2(a*an), (4.3.120a)
(aén)(b an) = (a*an)? + (a*an)?, (4.3.120b)
adb = a* + a** = |a2 (4.3.120c)

Iremos supor que o vetoa satisfaza*an = an cos) , a®an = a*h cos) , sendoa” e a*paralelos.
Dessa forma, a complicada relas<o de dipers<«at(3.1179 nos fornece

*nz! p#t+ 2pa’h cos) =0, (4.3.121)
"2 ae Hla?sin?) +2u#dhcos) | w# =0, (4.3.122)

a partir das quais obtemos os 'ndices de refrae<o (positivos), dados por

Nay = uzo/gﬁ cog) + #u! pa‘cos), 2 (4.3.123)
Ny = " U#+ p2a? + p2af2sin?) | pa*cos) (4.3.124)

com
r=1+ %|a|zsin2), (4.3.125)

em que) designa o %ongulo entad, a**e a dires<o de propagas«o,n.

Nas Eqgs. @.3.123 e (4.3.129, consideramos as solue>es (positivas) que reproduzem 'ndices de
refras<o de um dielZtrico ordintrio no limite em que os par%.metros magnetoelZtricos s<o nulos, ou
seja,naz /' / P#quandoa’/ 0ea™ O.

O comportamento dos 'ndices4.3.123 e (4.3.124 em termos de) . [0,1] e & . [0, 1] estt
representado nas Figs4.6 e 4.7, respectivamente, onde consideram@s= 1, #= 2, a*= 1. Como
ng depende apenas de”, n« apresentando dependencia enfa| ou a*(como ocorre emny)),
escolhemos*= 1 e implementamosal®> = 1 + a® emn, para construir o grfPco. Dessa forma,
os 'ndicesn(;y e n) apresentar«o dependencia apenas eif®”,) ), facilitando a comparas<o entre
0s seus perbs gribcos.

O efeito de anisotropia se manifesta atravZs da dependenciarge, com o %.ngulp. Observa-
se que ambo® (1 o) apresentam um valor m¥ximo para a diree<g = 1. Notamos ainda que, para
a’=0, decorreny, /' ’ pP# enquanto

A

1

#+ U2a*2 sin?), 4.3.126
1+ (W#)a*2 sin?) Wi+ prarsin) ( )

N2) A
0 que justibca a o perbl n«o-linear enm,) para a*= 0 na Fig. 4.7. Isso acontece porquéa|? =

a? + a', e escolhnemosi™= 1 para que os plots das Figs4.6 e 4.7 exibissem a dependencia de
na2 ema® Essa diferenea de comportamento e’= 0 Z ilustrada na Fig.4.8.
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Figura 4.6: éndice de refrascong, da Figura 4.7. éndice de refra=<ong da
Eq. (4.3.123. Eq. (4.3.123.

%"!

- =
e -"
- -
~. -
Sea -
- — -
e

Figura 4.8: Comparaso entre os 'ndices de refrasa) e np paraa®= 0. A linha vermelha
representan;y, enquanto a curva azul ponto-tracejada indica ).

A seguir, investigaremos duas conbguras>es particulares enteee n: conbgurases i) a-
ortogonal e ii) a-longitudinal.
4.3.3.1 Configuracao a-ortogonal

Para o caso ortogonal, temoaan =0 ou) = 1/2. Assim, a relas«o de dispers<o fornece dois
'ndices de refra«<o,

E

Na = (4.3.127)

N = 4 (4.3.128)

1+ (w)lal
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gue s«0 reais e positivos. Nesse caso, ht birrefringencia sem ocorrencia de absore<o.

Para determinarmos os modos propagantes, escolhnemos novamente um sistema de coordenadas
em quen = (0, 0,n). Transversal a essa dires<0 de propagas«o, podemos estabeleaer ( a;, a,, 0),
de forma que a matriz 4.3.114 simplibca-se em

/ 2
n!l y# 0 | pa;n

M;1=2 0 n2t ! paind (4.3.129)
I'pagn ! papn I p#

em que utilizamosb = a’. Utilizando (4.3.127, a equaso M; E! = 0 conduz ao seguinte modo
de propagas«o transversal:

/ 2
Ep = —9' alﬁ , (4.3.130)
comla| = - |ai)2 + |a,|2. Substituindo agora @.3.129 na Eq. (4.3.129, obtemos
2/ 2
I p#f, 0 | pa;ns
0 |, ! paznsi 9E 3 =0, (4.3.131)

! pHains ! Hapns ! l.l# E,

cuja soluo Z dada por

/ 2
a
Ee = —)7II 9 a‘} 2°£ (4.3.132)
T olalf
onde
_ (w#)|al?

Observe que a Eq.4.3.133 representa um modo misto, ou seja, dotado de uma parte transversal e
uma componente longitudinal, relativas ~ dires<o de propagasao escolhida= (0, 0,n). Nesse caso,
n<o Z poss’vel determinar um modo transversal puro para o campo eIZtrE@), pois a componente
longitudinal permance cas@; = 0 oua, = 0. O modo transversaE iy e o setor transversal dé& ;)
podem exibir polarizas<o linear, circular ou el'pica. De fato, pode-se escrever as componentes de
acomoa; = (a +iasy, ap = (af +iaj). Assim, paraaf’= aj*=0 oua] = aj =0, a Eq. (4.3.130

e a parte transversal de 4.3.133 resultam em modos Ilnearmente polarizados. Por outro lado,
paraal = aj*= 0 ou af*= aj = 0, isto Z, para(a, = af,a, = ialf ou (ay = i a*a, = af), tem-se
polarizas<o el'ptica. Modos circularmente polarizados somente ocorrem quanda; (= a*= 0 e

al = affou (af'= a5 =0 ea? = a3}.
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Uma vez que determinamos os 'ndices de refra«<04.8.127 e (4.3.128, e os correspondentes
modos propagantes, podemos discutir os efeitos f'sicos na propagaso de ondas. No caso em que
0s modos s<o linearmente ou elipticamente polarizados, a birrefringencia Z avaliada em termos da
diferenea de fase,

21
0= 2—0|[n(1)! n(z)]. (43134)

Assim, para os 'ndices4.3.127 e (4.3.128, a diferenea de fase por unidade de comprimento Z
dada por

> ?
21 1
o_2) [V S R (4.3.135)
I 2 1+ (WH#)lal?
gue, no limite (W#) 0 1 simplibPca-se em
2
0 _ lula” (4.3.136)
I 20

4.3.3.2 Configuracédo a-longitudinal

Consideremos agora 0 caso em que o0 veagaponta na mesma dires<o de propagas<oa& = an.
Consequentemente, a relas<o de dispers«at(3.117 Z escrita como

) oo+ 2uan ! p#’ =0, (4.3.137)

gue envolve o quadrado de um polin™mio de segundo graunerAssim, hf um ’'ndice de refras<o
duplamente degenerado, dado por

n= p#+ p2a2 | pa’ (4.3.138)

A solue<o (4.3.139 corresponde exatamente a4(3.123 e (4.3.129 para) =0, como esperado.
Determinamos os modos de propagas<o considerandao longo do eixa, isto Z,n = (0,0, n),
ea= b =(0,0,a;+ia%). Dessa forma, a matriz 4.3.114 se torna

/ 2
N1 p#+ A 0
m1=2 o N2l i+ A 0%, (4.3.139)
0 0 |

com A = 2pnaj. Utilizando (4.3.139, a equa«o M; E! = 0 proporciona modos transversais
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genZricos,
/ 2

Ex
e=9g%, (4.3.140)
0

em queE, e E, s<o arbitrfrios. A soluso (4.3.14(Q pode representar modo de polariza«o linear,
circular ou el'ptico, dependendo da natureza e da relaso entrg, e E,. Como essa relaso

n«o Z fornecida pelas caracter’sticas analisadas atZ o presente momento, podemos aPrmar que
a conbgura«o a-longitudinal permite, em princ’pio, qualquer tipo de polarizasco. AlZm disso,
somente um ’'ndice de refras«o foi obtido, sem sinal de birrefringencia. Portanto, conclu’'mos que

a diree<o a debPne o0 eixo —ptico do meio.

4.3.3.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Partindo das relae>es de dispers<o em4.3.117 e fazendo uso das express>es dadas ehB(120),
obtemos expressses do tipb(,, k) =0, dadas a seguir:

2
, 21 21 (a*ak) ! k—:o, (4.3.141)
% 2& # #2 ##, qu
, . 1 |4 (a"ék) (a™ak)
21 2 (g I+ k2 =
, <! 2#(a ak) ! H#+ 2 ke + ™ + ™ 0. (4.3.142)

f importante mencionar que a ¢.3.14) fornece o 'ndice de refras<an(;y da Eq. (4.3.123, enquanto
a (4.3.147 resulta no 'ndicen da Eq. (4.3.124. Uma vez que as equas>es acima envolvem pro-
dutos escalares entre 0s vetores constitutivos e a dires<o de propagas<o, Z necessirio certo cuidado
ao se derivar as velocidades de fase e de grupo, tal como bPzemos na 3€3:@.4 Resolvendo a
primeira equas<o de dispers<o §¢.3.14), temos
<
k2 (a*ak)?2 (a*&k
e ( e )2, ( ° )

(4.3.143)

Observamos que ; < 0, sendo um modo instfvel, enquanto o modo esttvel Z descrito per> 0.
Consideraremos ent«q . e denominaremos . %, (). A velocidade de fase sert dada ent<o por

< —_—mm
: 1 (a*ak)? (a*&R
Vph() = % = @’f ( 2 ) + ( m ), (4.3.144)
<
1 i #
Vph(y) = @’f %00@ + %COS), (4.3.145)
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em que usamok = kR. A velocidade de grupo Z calculada fazendo,

# | # % . & . .
i "o _ 1 k? (a#ék)2$' vzt 7 kK (a*ak) s $ at "k
Vl):u = - —+ —k"—+"—k +2 a"— +—"—.,
o ki 2 p# 2 pitt ki~ ki 72 ki # ki
(4.3.146)
gue fornece
# $ # $
. ki (af&k)a®  at B k (a%ék) a?
Vo) = fa u_#+ —  t3 Vga) = far u_#+ 7 a* + & (4.3.147)
sendo
foz AT (4.3.148)
K2 (@'&)?
- 2
A partir da segunda equaes<o de dispers<o, dada na Eq4(3.143, obtemos
< [a VA (o]
70 [¢72
1 4 (a"ak)2  (a*ak)
s = —+ — k2! + : 3.
- TR k 2 m (4.3.149)
Sendo assim, consideramos a solussa., que satisfaz, . > 0, e tambZm, . %, (.
A velocidade de fase associada serf dada por
<
_o@ 1 la?, (@¥ak)?  (a"ak)
Vph(2) = T = @'*‘ ?I 2 + o (43150)
Enquanto a velocidade de grupo Z obtida fazendo
#% & | 12 A &% . &
S S S N s A W N AT
Vo) = o = 5 —+ — k! —— —+ — 2—KkK +
g ki 2 u# # u# R ki
2(@™ak) . "k! at "kl
I D — #_ + I —— . .
2 K Tl (4.3.151)
gue fornece
% $
| 1, &P, (@) 4 @
Voo = far gt K Tt t g (4.3.152)
#% & $
1 af? (a"8k) 4 @
- 4 1 | 7 + — .O.
Vg2 fa L 2 k! 2 a 7 (4.3.153)
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com

1
ui- + g k21 (a_;f)z

Para os casos particulares estudados anteriormente, teremos:

¥ Para a-ortogonal ondea”ak = 0, a**ak = 0, a Eq. (4.3.143 fornece:
oro. — 1 orto. — 1 Q ! oro. — 1 4.3.155
Ven@ = )_H#’ Vo) = )_H# Vo) = )_H#' (4.3.155)

Para o modo associado a), a Eq. (4.3.149 leva a

< <
1 |a? 1 a2,
VSE(OZ') = Eﬁ-‘- 2 V?Zrio' - Eﬁ-‘- ?Q_ (4.3.156)
O m—dulo dev gy sert dado por
<
N
© = wt e (4.3.157)

¥ Para o casoa-longitudinal, em quea“ak = a’k e a*ak = a*k, obtemos

S — %
1 a2 o k ak a* 1
long. _ long. _ ¢, K adK 4 a =
Vph(l) - u_#_+ ? + _#, Vg(l) - fa u#+ m a + #, fa Ar—a"zzkz’ (43158)
l“l- -

sendo o m—dulo da velocidade de grupo dado por

<
1 a2 a
long. _
o9 = @Jr 5 (4.3.159)

Temos ainda as velocidades para o segundo modo, ou seja,

<
B E— #% & $
1 a2 a 1 a)? a'k a*
long. _ long. _ - H#H -
Vo) = M_#+ E+ F Vo) = fa M#+ e k! % a” + mt (4.3.160)
com
1
fam =2 ¢ . (4.3.161)
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O m—dulo de " Z dado por
1 e a
long. _
Vo) = E#+ 7z + F (4.3.162)
f importante mencionar que as velocidade de grupg; 2, em ambos os casas-ortogonal e
a-longitudinal, s<o independentes d& e, , sendo uma consequencia das conbguras>es adotadas.
O comportamento das velocidades de grupo de ambos os casos longitudinal e ortogonal Z
ilustrado na Fig. 4.9 em termos do par%.metra.

2.0
15|
vg 1.0f

05/

Figura 4.9: Velocidades de grupo dos casadongitudinal e a-ortogonal. A curva azul (s—lida) re-
presentavgg?' daEqg. (4.3.159e tamemng’;?' da Eq. (4.3.163. As linhas em vermelho (tracejada)
e verde (ponto-tracejada) indicarrvg(“l‘;- da celtima relas<o da Eq. 4.3.155 e vg(“;; da Eq. (4.3.157,
respectivamente. As linhas tracejadas verticais indicam os valoresafe { 1/ 2, 1} acima dos quais
as velocidades de grupo se tornam maior que 1, como indicado nas E4s3.{63 e (4.3.165. Aqui

utilizamos p =1, #=2 ea*=1.

Observamos que as velocidades de grupo assumem valores maiores do que 1 para determinada
faixa de valores do par%emetro magnetoelZtrico que se inicia acima de determinado valor cr'tico.

De fato, temosv,,% > 1 quando
a*> afong. (4.3.163)
sendo
fong. — &1 4.3.164
a; TR (4.3.164)
Enquanto vg{tzf; > 1 ocorre para
a’> affgg;)-, (4.3.165)
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onde

:
Ay = (et D a2, (4.3.166)

Seguindo nossas anilises, determinaremos a seguir a dires<o do 3uxo de energia para o cenfrio
bi-anisotr—pico antissimZtrico. Inicialmente, partimos da relas«@(3.113 e escrevemos

H' = -(n$E)+a$ E, (4.3.167)

Tl

em que usamo® = a. Substituindo agora ¢.3.167 na Eqg. (4.2.2, obtemos

S= %E $(N$E)+ %E$ (a$ E"). (4.3.168)

Em componentes, a4.3.169 Z lida como

_ 1 _ . 1 , "
§' = o i Bl N"E T+ Sty Bl A 2"E (4.3.169)
cuja simplibcas<o leva a
i 1'i =n =R = 1'i =] =R =N
S_EnEJEJ! nNE'E +§aEJEJ! AdEE" (4.3.170)
ou ainda,
= i(n + pa)|E|?! i(n 4E)E" | }(aaE)E" (4.3.171)
= 2 M ' b5 . 3.

Notamos que a dire«<o do Buxo de energia possui uma componente apontando na mesma diree<o
do vetor a, indicando que parte da energia se propaga ao longo do eixo —ptico do meio. Podemos
simplibcar tal express«o utilizando a relas<o constitutiva paraD e a lei de GausskaD = n&d =0,

ou seja,

nab =0, (4.3.172)
#na&E)+ nga$ (n$ E)]| =0, (4.3.173)

em que utilizamosB = n$ E. A (4.3.173 se torna ent«o

#n &E) = ! n'#y & Hm N"E", (4.3.174)
HNnaE)="! (im'jn! 'n'jm)a@n'nmE", (4.3.175)
#n &E) = ! (a&E)n?+ (aén)(n &E), (4.3.176)
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na qual podemos fazer

(n &E)[#! (aén)]=! (a&E)n? (4.3.177)
.. _ ! (adE)n?
(n &E) = A @A) (4.3.178)

Substituindo agora ¢.3.179 na Eq. (4.3.17), obtZm-se
#
S= 2(n+ pa)|EP + - LS 1$(aéE)E" (4.3.179)
T 2u H 2 p#! p(aén) ' ~
Simplibcando a express<04.3.179 por meio deE = E*+iE*e a = a*+ia* encontramo$ a
seguinte mZdia temporal do vetor de Poynting:

+

3S4= 2—1“(n + pa)|E|? + %(FlE#+ F.E* (a*aE™ ! (a##aE#*j’ +

+ )

+ %(FlE##! F.E® (a*aE™ + (a™aE? |, (4.3.180)
sendo
| 2 | 1124212

F, = (u#! pamcos) )(n?! p#+ pancos))! p?a*n?cog) | (4.3.181a)

(u#! pa™cos) )2 + p2a*n2 cog)

#ﬁ3

F2= pa h cos) (4.3.181b)

(u#! pah cos) )2+ p2a*2n2cog)

Para o casoa-ortogonal onde) = 1/2, a Eq. (4.3.180 resulta em [vide ApendiceG]

B = 2—1u(n + pa P + —(nzz!u#“#) (@ AENER+ (HAETIEM (aMSENEM (aAEMEY
(4.3.182)
Para o casaa-longitudinal, com) =0, obtZm-se
34 = 2—1u(n + pa[EP? + % FLN9E#+ F;°”9-E#**(*+ (a*4EH | (a*3E™ +
+% F "9 E™ F2'°”9'E#(+ (a*aE* + (a™4EY | (4.3.183)
com
Fono = %, Fno = #+Lj|]a|2' (4.3.184)

Em ambos os casos-ortogonal e a-longitudinal, observamos que o Ruxo de energia n«o se
propaga na mesma dires«0 de propagas«on. Uma parte do [R3uxo se propaga ao longo do vetor

6Vide Apéndice G.
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constitutivo a* sendo totalmente independente da dire«<m. AlZm disso, a propagaso de energia
depende das dires>es relativas entra”, E* e E*#
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Cap’tulo

Revers<« de quiralidade em meios bi-isotr—picos
induzida pela condutividade magnZtica

Sumario
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Na eletrodin%omica linear, sabemos que as relas>es constitutivas s<o dadas por

D'=#E! + 9%B/, (5.0.1a)
H' = p'B) + & E/, (5.0.1b)

onde#; ey s<o tensores de permissividade elZtrica e permeabiliade magnZtica, respectivamente.
Por outro lado, os tensore$q e &; constituem-se de par¥%.metros magnetoelZtricos que capturam
a resposta elZtrica (ou magnZtica) a um campo magnZtico (ou elZtrico) aplicado ao meio.

Como sabemos, nas celtimas dZcadas, as relas>es contitutivas bi-isotr—picas, em que os tensores
da Eq. (5.0.1) s<o dados por#; = #5, Wj = Wi, % = %y e& = &'y, tm sido intensamente
investigadas $2,55667,59], sendo importantes na abordagem de isolantes topol—gi66Eg6, 68] e
na eletrodin%emica de axi™@$§H)7 1], como apontamos na introdue<o do cap’tulod.
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CAPITULO 5. REVERSAO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTROPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNETICA

Para cenfrios de meios quirais, 0S par%.metros constitutivos s<o descritos por tensores, caracte-
rizando, de maneira geral, meios bi-anisotr—picos quirdig $8,74,80,81]. Um meio Z denominado
quiral quando n<o possui simetria de invers<o espaciaP('mpar), ou seja, quando n«o pode ser
superimposto em sua imagem especular. Noutras palavras, 0 meio Z invariante apenas sob trans-
formae>es da componenté L, do grupo de Lorentz 9. Luz circularmente polarizada de m<o
direita (RCP) e m<o esquerda (LCP) s« exemplos de fen™menos eletromagnZticos quirais, que,
em meios aquirais, propagam-se com a mesma velocidade fase, indicando ausencia de anisotropia.
f importante destacar que anisotropia e aquiralidade s<o propriedades distintas. f poss’vel existir
modos LCP e RCP em meios isotr—picos e birrefringentes, num efeito chamado de birrefringencia
isotr—pica, descoberto e descrito no artigh/] gerado por essa tese. Por outro lado, num meio
quiral, as ondas RCP e LCP viajam com diferentes velocidades (relacionadas a 'ndices de refras<o
distintos), gerando o bem conhecido poder de rotas<o (PR), o0 qual fornece uma medida da birre-
fringencia (rotas<o —ptica). A rotae<o —ptica de um meio se origina de sua atividade —ptica natural
ou pode ser induzida por campos externos, como ocorre, por exemplo, no efeito Fara2@ay¥).

Quando o PR depende da frequencia, ocorre a dispers«o do PR. Se esse celtimo ainda sofre re-
vers<o, observa-se dispers<«o an™mala do RR][ Assim, a antlise do PR constitui uma importante
ferramenta na descrie<o de propriedades —pticas de virios sistemas, tais como crisgt4id8q, com-
postos org%onico8§, 87], plasmas e estrelas de neutron$$, 89, gts de molZculas girante9(, 91]

e metamateriais quirais 92, 93.

Nesse contexto, abordaremos agora alguns aspectos relacionados ao PR de meios bi-isotr—picos
dotados de condutividade magnZtica. As discuss>es deste cap’tulo comp>em dois artigb§ [
publicado no Physical Review B:

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B106, 144430 (2022)

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B107, 179902 (2023)

5.1 Comentario sobre meios de mao-direita e mao-esquerda

A concepe<o atual de quiralidade de um meio Z devido a Lord KelviB§: “I call any geometrical
figure, or group of point, chiral, and say that it has chirality if its image in a plane mirror, ideally
realized, cannot be brought to coincide with itself.”. Essa mesma debPnis«o tornou-se padr<o na
literatura, vide p. 25 da Ref. B6] e p. 331 da Ref.§3], por exemplo.

Um efeito interessante surge nos meios quirais, a saber: o plano de polariza«<o de luz incidente
linearmente polarizada gira enquanto a onda se propaga atravZs do meio. Essa rotae«o —ptica

1A componente L corresponde a identidade. Sendo assim, as transformacoes conectadas a Lo correspondem
aos boosts e rotagdes de Lorentz, ou seja, as transformacoes proprias (det' = 1) e ortocronas (' J - 1), sendo
' a matriz de Lorentz, e ' ", uma de suas componentes. Além dessas, podemos citar outras transformagoes que
também deixam o sistema invariante, como: invaridncia sob rotacoes espaciais para meio isotropico; e invaridncia
sob inversao temporal.
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Z medida por meio do %ongulo de rotas<o por unidade de comprimento do plano de vibraso, o
poder de rotas<o (PR), discutido na Se*02.3.1 e apresentado na Eq.4.3.2§. Esse efeito foi
descoberto por Arago (1811) em cristais de quartzo e, alguns anos mais tarde, tambZm por Biot
em solus>es de asceca®f]. A teoria de Fresnel (1824) sobre a polarizas<o da luz e polarizas<o
circular estabeleceu a base para a compreens<o da rotas<o —ptifd: [luz linearmente polarizada
pode ser considerada como superposieo de luz RCP e LCP.

f importante ainda estabelecer uma debnie<0 ou conveneo sobre o que chamamos de meios
de m<o-direita e m<o-esquerda, uma vez que um meio quiral pode existir em duas formas enanti-

om—rpbcds Como apontado na Ref.Jd]:
(...) enantiomers may be distinguished by their optical activity. It became
customary to label chiral compounds by the sign of their optical rotation at
a given wavelength (...). It (looking towards the light source) the plane of
linearly polarized light is rotated clockwise by the molecular sample, it is
said to be dextrorotatory (...). If the sample rotates the linearly polarized
light counterclockwise, it is called levorotatory. (Ref. [9€], p. 12-13).

Tal abPrmas<o estf de acordo com a Ref. 8f] (p. 2), que diz: @..) the source of natural
optical activity is a chiral (handed) molecular or crystal structure. The two distinct forms that can
exist (...) generate optical rotations of equal magnitude but opposite sense at a given wavelength”.
Essas duas formas distintas de molZculas constituem os meios que denominamos de mco-direita
e meo-equerda, que OrotacionamO o campo elZtrico de luz linearmente polarizada em sentidos
opostos (hortrio e anti-horfrio). Um exemplo notfvel sobre esse t—pico pode ser encontrado nos
experimentos de Pasteur (1848Bp, 96,97] com tartarato de s—dio e am™nio: Pasteur separou dois
tipos de cristais com estruturas distintas, observando que alguns (com certo tipo de estrutura)
giravam luz linearmente polarizada para direita, enquanto outros (com estrutura diferente do
primeiro grupo) giravam a luz para a esquerda.

Assim, uma debPni«o0 razofvel para meio de m<o-direita (ou -esquerda) pode ser relacionada
com a sua propriedade —ptica de rotacionar luz linearmente polarizada, ou seja, olhando na dires<o
da fonte de luz, um meio quiral de m<o-equerda gira a polarizas<o linear para a esquerda (sentido
anti-hortrio), enquanto um meio de m<o-direita gira polarizas<o para a direita (sentido horfrio)

[19).

Considerando os pontos destacados acima, podemos relacionar a quiralidade a uma quantidade
mensurtvel que captura a rotae<o —ptica, isto Z, o poder de rotas<o Dessa forma, seguindo a
convene<«o de sinal usual 15, dePnimos que:

¥ Para' > 0, a polarizas<o linear do campo elZtrico gira no sentido hortrio. Assim, o meio
pode ser designado por Omco-direitaO, uma vez que rotaciona o plano de vibraeo de luz
linearmente polarizada rotacionarf no sentido horfrio (para a direita) que se propaga por
ele.

20s termos “enantiomorfo” e “enantidémero” geralmente sio utilizados para objetos macroscopicos e moléculas,
respectivamente [86]. Algumas vezes os dois termos sdo usados como sindonimos.

100



CAPITULO 5. REVERSAO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTROPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNETICA

¥ Para'< 0, a polarizas<o do campo elZtrico rotaciona no sentido anti-hortrio. Dessa forma,
dizemos que o meio Z de Om<o-esquerdaO, pois o campo elZtrico de luz linearmente polarizada
Z rotacionado no sentido anti-hortrio (para a esquerda) enquanto se propaga.

5.2 Meio bi-isotrépico dotado de condutividade magnética

Considere um meio cujas relas>es constitutivas s<o dadas pds.0.1) e dotado de condutividade
magnZtica- B, descrita por meio da relaso

ij
J'=-PBl. (5.2.1)
Partindo das equas>es de Maxwell usuais e seguindo o procedimento da Se3<® obtZm-se

Mij Ej =0, Mij = n2' i ! nin; ! Czuﬂj, (522)

em quec Z a velocidade da luz no vicuo# Z tensor de permissividade elZtrica efetivo, dado por
! n

-B
Cﬂn = C#'in + &kn#imk + % 7'J'-'fmn +ii#mn nm. (523)

A seguir, iremos examinar o comportamento do poder de rotas<o do meio bi-isotr—pico em dois
cenirios que diferem entre si pela conbguraso da condutividade magnZtica: i) o caso diagonal
isotr—pico e iipff-diagonal antissimZtrico.

5.2.1 Caso de condutividade magnética isotropica

Consideramos uma conbPguras«o totalmente simZtrica e isotr—pica em que as quantidégles
& e ,‘J3 s<0 descritas por tensores diagonais,

% = %y, & =&Y, -§ =4, (5.2.4)
com% &. Ced4 . R. Acondi~<o % ="! & daEq. (4.2.1] fornece
& =1 %. (5.2.5)
Dessa forma, as relas>es constitutivas assumem a seguinte forma

D = # + 9B, H=$B+&E, J=4B. (5.2.6)
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Nesse caso, implementand& (2.4 na Eq. (5.2.3, obtZm-se
% 4 &
Cﬂj = C#'ij ! %+ &+i — #jm nm, (527)
em que o celtimo termo contZm a contribuie<o magnetoelZtrica e a condutividade magnZtica "
permissividade do meio. A matriM;; ] serf dada por

/ * * 2
nZ+ n3! ccu# I nyn,! pc)%+ &+ig ng ! ning+ uc)%+ &+ig, Ny
[Mij]=9!n1n2+uc %+ &+i%, N3 nZ+ n3! ccp#  nong! pc” %+ &+igy ny
I'ning! pc’ %+ &+ig Ny ! npng+ pc %+ &+ig ng nZ+n3! u#
(5.2.8)
Calculandodet[M;; ] = 0, obtemos a seguinte equaso de dispers<o
> % . &,
n*l n2c 2u#! p? %+ &+i—  + pHct=o0, (5.2.9)
gue fornece as solue>es para seguintes:
= ) = p2 ”* 4%
n.=c W Zxic Z, Z=7p %t&+i— . (5.2.10)

Note que, nesse cenirio completamente isotr—pi8@® @, a presenea de dois 'ndices de refras<o
distintos origina-se da forma como os par%.metros magnetoelZtricos e de condutividade magnZtica
se acoplam com os campos nas relas>es constitutivds4.6. A seguir, discutiremos sobre algumas
propriedades —pticas e os modos de propaga+<o suportados nesse cenirio.

5.2.1.1 Modos de propagacao

Partindo da Eq. (5.2.10, escrevemos
) —
nZ = p#+ 2ic Zn., (5.2.11)

que, substitu’da na matriz[M; ] (5.2.8, fornece os seguintes campos elZtricos via E§.2.2) [vide
Apendice HJ:

/ 2
1 n2! n?
E. =)Y—= _giinng! nlnzﬁ : (5.2.12)

l —
2n n2! nz
, INnn>! ninj
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Considerando o caso espec’Pco de propagas«o na dires<o do exxaz = (0,0,n), a Eqg. (56.2.19
resulta em campos elZtricos com polarizas>es LCFE() e RCP (E, ), ou seja,
/

2

1

)%9 £id . (5.2.13)
0

Assim, os modos de polarizas<o circular5.2.13 permitem a possibilidade de birrefringencia cir-
cular no sistema, sendo avaliada (na ses«0 seguinte) por meio do poder de rotas<o.
5.2.1.2 Efeitos é6pticos

Analisaremos o comportamento da rotae<o —ptica considerando a natureza (complexa ou real)
dos par%.metro%e & Escrevemos inicialment&oe & como
%= 9%+i%" &= &+i&" (5.2.14)
em que% = Re[%, %"= Im[ %, & = Re[&] e &= Im[ &]. A condiso (5.2.5 implica em

uw=1&" o= &* %+ &= 2i%" (5.2.15)

Nesse caso, os 'ndices de refra«6.2.1Q simplipcam-se em

< o o
% &, % &

4 4
N. = C p#+ P2 %% 5= o HC %+ 5 (5.2.16)

sendo reais e positivos. A condutividade magnZtica isotr—picasurge como uma contribuis<o
dependente da frequencia, a qual atribui comportamento dispersivo ao sistema. Uma vez que os
modos de propagas<o s<0 descritos por vetores polarizados circularmente.13, a birrefringencia
pode ser examinada atravZs do poder de rotas<o, que, consideran8®(16, Z dado por

- % + e, %™ (5.2.17)

Observamos quef.2.17 possui um termo de ordem zero na frequencia, o qual recupera o0 mesmo
poder de rotae<o obtido na Ref. 7] quando%*= 0. Para %*negativo, o poder de rotas«o se torna

”;4 | e, |9, (5.2.18)

A partir da Eqg. (5.2.19, pode-se determinar uma frequencia de cortg?

#_ 4

= S (5.2.19)
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que debne o valor no qual ocorre uma revers<o no poder de rotae«o,Considerando a conveneo
de sinal adotada na Sed.1 (veja tabmbZm a Ref. [5]) e a Eq. (6.2.19, destacamos que:

¥ para0<, <, * tem-se'> 0, gerando rotaso da polarizas«o linear no sentido horirio.

¥ para, >, * tem-se'< 0, implicando em rotas«o no sentido anti-horfrio da luz linearmente
polarizada.

Como essa invers<o de poder de rotas<o (PR) ocorre num valor positivo de frequencia?> 0,
Z necessitrio ter od < 0 ou %*< 0. Assim, iremos considera@6*< 0. A revers«o do PR
aqui observada n« Z usual em dielZtricos lineares, nem em meios dielZtricos bi-isotr—picos ou
anisotr—picos. Tal efeito tambZm n<o ocorre em meios dotados de condutividade magnZtica (sem
contribuis>es magnetoelZtricas). Por outro lado, tal efeito pode ser encontrado em outros cenirios,
como plasmas (girantes)d] e sistemas de grafen®@§]. AlZm disso, como apontado na Eq5(2.19,
esse efeito pode ocorrer em meio bi-isotr—pico dotado de condutividade magnZtica, descrito pelas
relas>es (5.2.6).

O comportamento geral do PR $.2.1§ como funeo da frequencia Z ilustrado na Fig5.1 para
alguns valores det , %%e .

%

%"!

Figura5.1: angulo de rotas«o por unidade de comprimento, dado na Eq5(2.19. Aqui, utilizamos
n=1,4 =3 e|%f=2.

Para os casos em qué&g & . R, a condis<o (5.2.5 implica em %+ & = 0, pois %= 0.
Consequentemente, a Eq.5(2.19 resulta em

(5.2.20)

que atribui birrefringencia ao meio originada apenas da condutividade magnZtica. O poder de
rotas<o, nesse caso, sert = pc4/ 2, n«o sofrendo revers<o de sinal.
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5.2.2 Caso antissimétrico

Consideremos agora um substrato dielZtrico descrito por par¥%emetros constitutivos bi-isotr—picos
na presenea de condutividade magnZtica antissimZtrica, ou seja,

O/G] = %Iij , &ij = &Iij , _ilj3 = #i‘jk b‘ (5221)

Nesse caso, a permissividade elZtrica.Z.3 e a matriz [M i] (5.2.9 s<o dadas, respectivamente,
por

# . $ .
o = c#l L(ban) 'y +(%+ &#y e+ i, (5.2.22)
2 21 Cu# I I 2
n2+ n2! I nin I nin
9 2 3 M , 21 2 1N3 2 e, iuic
M 1= I nin, n2+n3! u# I nuons + —(ban)lz! —B, (5.2.23)
I ning | n,ng nZ+ n3! Au# ’ ’
sendo
/ 2
nqby i, (%+ &n3z+ niby, 0, (%t &N, + niby
B= 91 %+ &ns+ noby nby i, (%+ &ny + nobyd . (5.2.24)
Li, (%+ &+ n3by i, (%+ &ny + n3by N3bs
Determinandodet[M;; ] = 0, obtemos
# X . $ # . $,
4 2 pc 2, HC . 2 b 4 _
n*l 2n? p#c! T(%+ 82! —(ban) + p3c® c#! —(béan) =0. (5.2.25)

Implementando-seb an = bncos., prosseguimos buscando as solus>es pamaque recuperam
os 'ndices de refras<o de um dielZtrico ordintrion. /' c) P# no limite em que os par%.metros
magnetoelZtricos e a condutividade magnZtica s<o nulos, ou séje; & /' Oeb/' 0. Dessa forma,
encontramos

< % & %
2 bcos. ipc bcos.
e = ¢ u#!“z%+&, i% %+ &,

(5.2.26)

As outras duas solus>es da Eq.%.2.29 fornecemn.. /! c) p#no limite de um dielZtrico ordinzrio,
n«o sendo consideradas aqui. Levando em conta a condi*<6.2.5, os 'ndices de refras«o b.2.29
se tornam

< p o

("/0 (SLZ
2
N. = C U#! HZ 2i%# beos.

, HcYs™ Mhcos, (5.2.27)
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que podem ser rescritos separando-se suas partes real e imaginiria, isto Z,

N. = CA+ icA, , pcos™ i;—Cbcos., (5.2.28a)
onde
1= —E ) 0? .
A= )_é If () 1+ % ()2 +sign[f (, )], (5.2.28b)
g e
K = is»ljggnéb] FOF 1+ _zfg( 2! sionf ()], (5.2.28¢)
f(,)= i+ p2oh® | ‘sz;‘j‘@", (5.2.28d)
g= p?%bcos.. (5.2.28¢e)

f importante mencionar as express»>es acima s<o Vvilidas para o caso de condutividade ™hmica

nula, - =0.
Para os casos em que a condutividade ™hmica Z diferente de zero, deve-se impleri#éntar

#+i-/, naEg. (6.2.29. Consequentemente, os 'ndices de refras<o do caso ™hmico s«o dados por:

n. = cA} + icA%¥, ucu™ ig—’cbcos., (5.2.29a)
where
AL=)S FOIE 1+ 2 (2 Sonlf (L (5.2.29b)
A¥= & %}%: WE 1+ ’ zfgf, 2 I signf (, )], (5.2.29¢)
g = p2%bcos. £ p-. (5.2.29d)

5.2.2.1 Modos de propagacéao

Consideremos um sistema de coordenadas em que a propagas<o ocorre ao longo dozgixo-
n =(0,0,n), com que a Eqg. $.2.23 simplibca-se em

/ .
n?! cpu#+ Hbcos. I 2ipuc%h 0
M ]= 9 2ipcYbh n2! u#+ Bphcos. 0 3 , (5.2.30)
I ipch § lipchy g | Cu#
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em que#= #+ i-/, . Podemos agora reescreveb.¢.27 na forma
%

nZ = Cp#t ipc 2i%" bcos.

N . (5.2.31)

Substituindo (5.2.3) na matriz (5.2.30, a equa=«oM; E! = 0 fornece os seguintes campos elZtricos
[vide Apendice H]:

/
1

E, = EoY +i 3 (5.2.32)
Ling (b £ i)/ (, #9

em queE, Z uma amplitude apropriadamente escolhida para bPns de normalizas<o. Para o caso
especial em que o vetob Z paralelo ou anti-paralelo ~ diree<o de propagason, escrevemos
b =(0,0,b;), de forma que a Eq. %.2.39 resulta em

/2
1

E, = EoQ+id, (5.2.33)
0

representando vetores LCP e RCP, respectivamente.

5.2.2.2 Efeitos opticos

Considerando as polarizae>es circulares dos modos de propaga<t2(33, pode-se examinar
a birrefringencia atravZs do poder de rotas<o. Assim, para os ’'ndices de refrasco da Ec.2.29,
obtZm-se

"= u%™ (5.2.34)

cujo comportamento em termos da frequencia Z ilustrado na Fi§.2

Observamos que o poder de rotas<0 apresenta comportamento linear em todo intervalo de
frequencias. AlZm disso, n«o ocorre revers«o de sinal, ou seja, 0 meio N« apresenta revers<o
de quiralidade nesse centrio anistr—pico. Destacamos ainda que o sinal do poder de rotaso Z
estritamente dado pelo sinal do par%.metro magnetoelZtr#éd onde

¥ para %*> 0, o poder de rotas<o Z sempre positivo, indicando rotas<o no sentido hortrio da
polariza«o linear;

¥ para %*< 0, o poder de rotas<o Z negativo, indicando rotasco no sentido anti-hortrio da
polariza«<o linear

Nesse centrio de condutividade ™hmica nula, o coebciente de dicro’'smo relacionado com a
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&

Figura 5.2: Poder de rotas<o da Eqg. 6.2.39. Utilizamos p=1Hm', #=2Fm'! b=11!"'1
s 1, %%=2F s'! (linha vermelha) e%*=1 2 F 1 (linha azul).

Eq. (5.2.29 Z determinado por
WT SR A, (5.2.35)

O comportamento do dicro’smo com a frequencia Z demonstrado na Fig3 a seguir.

#'1

———————
-

———————

I #"l I L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L
" " I"$ "% "8

Figura 5.3: Coebciente de dicro’'smo da Egs.2.35 em termos de,/ (21). As curvas cheias
representam o dicro'smo para&os. = 1, enquanto as linhas tracejadas indicam5(2.35 para
cos. = ! 1. Aqui, utilizamosp=1Hm'Y, #=2Fm'l, b=1!"'1d1 %*=2F s'? (curvas
vermelhas) e¥%*= 1 2 F d 1 (linhas azuis).

o sinal de%*
Considerando agora o caso ™hmieo& 0, o poder de rotae<o, agora associado aos ’'ndices de
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refras<o da Eq. (5.2.29 Z dado por:
*
+ ohmic — ’E)Af LAY 2u98* (5.2.36)

vilido em todo o dom’nio de frequencias. Na Fig5.4 ilustramos o comportamento do poder de
rotae<o da Eq. (5.2.3§ em termos da frequencia.

&

T T T T T T T T T T T T L

Figura 5.4: Poder de rotas<o da Eq. 6.2.39. As curvas s—lidas representam PR patas. = 1,

enquanto as linhas tracejadas indicam5(2.39 para cos. = ! 1. Aqui, utilizamos p=1H m'?%,

#=2Fm'l, b=21'1g1 - =41"1m1 cVé*#:ZFs’1(Iinhasemveymelho)ef’/é‘#: I 2F

s ! (curvas em azul). A linha vertical tracejada Z dada poro/ (21) = 1/ (41" 6) Hz, debnida pela
Eqg. (5.2.39.

f importante destacar que paracos. = 1, conbguraso paralela, o poder de rotas<o apresenta
comportamento n<o linear para, <, o, com, g debnido por

<
1 pb’cos.

0= 5 #FI'—LJW' (5.2.37)

que Z obtido fazendo-se(, ) =0, comf (, ) dado na Eq. 6.2.289. Por outro lado, nesse mesmo
regime de conbguraso paraleladps. = 1), observa-se que, para>, o, 0 poder de rotaso Z
linear com a frequencia.

Para a conbguraso anti-paralela ¢os. = ! 1), o poder de rotaso Z linear com a frequencia.
Dessa forma, nos centrios em que & 0, pode-se distinguir entre os casos de de conbguraso
paralela e anti-paralela por meio do n’vel de linearidade do poder de rotas<o em baixas frequencias.

O coebciente de dicro’smo associado com os 'ndices da B®.29 Z determinado por

a= (AT AR, (5.2.38)

cujo comportamento em termos da frequencia Z representado na Fig5.
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Figura 5.5: Coebciente de dicro’smo da Eg5.@.3§. As curvas s—Ilidas ilustram o dicro’smo para
cos. =1, enquanto as linhas tracejadas representarh..39 paracos. = ! 1. Utilizamosp=1H
mi#=2Fm't,b=21"'1gd1-=41"'"1m1 f*=2Fs¢ l(Iinhasemven;nelho) =12

F s ! (linhas em azul). A linha tracejada vertical Z dada pot o/ (21) = 1/ (41" 6) Hz, debnida
por Eqg. (5.2.37.

No geral, observamos que, no caso isotr—pico da Sé&@d1, o poder de rotaso' sofre uma
invers<«o de sinal. Tal efeito de revers<o somente ocorre quando & 0 e %%< 0. No caso
antissimZtrico da Sece<05.2.2 0 poder de rotas«o n<o inverte sinal para nenhuma frequencia, em
ambos os casos com condutividade ™hmica nula=(0) ou diferente de zero{ &0).

A revers<o do poder de rotaso n«o Z observada em dielZtricos usuais, sendo reportada em
alguns contextos espec’pcos, como plasmad g sistemas de grafen®§]. Essa caracter’stica n<o-
usual que obtivemos na Se«®.2.1pode ser utilizada como ferramenta de distine<o entre centrios
bi-isotr—picos com condutividade magnZtica isotr—pica, dada pa2.6).

Conforme discutimos anteriormente, quando o poder de rotas{oZ positivo, 0 meio Z debnido
como meio de m<o-direita e quandd Z negativo, 0 meio Z dito ser de m<o-esquerda. Assim,
a invers<o do poder de rota«0o, que obtivemos nas see>es anteriores, revela uma revers«o de
quiralidade do meio dielZtrico bi-isotr—pico (coff*< 0) dotado de condutividade magnZtica.
Dessa forma, no caso da Se*®2.1, para, <, * o meio Z de m«o-direita, enquanto para>, *
torna-se um meio de m<o-esquerda.

A n<o ocorrencia de revers«o de poder de rotas«o no cenirio de condutividade antissimZtrica
da Se«05.2.2sugere que anisotropias na condutividade magnZtica de meios bi-isotr—picos podem
prevenir a revers<o de poder de rotas<«o (revers<o de quiralidade) para o regime de propagas<o de
ondas LCP e RCP. Tal caracter’stica introduz uma poss’vel ferramenta de distine<o entre meios
bi-isotr—picos que suportam correntes magnZticas isotr—pica e antissimZtrica.
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5.3 Caso simétrico

Vamos considerar agora um meio bi-isotr—pico descrito por
%] = %Iij s &ij = &lij , (531)
e tambZm dotado de condutividade magnZtica simZtrica dada por

5 - 1 + 5.3.2
-y = 5(@ag + aa), (5.3.2)

onde os vetores ec satisfazem a relas<oa &c = 0. Assim, a equaso 6.2.3 se torna

[

#(,)=#in + (%t &HmnNm + Z_(alcj + g Ci)ﬁnm Nm, (5.3.3)

na qual utilizamosn = k/, . Logo, o tensorM;; , dado por

— 21
Mi =n%5 L oning U g, (5.3.4)
tem a seguinte forma expl'cita:
/ 2
n2! n2! p# I NN, I ning 0 (ng !'(n,
[Mij]:9 I nony n2! n3! p# I nyng 2+9!(n3 0 (nli
I ngny I ngn, n2! n3! p# (n, !'(ny O
i(nz(agca+aics)! nz(azci+aicy)) i(2aicing! ni(asci+aics)) i(ni(azci+aicp)! 2aiciny)
_ 2& _ 2& . 2&
| H9 i(n2(ascz+apcs)! 2axcang) i(nz(azca+a1c2)! ni(asce+ azcs)) i(2a2c2n1! np(azci+aicp)) 2
: . 2& . 2& _ 2& '
i(2agc3na! n3(ascx+ axcs)) i(nz(asci+aics)! 2ascsng) i(ni(agca+azcz)! nz(asci+ aics))
2& 2& 2&
(5.3.5)

com( = %+ & Calculandodet[M; ] = 0, obtZm-se (depois de algumas simplibcas>es)

2 2( -
(n?! p#?+ (Pp?n? + % [n&@$ o)+ M0 n(aéc)! (aén)(can) =0, (5.3.6)
gue se simplibPca em
2 2
(n?! pH2+ (Pp2n?+ %[n aas$ c)’! iﬁ(a an)(can) =0, (5.3.7)

poisaac =0.
Para determinarmos os 'ndices de refras0, escrevemos

(a$c)an=|a$ cncos), aan = ancos),, CAan = cncos)., (5.3.8)
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de forma que a Eq. %.3.7 se torna

% S&
n*l 2n? p#! 5 * u# =0, (5.3.9)
com
_ a0 W 2 pA(
S=p(+ ﬁ|a$ cl?cog) ! i=—accos) ,cos) .. (5.3.10)
Resolvendo a EqQ.%.3.9 para n, obtemos
n2 = u#! Sy i) §1 P! S (5.3.11)
= 2 4
Podemos ainda obter a Eq.5.3.11) reescrevendo a Eq.5.3.9 como
(n?! p#H%+ Sn?=0, (5.3.12)
que leva a
(n?! wH?=13Sn? (5.3.13)
n?! p#= +i’ Sn, (5.3.14)
, )=
n“, i Sn! p#=0, (5.3.15)
cujas solus>es s<0
) = _
N S 17T —
n; = i|71 é ! SZ+4H#, (5316)
, ) —
S S
=+ I —+ j—
n; ! ke i > (5.3.17)

A seguir, iremos considerar as solus>es que recuperam o 'ndice de refras<o de um dielZtrico usual
n. /' 7 p#Eno limite em que o par%.metro magnetoelZtrico tende a zefo; ( 0), e condutividade
magnZtica nula, tal como adotamos na Ref9f]. Portanto, os 'ndices de refras<o para 0 meio
bi-isotr—pico dotado de condutividade magnZtica simZtrica s<o dados por

S
7.

n. = u#!

INN?))

+ | (5.3.18)

Note que o quadrado dessa celtima express<o recupera o resultado da £§.11).

In the next section, we will determine the polarization vectors of the propagating modes and
the optical elects.
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5.3.1 Modos de propagacao

Para determinarmos as polarizas>es associadas aos modos de propagas<o, vamos considerar
dois casos particulares acerca das conbguras>es entre 0s vetargse n.

5.3.1.1 Caso particular 1

Escolhendo um sistema de coordenadas onde
n=(0,0,n), a=(a;,0a), c=(c,0,Ca), (5.3.19)
temos
a$c=(0,asc;! a;¢3,0), (5.3.20)

ena(a$ c) = 0. Assim, somente as componentes exe z de a e ¢ contribuem na equas<o de
dipsers<o dakEq. 6.3.7). Implementando aEq. 6.3.19 na Eq. (5.3.7), obtemos

n2! w#= in Sy, (5.3.21)
com

2
s = 1221 i a,. (5.3.22)

Para a conbgura+o dada na Eq.%.3.19, a matriz M;; escreve-se

2
n?!l u# I n(u( +ikaic;) O
Mi1= 9 n n21 03, (5.3.23)
0 liggn(agc, + ayCs) ! u#

Implementando agora a Eq.%.3.2) na Eq. (5.3.23, a equaso M;; E! =0 fornece

/

E., = Ej‘? +jH 1 (5.3.24)

+ gl s-(g0y + AuCe)N.

que descreve vetores de polarizas<o gerais compostos por polariza««o el'ptica no setor transversal
e uma componente longitudinal.
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Fazendo-se a escolha particulaiz = 0, a Eq. (5.3.29 simplibca-se em

/ 2
1

E. = 559 1, (5.3.25)

S+

H J—

+2

Ny

n|®

&_

cujo setor transversal Z representado por vetores LCP e RCP, respectivamente. f importante
apontar que devido aaéc = a;c, + a;C; = 0, a escolha especial = 0 tambZm exige que se escolha
a; = 0 para que se tenha vetores n<o-nulos and ¢ que satisfasama éc = 0 e que fornesam modos
de propagas«o com setores transversais dados por ondas LCP e RCP.

5.3.1.2 Caso particular 2

Escolhendo agora um sistema de coordenadas onde
n=(0,0,n), a=(ag,0, as), c=(0,c,0), (5.3.26)
temos
a$ c=(! azc,0 ac). (5.3.27)
Nesse caso, observa-se gleb c) possui componentes longitudinal e transversal relativas ~ dires<o
de propagas«o.
A partir da equa<<o de dispers<o dada na Eg. %.3.7), encontramos, nesse caso,
n?l p#= in Sz, (5.3.28)
com
S, = pA(%+ —alé (5.3.29)

Logo, para o sistema dado na Eq5(3.26, a matriz M; Z representada por

2
nZ! p#+ itacn ! u(n
[Mij]=9 u(n n2l p#! ifacon 0 2 (5.3.30)
| 77 83C2N 0 | p#

Implementando agora a Eq.%.3.2§ na Eq. (5.3.30, a equaso M; E! =0 fornece
/ 2

*
E., = Exgiﬁ)) S+ Lac ﬁ : (5.3.31)
Sr-a3CoN.
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Escolhendo-s&; = 0, obtemos a partir da Eq. 6.3.27: a$ ¢ = (! asc,, 0,0), que Z perpendi-
cular ~ diree<o de propagas«0. Logo, os vetores de polarizas<o da Eq.53.3) se tornam

/ 2
1
E.=E9 =+ 2, (5.3.32)
S a3CoN.

nos quais 0s setores transversais s<o representados por vetores LCP e RCP, respectivamente. Note
que escolhendo-sa; = 0 em vez dea;, = 0, obtemosa $ ¢ = (0,0,a,C,), 0 qual Z longitudinal ~
dires<o de propagas«o. AlZm disso, a partir da Eq. §.3.37), temos, nesse caso:

/ 2
*

E, = Exgi#)) S, + 2z 1C2 ﬁ , (5.3.33)
0

gue representam vetores elipticamente polarizados.

5.3.2 [Efeitos Opticos

Considerando o Ocaso particular 10, temos a partir da Eg3.2))

ne = ! % + L5 (5.3.34)
Lembrando que( = %+ & e utilizando Eq.(30) of Ref. §5], obtemos
( =2i%" (5.3.35)

Usando agora a Eq.%.3.39 na Eq. (5.3.39, Pnalmente determinamos (para o caso particular 1):

20/ ’ 20/
N. = U#+ P92 ! %

azCz+ 2062 | asCs. (5.3.36)

Nesse caso, as polarizas>es, E¢p.8.29, n«w s«o0 dadas por vetores LCP e RCP. Logo, a
birrefringencia Z avaliada em termos da diferenea de fase,

= 22—1|(n+ ' n ). (5.3.37)

0

Observe que, para@4*> 0, o segundo termo da Eq.%.3.39 se torna nulo na frequencia, , dada
por

_ a3C3

0= o (5.3.38)

Essa frequencia caracter’stica somente ocorre em meios bi-isotr—picos dotados de condutividade
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simZtrica.
Para os 'ndices de refras<o daEq..3.39, a diferena de fase Z ilustrada na Figb.6 abaixo:

L L L 1 L L L L 1 L L L L L L L L
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

— ()

Figura 5.6: Diferenea de fase para os 'ndices da E.8.379). Aqui, utilizamos p =1, #= 2,
az = ¢z = 0.5, %*= 2 (linhas em vermelho) e4%= 1 2 (curvas em azul). A linha tracejada vertical
ocorre na frequencia, o da Eq. (5.3.39 .

Destacamos ainda que escolhendoge= 0 para se obter ondas LCP e RCP no setor transversal
dos modos propagantes, veja a Eq53.29, os 'ndices de refras<o da Eq. %.3.39 simplibcam-se
em

Niloco = P+ 2062 + + |91, (5.3.39)

Consequentemente, o efeito de birrefringencia se torna constante nesse cdso: H|%T, sem a
presenea da frequencia de corte .
Para o Ocaso particular 20, podemos obter a partir da E3(29

' 2 ' 2
Ne = U+ p2og2! %,23@(3’—“ H2042 | %’zafcé, (5.3.40)

onde utilizamos( = 2i%" Nesse caso, a frequencia de cort€’ Z dada por

a2
, B = ﬁ%, (5.3.41)

a qual representa uma frequencia caracter’stica onde n<o ocorre birrefringencia.

Uma vez que 0s modos propagantes n<«o s<0 representados por polarizas>es circulares, veja a
Eqg. (5.3.3)), podemos avaliar a birrefringencia em termos da diferenea de fase da E§.3.37, con-
siderando os 'ndices da Eq5(3.40. llustramos o efeito de birrefringencia em termos da frequencia
na Fig. 5.7.

Como antes, destacamos que escolhendoages 0 para se obter ondas LCP e RCP nos setores
transversais dos modos propagantes, veja a E§.3.39, os 'ndices de refras<o da Eq. %.3.4)
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)

$F

-

e | ‘!"!# o ‘!"!$ o ‘!"!%‘ | ‘!"!&‘ | ‘!"'!

Figura 5.7: Diferenea de fase para os 'ndices da Ec.8.39. Aqui, utilizamos p =1, #= 2,
a3 = c3=0.5e|%t=2. A linha vertical tracejada ocorre na frequencia, “da Eq. (5.3.4] .

simplipcam-se em
Nilagco = W+ 2962 + + p|%T, (5.3.42)

Dessa forma, o efeito de birrefringencia tambZm se torna constan@:* p|%7, sem ocorrencia de
frequencia de corte, *
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Uma das bases fundamentais do Modelo Padr«o Z a simetria de Lorentz, que estabelece equi-
valencia entre todos os referenciais inerciais e a inexistencia de dires>es privilegiadas no espa-o.
Todavia a violas<o da simetria de Lorentz (VL) tem sido objeto de estudo nas celtimas dZcadas,

e virios modelos sugerem que tal simetria possa ser quebrada espontaneamente num contexto de
altas energias. Devido a essa possibilidade de violas<o, Colladay e Kosteleck# elaboraram o Mo-
delo Padr«o Estentido, que Z uma teoria efetiva capaz de descrever todos os efeitos advindos da
violae<o espont%onea da simetria de Lorentz.

Inicialmente alguns aspectos do modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw em vicuo e sua apli-
cabilidade de tal modelo em sistemas quirais s<0 brevemente discutidos. Este celtimo ponto de
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discuss<o motivou em parte a realiza*«o dos trabalhos desenvolvidos nesta tese. Ainda neste ca-
p'tuclo, ser<o abordadas duas extens>es da eletrodin%.mica em meios materiais que incorporam
termos CP T-'mpares de dimens>es 3 e 5. As consequencias desse centrio para a propagaso de
ondas eletromagnZticas ser<o discutidas. Os resultados desse estudo geraram uma publicas<o no
Physical Review D:

¥ P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, El!ects of CPT-odd
terms of dimensions three and bve on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D104, 116023 (2021)

6.1 Simetria de Lorentz

Simetrias s<o propriedades de sistemas f'sicos que n<0o mudam sob certas transformas>es. Por
exemplo, o comprimento de um vetor no plano n<«o muda sob uma rotaeo. A identibcaso de
simetrias na Natureza Z de import%oncia na F'sica, pois levam a certas quantidades f'sicas (como
momento, energia, etc.) que s<o conservadas, atravZs do teorema de Noéther

Por muito tempo, a simetria de Galileu (transformas>es de Galileu), que deixavam a mec%eo-
nica newtoniana invariante, foi tomada como sendo exata. PorZm, com o advento da teoria de
Maxwell, constatou-se que esse conjunto de simetrias n<o funcionava para as leis do eletromag-
netismo. Como as equas>es de Maxwell eram leis f'sicas consistentes com todos 0s experimentos,
acreditava-se que deveriam ser invariantes por tais transformae>es (ou algum outro conjunto de
transformae>es). Com o advento da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), veribcou-se que o
conjunto de transformas>es que mantinha a invari%o.ncia no eletromagnetismo de Maxwell eram as
transformae>es de Lorentz P4).

Ao lanear a TRR, Einstein utilizou dois postulados bisicos, a saber: as leis da f'sica s« as
mesmas para todos os referenciais inerciais e a velocidade da luz no vicuo Z a mesma para todos
os referenciais inerciais. Estabelecia-se assim que todos os referenciais inerciais eram equivalentes,
ou seja, n«o havia referenciais privilegiados na natureza. Sendo as transformae>es de Lorentz
responsiveis por relacionar as grandezas observadas em diferentes referenciais inerciais atravZs de
mudaneas de coordenadas (mudanea no sistema de referencia escolhido para descrever o sistema),
estabelecendo a simetria de Lorentz.

Atualmente, simetria de Lorentz tem se mantido como exata. Entretanto, trabalhos que surgi-
ram por volta dos anos 1990, buscando teorias qu%onticas para a gravitas<o, no contexto das teorias
de cordas, sugeriram que a simetria de Lorentz pode ser espontaneamente violada em altas esca-
las de energid A possibilidade de quebra ou violas<o da simetria de Lorentz implica numa n<o

10 teorema de Noether, desenvolvido em 1918 por Emmy Noether (1882-1935), estabelece que simetrias continuas
num sistema levam a cargas conservadas, isto é, se um sistema é invariante sob transformagoes continuas, uma
quantidade fisica relacionada é conservada. Por exemplo, simetria sob translagoes levam a conservagao de momento
linear.

2Em 1989, Kostelecky e Samuel ja reportavam a possibilidade de violagdo de Lorentz [131].

3A simetria CPT, fundamental do Modelo Padrao, também poderia ser violada nessa escala de energia.
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equivalencia f'sica entre dois referencias inerciais, isto Z, as transformas>es de Lorentz aplicadas
num referencial n<o descreveriam mais o0 mesmo centrio f'sico que descrevem em outro referencial.
Geralmente esse tipo de efeito ocorre quando existem os chamados campos de fundo kxas (
ground fields), gerados como valores esperados no vicuo, permeando todo o espaco. Dessa forma,
as transformae>es de Lorentz podem ser classibcadas em dois tipggs 129: as transformas>es
de observador (nas quais se realizam transformae>es no sistema de coordenadas, n<o se alterando
0S pontos do espaso-tempo ou grandezas relacionadas a um evento, como 0 vetor posie<o de uma
part’cula) e as transformas>es de part’cula (nas quais se mantZm o sistema de coordenadas Pxo,
transformando-se os pontos do espaso-tempo e grandezas relacionadas “s part'cul@#smudanea
de coordenadas n<«o deve alterar os resultados de medidas de grandezas num sistema, isto Z, 0s
resultados (medis>es de alguma grandeza) n<o podem depender da escolha de eixos coordenados
usados para descrever o sistema. Assim, a simetria de Lorentz n«o Z violada no referencial onde
se realizam transforamae>es de observador (mudanea de coordenadas). Entretanto, as transfor-
mae>es no referencial das part'culas quebram essa invari%oncia, pois os campos de fundo s<o bxos
e n«o se transformam como vetores ou tensores genu’nos neste referencial.

Levando em considera«o a possibilidade de viola«<o da simetria de Lorentz, Kosteleck# e
Colladay [38,13( desenvolveram o Modelo Padr«o Estendido.

6.2 A eletrodinamica de Maxwell-Field-Jackiw

O modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw (MCFJ) foi inicialmente proposto em 1990.41]
explorando uma extens<o da eletrodin%.mica de Maxwell que mantZm a invari%.ncia de calibre
(ou gauge) e que viola a simetria de Lorentz. Tal modelo incorpora um termo (VL) e CPT-
'mpar, parametrizado por um campo de fund¥* = (V° V) "~ densidade de Lagrangiana usual de
Maxwell, da seguinte forma

1 1 1 n. 1
LMCFJ =1 ZFH FH! ! ZV A###H- FH! ! AHJH. (621)
Aplicando-se as equas>es de Euler-Lagrange 6.1), obtZm-se as equas>es de MCFJ:
n l,l' —_ [ 1 #l!"#
WFH =00 SV Ry (6.2.2a)

gue nos fornece

#4aE=1+V aB, #$ B! “"E=J+VWB! VS$E. (6.2.2b)

4A ref. [128] apresenta um exemplo descrevendo um sistema constituido por um elétron e um campo elétrico de
fundo: aplicando transformagoes de observador, rotacionando-se os eixos coordenados, por exemplo, o vetor posi¢ao
do elétron continua perpendicular em relagao ao campo elétrico de fundo; aplicando-se transformagoes de particula,
ou seja, rotacionando-se o vetor posicao do elétron, verifica-se que sua direcao nao é mais perpendicular ao campo
de fundo.
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A relas<o de dispers<o obtida para essa eletrodin%emica Z da forma
p*+ p?V2! (pav)?=o0, (6.2.3)

com o 4-vetor momentg* = (,, k) (no vicuo).

Uma das consequencias da VL nesse modelo Z o surgimento de atividade —ptica para o vicuo
(birrefringencia), levando a rotaso de ondas eletromagnZticas linearmente polarizadas que viajam
pelo mesmo. Utilizando dados astrof'sicos da polariza«e<o da radias<o emitida por galfxias distan-
tes, S. M. Carroll, G. B. Field e R. Jackiw encontraram um limite superior para a magnitude do
campo de fundo, sendo da ordem d&4]]

Vo!| V|cos.|< 1.7$ 10 eV, (6.2.4)

onde. Z o %ongulo entré ek.

A teoria MCFJ tambZm tem sido objeto de investigas>es em diversos %ombitos nas celtimas
dZcadas. Por exemplo, na antlise dos aspectos de consistencia (estabilidade, causalidade, unitari-
edade) 147, em acoplamentos com o campo de Higdstd, em solue>es estacionfrias do modelo
MCFJ-Proca [149, e tambZm nas contribuis>es do termo CFJ " anisotropia da radias<o c—smica
de fundo [L46. Mais recentemente, um estudo sobre o comportamento eletromagnZtico de sistemas
quirais foi publicado na Ref. $3]. Nesse artigo, a descrie<o eletrodin%.mica do sistema Z realizada
por meio das equas>es de MCFJ que advem da Eq6(2.1). As componentes do campo de fundo
foram associadas a fen™menos que violam as simeRi&sT, como o efeito magnZtico quiral (pa-
rametrizado pela componente temporal do campo de fundo), o efeito Hall an™malo e a geraso
an™mala de carga (ambos conectados com a parte espacial do campo de fundo) . Outros aspectos
interessantes, como efeitos de birrefringencia e campos eletromagnZticos gerados por carga pontual
e densidade de corrente estftica, tambZm s<o discutidos na Réf]|

f importante mencionar que a Ref. 33] foi uma forte motivas«o para a realizas<o das inves-
tigae>es, a n'vel clissico, da eletrodin%emica em meios materiais, tendo em vista que a Ré&f. [
baseou-se no modelo MCFJ em vicuo. Como resultado das nossas investigas>es, dois artigos, jt
citados nesse trabalho, publicados nBhysical Review D comp>em 0s cap’tulos 3 e 4 desta tese.

Na see<0 6.4, aborda-se uma extens<«o do modelo MCFJ para meios materiais, caracterizados
por relas>es contitutivas diferentes daquelas utilizadas para o vicuo. Aspectos relacionados ~
propagas<o de ondas eletromagnZticas e propriedades —pticas do meio nesse centrio s<o discutidos.
Na se<0 6.5, efetua-se uma extens<o no termo tipo CFJ que incorpora derivadas superiores ao
modelo, com base no Modelo Padr«o Estendido n<o m’nimo.
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6.3 Modelo Padrao Estendido

No Modelo Padr<«o Estendido, s<0 incorporados todos os termos (escalares) que causam viola-
««0 de Lorentz® aos virios setores do Modelo Padr<o. Os termos que violam a simetria de Lorentz
apresentam quantidades tensoriais que s<o interpretados como campos de fundo Hxmpse per-
meiam todo o espa+o. Quando a simetria de Lorentz Z quebrada, esses par%ometros de violaso de
Lorentz assumem valores n<0-nulos no vicuo (estado de menor energia do modelo), debnindo certas
dires>es no espaco-tempo (anisotropias), o que conduz a referenciais privilegiados, pois algumas
propriedades f'sicas podem depender das dires>es desses par¥%o.metros.

O Modelo Padr<o Estendido Z descrito pelas seguintes densidades lagrangeanas:

Lmpe = Lmp + Ler + "Lov, (6.3.1)

ondeLyp Z a densidade lagrangeana que descreve o Modelo Padt«gg, descreve a interas<o
gravitacional e' Ly representa todos os termos que violam a simetria de Lorentz (sendo alguns
CPT-pares, outros CPT-'mpares).

Os termos violadores de Lorentz presentes na Eq.§.3.1), podem ser classipcados quanto ao
seu comportamento sob as transformae>es CPT, sendo chamados de CPT-pares quando n<o violam
a simetria CPT e CPT-'mpares s<0 quando o fazem. A simetria CPT consiste na invari%oncia de
um sistema f’sico perante as transformas>es de conjugas<o de carga, paridade e revers<o temporal.

A conex<o entre violas<o das simetrias CPT e Lorentz Z feita via o teorema de Greenbef@],
gque estabelece que violas<o da simetria CPT implica na violas<o da simetria de Lorentz.

Em muitas situae>es, teorias de violas<o de Lorentz s<0 estudadas, investigando-se os efeitos
gue esses termos de violas<o causam nos sistemas f'sicos usuais. Alguns dos principais efeitos em
sistemas fot™nicos ou fermi™nicos podem ser estudados atravZs da deformas<o das relas>es de dis-
pers<o, que relacionam energia e momento de forma n<o usual. Relas>es de dispers<o modibcadas
podem viabilizar processos proibidos no Modelo Padr«o usual, tal como o efeito Cherenkov no
vicuo e decaimentos em pares part’culaDantipart'cula, alZm de implicar na alteras<o do threshold
energy de alguns processos, aumentando ou diminuindo o limite de energia m’nifr&[

Nos celtimos anos, extens»>es do (MPE) foram propostas e incluem termos com altas derivadas
com dimen>es de massa (em unidades naturais) maiores do que quafrddlL3q. Investigas>es
acerca de aspectos cltssicos relacionados ~ eletrodin%.mica (no vicuo) modibcada por termos CPT-
'mpar de dimens<o cinco e por termos CPT-par de dimens<«o seis podem ser encontradas na
literatura [42,473.

Sendo assim, o (MPE) apresenta a sua vers<o m’nima (MPE-m), com termos atZ dimeris<o
qguatro, e a vers<o n<o-m’nima (MPE-nm), com termos de dimens<o maiores do que quatro.

5 Através de contragdes tensoriais entre os campos do Modelo Padrio e os parametros de violacio de Lorentz [48].

6 As fontes desses campos de fundo sdo inacessiveis.

"Na literatura, é comum substituir as expressdes “violacdo da simetria de Lorentz” e “termos violadores da
simetria de Lorentz” por “violagdo de Lorentz” e “termo(s) violador(es) de Lorentz”.

8Essa dimensionalidade, em unidades naturais, refere-se 4 dimensdo de massa do operador de campo, que é
acoplado com os tensores que parametrizam a (VL).
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6.3.1 Setor de féotons do Modelo Padrao Estendido
O setor de f—tons ou setor de gauge do (MPEm) Z descrito pela seguinte densidade de Lagrange

1 1 1
L=17Fu FH I 7 (ke F& FH + 5 (kar Yt AFH L JHA, (6.3.2)

em que# Z 0 s’'mbolo de Levi-Cevita quadridimensional, W Z o tensor eletromagnZtico usual.
Os elementogke s, € (Kar )® representam os par¥%.metros de violas<o de Lorentz, onde o primeiro
Z CPT-par e adimensional, enquanto o segundo Z CPT-'mpar com dimens<o de massa igual a 1.
A contribuis<o CPT-"mpar tambZm Z conhecida como termo de Carroll-Field-Jackiw (CJF), pois
foi reportada num trabalho anterior [L37] ao desenvolvimento do (MPE).

O setor eletromagnZtico do (MPE-nm) Z descrito por uma densidade de Lagrange similar ~ da
Eq. (6.3.2, ou seja,

1

| 1., .. 1
L= ZFul FE o+ E#w' A (Rar )sFu !

Fs (Re)®H Fu ! AR, (6.3.3)
Os termos CPT-'mpares e CPT-pares(Rar )s e (Rar )®H | respectivamente, s« os anflogos de
(Kar )s € (ke)®* do (MPE-m). Entretanto, essas quantidades envolvem coebcientes n<«o-m’nimos

contra’dos com derivadas adicionais na seguinte forma de sZrie inbnita:

(k,(AdF) )$ @, 100 e (d! 3) ! (6.3.4&)
d odd

(kl(:d))ﬂi.u!" @y, (6.3.4b)

1 ! (d! 4) ?

(Rar )s

(QF )$'“!

d even

onded Z a dimens<o de massa do operador de campo com o qual o coebciente estt contra’do. Os
coebcientegk'®)s @2 e (kW)$H" 1" @ o que controlam a VL, tem dimens<o de massa igual

a (4! d). Por exemplo, na Se«06.5 estuda-se o termo CPT-'mpar de dimens<« 5. Nesse caso,
tem-sed =5 e a Eq. 6.3.3 apresenta seguinte termo

1 " 1 .
L5 S A (Rar)sFu = 8% AL(KR)s" 2", " Fu (6.3.5)

na qual se utilizou a debnieo dada na Eq.6.3.49 comd =5 para se obter(Rar )s. Observe que
o fator A "..",Fu, que est} contra’do con(k$) )s ! 2, tem dimens<«o de massa igual a 5.

Motivae>es adicionais para o objeto de estudo desde cap’'tulo advem das conex>es entre VL
e propriedades de sistemas da matZria condensada. Por exemplo, como indicado na Ff.as
equas>es de Maxwell no vicuo modibcadas pelo termo CFJ s<o utilizadas para descrever o efeito
mangZtico quiral, efeito Hall an™malo e a geras<o an™mala de carga em sistemas de fZrmions quirais.
AlZm disso, a eletrodin%omica modibcada por termos tipo CFJ tambZm tem papel importante no
estudo de simemetais de Weyl. A descrie<o desse tipo de material pode ser realizada no contexto
de teoria de campos efetivo, atravZs setor de fZrmions do MPE acoplado com o campo de gauge
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AW [138D140.
Uma vez que este cap’tulo se restringe a discutir as contribuie>es oriundas do termo CPT-
'mpar, os termos CPT-pares (dos modelos m’nimo e n<o m’nimo) ser<o considerados iguais a zero,

(ke)sw =0ce (QF)$_p! =0.

6.4 Efeitos do termo CP T-impar de dimensao 3 na eletrodi-

namica de meios materiais

Para se investigar as poss’veis contribuie>es do termo de violas<o de Lorentz CPT-'mpar de
dimens<o 3 na propagas<o eletromagnZtica em meios materiais, escreve-se uma densidade de La-
grange da forma

L= %G“’ Fu ! %#*-“! VeA Fu ! ALY, (6.4.1)
onde se implementou o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) B proporcional(&ar )*#,. A FH
presente na Eg. 6.3.2 D na densidade de Lagrange do eletromagnetisheon meios materiais [vide
a Se«02.2]. Note ainda que(kar )® foi reescrito em termos de/® = (g, V), por simplicidade
na nota«o. Utilizando as equases de Euler-Lagrange na Eq6(4.1), obtZm-sé® as seguintes

equas>es de Maxwell (n<o-homogeneas) modibcadas pelo campo de fund® ou seja,
5 1
"o37SH SH VR = 9%, (6.4.2)

A partir da qual, as leis de Gauss e Ampere modibcadas podem ser facilmente obtidas, resultando,
respectivamente, em

#4D! V &B = |, (6.4.3a)
#$ H! "D! \,B+V $ E=J, (6.4.3b)

em queV, eV s«o as partes temporal e espacial d¢®, respectivamente.

Para se estudar o comportamento do modelo descrito pela E§.4.1) sob as transformas>esC
(conjugas<o de carga),P (paridade) eT (revers<o temporal), Z importante lembrar que o termo
(CFJ) Z CPT-mpar e que a parte livre (sem fontes) da Eq.6(4.1) pode ser reescrita como

1 1t 1
L5 E(E aD) + > VO(A aB)! A°(V aB)+ V 4A $ E) . (6.4.4)

Assim, observa-se que as partes envolvendps<o P-'mpar e T-par, enquanto os termos contendo
V s<«0 P-par eT-"mpar, de acordo com a Tabel&. Assim esses termos s<0 responsiveis por induzir

% Adicionando-se o termo (CFJ) na densidade de Lagrange de Maxwell usual (para o vacuo), L = ! (1/ 4)F, F* |
obtém-se a conhecida eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ).
0Vide Apéndice 1.
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uma atividade —ptica do meio, na forma de birrefringencia ou absore<o (dicro’smo).

Tabela 2: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.4.)sob C, Pe T.

E B A, A Vo(AaB) AoVaB) VA&ASE)

C ! ! ! ! + + +
P ! + + ! ! + +
T + | ] + ! !

Outro aspecto interessante da eletrodin%o.mica de (MCFJ) consiste no teigB, que pode ser
utilizado para representar a densidade de corrente associado ao (CME),

e

272 (W) B %4 B, (6.4.5)

Jeme =

sendoe a carga elementar, enquant®y = pgr ! . Z conhecido como potencial qu’mico quiral,
designando a diferenea entre a densidade do noemero de fZrmions de m<o-direita e m<o-esquerda
do sistema. Na Eq. 6.4.5, 4 representa a condutividade magnZtica isotr—pica e tem um papel
equivalente ©~ componente time-likeVy da Eq. (6.4.3H, como apontado pela Ref.d3.

Para se investigar as propriedades de propagas<o relacionadas ~ eletrodin%emica modibcada,
descrita pela Eq. 6.4.3, serf considerado a classe de meios cont’nuos cujas relas>es constitutivas
s«0 dadas por

. . 1.
D = #E, H'= ﬁB', (6.4.6)

em que#e P s« as constantes de permissividade elZtrica e permeabilidade magnZtica do meio.
Note que a escolha feita na Eq.6(4.6 implica que os par%metros constitutivos gerais debnidos via
o0 tensor constitutivo $*# [vide a Se«02.2] foram escolhidos de forma que

o=y, (WD =0y, % =& =0. (6.4.7)

Note que, em relaso a esses par%ometros constitutivos, 0 meio Z considerado isotr—pico. Dessa
forma, quaisquer efeitos de anisotropia ser<o originados devido ao campo de fundo

Para seguir o procedimento discutido na Se«@.3 e, ent<o, obter-se a equas<«o de dispsers«o,
implementam-se as relas>es dadas na Eq6.4.6 e tambZmJ = - E, onde- Z a condutividade
™hmica, na Eq.6.4.30. Por conseguinte, obtZm-se

k' i ¢ kj L Zuﬁj . El = 0, (648)
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onde se debniu
: ( i
& % #+i— 'y ! — thaj (kaVo! \Va), (6.4.9)
como o tensor de permissividade elZtrico efetivo. O segundo termo do lado direito da Ba.(10,
#aj KaVp viola a simetriaP, enquanto o terceiro termo,V ,, quebra a simetria de revers<o temporal
T. Ambos s<o responstveis pela atividade —ptica do meio, que se manifesta via birefringencia.

Utilizando agorak = , n, pode-se reescrever a Eg6.4.9 na forma

M; E! =0, (6.4.10a)
sendo
Mi =n?y ! ninj ! pd (6.4.10b)
com
B i
#ho= #+i— ! —#Hy (NaVo! Va). (6.4.10c)

As solus>es n<o-triviais para 0 campo elZtrico s<o obtidas exigindo-se que o determinante da matriz
[M;ji ] seja nulo,det[M;; ] = 0. Isso forncert as relas>es de dispers<«o que descrevem a propagas<o
das ondas eletromangZticas no meio. A matrjkl; ] Z explicitamente dada por

u

Mjl1=M +i=V, (6.4.11a)
na qual
/ , 2
+ ! i (1 ni nin, nNiNns
M= n?l p #+i— 13! 9n1n2 ns nzngi, (6.4.11b)

NiNs nzgg n3
0 va3! Vons Vono! Vs,
V= 9 Vons! V3 0 Vil Voni 4, (6411C)
Vol Vogn, Voni! 'V 0

/

com a matrix identidade 13 de ordem (3 $ 3). Calculando det[M;] = O, obtZm-se a seguinte
equae<o de dispers<o

M N

#n?! pH?! ﬂz u#-V02n2+ V21 2Vp(ndav) ! V2n2+(nav)® =0, (6.4.12a)

com

Bz #+i—, (6.4.12b)
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Para o vicuo,u = #=1 e- =0, a Eq. (6.4.123 resulta’’ na conhecida equaso de dispers<«o
do modelo de MCFJ:

p*+ p?V2! (pav)>=0, (6.4.13)

comp* =(,, k) eVH=(VOV), como se esperava.
f poss’vel reescrever a equas<o de dispers<o dada na E§.4.123 numa estrutura anfloga ~
da Eq. (6.4.13. Para isso, debPnem-se o0s seguintes quadrivetores

0/0) K & % v &
g % #,,)—H , W% )HVO,)—# : (6.4.14)

Assim, a Eq. 6.4.123 Z reescrita como

)pé‘@’ ?=0. (6.4.15)

g+ p"¢% !
Nas Egs. 6.4.19 e (6.4.13, as contras>es tensoriais s<«o efetuadas considerando-se a mZtrica de
Minkowski 3, = diag(+1,! 1,! 1,! 1). Alternativamente, pode-se introduzir uma uma mZtrica
efetiva debnida por

v 1 1 1&
3, %diag #!' —,! —,! — 6.4.16
! g TERTIAT ( )
0 que permite reescrevét a Eq. (6.4.19 na forma
+ )
(pé&ép)2+% (pa3ap) (V a3av)! (pazav)? =0. (6.4.17)

Dessa forma, pode-se interpretar a Eq6(4.19 como a equa«o de dispers<o para um modelo
MCFJ generalizado em meios. O quadri-vetog' representa um quadri-momento efetivo que
satisfaz uma equas<o de dispers<«o antloga ~ do vicuo quando o campo de fundo Z substitu'do
por ¥*. A possibilidade de reescrever a equa«o de dispers<o em termos da mZtrica efetiva,
dada na Eq. 6.4.19, e do quadri-momento usualp* Z uma forma diferente de se compreender
esse resultado. Noutras palavras, a presenea do meio, descrito pelos parkonmigtiose -, leva
a ondas eletromagnZticas que obedecem uma equaso de dispers<o similar ~ do caso de ondas
eletromagnZticas progagando-se no vicuo, mas com a mZtrica de Minkowski substitu’da por uma
mZtrica efetiva.

Para se investigar mais propriedades dessa eletrodin%.mica modipcada num meio dilZtrico, ser<o
discutidos, a seguir, dois cenirios: (i) campo de fundo puramente timelike e (ii) spacelike. TambZm
sert adotado um substrato dielZtrico com condutividade ™hmica nuld, O.

11Vide Apéndice J.
12yide Apéndice K.
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6.4.1 Cenéario puramente timelike

Neste centrio, considera-se o campo de fundo descrito Wér= (V°,0). Assim, a Eq. 6.4.123
se reduz a

(n?1 p#H?! %nz =0, (6.4.18)
a qual fornece dois 'ndices de refras<o distintos:
nZ = u#+ MZZVSZ + u_Vo Lt + “42—\/202 (6.4.19a)
ou equivalentemente
n. = | Ut + H:—VZOZi uz_Vo (6.4.19b)

Esse resultado estt de acordo com o 'ndice de refras<o dado na E$j2(19 para o caso de
meio dotado com condutividade magnZtica isotr—pica. Essa Z uma correspondencia esperada, uma
vez que oV, atua como uma parametrizas<o da condutividade magnZtica. Note que os ’'ndices
de refrase<0 n. S<0 reais positivos, 0 que permite que ambos 0s modos se propaguem em qualquer
frequencia. Assim, comportamento de atenuas<o/absors«o n«o Z observado neste cenirio timelike.

AlZm disso, no limite de altas frequencias, a Eq6(4.198 fornecen. /' ’ [# recuperando o
'ndice de refras<o de um meio com permissividade elZtrigae permeabilidade magnZtica, tal
como Z descrito na eletrodin%.mica de Maxwell. Esse comportamento Z ilustrado na Bifj.a
seguir, a qual mostra os 'ndices de refras«d®(4.195 em termos do par%.metro adimension#&/ o
para alguns valores dgi1 e # O modo associado a. exibe dispers<o an™mala, codm./d, < O,
enquanton, Z caracterizado por dispers<o normal.
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ol

Figura 6.1: éndices de refrasa. (, ) da Eq. (6.4.19) em termos da grandeza adimensionaV .
As linhas azuis (decrescentes) representam , enquanto as vermelhas (crescentes) mostram .
Para as linhas s—lidas (linhas cheiap)= 1 e#= 2; para as linhas tracejadasyl = 1 e #= 3; para
as linhas ponto-tracejadasp =2 e #= 2.

Para se examinar o estado de polarizas<o dos modos de propagas<o, reescreve-se inicialmente
a Eq. (6.4.19 como

-+ Mo

n?!l p# (6.4.20)
A seguir, essa relas<o pode ser implementada na Ecp.4.1J), a partir da qual a condie<o M; E! =0
fornecé® nesse centrio

/ 2
1 n2! n?
E: = }—= —9 ingn! nlnzi : (6.4.21)
2n n2! n3 .
inon! ning

Considerando o caso particular onde = (0, 0, n), os campos eleZtricos normalizados da E.4.27)
simplibcam-se em

/
E. =29 i (6.4.22)

Uma polarizas<o Z debPnida como m<o-direita (m<o-esquerda) se o vetor de polarizas<o da onda
plana rotaciona ao longo de uma circunferencia no sentido horfrio (ou anti-hortrio) quando o
observador ve a onda se aproximandd.[7]. Portanto, E, Z interpretado como vetor de polariza-
«<0 circular de m<o-esquerda, enquantde. representa polarizas«o cirular de m<o-direita. Essas

13Vide Apéndice L.
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polarizas>es s<o associadas com o0s 'ndices de refraso e n, da Eq. (6.4.19, implicando em
velocidades de fase diferentes para os modos f'sicos. Consequentemente, origina-se uma rotae<o do
plano de polarizas<o de uma onda linearmente polarizada, como consequencia da birrefringencia
existente nesse cenirio. A birrefringencia pode ent«o ser mensurada atravZs do poder rotat—tio
espec’pco [veja a Eq2(3.29 ], que aqui resulta em

= W

=15 (6.4.23)

a qual Z independente da frequencia e dependente da componente timelfkelo campo de fundo
de VL. Esse poder de rotas<o n<o-dispersivo Z diferente do poder de rotas<o de um cristal birre-
fringente t'pico, que Z crescente com a frequencia, como indicado pela E23(2§ para 'ndices de
refrae<o constantes. Dado que os 'ndices de refrase<o da Eg6.¢.191 s<o reais, n«o hi dicro’smo
—ptico originado poW,.

6.4.2 Cenario puramente spacelike

O caso puramente spacelike Z caracterizado pelo campo de fukdo= (0,V). Nesse caso, a
Eqg. (6.4.123 resulta em

#n2t 2t £ v nv2+e(nav)? =o. (6.4.24)

Implementandon &V = n|V | cos., obtZm-se

2
(n?1 w2 L vipeg=o, (6.4.25)
onde se debniu
2

%8 % 1! %ﬁsinz . (6.4.26)

Os 'ndices de refras<o s<o0 dados por

V2 V|~ -
= p#! ;# 5 Sin’ . £ ;L 2' 4R, 2cog . + V2sint.. (6.4.27)

+ N

A sequir, ser<o considerados duas conbgurae>es especiais: (i) o caso perpendicular ndde=
0 esin?. = 1; (ii) o caso longitudinal onden & +n|V| e sin®>. = 0. Tais escolhas simplipcam o
problema e auxiliam no estudo das propriedades de propagas«o.
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6.4.2.1 Caso V -perpendicular

Considerando a conbguras«o perpendicular cosin?. =1, as soluses da Eq. 6.4.24 para n?
de acordo com a Eq.q.4.27 s<o dadas por

2 _ v 2
n: = p#+ 2#’2(! 1+ 1), (6.4.28)
ou seja,
Y )
n, = ) WE, n o= p#! % (6.4.29)

Percebe-se que enquanto, Z o 'ndice de refras<o usual da eletrodin%emica de Maxwell em meios,
correspondendo &4 = 0, o 'ndice de refrascon, Z associado & = |V|/(#,), o qual carrega
contribuie<o do campo de fundo. Para, >, ,,tem-sen? < Oen, se torna puramente imaginirio.
Consequentemente o correspondente modo n<o se propaga. Assim, debne-se a frequencia de corte

_ I

- (6.4.30)

|
L

O comportamento geral dos 'ndices de refras<o Z ilustrado na Fig6.2, onde os 'ndices de
refras<0 (quadrados) s<o plotados em termos do par%.metro adimensiofalV |.

# -

———
-
.-
-

o
-

%"! %"# &"!

Figura 6.2: éndices de refras<m? (, ) da Eq. (6.4.29 em termos de,/V ondeV = |V|. Linhas
azuis (horizontal) representamn?, enquanto as linhas vermelhas mostram?. Para as linhas
cheias,u =1 e#= 2; para linhas tracejadasy = 1 e #= 3; para linhas ponto-tracejadasy = 2

and#=2.

As linhas horizontais mostramn?, que Z constante para todas as frequencias. Para o modo
associado @?, as linhas verticais tracejadas (localizadas em diferentes valores dé |V |) separam
a zona de absoreo, ondg <, ,, do regime de propagaso, ondg >, , . AlZm disso, no limite
de altas frequencias, observa-se qu& /' n? = p#.
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Para se obter os modos de propagaso, pode-se escolher um sistema de coordenadas onde
n =(0,0,n). Assim, uma conbguraso perpendicular para o campo de fundo sé&rf= (Vy, V,, 0).
Da Eq. (6.4.29, pode-se escrever

\Y;
n?l p#= * M%. (6.4.31)

Implementando essa relas«o na Eq.§.4.1]) e utilizando n2 = p# % =0, a condie<o M; E/ =0
fornece

/2
V1

E, = ﬁ?vﬁt %\, (6.4.32)
0

onde¥ Z o vetor unitirio que aponta na dires<o deV . Utilizando agoran? = p#! uv?2/(#,2), a
condie<o M;; E! =0 leva a4

/ 2
V, %

E, =EO’)9 VA 3:50” ‘9$ﬁ+i|;/—|['i , (6.4.33)
(VP + V) (#,) ’

naqualE{ ', EY ) sco amplitudes escolhidas apropriadamentet&Z o vetor unittrio que aponta ao
longo da dires<o de propagaso. Note que a componente longitudinal da Eg6.¢.33 Z suprimida
pela magnitude da dires<o privilegiadaV em comparas<o com a parte transversat. ParaV, =0,
o comportamento dos modos de propagas<o Z ainda mais claro:

/I 2 / 2

1 0
E.=%0t, B =09 11 3. (6.4.34)

Portanto, os 'ndices de refras<o da Eq. §.4.29 s«0 associados a modos linearmente polarizados
da Eq. (6.4.39. Embora o vetor E, contenha componentes transversal e longitudinal, no que diz
respeito "s propriedades de polarizas<o, ele Z interpretado como um vetor linearmente polarizado
e somente sua parte transversal Z considerada.

Para se analisar os efeitos de birrefringencia gerados neste caso, Considerando o regime de pro-
pagas0 onde, >, ,, observa-se a existencia de dois 'ndices de refrae<o distintos, caracterizando
modos que se propagam com velocidades de fase distintas. Assim, a diferenea de fase entre os

14Vide Apéndice L.
151sso acontece por que a propagagio para esse modo ocorre quando # > # » com #+ dado na Eq. (6.4.30). Logo,
V|<#.
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modos de propagas«o pode ser utilizada para caracterizar a birrefringencia [veja a EQ.3.29 |:
0= éd(m 'n), (6.4.35)
20

em que2, Z o comprimento de onda eletromagnZtico no vicuo,derepresenta a espessura do
meio ou a dist%oncia que a onda percorre no mesmo. Utilizando ent<o os 'ndices de refras<o da
Eqg. (6.4.29, a diferenea de fase por unidade de comprimento sert

! . n

0 21) V2
— = —" p# 1! 1! —— 4.
d 2o K #®, 2 (6.4.36)
que se simpliPca em
)
O n 1 H# 2
i o V2, (6.4.37)
no limite V/, 0 1. Note quen, Z real para, >, , ouV/, <# . Asim, no limite V/, 0 1, a

express<o dada na Eq.§.4.39 continua real, justiPcando o resultado dado na Eq6(4.37). Esses
resultados indicam que a birrefringencia Z controlada pela norma quadrada do campo de fundo
V e depende quadraticamente do inverso da frequengia Tais dependencias n<o s« observadas
no cenirio puramente timelike [veja a EQ.6.4.23 para uma comparas<0 simples], tampouco em
dielZtricos usuais.

Para, <, ,,n, se torna complexo, enquanto. permanece real. Assim, a absore«o somente
ocorre para o0 modo representando pelo sin@l ). Nesse caso, 0 coebciente de absore{o,=
2, Im[n], Z dado por

—2)_#, l1+|V2 6.4.38

(= M, 2 2 (6.4.38)

Assim o modo associado ~ Eq.6(4.33 Z absorvido, enquanto o modo dado na Eg6.4.39 se pro-
paga sem atenuas<o. Portanto, ap—s viajar certa dist%oncia no meio, apenas o modo d&HEg32

sobreviveri.

6.4.2.2 Caso V -longitudinal

Agora ser«0 consideradas as conbguras>es ondeéV = +n|V|, o que implica emsin®>. = 0
e 9% =1 na Eq. (6.4.29. Isso signibca quan e V apontam ao longo da mesma direso, ou seja,
paran =(0,0,n), escolhe-s& = (0,0, Vs). Consequentemente, a Eq.6(4.27 fornece as seguintes
solue>es

= s PV (6.4.39)

+ N

n
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Observa-se imediatamente que? > 0, o que signibPca que o modo associado ao 'ndice de refraso
n. se propaga em todo o dom’nio das frequencias. Por outro lado, 0 modo associadu ase
propaga apenas para > , ,, para o qualn? > 0. Aqui ,, Z a frequencia de corte dada
na Eq. (6.4.3). Essa caracterizas<o Z veribcada na Fig.6.3 onde os 'ndices de refrasco da
Eq. (6.4.39 s«o ilustrados como fune>es do par%.mtro adimensiongl |V |. Os modos associados a
n2 en? exibem dispers<o an™mala e normal, respectivamente, recuperando o valor usudl p#

no regime de altas frequencias.
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Figura 6.3: éndices de refra«m?(, ) da Eq. (6.4.39 em termos de,/V whereV = |V|. As
linhas azuis representamrm?, enquanto as vermelhas mostram?. Para as linhas cheiasp = 1
e #= 2; para linhas tracejadasj = 1 e#= 3; para linhas ponto-tracejadasjy =2 e#=2. As
linhas tracejadas verticais, da esquerda para a direita, s<o dadas par/V =1/3e,,/V =1/2,
respectivamente, com , dado na Eq. 6.4.30.

Para a escolhan = (0,0, n), o campo de fundo longitudinal Z escrito na forms = (0,0, Vs).
AssimMj E! =0 fornecé®

I 2
9329 £, (6.4.40)
0

onde E; e E, representam, respectivamente, vetores de polarizas<o para modos circularmente
polarizados de m<o-esquerda e m<o-direita. Os dois ’'ndices de refras<o da E§.4.39 tambZm
implicam em birrefringencia, que pode ser avaliada atravZs do poder de rotas<o espec’pco

| - . "

‘m NI, N
2

L L (6.4.41)

16Vide Apéndice L.

134



CAPITULO 6. ELETRODINAMICA MODIFICADA POR TERMOS CPT-IMPAR

No limite [V |/, O 1, n, permanece real, assim o poder de rotas<o espec’Pco simplibca-se em

(T
B R e A 6.4.42
=\ (6.4.42)
indicando birrefringencia independente da frequencia, resultado similar ao da E¢6.4.23.
Por outro lado, para|V |/, > # , n, se torna puramente imaginirio, enquantm, permanece
real. Nessa zona de frequencia, ambos os modos s<0 absorvidos em graus diferentes. Essa diferens«o
Z caracterizada pelo coebciente de dicro’smo debnido na Bg3.@7, o qual fornece nesse caso
) T
H V]

=" 11+l 4.
= o Tl (6.4.43)

Com esse celtimo resultado (e os anterioes), concluem-se as antlises acerca das propriedades
de propagas«o do modelo de eletrodin%.mica modibPcada por ter@B T-'mpar de dimens<o 3,
descrito na Eq. 6.4.1), num meio material.

6.5 Efeitos do termo CP T-impar de dimensao 5 na eletrodi-

namica de meios materiais

Ap—s analisadas as propriedades da eletrodin%.mica modibPcado por tefib-'mpar de di-
mens<o 3 (MCFJ) em meio material, 0 pr—ximo passo de investigas<o consiste em estudar uma
extens<«o do modelo anterior que envolve derivadas superiores. Tais extens>es s<o0 descritas pelo
MPE n<«o-m’nimo da Eg. (6.3.3, que consiste num ferramental te—rico para a parametrizas«o das
violas>es de Lorentz eCP T numa teoria de campos efetiva. Nenhum sinal de VL no vicuo foi en-
contrada atZ o momento. Entretanto, VL pode ser considerada uma propriedade intr'nseca de um
meio material, assim o MPE Z subciente para se representar certas propriedades materiais dentro
de uma conbguraes<o de teoria de campos e ainda para se propor novos materiais com propriedades
n<o usuais.

Nesta se<<0, sert abordado o term@P T-'mpar de dimens<«o 5 ¢l = 5) do MPE n<0-m'nimo
dado na Eq. £.3.3. Assim, o termo a ser considerado Z

A (Rue )sFu (65.1)
com
(Rar)s = (Ki2)g 22" ", (6.5.2)
Implementando a seguinte parametrizas«<o,

(KS)g 12 = U322, (6.5.3)
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com o campo de fund@® e o tensor mZtrico de MinkowskB' *"2 = diag(1,! 1,! 1,! 1), o termo
de derivada superior da Eq.§.5.1 se torna

140

Eﬁﬁ-“- A Ug! | (6.5.4)
onde se introduziu o operador dOAlambertiano= 3":"2". ". . A densidade de Lagrange com o
termo de ordem superios (altas derivadas) originada da Ec5.8.3 Z dado por

1 1
L= ZF“! Fu + E#““ UA L Fy ! ALY, (6.5.5)

o qual envolve a VL parametrizada pelo campo de fundd® = (Up, U).

Para se estudar os efeitos desse termo de altas derivadas na propagas<o de ondas eletromagnZ-
ticas num meio cont'nuo, implementa-se agora o tens@" no termo cinZtico da Eq. 6.5.5), tal
como na Eqg. @.2.7). Assim, a densidade de Lagrange deste modelo eletrodin%.mico novo sert

1 1
L =1 JGM Fy + S#HH UA LRy L ALY, (6.5.6)

onde o tensorG* Z escrito em termos do tensor constitutivé"™* , debnido na Eq. 2.2.6. O
modelo dado na Eg. §.5.6 fornece uma generaliza+<o da eletrodin%omica da E§.%.5 em meios
materiais.

A densidade de Lagrange da Eg6(5.6 envolve uma derivada de terceira ordem no quadri-
potencial A, exigindo ent<o uma equas<o de Euler-Lagrange dotada de derivadas de derivadas
de varifveis de campo que s<0 da mesma ordem. Em princ’pio, a ordem da derivada pode ser
reduzida reescrevendo-se a E6.6.6 na forma

1 1
= | ZG‘“ Fu ! é#*-*“ Ug("/A ) F U AL, (6.5.7)

Assim para a densidade de Lagrange da E.5.7), Z subciente considerar a equaso de Euler-
Lagrange envolvendo derivadas de segunda ordem nos campos, ou seja,
- % L & % L &
— 1 My ———— + "y —————  =0. 6.5.8
As P A T A (6:58)

Aplicando ent«o essa express« " Eq.§.5.7), obtZm-sé’

"7+ # Ul By = I8, (6.5.9)

7Vide Apéndice M.
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Nesse centrio, as leis de Gauss e Ampere modibcas s<0, respectivamente, dadas por

#4D +2! (U 4&B)= !, (6.5.10a)
#$ H! "D+2! UB! 2 (US$ E)= J. (6.5.10b)

Essas equas>es de Maxwell modibcadas podem descrever novos efeitos na propagas«o de ondas
eletromagnZticas em meios caracterizados pelo tensor constituti” . A seguir, as relas>es de
dispers«<o ser«0, 0 comportamento dos 'ndices de refras<o e 0s modos de propagas<«o ser«o obtidos
e discutidos. Para isso, as relas>es constitutiva® = #£ eH = p' 1B ser<o utilizadas.

Com respeito ao comportamento sob as simetrias discretas, o campo de fuddma densidade
de Lagrange da Eq. §.5.6 se comporta da mesma forma qué! da Eq. (6.4.1), uma vez que os dois
termos CP T-'mpares dessas densidades de Lagrange diferem apenas pela presenea do operador
diferencial de segunda ordem, , que Z par sotP e T. De fato, inspecionando os termos VL da
Eq. (6.5.6, U*, observa-se que os termos envolvendo a componente timelildg) (s<o P-'mpares,
C-pares, T-pares eP T-'mpares, enquanto as contribuie>es contendo o setor espacidl, s« P-
pares,C-pares, T-'mpares eP T-'mpares, como ilustrado na Tabel&. I1sso signibca que os termos
proporcionais alp, e U atuar<«o como fonte de atividade —ptica do meio considerado para estudo.

Tabela 3: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eqg. (6.5.66sob C, P e T.

E B A, A Uf(AdB) AUdB) UAAS!E)

C ! ! ! ! + + +
P | + + | | + +
T + | | + | |

Para se obter as relas>es de dispers<o, segue-se 0 mesmo procedimento descrito na 8@
considerando a Eq.§.5.10, o que leva a

k2 ! kik !, %us (,) E' =0, (6.5.11)

na qual se debniu o tensor de permissividade efetio:

o 2i
#(,)= #+i— 51 (K, Dy ((Ua! Kalo). (6.5.12)
Note que essa quantidade, interpretada tambZm como permissividade elZtrica estendida, contZm
contribuie>es originadas do termo de altas derivadas. O termo envolvendf; ,U , viola a revers<o
temporal, enquanto o termo contenddi, KaUp quebra a simetria de paridade.
Utilizando agorak = , n, a Eq. (6.5.19 pode ser reescrita na forma

M; El =0, (6.5.13a)
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onde o tensomVj; Z dado por
Mj =n®y 1 ninj ! g (), (6.5.13D)

e a permissividade efetiva Z escrita como

' _(
#(,)= #+i— "5 ! 2i, (N?! Ly (Ua! nalo). (6.5.13c)
f importante perceber que embora o meio tenha permissividade elZtrica isotr—p#sp, os efeitos
de anisotropia s<o gerados pelo campo de fundlB', presente nos elementos o!-diagonal dé (, )
na Eq. (6.5.13¢.
A matriz Mj na Eq. (6.5.130 tem a seguinte forma expl'cita

Mjl=M +2iy, (n*! W, (6.5.14)
comM dado na Eg. 6.4.11h e
/ 2
0 Uons! Us Uy ! Ugpny
W = 9 Us! Upns 0 Ugnq ! Uli . (6515)
Ugn,! U, Up! Ughy 0

Calculando-sedet[M;; ] = 0, obtZm-se a seguinte equaso de dispers<o

M N
#n?! Ml 4(n?! 1%, 2 p# UZn?+ U2 2Ug(ndaU) ! U%n?+(nau)® =0, (6.5.16)

com # dado na Eq. 6.4.120). Empregando-se o quadrimomentg@' debnido na Eq. 6.4.19 e
tambZm
% &
9" % )nuo,)% , (6.5.17)

a equas<o de dispers<o pode ser escrita tambZm na forffia

+ *
g +4p* @ )@ép2 = 0. (6.5.18)

Lembrando do tensor mZtrico efetivo da Eq.6(4.1, pode-se ainda reescrever a equaso de dis-
pers<o (6.5.19 em termos do quadrimomento usugh* e do campo de fundaJ":

+ )
(pé&ép)2+4(pé3ép)2§ (U43au)(padap)! (Uasap)? =0. (6.5.19)

Note que a Eq. 6.5.19 n«o pode ser escrita somente em termos do quadrimomento efetigd,
como ocorre no modelo MCFJ em meios descrito na E§.4.15. O motivo pelo qualp* surge na

18Vide Apéndice K.
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Eq. (6.5.19 consiste nas duas quadriderivadas adicionais que est«o contra’das com 0s coebcientes
do termo de dimens<«o 5 na Eqg.4.5.6. Tais derivadas adicionais advem da Eq.4.5.2 e da
parametrizas<o adotada na Eq. 6.5.9. A Eq. (6.5.19 tambZm permite dizer que a propagas<o de
ondas eletromagnZticas no meio Z governada por duas mZtricas: a mZtrica de Minko@gke a
mZtrica efetiva3, daEg. (6.4.19. Assim, o modelo de eletrodin%.mica tipo MCFJ modiPcado pelo
termo CP T-'mpar de dimens<o 5, debnido na Eq.6.5.7, pode ser chamado de bimZtrico nesse
sentido. Dessa forma, Z notfvel que a estrutura do modelo modibcado por termo de dimens<«o 5
em meios Z muito diferente do modelo MCFJ generalizado para meios da Eg4 (l).

No vicuo, os par%emetros constitutivos s#= 1, u =1 e- = 0. Nesse caso, a equas«o de
disper<o na Eg. (6.5.19 se reduz a
M . N
(n?1 1)> 1! 4,2 UZn?! U?n?+ U2+ (nau)?! 2Uy(nau) =0, (6.5.20)

que pode ser convenientemente simplibcddam

P - .
p* 1+4 pPU?! (U éap)? Q. 0, (6.5.21)

com o quadrimomentg* e o campo de funddJ* = (Uy, U). A Eq. (6.5.2] recupera a equas<o de
dispers<o obtida na Ref. 43], onde esse modelo de eletrodin%.mica modibcado por altas derivadas
foi estudado para o vicuo. f importante apontar que a nottvel diferenea entre a E.5.19 e
a Eq. (6.5.2) Z suscitada pela presensa do meio material, pois os termos de altas derivadas, nas
densidades de Lagrangeé(5.7) e (6.5.5 s<o correspondentes.

A seguir, ser<0 investigados dois cenfrios desse modelo de eletrodin%.mica com respeito ao
campo de fundo, a saber: cenirios i) puramente timelike e ii) puramente spacelike. AlZm disso,
considera-se tambZm meio cuja condutividade ™hmica Z r#l4, #

6.5.1 Cenario puramente timelike

O centrio puramente timelike Z debnido consideranddy & 0 e U = 0. Nesse caso, a
Eq. (6.5.19 se reduz a

#Hn?! w2l 4p?, 2UgHP(n?! 1)2=0, (6.5.22a)
gue implica em
n?l p#= +2u#,Uon(n?! 1), (6.5.22b)
ou equivalentemente
+2u,U on®! n?, 2u,U on+ p#=0. (6.5.22c)

Vide Apéndice J.
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Tal equas<o caebica em possui 3 solus>es complexas no geral, dadas como funeres n(, ). Essas
solus>es se estendem a dom’nios de frequencias debPnidos de acordo com o sinal do discriminante
da equas<o ccebica que, para a Eg6.6.229, Z dado por

S
com
S=1# y, 2U§_1+9u#(2! 3u#) + 162, 2U2 . (6.5.22€)

Para uma equae<o ccebica, o sinal d& auxilia na identibcas<o da natureza (real ou complexa)
das tres solue>es, de acordo com a Tabeld.

Tabela 4: Sinal do discrimante$ da Eq. (6.5.229 e a natureza das ra’'zes (solus>es)
da Eq. (6.5.229.

Sinal Solue>es
0> 0 umara’zreal e duas ra’zes complexas conjugadas
0 6 0 tresra’zes reais (com duas ou todas as tres iguais 8e=0)

Uma vez que o denominador da Eq6(5.229 Z positivo, Z necessirio analisar somente o sinal
do numerador,S. Note queS Z uma funeo de quarto grau em , assim Z poss’vel encontrar duas
ra’zes que fornecem os intervalos de frequencias para valores positivos e negativo8 dédessa
forma, a relas<o S = 0 estabelece os valores cr'ticos (ra'zes) que separam os dom’nios de absorso
(com S > 0) e propagas«o (comS < 0). ResolvendoS = 0, encontram-se as duas solus>es para
, 2, a saber:

+ —

ouH@WH! 2)! 1+ p#El 1(ou#! 172 . (6.5.23)

2 — 1
TE3u2U2
Consequentemente, os tres intervalos de frequencia associados aos dois centrios distintos (propa-
ga«<0 e absore0) s<0 descritos da seguinte forma:

) Para,, <,<, 4,tem-seS >0e0 > 0, entco a Eq. (6.5.22¢ fornece uma funeo real
n(, ) e duas fune>es complexas conjugaday, ).

i) Para, <, , ou, >, ., obtZm-seS < 0 e 0 < 0, assim existem tres 'ndices de refras«o
reaisn(, ).

O primeiro dom’nio descreve efeitos de absors«o, enquanto, no segundo, ondas eletromagnZticas
podem se propagar sem sofrer atenuaso. O sinal & determina a natureza real ou complexa
de n(, ) no correspondente intervalo de frequencia. Para um ’'ndice de refras<o complexo, pode-
se escreven(,) = n(, ) +in*, ), ondeRen(,)] = nf{,) Z o 'ndide de refrasco do meio, e
Im[n(, )] = n*, ) Z associado ao coebciente de absore«o do meie 2,n *, ) [7].
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Agrupando os centrios descritos acima, conclui-se que:

a) Para, <, ,, existem tres solue>es reais.

b) Para,, <, <, ., duas solus>es se tornam complexas, enquanto a terceira permanece real.
c) Para, >, ., as tres solus>es se tornam reais novamente.

No geral, propagas<o sem atenuaso Z associada "~ parte real do 'ndice de refras<o, enquanto os
efeitos de absore«o s<o relacionados com a parte imaginiria do 'ndice de refrae<o, que geralmente
pode ser complexo. Assim, observa-se que a eletrodin%.mica modibPcada dada pel®.&E®) (
atribui um comportamento condutor a um substrato dielZtrico. Para o cenfrio timelike, ondas
eletromagnZticas se propagam no meio sem atenuas«o no intervalo de frequencias onde as tres
solus>es s<o reais. No intervalo onde solus>es complexas pang, ) ocorrem, propagas<o e absors<o
s«0 observadas. Esses efeitos novos e n<o-usuais s<«0 originados pela compongnt® campo de
fundo acoplado aos campos eletromagnZticos.

Os ’'ndices de refras<o para um meio material com propagas<o descrita pela E®.5.22¢ s«
dados por express>es muito complicadas [ra’zes da E§.5.22¢], as quais n<«o ser<o mostradas
aqui. Em vez disso, essas tres fune>eq);(, ) parai = 1,2, 3 ser«o ilustradas grabPcamente em
termos do par%emetro adimensiondl . Para isso, escolhem-se os valor#s- 2 e u = 1. Esses
plots s<0 apresentados nas Fig$.4, 6.5 e 6.6, onde as linhas cheias representam a parte real de
ni(, ), enquanto as pontilhadas indicam a parte imagintria de (, ).

st 5

[ I T S R S T B
1 |1t $" S %" %" # &" &'

(1

Figura 6.4: Plot de uma ra’z real da Eq. (6.5.229, o 'ndice de refras<o ni(#), em termos de#Uq. Ele Z
obtido escolhendo-se os sinais inferiores da E.6.229. A linha cheia representaRe[n1(#)], enquanto a
linha pontilhada mostra Im[n1(#)], que Z nula neste caso.
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PEd

1$F

1o
" 14 $"l $"# %" %"# &" &"#

(1
Figura 6.5: Plot de uma ra’z complexa da Eq. 6.5.229, o 'ndice de refras<o n,(#), em termos de#Uj.

Tal 'ndice provZm da Eq. (6.5.229 com os sinais superiores sendo considerados. A linha cheia representa
Relnz(#)], enquanto a linha pontilhada ilustra Im[n,(#)].

172 E N T TN
1"l I"# $" $"'# %"! %"# &"! &"#

(1

Figura 6.6: Plot de uma ra’z complexa da Eq. 6.5.229, o 'ndice de refras<o n3(#), em termos de#Uo.
Ele resulta da Eq. 6.5.229 com os sinais superiores levados em conta. A linha cheia represeikalns(#)],
enquanto a linha pontilhada indica Im[nz(#)].

Os 'ndices de refras<0, mostrados nas Fig$.4, 6.5 e 6.6, s<0 caracterizados por partes reais
positivas. Os tres 'ndices de refras«o restantes, que seguem da equas<o polinomial de sexto grau
dada na Eq. 6.5.223, possuem partes reais negativas.

Note quen;(, ) Z sempre real para todo o dom’nio de frequencias. As fun®es(, ) ens(, ) se
tornam complexas no intervalg , <, <, ., 0 que estf de acordo com a antlise feita previamente
nos itensa), b), ¢). Combinando todos os tres plots na Fig6.7, pode-se observar o cenfrio completo
descrito nos itens anteriores.
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"l i ¥ po % Y & &"#
(1

Figura 6.7: Compilas=<o dos 'ndices de refras<o complexosn(#) das Figs.6.4, 6.5 6.6. As linhas cheias

ilustram as partes reais deni(#) (azul), ny(#) (vermelho) e n3(#) (verde). Suas correspondentes partes

imagintrias s«o representadas pelas linhas pontilhadas com a mesma cor da parte real. As linha cheia e

marrom indica que Relny(#)] e Re[hs(#)] est«o sobrepostas. As linhas pontilhadas (pretas) s<o utilizadas
sempre que todas as tres partes imagintrias bPcam sobrepostas.

As linhas tracejadas verticais indicam os valores cr’ticos de frequencia da E.%.23, ou seja,
.1 Up e, +Uy, 0s quais debPnem a transie<o entre os regimes dados nos itay D (c). Outra
caracter’stica das Figs.6.5 e 6.6 Z a presenea de discontinuidades nas partes reais mg, ) e
ns(, ), nos valores de frequencias .. Note que isso ocorre por quey(, ) e n3(, ) se tornam
puramente imaginirios para esses valores de frequencias.

f importante mencionar ainda que o comportamento f’sico descrito nesse cenirio ocorre somente
para eletrodin%e.mica modibcada por derivadas superiores da Bch.© num meio material. De
fato, no vicuo, a Eq. 6.5.223 fornece

(n?! 1)%(1! 4,2Uzn*) =0, (6.5.24)

cuja solue>es s<o reais e dadas por:

1

n=1, n= ,
2, |Uol

(6.5.25)

0 que mostra ausencia de efeitos de absore«o no vicuo (para esse modelo de dimens<o 5). Esse
comportamento pode ainda ser obtido diretamente da Eg6.6.23, umavez qued, =,.!,, =0,
parap = #= 1. Isso corresponde ao desparecimento da janela de frequencias onde absore<o ocorre.
AlZm disso, o segundo ’'ndice de refrasco da Eg6.6.29 n«o tem um limite bem debnido
para Uy /' 0. No vicuo, tais modos s<0 chamados de espcerios e suas ocorrencias s<o t'picas de
teorias com altas derivadas (veja, por exemplo, as Ref42[43 1349 para investigas>es detalhadas
no setor eletromagnZtico do MPE-nm). Entretanto, umJ, Pnito em meios macrosc—picos pode
ser realiztvel. Assim, o segundo ’'ndice de refras<o n«o Z necessariamente suprimido em meios
materiais e deve ser considerado em pZ de igualdade com os outros modos presentes na teoria.
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6.5.1.1 Modos de propagacao

Para se examinar os modos de propagaes<0o para o centrio puramente timelike, implementa-se
a Eq. (6.5.22h) na matriz da Eq. (6.5.19, o que fornece

/ 2 / . 2
N2 nin, nNgns +n  ing !in,

M;]1=" gnlng n3 nzngi +2u,U o(n?! 1)9! ing +n inli . (6.5.26)
NiNg NNz N3 in, ling %=n

ResolvendoM;; E/ = 0, obtZm-se

+inzn! nin,

Ey = nZ1 2 Ey, (6.5.27a)
_,inzn! ngng
EZ - WEX, (6527b)

0 que permite escrever os campos elZtricos normalizaéias comd®

/ 2
1 n2! n?
E: =) > = ﬁg tingn! nlnzi : (6.5.28)
nonen , inon! ning

A express<o 6.5.29 coincide exatamente com a Eq.6(4.2]) com os subescritos trocados. Assim,
para a conbguraso timelike, os campos elZtricos dos modelos MCFJ e do modelo tipo MCFJ
modibcado por termo de dimens<o 5 s<0 0sS mesmos, embora 0s 'ndices de refras<o dessas teorias
sejam diferentes. Note ainda qu&. das Egs. 6.5.29 e (6.4.2) n«o dependem deU, e V,
respectivamente.

O 'ndice de refraso ilustrado na Fig.6.4 Z associado ao campo elZtrid® da Eq. (6.5.29,
enquanto os 'ndices de refras<o das Fig®.5 e 6.6 s<0 relacionados & . I1sso pode ser veribcado
atravZs do softwareMathematica por meio do seguinte teste: 1) escrever os camf®s e a matriz
[M;; ] no caso timelike; 2) fazer as multiplicas>e¢[M;; |E.) e ([Mj ]E: ); 3) depois utilizar um con-
junto de par%ometros numZricos paga#, ,Ug, N,, N3 para que as express>e§M;; |E.) e ([M; ]E: )
possam ser simplibcadas; 4) escrever = n2! n3! ni. Assim, as expresse{[M; |E.) e
(IMj ]E; ) bcam dependentes apenas dé; 5) substituir cadan? que Z soluso da Eq. 6.5.22¢ ou
em ([Mj; ]JE+) ou em([M; ]JE, ) e veribcar se, ap—s tal substituie<o, as express>es resultam iguais
a zero, satisfazendo a condie«; E! = 0. Por exemplo, realizando esse procedimento, observa-se
que ao se implementan? comn(, ) descrito pela Fig.6.4em[M; ]E, , obtZm-seM i El =0, porZm
ao implementf-lo emM; ]E., tem-seM; E! & 0. Logo, conclui-se quen da Fig. 6.4 Z associado
ao campo elZtriccE, .

Para se ter uma interpretas<o f'sica mais clara desses modos de propagas<o, pode-se escolher

20Vide Apéndice N.
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um sistema de coordenadas onde= (0, 0, n), levando a campos elZtricos dados por
/| 2

1
E. = )%9 +id (6.5.29)
0

0S quais representam, respectivamente, vetores de polariza«<o circular de m<o esquerda e direita,
t'picos de meios com atividade —ptica. Tal atividade —ptica pode ser expressa em termos do poder
de rotas<o da Eq. (2.3.29, se os 'ndices de refras<o s<o conhecidos.

6.5.2 Cenario puramente spacelike

Agora ser} considerado o centrio em que o campo de fuktfocontZm apenas o setor espacial
n<o-nulo, ou seja,U, =0 e U & 0. Nesse caso, a Eq6(5.19 simplibca-se em

+ 1
Hn?! w21 4(n?! 1%, 2 (u#! ndU2+(nau)? =0. (6.5.30)

Implementandon 4U = n|U]|cos. na Eq. (6.5.30, obtZm-se
n?! p#= 2y, (n®! 1)U, (6.5.31)

onde se debniu

2
0B =1 %ﬁsinz . (6.5.32)

Com essa parametrizas<o, pode-se analisar dois casos espciais: (i) conbguras«o perpendicular onde
nau =0 esin®. =1; (i) conbguras<o longitudinal comsin’. =0 en & = +n|U| onde o sinal
positivo (negativo) representan paralelo (anti-paralelo) aU. Essas escolhas permitem um estudo
mais claro sobre o comportamento da propagaso de ondas eletromangZticas.

6.5.2.1 Caso U-perpendicular

Para a conbguras«o perpendicular, isto Zh &U = 0, tem-sesin®. =1 e a Eq. 6.5.3) se torna

<
2
n21 = +24u, (n2! U] 1! %#, (6.5.33)
gue pode ser reescrita como
+ )
(n21 p# 4p2U2(n%! 1%+ pu#n?! ph =0, (6.5.34)
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Figura 6.8: Comportamento dos 'ndices de refras<on? da Eq. (6.5.39 em termos de#U ondeU = |U]|.
As linhas azuis (acima da linha tracejada horizontal) representam? , enquanto as linhas vermelhas (abaixo
da linha tracejada horizontal) ilustram n?. Para linhas cheias,u = 2 e ! = 2; para linhas tracejadas,
M =2 e! =4; para linhas ponto-tracejadas,u =1 e! =2. As linhas verticais tracejadas (cinza) indicam,
respectivamente,#, U =1 e#, U =2, onde#, Z dado pela Eq. 6.5.37).

a qual implica emn? = p# e tambZm
402, 2U%n% + (p#! 8u?, 2U?H)n?! p##+4p? 2U%=0. (6.5.35)

A primeira solue<o, n? = p#, corresponde ao 'ndice de refras<o usual obtida na eletrodin%.mica de
Maxwell em meios materiais, o qual sert denotado pop = * p# Por outro lado, a Eq. 6.5.39
carrega informae<o oriunda do termo de altas derivadas da Eq6(5.4 e do campo de funddJ.
Assim, a Eqg. 6.5.39 fornece as seguintes soluees:

nZ =1+ f,, (6.5.36a)
onde
f,= '11+)1+5( (6.5.36b)
+ = g2 ¢ tF ' -
= 2 2Y2 J—
5 =16p?% 2U?% 1! o (6.5.36¢)

O comportamto den? em termos do par%emetro adimensiona|U| Z ilustrado na Fig. 6.8,
Nota-se quen. Z real em todo o dom’nio de frequencia e exibe dispers<o an™mala. AlZm disso, a
funeco n? possui umara'z,, dada por

#
NEEECS 6.5.37
2U] ( )

Tal express<o indica o valor cr'tico abaixo do quah, se torna puramente imagintrio, cessando a
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propagas<o eletromagnZtica. Acima de , , o 'ndice de refras<on, se torna real e, consequente-
mente, ondas eletromagnZticas podem se propagar nesse regime.

A primeira linha vertical tracejada na Fig. 6.8, localizado no valor, , |[U| =1, separa as zonas
de absore0 e propagae<«o para o0 modo representado pela linha cheia vermelha. A segunda linha
vertical, em, , |U| = 2, separa essas zonas para o modo ilustrado pelas linhas vermelhas tracejadas
e ponto-tracejadas. No geral, observa-se que:

¥ Para0<, <, ,: o 'ndice de refras<on, Z real en, Z puramente imaginirio. Assim,
somente o modo associadora. se propaga.

¥ Para, >, ,:tem-sen? > 0 e ambos os modos se propagam.

_)

¥ No limite de frequencias muito baixas,, |U| /' 0, valen. = 7 p# recuperando o 'ndice de
refrae<o de um meio simples na eletrodin%.mica usual.

¥ No limite de altas frequencias,, |U|/'7 , o comportamento dos ’'ndices de refras<o Z dado
por

(6.5.38)

Note ainda que para frequencias muito altasn. /' 1, o que Z diferente do comportamento dos
'ndices de refras<o da Eq. 6.4.29 do modelo MCFJ em meios materiais, que, para esse mesmo
limite, levam a n, /' 7 p# Assim a repercuss<«o de uma permissividade e permeabilidade n<o-
triviais Z suprimida no %mbito da teoria tipo MCFJ modibcada por altas derivadas, descrita pela
Eg. (6.5.9.

Em relas<o aos modos de propagas<o, a Eq.6(5.32 produz

n2 1+f,
% = 1! —= 1! -
i #

: (6.5.39)

indicando diferentes valores dé&opara os diferentes 'ndices de refras<a. da Eq. (6.5.39. Esco-
lhendon = (0,0, n), pode-se escrevdd = (U, Uy, 0), de forma que a relas<on &U = 0 continue
vtlida. Dessa forma, os modos de propagas<o obtidos tem a seguinte foftna

/
U,
E. = Eé‘? I Uy 1
CL20f L (U2 + VD)
=B 9% 0! 2if.YUs , (6.5.40)

comf. dado pela Eg. 6.5.360.

2lvide Apéndice N.
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Comparando agora a Eq.§.5.4Q com a Eq. (6.4.33 obtida para o0 modelo MCFJ em meios,
algumas similaridades intrigantes podem ser observadas. A interpretas<o adotad&][Z que o modo
cenico da Eqg.€.4.33 se divide nos dois modos da Eq6(5.4Q como consquencia da natureza de
altas derivadas da teoria dada na Eq.6(5.9.

Para se entender um pouco melhor esses modos, realiza-se uma expans<o em sZrie de Taylor
paraU /' 0emf. da Eq. (6.5.360). Assim, tem-se

#
+ " 1, Pl ——+1 , 5.
fo" op# 1, f RE 10 p# (6.5.41)
0S quais permitem escrever
n, /' )H# n /' | 2! _F u# (6.5.42)
+ 3 I H 4IJ, 2U2 H . D

Como consquencia, o modo descrito pdt. tem um comportamento bem debnido no limit&J /' 0,
enquanto o segundo modo, associaddEa , n«o o tem??. Tal como ocorreu no cenirio puramente
timelike, existe tambZm no centrio spacelike um modo cuja contra-parte no vicuo seria denotado
como espcerio. Todavia, essa situas<o Z contornada em meios materiais, jibjgode ter um valor
Pnito. Assim, tal modo deve ser interpretado como modo propagante regular.

Agora, discute-se a primeira soluscong = * p# da Eq. (6.5.39. Nesse caso, a Eq6(5.39
provZm%= 0. Logo, M; E! = 0 fornecé?

/ 2

Eo= |U| 9 Uzi 9. (6.5.43)

Tal express<o indica um campo elZtrico linearmente polarizado e perpendicular ~ dires<o de pro-
pagae<o, relacionado ao 'ndice de refras<ay = ’ [# AlZm disso, tem-seEy 4E, = 0, comE.
dado na Eq. 6.5.40. O modo da Eq. 6.5.43 Z equivalente “quele da Eq..4.32 obtido para a
teoria MCFJ em meios macrosc—picos. Assim, esse modo em particular n<o sofre alteras<o devido
" presenea de derivadas adicionais no operador de campo tipo CJF da E.5.9.

AlZm disso, mesmo no limitdJ /' 0, os campos elZtricog, e E. ainda s« governados pela
diree<o de U. Assim, as componentes dg atuam tambZm como par¥%emetros do plano ortogonal
" dires<o de propagas<o.

O neemero de modos f'sicos na teoria tipo MCFJ debnida pela E§5(6 Z igual a tres. Dois
deles se aproximam do comportamento de um meio isotr—pico usual no litditeé 0. Tais modos
s«0 aqueles associadosra. da Eq. (6.5.49 e ang = ) P# da Eq. (6.5.39. Note que possuir tres
modos de propagas<o n<o implicam numa quebra da invari%oncia de gauge da teoria dePna na
Eqg. (6.5.9. Isso por que o operator da Eq.6.5.4 Z claramente invariante de gaugé. O terceiro

22F ainda evidente que N+ se torna puramente imaginario nesse regime.
23Vide Apéndice N.
24Vide Apeéndice O.
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modo ocorre devido a presensa do operador dOAlambertiano na Eg5.¢4), aumentando o grau
polinomial da equas<o de dispers<o. No vicuo, o terceiro modo pode ser denotado como espcerio,
mas esse termo tZcnico n«o Z bem aplicado no contexto de meios macrosc—picosUopoele
assumir valores bnitos realiztveis.

Como os modos associados n<o s<o circularmente polarizados, a birrefringencia para esse caso Z
caracterizada em termos da diferenea de fase por unidade de comprimento, dePnido na E}.Z%9.
Assim, introduz-se

21
220 052 (0,1 ny, (6.5.44)
d 20
ondea,b.{ 0,+,!} . Uma vez que existem tres modos de propagaso pata, ,, pode-se debnir

as seguintes difereneas de fase adquiridas depois da ocorrencia de propagas<o por uma dist%oncia
d:

+: ]
OS'O _ 2_1 ) (6.5.45a)
0
+: = ]
Owr _ 2= 5%, 15T, (6.5.45b)
d 2

0s quais s<o vilidos no intervalo de frequencias onde Z real, isto Z, [U| > # 2. No limite de
altas frequencias,(, |[U])' 1 0 1, a Eq. (6.5.49 fornece

0+0 21 ) 0

= | _

g 20(1. W) + >’ (6.5.46a)
0+| 0

L= — 5.4

g g’ (6.5.46b)

com
S —ow—=&

O—% ! # #! E (6.5.46¢)
d 2 |U| T o

Comparando os modos indicados pelo subescri{ts) com o modo padr«o (com subescrito O00),
nota-se que existe uma contribuie<o de ordem zero, que envolve somente a permissividade e per-
meabilidade do meio.

Para, <, | (ou, |[U|<#/2), n, Zpuramente imaginirio. Ento, a partir da Eq. 6.5.39, n,
Z reescrito como

no=i 10 f,. (6.5.47)

Como Im[n.] = 0 para todo o dom'nio de frequencias, somente o modo associadm,a sofre
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atenuas<o, que Z quantibcada pelo coebciente de absorfa 2, Im[n, ], ou seja,

¢
(:2, m 1+ 1+5 ! 1, (6548)

com 5 dado na Eqg. 6.5.369. No limite de baixas frequencias,, 0 1, Eq. (6.5.49 pode ser
expandida como
# % & $

(" ﬁ 1+2 1! ui# RTC VI (6.5.49)

=

f importante mencionar que o coePciente de absoreo da Ec.6.49 Z calculado no limite
, [U| 0 1, enquanto a diferenea de fase na Eq6(5.46 Z determinada no limite oposto (|U[)! * 0
1. Isso acontece por que atenuae<o ocorre para puramente imagintrio e birrefringencia surge
quandon, Z real. A condisco, |[U| = #/2 estabelece uma frequesncia de corte que separa 0s dois
dom’nios de frequencias para a ocorrencia de cada efeito.

6.5.2.2 Caso U-longitudinal

Considerando as conbturas>es longitudinais, ou sejm e U s<o paralelos ou antiparalelos,
tem-sesin?. = 0. Assim a Eq. 6.5.30 resulta em

(1! 4p?, 2U%n*! 2(u#! 4u?, 2U%Nn%+ P21 42, 2 =0, (6.5.50)

cujas solus>es paran? s<o

2= M (6.5.51)

TR

O comportamento den? em termos do par%.metro adimensiona|lU| Z ilustrado na Fig. 6.9,
considerando alguns valores numZricos para 0s par%oemetros.

Nesse centrio, 0 modo associado.aexibe dispers<o an™mala e se propaga para todo o dom’nio
de frequencia, uma vez geun? > O.

O modo associado a? possui dois ramos. No ramo superior, dePnido no intervalo de frequencia
0<,<, o, 0 modo se propaga, com? crescendo rapidamente com. Aqui

0= 1 (6.5.52)
o2uuy”

Z o valor de frequencia para o quai? diverge. Na Fig.6.9, a primeira linha tracejada vertical, dada
por , o|U| = 1/ 4, Z assint—tica "s curvas vermelhas cheia e tracejada, onde as fune>es associadas
possuem singularidades nesse ponto e mudam seus sinais. A segunda linha tracejada vertical ocorre
em, o|U| = 1/2 e Z assint—tica aos ramos superior e inferior da curva vermelha ponto-tracejada.

Quando, >, o, tem-sen? < 0 cujo ramo inferior se torna um ’ndice de refras<o puramente
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Figura 6.9: Plot de n2 da Eq. (6.5.5) em termos de#U comU = |U|. As linhas azuis, que s<o positivas
e decrescentes para todo intervalo de frequencia, representant . As curvas vermelhas, constitu’das por
ramos superiores e inferiores, ilustrarm? . Para as linhas cheiaspy = 2 e ! = 2; para linhas tracejadas,
M =2 e! =4, para linhas ponto-tracejadas,t = 1 e! = 3. As linhas verticais tracejadas (em cinza)
indicam os valores de#U . { 1/4,1/2,1,3/2,2}.

imaginfrio, representando um modo n<o propagante. Esse comportamento ocorre no intervalo
) 0 < ) < ) I ) Com

#

0 qual representa a ra’z da Eq.6.5.5). A Eq. (6.5.59 estabelece uma frequencia de corte acima
da qual o modo associado a, se propaga. A terceira e a quarta linhas verticais, dadas por
,1|Ul=1e,,|U|=1.5 indicam o in’cio do regime de propagaso para linha cheia vermelha e
linha tracejada vermelha, respectivamente.

Analisando agora os modos de propagas<o, observa-se e 1 para a conbgura«<o longitudi-
nal. Ent<o, escolhendo um sistema de coordenadas omale= (0,0,n) eU = (0,0, U3), 0s campos
elZtricos normalizados s&

2

/
1
E: = )L_Q, iﬁ : (6.5.54)
2 0

gue representam ondas circularmente polarizadas de m<o direita e esquerda, respectivamente.
Assim, quandoU e n apontam na mesma dires<o, 0S modos se tornam transversos, de forma que
suas polarizas>es s<o perpendiculares @.

Para se analisar os efeitos de birrefringencia, pode-se calcular o poder de rotae<o implementando

25Vide Apéndice N.
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a Eq. (6.5.5) na Eq. (2.3.29, o que resulta em

> 2
Voo Vo O+ O

2" 1+2u U] 11 2y U]

, (6.5.55a)

onde

G = 1+ %|U|. (6.5.55b)

Note que a express«0f.5.59 Z vilide para regi>es onden, Z real, isto Z, parg <, o€, >, |,
de acordo com a Fig6.9. No limite , |U| O 1, a Eq. (6.5.59 fornece um poder de rotaso n<o
linear na frequencia,

o %(u#! 1), 2|U]. (6.5.56)
O ’ndice de refrascon, Z puramente imaginirio no intervalg o <, <, ,, 0 que constitui uma
zona de absore<o. Assim, tem-se
1 #
<, < (6.5.57)
2u|U | 2|U|

Nesse regime, o 'ndice de refraeo Z dado por

<
) 10 2, |U|#
= 6.5.58
L TRVERE ( )
e o correspondente coebciente de dicro’smo Z
) <
P# 1" 2, |U|#
y= A 1Y (6.5.59)

a7 T2 ou Uit 1
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Cap’tulo

Considerae>es Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo relativamente extenso sobre algumas propriedades —pticas
de sistemas dielZtricos em cenirios diversos atravZs da Eletrodin%emia de Maxwell, num primeiro
momento, e tambZm por extensses eletrodin%.micas que envolvem violas<o de Lorentz por meio de
derivadas superiores. No cap’tul@, apresentamos uma breve revis<o sobre 0s principais aspectos
relativos a propagas<o de ondas eletromagnZticas em meios materiais. Para isso, discutimos sobre
as relases constitutivas e sua utilizas<o na parametrizas<o da resposta eletromagnZtica de meios
a campos aplicados. Mostramos uma das principais ferramentas utilizadas nesse trabalho: a
equaso de Fresnel. AtravZs das equas>es que governam a eletrodin%.mica do sistema considerado
e das relas>es constitutivas do mesmo, conseguimos construir equas>es que nos fornecem os 'ndices
de refras<o do meio e as polarizas>es correspondentes dos modos de propagas<o. Depois disso,
apresentamos formas de avalias<o da birrefringencia (poder de rotas<o e diferen+a de fase), absore«o
e dicro’smo.

No cap'tulo 3, estudamos meios dotados de condutividade magnZtica, descrita pela relaso
constitutiva J' = - i?BJ'. Escolhemos 4 conbgurae>es para o tensor de condutividade, obtendo as
guantidades de interesse ('ndices de refras«o, polarizas>es, birrefringencia, absore<o). f importante
mencionar ainda que o caso isotr—pico abrange o efeito magnZtico quiral (CME). AlZm disso, a
conbguraso de condutividade magnZtica antissimZtrica, que apresentamos pioneiramente para Pns
de estudo te—rico, pode ser realizado em alguns semimetais de Weyl.

Investigamos, no cap’tulod, o comportamento de ondas eletromagnZticas em meios bi-isotr—picos
e bi-anisotr—picos, lineares e homogeneos. Apresentamos virias referencias que utilizam rela-
*>es constitutivas, motivando, dessa certa forma, nossa investigas<o. Consideramos centrios
bi-anisotr—picos parametrizados em termos de tensores simZtrico e antissimZtrico. Para o caso
simZtrico, descrito em termos dos par%emetros magnetoelZtrip& e do vetord, determinamos
dois 'ndices de refrae<o distintos, sendo que, no caso em qdi@ponta na mesma dire«o de pro-
pagas«o n, temos apenas um 'ndice de refras<o, que implica na ausencia de birrefringencia. No
caso em qued an = 0, ocorre birrefringencia, que pode ser examinada em termos do poder de
rotas<o quando os modos de propagas<o s<0 descritos por vetores LCP e RCP, ou em termos da
diferenea de fase quando as polarizas>es n<o s<o circulares. Para uma conbguraso genZrica, en-
contramos que a diferenea de fase assume valor miximo para 1/2, sendo) o0 %ongulo entrd e
n. Obtivemos ainda as velocidades de grupo, velocidades de fase e o vetor de Poynting. No geral,
observamos que o Buxo de energia eletromagnZtica n«o se propaga na mesma dires<o da onda,
apresentando contribuie>es que dependem das dires>es relativas entre o vetor constitutidg a
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dires<o de propagas<o n e o campo elZtrico. Para o caso antissimZtrico, as relas>es constitutivas
estendidas foram escritas em termos dos vetoras b. No casoa-longitudinal, obtemos apenas
um 'ndice de refras<o para meio, que suporta campos elZtricos com qualquer tipo de polarizas<o.
Na conbguras<oa-ortogonal, observamos birrefrignencia, mensurada por meio da da diferenea de
fase entre os modos, que podem ser descritos por polarizas>es linear, circular ou el’ptica. Deter-
minamos tabmZm que as velocidades de grupo em ambos os casmgogonal e a-longitudinal

s«0 independentes de&k e, , sendo uma consequencia das conbguras>es adotadas. O c™mputo
do vetor de Poynting mostra que o Buxo de energia n«o se propaga na dires«o de propagaso
possuindo uma contribuie<o apontando na dire««o do vetor constitutivoa” = Re[a] e outras partes
que dependem das dires>es relativas entr& e o campo elZtrico.

No cap’tulo 5, discutimos a revers«o do poder de rotas<o (PR) que ocorre em meios bi-
isotr—picos dotados de condutividade magnZtica. Com esse intuito, estudamos dois casos parti-
culares. No caso de condutividade magnZtica isotr—pica, a revers«o de sinal do PR ocorre na
frequencia , # = 4/ (2|%4"), de forma que: i) para0 <, <, #* tem-se rotaso da polariza=<o
linear no sentido hortrio; enquanto para ii) >, # observamos rota«o da luz linearmente pola-
rizada no sentido anti-horfrio. No caso antissimZtrico, o poder de rota<o, para todo intervalo de
frequencias, n<«o sofre invers<«o de sinal nos casos de condutividade thmica nula e n<o-nula. Isso
sugere que anisotropias na corrente magnZtica podem prevenir a revers<o de quiralidade em meios
bi-isotr—picos dotados de condutividade magnZtica.

No cap’tulo 6, abordamos a propagas<o eletromagnZtica em meios dielZtricos governados por
extens>es da Eletrodin%omica envolvendo termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT. Inicial-
mente consideramos a eletrodin%o.mica de Maxwell modibcada pelo termo CPT-'mpar de dimens<o
3, o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), descrito por um campo de fundg* = (Vy, V). Nesse
caso, derivamos as equas>es de Maxwell modibcadas, que podem ser utilizadas na descrie<o de
sistemas quirais dotados do efeito magnZtico quiral, como apontado na R&§].[ Depois disso,
obtivemos a equas<o de dispers<o que, na forma de 4-vetores, Z dada equivalentemente pelas Egs.
(6.4.19 ou (6.4.17, o que permite interpretar a propagas<o de ondas eletromagnZticas num meio
dielZtrico obedecendo a uma mesma equaso de dispers«o de ondas eletromagnZticas no vicuo,
porZm com a mZtrica de Minkowski substitu’da pela mZtrica efetiva da Ec6.4.1§. No centrio
puramente timelike,V, &0 eV = 0, os 'ndices de refrae<o obtidos correspondem com aqueles en-
contrados para um meio dotado de condutividade magnZtica isotr—pica. Os modos de propagas«<o,
nesse caso, podem ser descritos por vetores LCP e RCP. A birrefringencia foi calculada atravZs do
poder de rotas<o, revelando ser constante e independente da frequencia. No centrio puramente
spacelike,V; = 0 eV & 0, escolhnemos duas conbguras>es particulares para antlise: i) c&so
perpendicular e ii)V -longitudinal. No casoV -perpendicular, o modo associado & se propaga
para, > |V|/#, enquanto o modo associado @@ (que Z constante) se propaga normalmente em
todo dom’nio de frequencias. A birrefringencia, nesse caso, foi examinada atravZs da diferenea de
fase da Eq. 6.4.39, uma vez que os modos de propagas«0 s«0 descritos por polarizas>es n<o cir-
culares. No intervalo, < |V |/#, obtivemos ainda o coebciente de absore«o para 0 modo associado
an?. Na conbgura«oV -longitudinal, os modos associadosr& e n? exibem dispers<o an™mala
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e normal, respectivamente. A birrefringencia foi avaliada, nesse caso, atravZs do poder de rotaso
dado na Eq. 6.4.4)).

Consideramos ainda um modelo de eletrodin%emica modibPcada por um termo CPT-"mpar de
dimens<o 5 parametrizado por meio do campo de fundd” = (Uy, U). Como no modelo anterior,

a equaso de dispers<o, equivalentemente dada po6.6.19 e (6.5.19, foi reescrita atravZs de 4-
vetores, revelando que a propagas<o de ondas eletromagnZtica no meio dielZtrico Z governada por
duas mZtricas: a mZtrica de Minkowski e a mZtrica efetiva da E@.4.19. Assim, o modelo de
eletrodin%omica tipo MCFJ modibcado pelo termo CPT-'mpar de dimens<o 5 pode ser chamado
de bimZtrico nesse sentido. No centrio puramente timelikdy & 0 e U = 0, encontramos uma
equas<o de dispers<o coebica em possuindo 3 solus>es complexas, dadas como funcexes n(, ).
Analisando o sinal do discriminante da equae<o coebica, conseguimos determinar os 'ntervalos de
frequencias em que os 3 'ndices de refras«;(, ) (comi = 1,2, 3) s<0 reais ou complexos. De
fato, temos: i) para,, <, <, 4, hf 1’'ndice de refras<o real e 2 'ndices de refras<o complexos
(conjugados); para, <, | ou, >, ., 0s tres 'ndices de refrasco s« reais. Aqui, » Z dado
pela Eq. 6.5.23. A existencia de 'ndices de refras<o complexos,, <, <, ., estf relacionada a
efeitos de absore«0. Dessa forma, a eletrodin%emica modibcada pelo termo CPT-"mpar de dimens<o
5 atribui um comportamento condutor a um substrato dielZtrico. Esses efeitos novos e n<o-usuais
s«o originados pela componenté), do campo de fundo acoplado aos campos eletromagnZticos.
Para o centrio puramente spacelikd)y = 0 e U = 0, consideramos 0s casos particularés-
perpendicular eU -longitudinal. No primeiro, obtivemos 3 'ndices de refrae<o distintos, associados

a polarizas>es cuja parte transversal Z descrita por polarizas<o linear. AlZm disso, determinando
que:i) para0<,<, ,,com,, = #/(2|U]), apenas o modo associadora se propaga, engquanto

o0 modo relacionado a, n<o o faz; eii) para, >, ,, 0os dois modos se propagam. As difereneas de
fase entre os modos de propagas<o foram determinadas nas Eg8.5(463 e (6.5.461), revelando
dependencia em(, |U])' 1. No casoU -longitudinal, obtivemos 2 'ndices de refras<o distintos, sendo
quen? apresenta dispers<o an™mala. Por outro lado, o perPl grtbPcmfievide Fig. 6.9, revela a
existencia de dois ramos: no ramo superior, debPnido no intervdle< , <, g, com, o = (2u|U|)' 3,

n? cresce rapidamente com a frequencia; no ramo interior, observamos que, paga< , <, 1,
com,, = #/(2|U|), n, se torna puramente imaginirio, representando um modo n<o propagante.
Finalmente, para, >, ,, 0 modo associado a, se propaga novamente. Os modos propagantes
s<0 representados, nesse caso, por vetores LCP e RCP. Assim, determinando o poder de rotas<o
dado na Eq. 6.5.553.

Investigae>es futuras nesses t—picos de pesquisa podem incluir centrios n<o-lineares e n<o-
homogenos, caracter’sticas que podem ser introduzidas por meio da dependencia funcional dos
par¥%.metros constitutivos, por exemplo, consider&r= #r,t,E,B), em que(E,B) indicam a
magnitude dos campos elZtrico e magnZtico. AlZm disso, Z vilido questionar (e investigar) os
efeitos —pticos em meios cont'nuos governados por Eletrodin%.micas modibcadas por termos CPT-
pares com derivadas superiores. Por exemplo, pode-se inicialmente investigar a Eletrodin%.mica
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descrita por uma densidade de Lagrange da forma
1 . ;
=1 ZG“! Fu + 3Dy " F*" F° 1 AW, (7.0.1)

em que3 possui dimens<«o de (massa} e o tensorD4 Z uma quantidade tensorial adimensional,
gue representa um tipo de generalizas<o do termo de Podolski. Certamente, eletrodin%.micas
descritas por modelos modibPcados merecem estudo mais detalhado.
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Apendice / \

Relas>es de Minkowski para meios bi-isotr—picos

Considere um meio bi-isotr—pico no referenc®ficujas relas>es constitutivas s<o

D¥= #*+ vB* (A.0.1)

1
H*= ﬁB#+ &E”. (A.0.2)

Nesse apendice, derivaremos as vers>es relativ'sticas das relace>es constitutivas de um meio
linear, bi-isotr—pico, homogeneo e n<o-dispersivo (no referencial de repouso do meio), que se move
com velocidade uniformas em relas<o a um observador. Assim, estamos interessados em obter as
vers>es completamente relativ’sticas das relas>es constitutivas bi-isotr—picas vilidas em todos os
referenciais inerciais.

As quantidades com linha s<o observadas no referencif de repouso do meio, enquanto as
guantidades sem linha s<o observadas pelo observador no referen8iadjue ve 0 meio se movendo
com velocidadeu. As transformae>es de Lorentz generalizadas para as quantidades H, E e B
s«0 [111,117

D*= (:D ! ((Tl(D éu)%+ C_lzu $ H$, (A.0.3a)
H#= (#H ! (E_—l(H éu)%! us$ D:, (A.0.3b)
E#z(#E! (il(Eéu)%+ u$ B | . (A.0.3c)
Bf=( B! G éu)%! C—lz(U$ E) . (A.0.3d)

com o fator de Lorentz( =1/ 1! (ulc)e.

Nosso objetivo Z encontrar as relas>es constitutivas relativ'sticas que capturam os efeitos
eletromagnZticos de um meio em movimento. Ent«o substitu'mos EgA0.38), Eq. (A.0.30 e
Eq. (A.0.3d) em Eq. (A.0.1); e substitu’'mos tambZm Eq. A.0.3b), Eqg. (A.0.39 e Eq. (A.0.3d) em
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Eq. (A.0.2), obtendo

# $
D! (S_l(Déu)%+éu$H:#E! (J(rl(Eéu)%+u$B +
$
+%B I (i—l(B éu)%! éu$E , (A.0.3€)
# $
H I (fr—l(Héu)%! u$D=$ B I (J(rl(Béu)%! éuSBE +
# $
+& E! (J(rl(Eéu)%+u$B . (A.0.3f)

Fazendo o produto escalar de EqA(0.3€ e Eq. (A.0.3f) com a velocidade relativau, encontramos

# $ # $ # $
(D au) 1! (_u_z = #E au) 1! (_u_2 + %B au) 1! (_u_2 (A.0.4)
C(+1le S (t1le C(+1le o
# ( u2$ 1 # ( u2$ # ( u2$
4 | — = = = | = [ S
(H &) 1! (+1& H(Bau) 1! (+1& + &E au) 1! (+1& (A.0.5)
Devida a igualdade, # $
1! ( u_2 -1 (A.0.6)
s<o vtlidas
D au = #E &u) + %B au), (A.0.7)
Hau = 5(8 au) + &(E au). (A.0.8)
Tais relas>es s<o igualmente escritas no referenci&”
D*au = #E*au) + %{B*au), (A.0.9)
H*au = %(B#éu)+ &(E*au), (A.0.10)

como resultado do produto escalar de com Eq. (A.0.1) e Eq. (A.0.2). Essa Z uma consequencia
do fato das componentes longitudinais dos camp®@s, E,H,B n<« serem modibcadas sob trans-
formae<o de Lorentz.

Podemo simplibcar Eqg. A.0.3€ e Eg. (A.0.3f) usando as relas>es A.0.7) e (A.0.8), assim o
termo em (D &u) no lado esquerdo da Eq.A.0.3¢) Z cancelado pelos termos envolvend& au)
e (B au) no lado direito da Eg. A.0.38. O mesmo acontece com o termo elfH au) no lado
esquerdo da Eq.A4.0.36), o qual se cancela com os termos efB au) e (E au) no lado direito da
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Eq. (A.0.3f). Com isso, a Eq. A.0.3¢ e Eq. (A.0.3f) produzem as relas>es de Minkowski,

# $
D+£2u$H:#[E+u$B]+%B! lusE . (A.0.11)
C 4 $ c?
H ! u$D:§ B! 0—12u$E + &[E+u$ B, (A.0.12)

correspondendo s vers>es relativ'sticas das relas>e#\(0.1) e (A.0.2). Note que a Eq. A.0.11) e
Eq. (A.0.12) mesclam todos os campos (elZtrico e magnZtico), como vistos no refereigidnt<o,
para se obter express»es par@® , H) em termos somente d€E, B), substitu’'mosH da Eq. (A.0.12
na Eqg. (A.0.11). Analogamente, substitu’mosD da Eq. (A.0.11) na Eq. (A.0.12), produzindo

% &

u? 1, 1 u? (u &E) u$ E, u? (u éB)
D 1! — + S(uad)u+ — B+ —E! + & I —&B + &
c? 02(u D) uczu $ pc? pct ! c? c? c? !
E
—HE+HS B+ B! %‘%, (A.0.13)
% ,&
u U 2 . %. .
H 1! z +(uaH)§! #HSE! H uvB+(Bauu]! %us B)+ é[! uU°E + (E au)u]
- 1g, i2u$B+&E+&u$ B, (A.0.14)
M HC
onde utilizamos a identidadeu $ (u$ A) = ! U?A + (A au)u, comA representandoE, B e D.
Utilizando agora Eq. (A.0.7) e Eq. (A.0.8), obtemos (ap—s algumas simpliPcas>es algZbricas),
#% , & % &
_ (2 u 1 ., u
D = (* # ~5 El # - (Ea);!u$B
% H % & $
%+ & , u?
! (uU$ E+(Bau)u)+ %+ —& B , (A.0.15)
c? c?
#%1 & 0/01 &%u $E (B éu)u&
H = (2 =1 #F B! =!I # ot
"o (E Zu)u& % u? & §2
(%t & u$ B! + %C—2 +& E . (A.0.16)

c2

As express»es dadas na EQA(0.15) e na Eq. (A.0.16) s<0 as relas>es constitutivas relativ’sticas
para(D,H) em termos deE e B, para um meio bi-isotr—pico em movimento. Obviamente, fazendo-
se%= & = 0 nas Egs. A.0.11), (A.0.12, (A.0.15 e (A.0.16), recuperamos as relas>es de
Minkowski usuais (para meios isotr—picos)i[l, 117, isto Z,
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D+lu$H:#[E+ us$ BJl, (A.0.17)
c #
Hi u$D= 2 B!izussE, (A.0.18)
M C

+' 2( ' () *,
D =(2 # & E! # L "(Eas! u$B | (A.0.19)

+l ' b
H =(2 2 #2 B+ # L (Ba)u+u$E), (A.0.20)

O processo de generalizas<«o feito neste apsndice mostra que relas>es constitutivas do tigoQ(1)
e (A.0.2) n«o representam necessariamente violas<o da simetria de Lorentz. Em vez disso, elas

s«0 apenas formas mais simples (vers>es vistas no referencial de repouso do meio) das relas>es
relativ’sticas (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16) .
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Modos de propagae<o para o caso diagonal
anisotr—pico

Para o caso diagonal anisotr—pico, temos

/ 2

#tiz 1 HAcks  pdyke

1= djks #+ig ! H4ki3 . (B.0.1)

i
>3

4,k Ak #tig

Para se obter os 'ndices de refras<o e 0s modos de propagae<o correspondentes, precisamos
resolver

M; E! =0, (B.0.2)
ondeM; Z dado por:
Mij = k* i ! kikj r, zpﬁj (B.0.3)
Escolhendo um sistema de coordenadas orlde ( ki, ko, 0), ent<o
k%' M, 2)#+|% ! klkz ! l.l|4xk2

[Mj]= I kika k21w, 2)#+i% Hid ykq : (B.0.4)

| i 2 2) i

! @4zk2 @4Zk1 k<! M, #H+1 2

Calculandodet[M;; ] = 0, obtemos as seguintes relas>es de dispers<o

' _(
k2 =y 2 #+i— + u) x, (B.0.5)

onde
= A4, K+ 4,4 KE. (B.0.6)
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B.0.1 Modo de propagacao (+)

Para o sinal(+) , a relas<o de dispers<«o da Eq. B.0.4), temos (- =0)

2/ 2
k%l M, 24 ! k1k2 ! “|4Xk2 Ex

l kiko, K21 W, 2% jidyk, 3 §ES =0, (B.0.7)

2z K1 T o E.

i i
@4Zk2 &2

que leva a R

| KikoEy + (K21 [, 28E, +ipkid E, =0 . (B.0.8)

R,

Multiplicando a primeira equa+<o da Eq. (B.0.8) por ) » e adicionando o resultado ao produto da
terceira equas<«o da Eqg. 8.0.8) com ik,4 ,, obtemos

Ex)kg) ! u#, 2) x| pkZ4,4, + Ey)! klkz) 2+ pkik4 4, =0. (B.0.9)

Da Eqg. (B.0.5), temosk2! p#, 2= u) »! k2. Assim, utilizando esse resultado, temos

$

I k21 2
Wee! kil pk34,4,  _ E,. (B.0.10)

kik,” 2 (1! pd,4,17 %)

Ex

Usando agora a Eq.B.0.6), obtemos

# _

144K+ ud 4 K21 KD 1 kEA
kiko,” 2 (1! pd, 4,17 %)

ko (1! u4x4z/2 %)

k(1! pdy4,07 )

Agora podemos substituir a Eq. B.0.12) na segunda equa<<o da Eq.B.0.8). Isso produz

Ex

= E,, (B.0.11)

Ex =1

(B.0.12)

# )
|
I kaiky ! Ejgl ﬁi j; ?) E, + k2| L, 2 Ey = ! ipuki4 E,, (B.0.13)
% ) _, 44 &
)w—ﬁ44+ K21 p#, 2 Ey = ipkid E,, (B.0.14)
#) — 2 2 I 2) | 2 () P2 $
| pd 4,
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)

7, ent«

$
E,=! iuki4,E,,

Agora da Eqg. 8.0.5), substitu'mos k2 + k3 = p#, 2+ U

# _ _
u#,z) s+ Pl por! |,l#,2) »+ |,12#,24y4Z

Tl b4,
£ - 1, W#24,4,, £
T lipkidy” (1! pdya,ll )
[ u#, %4,
E,= —)}_— —E,.
f ok (@) pbyaL )Y
Assim, temos / 2

| kg(l! |,1+X+Z/: ;)E
k(1 pty+2/ %) y

E= Ey :

i, p-&+z E
K S0t pty+ol ) Y

/ ) .2
!"j-f(l! U4 4,17 %)

WHE, ’ )
E= ) 2! pb 4
@ a,a 2w @ paya )
&2+,
Portanto, 0 modo de propagas<«o(+) serf dado por:
/ ) _
!';—%(1! U4 4,17 )
E.=¢d ! |,l4y42/) )
i, 24 Z/) »

Lembrando que estamos tratando o mod@+) , temos

x' o = 444K, + 4,4 ,KE,

ni, %4, 4,mi+ 4,mj ,

onde se utilizoukjx = n,,m; (i =1,2). Dessa forma, a Eq.B.0.21) se torna

*2
1) w4, =

| ke

E. = k1+)1l a8, =
+ = u__ .Hyz s

i, 242/) P
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B.0.2 Modo de propagacao (! )

Para o sinal(! ) na Eq. (B.0.4), temos (- =0)

2/ 2
k%l M, 24 ! k1k2 ! “|4Xk2 Ex

l kiko, K21 W, 2% jidyk, 3 §ES =0, (B.0.25)

L 4,k b kg ! p.) % E,

que leva a R

é

Multiplicando a segunda equaso da Eq.B.0.26) por ) » e adicionando o resultado ao produto
da terceira equas<o da Eq. B.0.26 comik;4 ,, obtemos

EX)! Kok, 57! ukikod 4, +E, (K21 p#, 2))

| KikoEy + (K21 [, 28E, +ipkid E, =0 . (B.0.26)

)

%+ uk34,4, =0. (B.0.27)

Da Eq. (B.0.5), temosk? ! p#, 2= p) 2! k3. Assim, utilizando esse resultado, temos

) )

e ooy g (LW R KT oot pkid 4,

Y U kiky' e (L+ pd 4,07 )’ (8.0.28)
)
_ = px! ka" 2+ pkf4\y4Z
Ex = Eyklkz’ S, ) (B.0.29)
Utilizando agora a Eq. 8.0.6), obtemos
) —
_oo VA AKEL a4 K2 kE e+ k34,4,
Ex=Ey kiky' 2c(1+ pd 4,17 ) ’ (B.0-30)
)
Iy 4,k2! k3 ¥
= A\
EX Eyk1k2/ ;(1_'_ “4 y4 Z/l ;)1 (8.0.31)
)
ke (1+ pd 44,/ >)
=1 )
Ex=! k1(1+u4y4z/’EEy’ (B.0.32)
)
E, =" F—E.. B.0.
Agora substitu’'mos a Eq. B.0.33 na primeira equas<o da Eq. B.0.26). Isso produz
% ) &
2 + 2
E, K21 w2+ (PR e (B.0.34)

" %+ pd 4,
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APENDICE B. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO DIAGONAL ANISOTROPICO

# ) ) — $
kZ + k2 + U(Ax4 K5+ 4,4,k p#, 2 + pd 4 :
EX ( 1 2) 4 IJ'( X Z) 2_ yTtz 1) u 1 ( % u X Z) zluk24XEZ. (B.O.35)
x+ P44,
Esse resultado pode ser simplipcado utilizando-se a EB.(.6) e k2 + k3 = p#, 2! u) 2. Assim
# ) ) — $
W, 27 el Woct pac! p# 2 el U244,
E — ) =i ko4 «E,, B.0.36
X l%(1+u4x4z/, %) I UK24 xEz ( )
E y w4, (B.0.37)
27 %(1+p44/1 e
Temos ent<o / 2
Ex
k1(1+p+y+zl u)
E = | k2(1+p+x+2/ ;{)E 3 (8038)
in-&2+, |
ko Ze(1+ptx+z/ %)
/ 2
| 2 (1+ p4 4 / %)
MHEL
E=1 ) "1 B.0.39
ko(1+ pd 4,17 %) O 4/ g ( )
i, 24 /
Portanto, o0 modo de propagaso(! ) sert dado por:
/ ) .2
2 (1+ pa 4,17 %)
Er=d 2@+ p.4y4z/) ) 3. (B.0.40)
i, 24 Z/) x
Lembrando que estamos tratando o mod@ ), temos
x' o = A4 LKS + 44K . (B.0.41)
=n?, %4, 4,m2+ 4,m3 , (B.0.42)
onde se utilizouk;: = n,,m; (i =1,2). Dessa forma, a Eq.$.0.40) se torna
*2
| ke )1+ a4 /) o
_ k1| ) ) "
E = 1+ p4,4,07 35 3. (B.0.43)
i, 24 Z/) o
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APENDICE B. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO DIAGONAL ANISOTROPICO

Utilizando os resultados obtidos na Eq.K.0.43 e na Eqg. B.0.24), podemos escrever

/ *2
! "j—f)l, wa 4,0

)1, u4y4z/) % 3. (B.0.44)

k
E, = 1+
* b-

+i,%4,]" 3

Agora debPnimos as seguintes quantidades

SN
s = , B.0.45
R BTV S ( )
LN
s = : B.0.4
T T ALl S . (B.0.46)
sy = N2, %4, 4,m5+ 4,m3 . (B.0.47)

Assim, os modos de propagas«q+) para o caso diagonal anisotr—pico cdm= ( ky, k,, 0) s<o

dados por / )
I kos /U &
E. = 9 Kis IV 4 3 : (B.0.48)
+i, 24,17 3
2
I ny,m o/u .
E. = 9 Ne,M 1/V+ 2 : (B.0.49)

+i, 24,17 =

B.1 Autovetores da permissividade elétrica efetiva

Sobre a Eq. 8.2.59, temos da Eq. ¢8.2.46h) e Eq. (3.2.46¢

/ 2 / 2
i) _ 4.k I 4,ko
€3 = J? 4 kli = 4}7—9 4 kli = ‘.}tei, (Bll)
4 ) ol H 74 J ol M 74
ol N 74 ol N 74
de onde podemos debnir
/ 4K 2
) - _ 9 X 22
e: i xey3= 4¥k1 . (B.1.2)
i
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APENDICE B. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO DIAGONAL ANISOTROPICO

B.2 Verificando a relacao entre U. e V.

Da Eqg. (3.2.50, temos

A
n2 = p#+ Bn, 4,4,m3+ 4,4,m2 (B.2.1)
Podemos fazer ent«o
, u A ~ G d,mEr 4,4,
ni = u#i _nt 4x4zm%+ 4y4zm% = > 2, (B.2.2)
) 4,4,m5+ 4,4 ,m;
N, 4,4,m2+ 4,4,m?
ni:“#iu__x z 22 y*z 12, (B.2.3)
) 4,4,m5+ 4,4 ,m{
mas) 7% = ,n i_ 4,4,m5+ 4,4 ,m2. Ento
N, 4,4,m2+ 4,4,m?
2 _ H 2) 2 2
ni - l'l#i )?ni 4x4zm2+ 4y4zm1 3 (B.2.5)
n2 = Ho) 2.2 2 2
L= W yY—"4,4,nim5+ 4,4,nim3 , (B.2.6)

Ay

onde podemos substituin2 = n2, + n3, = n?+ n3, na qual omitimos o sinal+ para se ter uma
notas<o menos carregada. AlZm disso, podemos fazer tambAgm? = nZ, = n?,i =1,2. Assim,
obtemos

=
~
*

nZ+ n3 = p#+ Y= 4,4,n5+ 4,4,n% (B.2.7)
% & % &
n2 1, YR a4, +n2 1, Y2 a4, = (B.2.8)
A pa
Dividindo por p# obtemos
n? n3
L+ 2=1, (B.2.9)
Vs U



APENDICE B. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO DIAGONAL ANISOTROPICO

onde utilizamos a Eq. B.0.45 e Eqg. (B.0.46. Comon; = njz = n.m;, i =1,2, teremos

2 2
n2 My p2Mz oy (B.2.10)

+ Uz

—+ —= =1, (8211)

demonstrando o resultado da Eq.3.2.5)).
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Apendice C

Modos de propagas«o para 0 caso antissimZtrico

O ’ndice de refras<o do caso antissimZtrico Z dado por € 0)

A
n=p#! 92+i9,, (C.0.1)
onde
_ b o b
9p = > cos. = > (C.0.2)

Podemos agora reescreverna forma trigonomZtrica. Teremos ent«o

n?=n"n (C.0.3)
In|? = p#, (C.0.49)
In| = N, (C.0.5)
onde debnimos
N =) @ (C.0.6)
Reescrevendm, temos
n= N (cos%+isin % = Né". (C.0.7)
Da Eg. (C.0.1), obtemos
sin%= COSY%= w9 (C.0.8)
0= N’ o= N , .0.
que nos fornecem
9y
tan %= =————. (C.0.9
p#! 92
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APENDICE C. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO ANTISSIMETRICO

No geral, a polarizaso Z escrita como
/2

El
E=9e . (C.0.10)
E3

Utilizando a Eq. (3.2.69 e aproveitando a arbitrariedade deE*, podemos escrever dois vetores da
forma
/ 2
+E!?
E. = 9 E? 2 : (C.0.11)
nE?

onde utilizamos a Eq. 8.2.69. Utilizando agora an = N€" e dePnindo

Q= bZ—N (C.0.12)
H
podemos reescrever a EqC(0.11) como
/
El
E= 9 E?2 i . (C.0.13)
iQe" E?2
NormalizandoE. , temos
IE|? =1, (C.0.14)
(EYH2+(E?)%+ Q2(E2)f =1, (C.0.15)
(E??"1+Q? =11 (EYHY? (C.0.16)

na qual podemos escolhdE )2 = 1/2, pois E* Z arbitrfrio. Ento, temos

1

(E®)? = 20+ Q) (C.0.17)
E2=+ =1=. (C.0.18)
2(1+Q?)

Escolhendo o segundo sinal par&? e lembrando que(EY)? = 1/2' E! = # 1/) 2, podemos
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APENDICE C. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO ANTISSIMETRICO

substituir a Eqg. (C.0.18 na Eg. (C.0.13, obtendo bPnalmente

) - 2
£1° 2
.. 1
B, = § : )ﬁg , (C.0.19)
i)y
102
2(1+Q )/ _ - Q22
+ +
- L9 1§ (C.0.20)

B,==_—-
2(1 + Q?) ! iod

Note que, para essas escolhas, as componegtez da Eq. (C.0.20 satisfazem a condis<o imposta
pela Eq. 3.2.69.
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Apendice D

Modos de propagas«o para 0 caso simZtrico

Escolhendo um sistema de coordenadas onale= (0,a,0) e c = (0,0, c), podemos reescrever
M; da Eq. (3.2.§ com # dada na Eq. 3.2.70, ou equivalentementeM; da Eq. (3.2.713, na
forma

) * ,

Mj = "n?! p# u!rhmllgi(%uaan+%u&qno, (D.0.1)
) * - o o

Mj ="n?1 p# "y ! omin; ! |2£ (Fhij @' 2C" k3N + #Hqj @' k2C'i3Ny) , (D.0.2)
) * - o o

Mj ="n?! p# 'y ! ninj! |2£ac(#<lj i2' kaM + #q ' k2'isi) (D.0.3)

onde utilizamosa; = a';, para indicar que a cenica componente n<o-nula @eZ a componente,.
O mesmo argumento foi utilizado nos casos similares. Debnindo agora as quantidades

H

A:M!W,C:!Eﬁa, (D.0.4)
teremos
Mj = A" ! ning + C (H "i2 k3N + Hij " k2" i3i) - (D.0.5)
Explicitamente, temos
2 /
A! n? ! nny, ! ngns O 0 O
Mj]= 9! nin, A! n3 ! nzngﬁ + C?! n, ng O ﬁ : (D.0.6)
' ning ! nong Al nj3 ng 0 !'n;
a partir da qual, det[M;; ] = 0 nos fornece
) 2 2 2*) 2* —
A%l C2n2 Al n? =0, (D.0.7)
ComoA'! n?=1! p# as relas>es de dipers<o s<o
A= *Cn,. (D.0.8)
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D.1 Modo de propagacao (+)

Utilizando A =+ Cn; na Eq. (D.0.6), a equas<o M; E! =0 Z escrita como

/ 2/ 2
Cny! n? ' nin, ! ning
9' ninp! Cny 2Cny! n3 ! nzngi 9E 2 =0, (D.1.2)
I nins+ Cng I nong ! n3 E,

que produz

(Cny! n?)E4! ninzEy! ningE, =0

(! niny! Cny)Ex +(2Cny! N3)Ey! npngE, =0 . (D.1.2)

aQooooon  -40000) 0

(! ning+ Cn3)Ex ! nangEy ! niE, =0

Multiplicando a primeira equas<o da Eq. (D.1.2) por n;, e adicionando o resultado ao produto da
segunda equas<o da Eq.[0.1.2) com (! n;), obtemos

* *
nz)Cnll ni Ex! nin3Ey! ni(! niny! Cny) Ey ! nl)ZCnll n; E, =0, (D.1.3)
2Cnin,Eyx ! 2Cn%E, =0, (D.1.4)
gue resulta em
n
E, = —E,. (D.1.5)
ni

Substituindo agora a Eqg. D.1.5) na terceira equas«o da Eg. D.1.2), temos

2

nsn
(! nng+ Cng) B! —22E, ! n?E, =0, (D.1.6)
1
cuja simplibcas<o leva a
% o &
n2E, = ! ning+ Cnz! -2 E,, (D.1.7)
N1
%Cn I n?! n2&
E, = 1" 10 2 g, (D.1.8)
NiNg
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Utilizando as Eqgs. 0.1.5) e (D.1.8), teremos

& n Cny! n?! n?
E, = E,, 2E,, -+ t° 2 D.1.9
X n, X Nins X ( )
—_ EX ) 2 2*
E, = nins, nzn3, Cny! ni!l n3 (D.1.10)
nins
*
E, = Eﬁo))nlng,,nzng,c:nl! n?1 n2 , (D.1.11)

com uma amplitude apropriadaEfo).

D.2 Modo de propagacao (! )
Utilizando A = ! Cn; na Eq. (D.0.6), a equaso M E! =0 fornece

/ 2/ 2
I'Cny! n2 1 niny I nins

Ex
9! niny! Cny ! n3 I Nong 2 9 Eyi =0, (D.2.1)
I ngng+ Cnz ! npng ! 2Cng ! nj E,

que conduz a

(' Cny! N3 Ex! ninEy! ningE, =0

(! niny! Cny) Ex! Nn3Ey! naniE, =0 . (D.2.2)

aoooon -1 20

(! nin3+ Cnz) Ex! nangEy + (! 2Cny! n3)E, =0

Multiplicando a primeira equaso da Eq. (D.2.2) por n3 e adicionando o resultado ao produto da
terceira equa<<o da Eqg. 0.2.2) com (! n;), obtemos

* * *
l Cnynz! n2n3 E,! niniE, + )nfngl Cning E, + )2Cn§ +nn3 E; =0, (D.2.3)

cuja simplibcas<o resulta em

Ex = mEz- (D.2.4)
N3

Substituindo a Eq. (D.2.4) na segunda equas<o da Eq.[§.2.2), temos

n
(! niny! an)n—lEz! n3E, ! n,nsE, =0, (D.2.5)
3
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v n?n,  Cnin &
nE, = | 21 2121 n,ng E, (D.2.6)
N3 Na
%Cn + n?+ n3
E, = L 1" 8 E,. (D.2.7)
NoNj3

Utilizando as Egs. 0.2.4) e (D.2.7), obtemos Pnalmente

0/On (Cny+ n2+ n3) &
E, = -—E,,! L1 SEE D.2.
! n3 Z n2n3 Zy z ) ( 8)
_ Ez ) 2 2 *
E = ning,! (Cny+ nf+ ng),nzng (D.2.9)
Nans
*
E, = fo))nlnz,! (Cng+ nZ+ n3),nzns (D.2.10)

com uma amplitude apropriadaE!(O).
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Apendice E

Determinando as densidades de carga

A seguir, iremos utilizar a Eqg. 3.3.2 para determinar as densidades de carga correspondentes
de cada cenirio onde a condutividade mangZtica possui uma parametrizas«o espec’Pca.
No caso isotr—pico, temos

J=J.+ 4B. (E.0.1)
Assim, a densidade de carga ser%
= 1k ale+ 4 4B, (E.0.2)
| = !’e, | (E.0.3)
onde utilizamosk aB = 0 e debnimos
le= K &J/,. (E.0.4)
E.1 Caso antissimétrico
Para o caso antissimZtrico, temos
J=J.+Db$ B. (E.1.1)
Utilizando a Eq. (3.3.2, teremos
= Ykas+ Tkaps B, (E.1.2)
I = 1,1 1 ak$ B), (E.1.3)

onde utilizamos a Eq. E.0.4) e tambZmk &b $ B)= ! b &Kk $ B). A lei de Ampere no espaso
de momentos nos fornece neste caso:

ik$%+i,#E=Je+ b$ B, (E.1.4)

k$B=1!ipde! ip(b$ B)! ,pH#E. (E.1.5)
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Substituindo a Eg. (E.1.5 na Eq. (E.1.3), obtemos

= 1.0 Thal ipde! in(b$ B)! LH#E], (E.1.6)

= 1.+ Phal.+ o 4E. (E.1.7)

Podemos veribcar que as express»es na EF.X.1) e na Eq. E.1.7) naturalmente satisfazem a
equas<o de continuidade. De fato, no espacco de momentos, a equas<«o de continuidade nos fornece

Il +ka&al=0. (E.1.8)

Substituindo a Eq. E.1.1) e a Eq. E.1.7) na Eq. (E.1.8), devemos veribcar se a equas<o se mantZm
vilida, ou seja, resulta ser, de fato, igual a zero. Vejamos

% &
L, 1o+ Bhal+ phaE + kaJo+ b$ B)=0, (E.1.9)
| 1.0 iubal,! u#b4E + kal.+ kab$ B)=0, (E.1.10)
1ol iubale! ,u#baE+ ! o! bak$ B)=0, (E.1.11)

onde utilizamos a Eq. E.0.4) para reescrever o quarto termo do lado esquerdo da E€.1.1]) e
kab$ B)="!bak$ B) para reescrever o celtimo termo. Utilizando agora a Ed:.(.5 no
celtimo termo da Eq. E.1.11), obtemos

lipb &Je! ,p#b &E! b4l inde! in(b$ B)! ,u#E]=0, (E.1.12)

que Z satisfeita imediatamente.

E.2 Caso simétrico

No cenztrio simZtrico, temos
1 , ,
J=Je+t é[a(caB)+ c(aéB)]. (E.2.1)

Vamos utilizar as seguintes identidades vetoriais:

A$S(B$SC)=(AaC)B! (A &)C, (E.2.2)
(A$B)$SC=(A4&)B! (B aC)A. (E.2.3)

Adicionando-as, obtemos
A$SBSC)+(A$SB)SC=2(AaC)B! (AaB)C! (CaB)A. (E.2.4)
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Identibcando agora:A = a, C = c and B = B para 0 nosso caso e utilizandaéc = 0, teremos
(adB)c+(cdB)a=!'a$(B$c)! (a$B)$ C, (E.2.5)

(aédB)c+(cdB)a=a$ (c$ B)+c$ (a$ B). (E.2.6)

Podemos agora utilizar a identidade de Jacobi:

C$(A$B)=IBS(C$SA)! A$(BSC), (E.2.7)
c$(asB)=!B$(c$a! a$ (B$ o). (E.2.8)

Ent«o substituindo a Eq. (E.2.8) no segundo termo do lado direito da Eqg.K.2.6), temos

(adB)c+(cadB)a=a%$(c$B)! B$(c$a)! a$ (BS$c), (E.2.9)
(adB)c+(cédB)a=2a$(c$B)! B$ (c$ a), (E.2.10)
(adB)c+(cédB)a=2a$(c$B)! (a$c)$ B. (E.2.11)

Assim, a Eq. E.2.1) pode ser reescrita como

J=Jc.+a$ (c$B)! %(a$ c)$ B. (E.2.12)

Utilizando agora a Eg. 8.3.2, obtemos a densidade de carga

1 1 # 1 $
l = “kaJe+ ~ka a$ (c$ B)! E(a$ c0$B , (E.2.13)

e+ 1k das$ (c$ B)! Zik d(a%$ c)$ B]. (E.2.14)

Podemos reescrever o celtimo termo como

kal(as c)$ B]' k'#y (a$ c) BY, (E.2.15)
=1 (a$ c) # kB, (E.2.16)
=1 (a$c)aks B). (E.2.17)

Ent<o a Eq. (E.2.19 se torna

= 1.+ 1[a$ (c$ B)+ 2i(a$ c) &k $ B). (E.2.18)
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A lei de Ampere, neste caso, nos fornece (no espaso de momentos)
ik$%+i,#E=Je+ a$ (c$B)! %(a$ c)$ B, (E.2.19)
K$ B =1in.! iya$ (c$ B)+ %“(a$ 0)$ B! LHE. (E.2.20)
Substituindo a Eg. (E.2.20 naa Eg. (E.2.18, obtemos

= 1.+ 2[a$ (c$ B)]! ;—“(a$ ¢) 4, ! iz—“(a$ ¢)&das (c$ B)]! %#(a$ ¢) 4E.

(E.2.21)
Podemos avaliar agora o quarto termo do lado direito da EqE(2.2])
(@$c)das (c$ B)] = #yHmnad ca™(c$ B)", (E.2.22)
=("jm" k! " km)@ @M (c$ B)", (E.2.23)
=dadcd"(c$ B)"! (Fa)d (c$ B) (E.2.24)
= azgﬂcm B}! &:ﬁ@[a ac$ B), (E.2.25)
0 0

=0, (E.2.26)

Portanto, a Eq. (E.2.21) Z reescrita como
| =1, +F! '2—“(a$ c) 4l ! “;(a$ c) &E, (E.2.27)

onde

F = 1k aas (c$ B)]. (E.2.28)

Podemos agora facilmente veribcar que a densidade de carga na ER.R7) juntamente com
a densidade de corrente na EqE(2.12 satisfazem a equas<o de continuidade. De fato, teremos

11 +kal =0, (E.2.29)

na qual substitu'mos! e J por (E.2.27) e (E.2.12, respectivamente, obtendo

Je! kda$ (c$B)+ %(a$ c)ale+ %(a$ c)aE + kal.+ kdas$ (c$ B)+
1
! ék d(a$c)$B]=0,
(E.2.30)
na qual podemos cancelar o primeiro e quinto termos, pdisaJe = ,! ; podemos ainda cancelar o
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segundo e sexto termos. Utilizando agotaa(a$ c)$ B]="! (a$ c) ak $ B), obtemos

v

ig“(aﬂi C) aJe+ 7(a$ C) &E + %(a$ c)ak $ B)=0. (E.2.31)

Substituindo agora a Eq. E.2.20 no celtimo termo, teremos
il
_ 2
! %(a$ c)aas$ (c$ B) =0, (E.2.32)

P

iEu(a$ C) &l + 7(a$ c) &E ! iE”(a$ c) &l ! (a$ c) aE+

que Z satisfeita imediatamente, uma vez que o celtimo termo Z igual a zero B veja o resultado da
Eqg. (E.2.26.
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Apendice F

Teorema de Poynting

O trabalho (por unidade de tempo) realizado pela forea eletromagnZtica sobre um conjunto de
cargas (com densidade de cardae densidade de correntd) Z dado por [, 7]:
0

dw .

— = drJé&E). (F.0.1)

dt
Uma vez que as quantidades vetoriais de interesde, B, J) podem ser complexas, devemos ent«o
considerar a parte real das mesmas, pois os campos f'sicos s« quantidades reais. Assim, devemos
fazer

5

dw-_ d®r (Re[J] 4Re[E]) . (F.0.2)

t

Utilizando agora a propriedadeRe[z] = % z+ 7'), podemos ent«o escrever a EqF(0.2) como
0

%—Vtv = “cje’r% J+JI)AE+E), (F.0.3)
aw 1% ot .. o

i d°r (3 &E)+(J&E")+(J&E)+(J &E") , (F.0.4)
aw 12 ot ’

rral d*r Re(@" &E)+ Re(J &E) . (F.0.5)

Vamos agora avaliar o valor mZdio da EqF(0.5) sobre um ciclo de oscilas<o (com per'odd = %
[7], que podemos chamar de mZdia temporal. Para isso, podemos assumir ansatz de ondas planas
monocromiticas e ent«o escrever

E=Ee'™, B=Be™, J=3e'¥, (F.0.6)

em queE, B eJ s« complexos. Assim, a mZdia temporal da EqF(0.5) sert
W V.6 4 W Vb W Vb W

Y,
dw 1 . . . 1 .
= 5 dr Re( &E)+Re(J&E) = d® Re@ &E) + 5 d*r Re(J 4E)

dt

NI =

(F.0.7)
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Para o primeiro termo do lado direito de F.0.7), temos

Vo w 6,06
1 3 . 11 3 .
> d’r Red &) = >T d°r Re(d &E)dt, (F.0.8)
Vo W 110°Tc'> . ,
5 d® Re(J" &E) = aT d®r (3 &E)+(J&E") dt, (F.0.9)
Vo W 1160T6 . ,
> d*r Re(d" &E) = aT d®r (3 aE)+(JaE") dt, (F.0.10)
0
1V6 W l(‘)’ + ,1'c')T;'!1
- dr ReQ &) => & (J aE)+(JaE) = ! dt, (F.0.11)
|
Vo w 45 : ( o
1 . 1 o
5 d® Re(J" &E) = 5 d® Re 3 &E . (F.0.12)
Para o segundo termo daK.0.7), obtemos
1v(‘j w 116 ;0 + | -
> & Re(J &E) = aT d®r (FaE)e? +(J 4B )e 7 dt, (F.0.13)
1\/0 W 10 10 T=20m _ 10 1971202
5 d® Re(J &E) = a d*r (3 4E) = At + 7 d*r (3" &E )? e 2%t
e HI ] el HI )
=0 =0
(F.0.14)
Vo w
5 d® Re(J 4&E) =0. (F.0.15)

Assim, utilizando (F.0.15 e (F.0.12 na Eq. (F.0.7), obtemos
W Vo W V_ o + w 0 ' (

V
aw - _ d®r(Re[J]&Re[E]) = d®r Re(@ 4E)+Re(J&E) = d®r Re 3" &

dt

NI

2
(F.0.16)
Portanto, a mZdia temporal do trabalho (por unidade de tempo) realizado pela forea eletromag-
nZtica Z dado poi1/ 2) da parte real do produto(3” 4E), ou seja,
v W ) .
aw - _ 1° d*r Re ¥ éE( (F.0.17)
dt - 2 . . .
Vamos agora escrever esse resultado numa forma de lei de conservas«o. Para isso, consideramos

novamente os campos elZtricos e magnZticos com dependencia temporal do ¢ip¥ [1]. Assim,
as equae>es de Maxwell s<0 escritas como

#ap =1 #$ H+i, D=3, (F.0.18)
#aB =0, #$ E! i,B=0. (F.0.19)
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APENDICE F. TEOREMA DE POYNTING

Substituindo a lei de Ampere, segunda relas<o daK.0.1), no integrando da ¢.0.18, obtemos

A G (

5 d*r 3 & = 5 d*r #$ A1 i, D" &E, (F.0.20)
5 8

0 - ( 0

1 T S | 39 - Lot oap?

> d’r 3 aE = > d°r Ea(#ﬁl FIB 'i,D aeT, (F.0.21)

B . ( 5 =H#4(& E)I(& (E&FH#)

5 dr I & = 5 dcriira (ESH)+H é@ﬁlfﬁ! i, D" &aE], (F.0.22)

6 (40 b T (

5 dr 3 aE =1 5 d*r #a(E$ H)! ? d°r D &E! H &8 (F.0.23)

na qual dePnimos o vetor de Poynting complexo

(
E$SH = %(E$ HY), (F.0.24)

NI

S=

uma vez que as exponenciais se cancelam na segunda igualdade, ou(&p,H") = (E€ ¥) $
(H'e¥)= E$ H". Assim, a Eq. F.0.23 se torna
o] 0 0

d*r #4S="1 dPr (D" aE! H &B)! 5 d*r (3 4E), (F.0.25)

I,
2

da qual, podemos extrair

o o P AR
#as:!"E D 4E! H 4B | (3; ) (F.0.26)
sendo equivalentemente dado por
#aS= | I’E(D" sE1 1 aB)1 O ;E), (F.0.27)
que estabelece a lei de conservaso de energia eletromagnZtica. Isso acontece pois & B®R7
Z uma forma de equaso de continuidade. De fato, utilizand®, ' ! i, , a Eq. (F.0.27) Z escrita
como
©aE
HAS+H Uy =1 O 26‘ ) (F.0.28)
onde debPnimos a diferenea de densidades de energias elZtrica e magni’gmacomo
1 .. .y
Uew = 5 (D 4E! H'4B). (F.0.29)

f importante mencionarmos que a debnie«o do vetor de PoyntingH0.24) segue a mesma
convene«o do Jackson [1]. Dessa forma, OsobramO fatof®2) nos outros termos da Eq.k.0.27).
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APENDICE F. TEOREMA DE POYNTING

Tendo esse detalhe sutil em mente, a convene«o para a mZdia temporal da He.0(27) Z obtida
apenas tomando-se a parte real da mesma, o0 que parece contradizer o resultado que obtivemos na
Eq. (F.0.18), isto Z, Oa mZdia temporal de um produto de quantidades vetoriais complexas Z igual
a (1/2) da parte real do produto entre um dos fatores e o complexo conjugado do outro fatorO.
Essa aparente contradie<o s— ocorre por que/ackson debne o vetor de Poynting contendo o fator

1/ 2. Assim, ele convenciona as mZdias temporais simplesmente tomando a parte real. Em outras
referencias, comoZangwill [7] e Kong [50], 0 vetor de Poynting Z dePnido sem o fatdr 2, ou seja,

grengwil. Kong = E§ H'. (F.0.30)
Assim, a equas«o de conservas<o de energid(0.27) Z dada por
#4sranawil.Kong — 1 j (D"4E! H" &B)! (3" &E), (F.0.31)

cuja mZdia temporal sert igual 1/ 2) da parte real da mesma. Em suma, temos

¥ Na convene<0o do Jackson:
1 . 1 "
S= E(E $H), 4= éRe(E $H). (F.0.32)

¥ Na conveneo do Zangwill € Kong:

S=ES$H, 334= %Re(E$ HY). (F.0.33)

Dessa forma, as mZdias temporais Pcam equivalentes em ambas as convens>es.
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Apendice G

Simplificando o vetor de Poynting para meio
bi-anisotr—pico com relas<o antissimZtrica

Obtivemos na Eq. @.3.179 o vetor de Poynting dado por

# ) $
S= ~(n+ pa)EP+ S(@&E) — 1 1 E (G.0.1)
2u H 2 u#! p(aan) o
Utilizando agoraa = a*+ i a™ escrevemos
aan = a’hcos) +ia*hcos), (G.0.2)

em que consideramo&@™*#n) = a* cos) . Implementando G.0.2) e E = E*+i E**na Eq. (G.0.1),
teremos

# $

n2
| #] E#
u#! patcos) ! ipa*hcos) 1 (E"M iE), (G.03)

w
1
o

a+|a’5a(E#+|E#’5

+
I\)ll—‘

em que
1 a* a**
= —nl|E|?+ —|E|?+i—|E|° G.0.4
sznll 2III2II ( )

Da Eq. (G.0.3), obtemos
1 +
S=J+ > (a”&E" +i( a"aE™) +i( a™aEY) | (a##aE#’f $
n?(p#! pa'h cos) +ipa*cos))
(u#! pahcos) )? + p2a*n? cog)

$
I 1 (E*1 iE™, (G.0.5)

#
S= ]+ 1 (u#! pa'ncos) )(n®! p#+ pancos))! p?a*n?cos) N
B 2 (u#! pan cos))2+ uza#ﬂ cog)
pa*h® cos) # # A R iz #
ENE EAE*
(Ii#' e cos) 2 + ZaPnZ cod) $ (a*&aEHE”+ (a*aE"JE"+ (a™aE?)
I (a™aE™E*! i(aaEAE™+i(a*aEME" + i( a##éEﬁE#H(a##éE#’SE##. (G.0.6)
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BI-ANISOTROPICO COM RELACAO ANTISSIMETRICA

Vamos debnir as seguintes quantidades:

_ (u#! pathcos) )(n?! p#+ pahcos))! p?a*n?cog)
- (p#! pai cos) )2 + p2a*2n2 cod)

B na*h® cos)

"~ (p#! pathcos) )2+ p2at®n2cog)

Fy

, (G.0.7)

F, (G.0.8)

Ento ( G.0.6) Z reescrita como

+ )
S=J+ P (a”aEHE"+ (a"aEME™+ (a™aENE™ (a™aE™E" +

. F . . . . ’
+|?1 I (a*&ERE*+ (a"aE™E"+ (a™aEHE"+ (a™aEME™ +

+
2

+i% (a"aE")E"+ (a"4E™E™ (a™8EE™ (a"aETJE" +
P ¥ ;
! 72 | (a*aEHE™+ (a*aEE*+ (a™AEHE"+ (a™aEHE™ | (G.0.9)

A mZdia temporal do vetor de Poynting acima sert dada ent«o por

+ 1
354= %(n + pa)|E|? + % (a"aEHE*+ (a*aEME™+ (a™aENE™ (a™AEJE" +
+ )
! % | (a"aEHE™+ (a*aEE*+ (a™aEHE*+ (a™aEHEH | (G.0.10)

1 1 1
3S4= 2_u(n + pa’)|E[* + é(a#éE’ﬁ(FlE#+ F.E + é(a#élE#ﬁ(FlE*”f#! F.E® +

+ %(a##éE”j(FlE##! FoE" | %(a##éE#’f(FlE#+ F.E*, (G.0.11)
1 > 1 # # * # 4 ok
354 = 2_“(n+ pa)|E|? + é(FlE + F,EM (a*aE™) ! (a™aE™) +
+ 1
+ %(FlE##! F.E) (a*&E™ + (a™aE") . (G.0.12)

Para o casoa-ortogonal, temos) = 1/2. Logo,

n2! p#
Foro. = T Fome- =0, (G.0.13)

Ent«o (G.0.12 resulta em

2 | + 1
B = 2—1u(n patEp+ B éu#u#) (Q*8EHE*+ (a*4EME™+ (a™4ENE™ (a™aEME .

(G.0.14)
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Para o casoa-longitudinal, temos) =0. Ent«o

long. _ (p#! ua#n)(nzl it + ua#n) I uza#ﬂnz
i (u#! pafn)2 + p2a#en2 ’ (G.0.15)
p#(n? !+ 2patn) | pai® ! pn®(at + o)

PH(U#! 2uaih) + p2n2(a2 + ae)

long. _
Fi° =

(G.0.16)

Lembrando quen?! p#+ 2ua’n = 0 de acordo com a Eq.4.3.137 e (a® + a*2) = |a)? [vide
Eq. (4.3.120¢]. Assim (G.0.16 resulta em

I an3! p2n?|a)?

oM = 0.17
T g gl eniap (©017
=n2
I ah! pla)?
long. — 1
F, e (G.0.18)
Para F,, teremos
ong. ua##h3 _ Ila#ﬁB
F20ng — HZ#I 2u2#d’h n p2n2(a’2 T a#g) - IJ-#( | a# )+ p'znzlalp (6019)
- W g
=n2
#
ong. & (G.0.20)

 #+ pla)?

Portanto, a mZdia temporal do vetor de Poynting para o casalongitudinal sert dado por

1 1 (+ o
35479 = i na)[EP+ 5 FIMOET FOET (a"aED)! (aMEET) +
1 + '
+ ]E- Fiong.E##! leong.E# (a#a'E#j + ( a##éEtﬁ . (GOZ]_)
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Apendice I I

Modos de propagae«o para meios bi-isotr—picos
dotados de condutividade magnZtica

H.1 Caso isotrépico
Da Eq. (5.2.10, podemos escrever

= u#+ 2ic) Zn.. (H.1.1)

+ N

n

Substitu’da (H.1.1) na matriz [M; ] (5.2.9, a equaso M;; E! =0 Z lida como

o) ) _ )_ 21 2
+2ic Zng! n? ! ninp! 2¢ Znz ! ninz+2c¢ Zn; E,
' nin, +2¢ Zns *2ic Zns! n3 ! nyng! 2¢ angf QEE =0, (H.1.2)
I ning! 2¢ Zn, ! nyng+2¢ Zng 2ic Zn. ! nj E,
R + . + ) _ ’ + ) — !
g Z 4 | n1 Ex+ !'nminy! 2¢ Znz Ey+ ! ninz+2c¢ Zn,; E, =0
) * ) =
! n1n2+20 Zn3 E, + +2ic Zn,! n2 Ey+ !'nong! 2¢ Zny E; =0 . (H.1.3)
é 1 + )_ ’ + )_ ’
I ning! 2c Zn, Ey+ ! nyng+2c Zng Ey+ *2ic Zn,! n% E,=0

Multiplicando a segunda equas<o de f1.1.3) por [t %IC) Zn. ! n3] e somando o resultado ao
produto entre a terceira equa+o deld.1.3) e [n,nz +2C Zn,], obtemos

+ y— ¢y ( y - ( y G
E, I ntn,+2¢c Zns 2ic Zn, ! n% + !'nming! 2¢ Zn, nynz+2c Zn; +
o) o ¢ ) - ) C ) - G
+E, *2ic Zn.! n3 %2 Zn,! nj + ! nunz+2c Zn; nynz+2c Zn; =0,
(H.1.4)
o) - . ) — ) — ’
Ex , 2iC Zn.ninyt4ic®Zn.ns! 2¢ Z(n3+ ning) ! 2¢ Zn3ns! 4°Znin, +
+ ) ,
E, ! 4Z(n2 ! n?), 2ic Zn.(n3+nd) =0, (H.1.5)
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

na qual podemos simplibcar os termos destacados em cores correspondentes e substituiremos
(nZ+ n3) = n?! n? no celtimo termo. Assim, teremos

R X
$ $
EX@’ 2ic Z[nnin,, inggléﬁllia, inans]! 4¢*Z (niny, inn3)§+
=n2! n3
+ ) _
+Ey(n?! n3) | 42Z, 2ic Zn =0, (H.1.6)
Mo ) _ N ' )=
Ex , 2ic Zn(ninz, inng)! 4c2Z(niny, inng) + Ey(n?! ny) ! 4c2Z, 2ic Zn =0,
(H.1.7)
Ex(ninz, inng)+ Ey(n?! n?) =0, (H.1.8)
_ xinng! nin;
y = n2 | n§ Ex. (ng)
Substituindo (H.1.9) na primeira equaso de {H.1.3) fornece
# ' (% _ &$ ' (
+innz! nins

E, +2ic Zn.! n?+ 1 nny! 2¢ Zns +E, ! ;qn3+2¢ Zn, =0,

n2! n2
(H.1.10)
5 8
6 ) = 2( . ) — . 9
+2ic Zn, ! nj @_hlller(! NNy ! 2¢ Zn3)(xinng! niny)T Ex+
=n3+nj )
+E,(n?! n?)(! ning+2¢ Zn,) =0, (H.1.11)
2 2 ) = o) o 2| 2.2 > '
E.(n“! n))(! ning+2c Zny)=(! 1) +2ic Znn3! ning, inninyng+2c Znin,ns Ey,
(H.1.12)
) _ o ) _ | ) - G
E.(n?! n?)(! nnz+2¢ Zny)=(! 1) , inny ning! 2¢ Zn, ! ning ning! 2¢ Zn, E,,
(H.1.13)
gue bnalmente fornece
, inna ! nqing
E,= . —=2" 1 5F,. (H.1.14)
‘ n2l n2 ~
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

Utilizando (H.1.9) e (H.1.12, podemos escrever

2
£ n2! n?
— X :
E. = nz'—nfg *inng! nlnzi . (H115)
, INnNs ! nqns
NormalizandoE. , ou seja, fazenddE. |?> = 1, obtemos
EX - n2! n?)2+(+innsg! ning)(, inng! niny) +(, inny! ning)(xinny! ning) =1
m('l - 3 1l3)\, 3+ H1li2 ’ 2+ 13 )\= 2. Ihihg) =4,
(H.1.16)
gue, ap—s algumas simplibcae>es, fornece
) n2! n?
n
Portanto, a Eq. (H.1.19 se torna
n2! n2
1
E: = }—= Qiinng! nlnzi : (H.1.18)
2n n2! n?°
, Inn>! ninj
H.2 Caso antissimétrico
Considerandon = (0,0, n), a matriz (5.2.23 se torna
/ .
n?! c?p#+ Etbcos. I 2iucydh 0
Mi1=9  2incush n?1 @ut+ Whcos 0 3 . (H.2.1)
lipchy ¢ lipchy g I Cu#
Da Eq. (5.2.27, podemos escrever agora
% bcos
nZ ! u#c = +iuc 2i%6* ~n.. (H.2.2)
Ent<o implementando (H.2.2) na matriz (H.2.1), a equa+=o M; E! = 0 fornece
) * _ 2/ 2
+ipc’ 2i08% beosl n, 4 Hbeoslpy, | 2ipcysh, 0 E,
2iucosh. +ipc’ 2i04% beost n, +i%ni 0 i QEyﬁ =0,
| jiin, | jkeen, e E,
(H.2.3)
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

R
g n. *ipc 2%‘# bCOS( +j kebeos(™ 1 2ipofEn, Ey = 0

*

2ipc%th. Ey + n. +|uc)2|°/c§‘# beos( 4 jHbesl’ E =0 . (H.2.4)

| it By ! it2n, E, ! p#@E, = 0

Da primeira equas<o de H.2.4), temos
*

iiu)Zi%#, 2cos. +ipgcos.

E, = . E,, H.2.5

y 2iuYs# X ( )
. bcos. bcos.

Ey= =il 2067 + 2067 Ex, (H.2.6)

Ey = £iE,. (H.2.7)

Substituindo (H.2.7) na segunda equas<«o deH.2.4), obtemos

B 4% teos & b
oipodt +ip 2i04%, 2205 IHBCOS L E =0, (H.2.8)
B ) % ’0/ C
, : uhcos. uhcos. _
2iudh eifia /?UO%, /"io% E, =0, (H.2.9)

a qual Z identicamente nula, isto Z, considerandbl 2.7), a segunda equas<o deH.2.4) Z satisfeita
para valores arbitririos deE,.
Substituindo agora {H.2.7) na terceira equas<o de {H.2.4), tem-se

+ i)
cE = ! itbin, | ifbn. (2i) E,, (H.2.10)

E,=! ;#ni (b iby) Ey. (H.2.11)

Portanto, utilizando (H.2.7) e (H.2.11), obtemos bPnalmente

/ 2
1

E, = E, 2 i 3. (H.2.12)
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Apendice I

Obtene««o das Equases de Maxwell modificadas por
termo CPT-'mpar de dimens<« 3 em meios

O modelo de eletrodin%.namica em meios cont’nuos modibcado pelo termo de (CFJ) pode
ser obtido como uma extens<o da teoria de Maxwell-Carrollf-Field-Jackiw (MCFJ) padr<o que
implementa o tensor consitutivds"™ | isto Z, tal eletrodin%.mica modiPcada Z descrita pela seguinte
densidade de Lagrange:

1 1
L= ZGW Fu ! Zﬁ-w VA Fy ! ALY, (1.0.1)

ondeV* = (V, V) Z o campo de fundo responstvel pela (VL). Lembrando que

1 ..
GH = S8 Fu, (.0.2)
ent<o
1 1 ..
! ZG“! Fu =! §$*"# For Fur (1.0.3)
! 2116“! Fu =! %$“!"# (Al A (WAL A, (1.0.4)
1 1 . N 1 0 " 1w "
! ZGH! FH! =1 §$H!# " A# HA! + §$ul# "A# !AH+ §$ul# #A" uAg"‘
1 " n n
LSS A A, (1.0.5)
na qual podemos renomear os 'ndices { W4, 4' *) no segundo e quarto termos da Eql.0.5)
e, depois disso, podemos us&t#* =1 $** | resultando em
1 . lows v p ow LTows w p ow
! ZGH Fu! =1 Z$u'# " A# HA! + Z$u # #A" HA!’ (IOG)
gue pode ser simplibcada fazendo-se a substitui<& ( % %' &) no segundo termo da
Eqg. (1.0.6) e ento usando$*# =1 $"# | Assim, obtemos
1 1 ..
! ZG“! Fu =! é$““f'* " A" A (1.0.7)
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TERMO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 38 EM MEIOS

Portanto, a Eq. (1.0.1) pode ser reescrita na forma

L=1! }$W"# " AL LA ! }##-“! ViA Fy ! ALY, (1.0.8)
2 H 4 H H
Utilizando agora as equae>es de Euler-Lagrange,
" % " &
— 1 "y ——— =0, 1.0.9
"As " (") (0.9
obtemos
"L 1w, : e
Ag ! 21#“-“- Vi' g Fu ! g d® = ! Z#”“ VyFy 1 3%, (1.0.10)
"L . 1 1 $
= DS (A (LAD) T SHEH VLA (LA A 1.0.11
" (HO/A$) n (“()/A$) 2 ( #)( Hn !) 4 #I\, ( pMl ! ll) ( )
Lo Lgu "o’ s uA | Tgura o 1s " Ayl Lpw yv,a (weis ! e ps),  (1.0.12)
" (") 2 T2 e 4 e o
"L 1 1. e 1 1
= | ZGHS AL ZGUSE AL SISV A+ SR 1.0.13
n (n O/A$) 2$ TEm! 2$ # 4 #M\, 4 #M\ ( )

na qual podemos renomear os 'ndicé%' *;&' ) no segundo termo; e utilizagf $% = | # %S
no quarto termo. Ent<o

1

§$%$!H"! AH ! 1

n 1 0
L ! é;L7?**-/°$v#A_ , (1.0.14)

— GHNS A
("oAs) 2 :

onde podemos fazeg"”® = $"% no celtimo termo; e tambZn$”¥ = 1| $%%' no segundo termo.
Assim, temos

"L 1 1
— = Y AL A SHTSVLA 1.0.15
"L 1 1
— =1 Z$WME 1 ZHS\LA 1.0.16
n (IIO/A$) 2 l‘l 2 # . ( )
IIL 1
=1 G ZHNS\LA 1.0.17
mn (IIO/A$) 2 # . ( )

Podemos usar agor# % = | #%S = 45 = | g6#S. = 6% ng segundo termo, ent<o

"L 1
== GYWS ZSE\LA 1.0.18
"("obs) 2" (1049
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TERMO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 38 EM MEIOS

Portanto, substituindo a Eq. (1.0.18) e Eqg. (1.0.10) na Eq. (1.0.9), obtemos

# $
0, 1

! %#W ViFy 1381 g, | G E#?/"$#'V#A, =0, (1.0.19)

e 1 1 g
"of3TH SHIE A L HN VR = 0P, (1.0.20)

Notamos agora que

#FHNLE, = #MY VLA A, 1.0.21

M H M
#MVF, = #M VAL #R VA, (1.0.22)

onde podemos renomedt ' *;* ' ) no primeiro termo, assim

#HLF, = #V AL #M YA, (1.0.23)
e usando agorg#®" = | #%' no primeiro termo novamente, temos
HHLE, = L2V AL (1.0.24)

Substituindo a Eg. (.0.24) no terceiro termo da Eq. (.0.20), obtemos
n %$ 1 05H#. n 1 $u! n - $
0/9 + E#y V# %A\. + E## " V# !A“ =J7, (|025)

na qual podemos usa#f®® = | #%# = $#% no segundo termo e renomedr ' 2;u' !) no
terceiro termo. Assim, teremos

"3 "0+ %#ﬁ#%-v#"%q + %ﬁ$%-v#",A%: NAS (1.0.26)
"G %S+ %ﬁ#%-v#"m ! %ﬁ#%-v#"_A%: J% (1.0.27)
"o o"8+ %#ﬁ#%-v# (WA 1" Ay = J%, (1.0.28)
A i %#@#%-v#F%_ =J%, (1.0.29)
ou equivalentemente,
"7+ %#@#w VyFy = J°%. (1.0.30)

De posse da Eq.1(0.30), podemos obter as leis de Gauss e Ampere modibcadas. Fazehdo0
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(para se obter a lei de Gauss), obtemos ent<«o
n 0/9 1 I [a— 0
57 + E#’#“ ViFy = J°, (1.0.31)
1
"GO+ é#P"“”\/ian =J° (1.0.32)

masFg = E' = 1 Fig, G% = 1 D' =1 G Fpp = ! #.cB¥ € J¥ = (1, j). Entco a Eq. (1.0.32)
resulta em

"iD'! %#)imn Hrank ViB* = 1, (1.0.33)

mas#'# =1 #u , Hoik = #Hx eV, =1 V. Assim

"iD'+ %#&mn ok (1 V1)BY = 1, (1.0.34)
“;D" %2' xVIB¥ =1, (1.0.35)

uiDi I ViBi =1 (|036)

#4D! V 4B = ! (.0.37)

Escolhendo agora = i (Lei de Ampere) na Eq. (1.0.30), obtemos

"o+ %##H! ViFu = J', (1.0.38)
"oGY + " G+ %#Om”voan + %#j KV, Fox + %#ﬂk OV Fyo = J', (1.0.39)
onde podemos utiliza? % =1 #k0 e Fy, = | F, o no quarto termo. Ent«o
"oG” + "G+ %q@éf’m”volzmn + # OV Fo =, (1.0.40)
masG® = | D', G' = | # HX eFo = ! EX. Assim
LD #y " HRY %#Om”#nnkvosk! # O ER = J1) (1.0.41)
i "THE L D'+ fomn ik VOB + Ho! VI)EK = 0 (1.0.42)
Hy "jH*! " D' %%imn Honk VOB + #oi VIEK = 37, (1.0.43)
onde utilizamos#jx o = ! # ok = #ojk = ! #ijk - Entco a Eq. (1.0.43) Pnalmente resulta em
#$ H! "D! VoB+(V$E)=J. (1.0.44)
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Apendice \]

Simplificando equae>es de dispers<«o para o vicuo

J.1 Obtencao da Eq. (6.4.13)

NNo vicuo, os par%metros constitutivos s«o dados per= 1, # =1 e- = 0. Ento a
Eq. (6.4.128 do modelo modibcado por term&P T-'mpar de dimens<«o 3 se torna

n21 121

* - .
) iz VZn?+ V21 2\p(ndav)! vV2n?+(nav)? =0, (J.1.1)

onde podemos utilizam = k/, . Assim

% & # $
k2 21 k2 Vo, V22 1,
U105 VeSS + VR 22(kav) ! ——+ S(kav)? =0, (J.1.2)
%!k2| 2&2 ll ] ) ) ) )
— I = VFk*+,2V21 2Vo(kaV)! VZk?+(kav)® =0, (3.1.3)
_ ) *!
! ),2! k221 V221, 2V242 V(kaVv) + V2V21 (kav)2=0, (J.1.4)

na qual, podemos adicionar e subtrair o termp?Vg, levando a
*
), 21 K224 221 V2K, V2L V242 Vo(k &V)+V2Kk2 L (kaV)2=0, (J.1.5)
* * *
), 21 k224 ), 21 k% V§! vz), 21 k21 AVE+2, Vokav)! (kav)?=o, (J.1.6)

),2! k22+),2! k2 )VOZ! VZ 1 22 2V (k&) +(kav)? =0. (J.1.7)

Podemos ainda simplibcar a Eq.J(1.7) utilizando os 4-vetores* = (,, k) eV* =(Vy, V). Assim,
a Eq. (J.1.7) pode Pnalmente ser reescrita na forma usual encontrada na literatura:

p*+ p?V2! (pav)?=o0, (3.1.8)
onde utilizamos

(PAV)°=(\Vo! k&)’ =, 22! 2V ok av)+(kav) (J.1.9)
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APENDICE J. SIMPLIFICANDO EQUACOES DE DISPERSAO PARA O VACUO

J.2 Obtencao da Eq. (6.5.21)

Para o modelo modibcado por term@P T-'mpar de dimens<o 5, temos

M N
#n?! pB?! 4(n?! 1)%4, 62 p# UZn?+ U?! 2Ug(ndau) ! U2n?+(ndau)®> =0. (J.2.1)

Para o vicuo, implementamogt =1, #=1 e- =0. Assim, a Eq. (.2.1) se reduz a

M i N
(n?1 1)> 1! 4,2 Un*+ U?! 2Up(nduU)! U?n?+(nau)®> =0, (J.2.2)

na qual podemos utilizark = , n. Assim, teremos

% 1&2 M - N
I = (21 K?) 1+4 1UGK?! ,2U%+2,Ug(kau)+ U%k?! (kau)*> =0. (1.2.3)

Vamos agora adicionar e subtrair o termo 2U3:

M . N
(b2! k32 1+4 1 UK2+ 2080 208 ,2U%+2,Uok aU)+U%k?! (kau)> =0,

(J.2.4)
onde agrupamos os termos destacados, levando a
M . ) * N
(b2 kHZ 1+4 (2! K?(UZ!T U T 2081 2Ug(kau)+(kau)®>  =0. (J.25)

Utilizando agora os quadrivetores

' =(,, k), UH=(Up,U), (J.2.6)
temos
pP=, %1 K? 3.2.7)
U?=UZ! U? (J.2.8)
(paU)? =, 2U%! 2,Uq(k &U)+(k au)2. (J.2.9)

Substituindo ent«o essas express>es na Eql.R.5), obtemos Pnalmente

P - .
p* 1+4 pPU?! (an)zon. (J.2.10)
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Apendice K

Equaes>es de Dispers« dos modelos CPT-'mpar de

dimens>es 3 e 5 em termos de quadrivetores

K.1 Modelo CP T-impar de dimensao 3

Para o modelo descrito pela Eq.6.4.1), obtivemos a seguinte equas<«o de dispers<«o

M

2 - .
an?t pp2t BT e ven?e v 2vgnav) 1 van2+ (nav)?

Utilizando agorak = , n, podemos reescreer a EqQK(1.2) na forma

(, % &2 B # 502 $ 21,2
Vamos agora debnir o quadri-vetog' como
% &
)k
W % #H )_— ]
H
em analogia com o quadri-vetor usug¥ = (,, k). Note ainda que
k2
ﬁ = -#l 2 I s
M
gue equivale exatamente ao primeiro termo da EgK(1.2). Assim, teremos
B # $ C
, 2 VZk? V , vk 1
g o i —f’z + V21 2'—°(kav) = +,—2(kaV)2

#

1
g+ 1 k3! V242 Vo(kav)+

Ve

onde podemos simplibcar o segundo e quarto termos dentro dos colchetes:

% &
1 V2 k2 V2
,2V2+ ZV2k2=1 — #2101 — =1 —¢f.
’ p# # H #pz
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(k &V )?

—V2k21 u—l#(k av)? =0,

(K.1.1)

C

(K.1.2)

(K.1.3)

(K.1.4)

(K.1.5)

(K.1.6)

(K.1.7)



APENDICE K. EQUA(COES DE DISPERSAO DOS MODELOS CPT-IMPAR DE
DIMENSOES 8 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

Substituindo a Eg. (K.1.7) na Eq. (K.1.6), obtemos

# $
2
1
g+ ! V;pz! VZk2+2,Vo(k &V)! Eﬁ(k av)? =o0. (K.1.8)
Vamos agora adicionar e subtrair o term&/2, 2p#
# NE L $
g+ ! gpz I VZK2+ V7, 2u#! V2, 2u#+ 2, Vo (k &V) ! “—#(k av)? =o, (K.1.9)

na qual podemos simplibPcar segundo e terceiro termos dentro dos colchetes
% ,&

k
L VEK? + VZ, 2u#= Viu #,2! m = VZu@. (K.1.10)

Substituindo essa celtima express<«o na EK.(L.9), teremos

B V2 # 1 $C

g+ | ?pz + VZup' ! VE, 2u#! 2Vo(kav)+ E*(k av): =o, (K.1.11)
B % v2& # 1 $C

g+ @ ouvg! ry I VE, 2u#! 2Vo(kav)+ u—#(k av): =o. (K.1.12)

Vamos agora dePnir o quadri-veto* como

% v &
¢+ % )‘_‘V’)_# , (K.1.13)

em analogia av* = (Vp, V). Note ainda que

2
W2 = pvyg! V?, (K.1.14)
e tambZm que
! "2
* _ Z 2 2
)pé‘@’ 2_ ) n) #V,! K Voo L 2VEZp#! 2V ok &V) + (kav) . (K.1.15)
H # 0 #

Assim, utilizando as Eqgs. K.1.14) e (K.1.15) na Eq. (K.1.12), obtemos Pnalmente

)

g+ p?9%1 'pad “=0. (K.1.16)

Vamos agora reescrever a EqQK(1.16) em termos dos quadri-vetoreg e VH. Esse procedi-
mento nos permitirt redebnir a mZtrica de forma que a mesma incorpore 0s par%emetros constitu-
tivos do meio.
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DIMENSOES 8 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

Do primeiro termo da Eg. K.1.16), podemos fazer

o = p'g,
= pu\?’u' d ]
= p°300f + 93 B, (K.1.17)
na qual podemos utilizar a debPneo dada na EqK(1.3). Assim, teremos
B =, (#30), + k‘%k‘, (K.1.18)

de onde iremos debnir o tensor mZtrico efeti®, com as seguintes componentes

300 %#3]0 = ‘#, 3‘" % 3|—| =1 }' ij - (Kllg)
H M
Assim, temos
v 1 1 1&
3, %diag #! —,! =, — K.1.20
i g TERTUT ( )
Comop" =(,, k), a Eg. (K.1.18) se torna agora
2 = p°3op’ + P'3i P, (K.1.21)
P =(pa3ap). (K.1.22)

Manipulando agora o segundo e terceiro termos da Ed<.(.16), teremos

P2 | )pa\a zz(pum))vuvu ! )wph 2
- (@3, 8) 93,0 1 g, e 2

= B3l + g3 WO+ 056 1)

P03 + '3, pi*z, (K.1.23)

na qual utilizamos as debnis>es dadas na EqK(1.3) e na Eqg. K.1.13). Assim, teremos

% &
2 ) £ *2_ ’ i3ii i 0 0 i3ii i(
¢’ ‘pad = ,#?oo,+kik VOu3yV +v¥v +
I n
. 2
L yo n) #3o, + V‘%—#k‘ . (K.1.24)
Tl

Podemos por em evidencia os fatorggl/ # a partir do segundo termo entre par-nteses(g E/) #,
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DIMENSOES 8 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

do terceiro termo entre parenteses. Consequentemente, teremos

. % & % &
921 D pad 2= w3 + KK % VO3VO+ Vil 4
%) _&,% & H
! 9—;: VO#3,, + k':i: . (K.1.25)

Para simplibcar agora, utilizamos a debnis<o do tensor mZtrico efetivo, dada na E&.1.20), e
tambZmp" = (,, k) e V* = (VO V). Dessa forma, a Eq.K.1.25) resulta em

* + * * *
e ) pav 2:2 a4 p3p VOBV VgV 1 a0 pavi Y
(K.1.26)
* + )
A )pa\qf ? = % (pa3ap) (V a34V)! (pazav)? . (K.1.27)

Substituindo agora a Eg. K.1.27) e a Eq. K.1.22) na Eq. (K.1.16), a equas<o de dispers<o, dada
pela Eqg. K.1.2) ou equivalentemente pela Eq.K.1.16), pode ser reescrita como

+ )
(pé&ép)2+% (pa3ap) (V a3av)! (pazav)? =0, (K.1.28)

com o tensor mZtrico efetivé@, dePnido na Eq. K.1.20).

K.2 Modelo CPT-impar de dimensao 5

Para o modelo descrito pela Eq.6.5.1), obtivemos a seguinte equas<«o de dispers<o

P - :
#n?! pB?! 4?1 1)%, 2 p# UZn?+ U?! 2Up(ndu) ! U%n?+(n aU)ZQ 0. (K.2.1)
Utilizando k = , n, podemos reescreve-la como
%, , & % ., & B # $ - C
| | | H 2K 2 U 1 =
L R A u#UO—+U'2—(k au) ! +—(k au)? =0,
(K.2.2)
% &, B # $
W25, K2 4) 5, 22 H ok? 2, 5Y% . .
’—4 #1 F ! ’—4 , I k ;, I.l# U0—2+U ! 2,—(kaU) +
U2k2 1 <
! + —(k au)? =0, (K.2.3)
na qual podemos utilizar
o =#721 K3y p?=,2%! k3 (K.2.4)
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com @' dada pela Eq. K.1.3) e p* =(,, k). Assim, teremos
,B # $ C

, K U . . U2 U%? 1,
oot p# UG5+ UL 220 (kaU) | =gt —g (kAU =0,

2 2

# % & $

4|22|U_2 2|k_2 '|i'2_
g +4p* | UZk?! 5 #21 +2,Uo(kau)! u#(kaU) =0,

# U2 1 $
g +4p° !p??! UZk2+2,Uq(k &U) ! ﬁé(kaU)2 =0,

(K.2.5)

(K.2.6)

(K.2.7)

onde utilizamos a Eq. K.2.4). Vamos agora adicionar e subtrair o terme 2U2u# o que nos permite

escrever

# % ,& $

U2
g+apt L g+ U

B % UZ& # 1 $C
gapt @ oaugt o 12U 2,u0(kau)+@(kéu)z =0,

de onde podemos debnir
0/(3 U &
@" %  HUo, )—#

Com essa debnis<o, temos

UZ
2: 2y =
pug! m
e tambZm
! ll2
) 2 )_)— k au 1
A9 = #Ug! _ = 22u#! 2 k 4 — (k aU)2.
pad H #Ug )?—# , 2USH ,Uo(kau) + H#( auv)

Assim, podemos simplibcar a EqK(2.9) e obter Pnalmente

+ *
g +4p* @21 )pié@Z =0.

1
I, 2024+ 2,U o (k &U) ! @(kéU)z =0, (K.2.8)

(K.2.9)

(K.2.10)

(K.2.11)

(K.2.12)

(K.2.13)

Vamos agora reescrever a EqK(2.13) em termos dos quadri-momento usg e do campo de
fundo U". Seguindo a mesma abordagem realizada entre as Eds.1(17) e (K.1.22), temos

@ = (pa3ap),
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com o tensor mZtrico efeitdd, dado na Eq. K.1.20). Manipulando agora os outros termos da
Eq. (K.2.13), teremos

P’ = p'py = P3P = pa3ap. (K.2.15)

E tambZm

)

+ * + * *
4p* @821 ‘gad ° =4(pa3ap)’ (WBu!d))lg“Bw g )p“Bw g ° (K.2.16)

+ * - * *
4p* @ )p‘é@ * =4(pa3éap)’ )PP300FJP+ 03 e )@0300@0"‘ 939" +
| 3,80+ g3,8 7 (K.2.17)

Utilizando agora a Eq. K.2.10) e a Eq. (K.1.3), obtemos

+ ) *_, #% 3 &l 3 (
ap* 8% ‘pad ° =4(pa3ap)?  pPH3p° + piﬂ'ki U%u30oU° + uiéui +
| " 8
: 2
L n) #3,U° + p )@_#ui L (K.2.18)
Tl

onde utilizamosp* = () #,, K/ ), @u = () HUO,U/) #,p"=(,, k) eU" = (Up, U). Pogemos
agora por em evidencia os fatore§i/ # a partir do segundo fator entre parenteses, ¢ W' # a
partir do terceiro termo entre parenteses. Assim, obtemos

+ ) * #% 3 & % 3. &
0 PG pag " =a(pa3ap) PGP+ PP ; UP#3oU°+ U RUY
! 9—'; PagoU0+ P (K.2.19)
+ ) * u ,-) ) %
4p" p@*! "pad ° =4 (pa34p)° " p°3uop’ + P3P TU%BU%+ U'gi U +
*1
| Tp03pU% + pi3i U 7 (K.2.20)
* ) *2’ u 27 2-
4p* pr@?! "pad :4;(pé3ép) (p434p) (U 434U)! (pasav)” , (K.2.21)

onde utilizamos o tensor mZtrico efetivo dado na EqK(1.20). Substituindo agora a Eq. K.2.21),
Eq. (K.2.14) e Eq. (K.2.15) na relasco dada na Eq. K.2.13), a equaso de dispers« Z Pnalmente
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reescrita na forma

(p a#4p)> +4%(p 434p)? (pa3ap) (U a3au)! (pa3au)® =o. (K.2.22)

204



Apendice L

Modos de propagas<o do modelo CPT-'mpar de
dimens<«o 3

A seqguir, iremos calcular explicitamente os vetores de polariza«<o que descrevem os modos de
propagas<o dos cenfrios timelike e spacelike do modelo descrito pela E§4(1).

L.1 Caso timelike

Vamos calcular os modos de propagas<o para o caso puramente timelikg,& 0; V = 0. Da
Eq. (6.4.19, temos

n21 p#= + Wo, (L.1.1)

Substituindo a Eq. (L.1.1) na Eq. (6.4.113, obtemos

/ 2
v . .
+Eent ng I'nina! gpVons ! ning+ ¢UVon,
—_ i V, .
[Mia] = 9 I nany + gUVons i“&—on! n3 I'nang ! guVonad . (L.1.2)
I ngng! fpVona ! ngna+ fuVon; +2on1 n3

AssimM;;E@ =0 se torna

. . 2/ 2
+¥nt n2 I ninp! fUVons ! ning+ tuVon, B

9 I nong + ép\/ong i%n{ n3 I nyng! jzuvonlﬁ 9 Eyi =0, (L.1.3)

I ngng! fuVon, ! ngnp+ fpVon, +8on1 nj E,

que leva a

R) * ) * ) *
$ . x8ont n2 Byl ngny ! iBVong By + 1 ning +iBVen, B, =0
@ ! )n1n2 +i %V0n3 Ecx + =+ %Von ! n% Ey +* I nong ! |%V0_D]_ E,=0 . (L14)

I nin3! i%Vonz E,+ ! n2n3+i%V0n1 Ey+ i“TVOnl E,=0

Vamos multiplicar a segunda equas<o da Eq.L(.1.4) por [+ (W/, )Von! n3], depois multiplicar
a terceira equaso da Eq. [.1.4) por [nonz +i( W/, )Vony]. Assim, somando esses dois produtos,
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os termos emE; se cancelam, resultando apenas

# (% & ( (%
! Wo o U T
Ex !'nina+i=VWnzy +*——n! n5 + ! ning! i=Vonp, nonzg+i-VWn; +
#% " &% ' & % V, & ' ($
+E, + Vo, n3 + Vo, ny + ! n1n3+iMn1 n2n3+iEVon1 =0, (L.1.5)
# V, 22 V V V $
E, , Mnn1n2+n1n2n§i 1a >>-nng | iQng! nin,n3 ! i&nfngl igngng; +
# ) ) ) ) ) $
2V uv uv 2y/2
+E, H ->-n? +n3n3! n3n3! |&n1n2n3+| H %h1n,ns! H >-n; =0,
(L.1.6)
# $
Vi A Y/ * 2V? N/
E, |, anlnzi 1 20 nns ! |Q)n§+ nZn; + H 20 n{n, ! |Mn§n3 +
) k) k) # ) ) $
sz * V *
+Ey “—zo)nz! nf , Mn)n§+ ny =0, (L.1.7)
onde podemos utilizam? + n3 = n2! n? no celtimo termo. Assim
# $
\V/ . . 2\ 2 . N/
, HVo nniny + ing(n3 + n3) + H - (N1nz + inng) | |Qn§n3 E,+
' # % " &%
2\/2 V
v (n2r gy B0 B, g g (L.1.8)

no qual podemos usar novamente3 + n3 = n?! n? no segundo termo do dentro dos colchetes
(que multiplicam E), obtendo

# Vo) *
, HVo nniny + inn3, ingn3+ in3ns +
$° % &
2\/2 . * 2V2 V,
LK > (NN % inng) Ey = ! )n2! n? H =, HVo,, Ey, (L.1.9)
# . $ % &
. V& . * 2\2 V
, u—vo)nnlnzi inZn2 + M0 niny % inng) E, = ! )n2! nz HYo , Mo, E , (L.1.10
3 2 1 2 y
% & % &
. 2\/2 V * 2\/2 V
(niny # inng) Fo0 B0, g oo ) 2 Bro Mo, g (L.1.11)
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a qual fornece

, NNz ! nn,

E., =
y n2! n?

Ey. (L.1.12)

Substituindo a Eg. (L.1.12) na primeira express<o da Eq. I(.1.4), obtemos
#% & % & $ % &

V, UV, , inng! nqn . UV,
+ Mo nZ + 1 nn,! it On, ( n23' nzl 2) E,+ ! n1n3+|Mn2 E,=0,
l 1 . 1 ’
(L.1.13)
# % V. & % v & $
(n?! n? + WVop,, n? + 1 nyn,! iQn3 (, inng! niny) E,+
) ,% V
#Hn%! n?d) 1 nng+i %, E, =0, (L.1.14)
# V, V V
a 921 n2n2+ Mnn%! nin3+innin.ngz + n2n3, an§+
y V y $ % V1 &
4B ®ninons Ex =(n?! n?) ning! i&nz E,, (L.1.15)

onde iremos colocar o fatot inn, em evidencia a partir dos termos destacados em azul; e iremos
colocar em evidencia tambZm o fatot n;n; dos termos destacados em vermelho. Assim, obtemos
% & # % & % &$
(n?! n?) ngng! i“—vonz E,= +inn, nins! ill_Von2 l nynz nqng! i“—vonz E,,

(L.1.16)
gue Pnalmente nos fornece
_ *inna! ning
E, = WEX. (L.1.17)
Portanto, utilizando a Eq. (L.1.12) e a Eq. (L.1.17), obtemos
/ 2
£ n2! n?
E, = nZ!ang’ ingn ! nlnzi . (L.1.18)
+inon! nins
Normalizando esses vetores, teremos
|E+|°= E,E. =1, (L.1.19)
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|Ex|® 1

. . . . $
N (£ingn! niny)(, ingn! nyny) N (, inzn! ning)(xinan! ning)

#
|Ex|® 1+

2n2
nin

2 2
(n2! n?) (n2! n?)

, iNgNoN3N  ingNonsn + n2n3 + n2n? £ ingnangn, ingnNoNan + n2n3

2
(n?! n)

$

n2+ n2 n2+ n2

B 1s MmO
(n2! n?)

que pode ser simplipcada utilizando-g@?! n%) = n3 + n3, ent«o teremos

# $
2 2
2 n~+n;
|EX| 1+ n2+ n2
2 3

#

|EX| n% + n% = 1:
# $
E, [ 2n?
X n% + n% 1
onde podemos utilizar novamentén?! n%) = n3 + n3, logo
# $
»  2n? _
|Ex] nz|—n§ =1,
n%! n?
|EX|2 — 1’
2n2
da qual escolhemos
- 2] n2
Ex = 1
2n
Therefore the normalized propagating modes are given by
/ 2
n2! n?
. 1 .
B. =) ——9, inzn ! nlnzﬁ .

/ —
2n n2! n3 .
+in,n! nins
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L.2 Caso spacelike

A sequir, calculamos os vetores de polarizas<o dos casosperpendicular eV -longitudinal do
cenitrio spacelikeVy =0 eV & 0. Lembrando que no cenitrio spacelike temos

n?l p#= + M%, (L.2.1)

com

n2sin’.
#

%= 1! (L.2.2)

Considerando um sistema de coordenadas onde (0,0, m), a Eqg. (6.4.113 simplibca-se em

2
N2 u#  iuVal, L ipVal,
Mj]= 9! iUVa/, n 20 p# o iuVy/, 29[ : (L.2.3)
iuVy/, P ipVye/, I u#

L.2.1 V-perpendicular

Nesse caso, temasin®. =1 eV = (Vi, W, 0). AlZm disso, os 'ndices de refras<o obtidos s<o
dados por

2
nZ = u#, ¢ = p#! ‘%. (L.2.4)

Dessa forma, teremos dois valores &é

<
n2
% = 1! —. L.2.5
() e ( )
Para o modo(+) , temos
% =0, (L.2.6)
0 que leva a

n2 1 p#=0. (L.2.7)

Substituindo a Eq. (L.2.7) na Eq. (L.2.3), a condie<o M; E/ =0 leva a

/ 2/ 2
0 0 P ipVa/, Ex

9 0 0 uV4/, 2 gEyi =0. (L.2.8)
inVa/, 1 ipVel, I p# E.
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Resolvendo esse sistema de equas>es, obtemos

Va,
EZ = O, Ey = lex.
Assim, teremos o campde. dado por
/ 2

E. = —szﬁ .

NormalizandoE, , ou seja,E, &4E, =1, obtemos

VI
B VZ + V£, Assim, o modo(+) tem polarizas«o descrita por

/2

1
E, = IVI?\(/;ZT %V

onde|V|=

onde¥ Z o vetor unitirio que aponto ao longo da dires<o do campo de fundb
Para o modo(! ), temos

_ VI
0 = !
0 el

Assim,

2 _ kv
ng ! u#—ip.

Substituindo a Eq. (L.2.14) na Eq. (L.2.3), a condi«o M; E! =0 Z escrita como

/ 2/ 2
+ UV 2 (#,2) 0 L ipVal, Ex
0 + UV 2 (#,2) iUV, i?Eﬁ—O
iuVy/, L ipVy/, I u# E,
gue leva a
R v

P i‘fTZZE I iEVLE, =0
+ BBy +ibviE, =0

ILVLE, | iBVIE, | PHE, =0

(L.2.9)

(L.2.10)

(L.2.11)

(L.2.12)

(L.2.13)

(L.2.14)

(L.2.15)

(L.2.16)

Vamos multiplicar a primeira express<o da Eq.l(.2.16) por V; e depois somar esse produto com o
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produto da segunda express<o coil,. Assim 0s termos enk, se cancelam, restando

L HV?
# 2

pv 2

w5

EL_\,E, =0, (L.2.17)

Vi
Ey="! —Ex. L.2.18
v (L2.18)

Substituindo agora a Eq. [.2.18) na terceira express<o da Eq.l(.2.16), obtemos

i V?
E, = EVZEX' (L.2.19)
Logo, o campoE, sert dado por
/ 2 / 2
V2 V2
E, -—9 v, =M% 1y, %, (L.2.20)
V2 vy #,) iV2/ (#,)

onde E(()! ) Z uma amplitude escolhida apropriadamente.

L.2.2 V-longitudinal

Neste caso, temosin?. =0 eV = (0,0, Vs). Assim, teremos da Eq.(.2.2)

% =1. (L.2.21)

Consequentemente, a Eq.L(2.1) simpliPca-se em

21 p#= iM. (L.2.22)

n

Implementamos agora a Eq.l(.2.22) e V = (0,0, V3) na Eq. (L.2.3), asssimM; E! = 0 nos
fornece

/ . 2/ 2
=01 \VATR iuVal, 0 X
ipVa/,  p|VI/, 0 2 9Ey§ =0. (L.2.23)
0 0 Lyt E,
Resolvendo o sistema de equae>es, encontramos
Ey, = xiEx, E,=0. (L.2.24)
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Assim, os vetores de polariza«<o ser<o dados por

/2
1
E.=E D+id, (L.2.25)
0
gue, ap—s normalizados, resultam em
/I 2
1 1
E. = )—_9 iiﬁ : (L.2.26)
2 0
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Apendice I\/I

Obtene««o das Equases de Maxwell modificadas por

termo CPT-'mpar de dimens« 5 em meios

Podemos reescrever a Eq6(5.7) na forma

1 . 1
L= é$“”** A AL St Us (/A )" F +
ALY, (M.0.1)
onde utilizamos a Eq. [.0.7), e tambZm Pzemos
1 %1 & 1
é#qf-“! UA " Fy = é#*-“! UA "Fy ! é#*“! Us("/A )" Fp, (M.0.2)

da qual negligenciamos a quadridivergencia total. Agora, podemos seguir e utilizar a equa+<o de
Euler-Lagrange dada na Eq.q.5.8, para obtermos as equas>es de Maxwell modibcadas. Teremos
ent«o

# $ # $
L D lemr e a A+ T e A )Ry (M.0.3)
n (Il O/A$) n (ll (VA$) 2 IJ . n (II (VA$) 2 . l‘l 1
"L 1 1
=1 GYS1 M U, ) " TFy = 1 GYSL S M.0.4
e tambZm
IIL mn # 1 $
= Lo U A (A T AY) M.0.5
n (ll ()/(;I " A$) n (IloA;' " A$) 2 #( / . ) ( u . . u) ( )
"L 1 1
== T U AT e+ S Ul (M AT s, M.0.6
"L 1.,. 1, .
S———— e S PR e U PR N B0 N U LR M.0.7
n (no/(;l" A$) 2 # . 2 # . # . ( )
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Substituindo agora as Egs. §1.0.4), (M.0.7) e A—L =1 J% na Eq. (6.5.9, teremos

# $
0, 1 0, - " 0, "
LIS "y | G¥% E#*W Ug"F + "op T#S U™ =0, (M.0.8)
" o578 4 %#W Ug! Fo ! #7% U " A = J%, (M.0.9)
mas

#S U Fe = #75 Ul " AL #S U A (M.0.10)
#S U Fo DS U A L #S U A (M.0.11)
#S U Foo= 1 28875 U LA (M.0.12)

onde redebnimos, no passo (' %, % 2) no primeiro termo do lado diretio da Eq. 1.0.11).
Utilizando a Eq. (M.0.12) na Eq. (M.0.9), obtemos

e %#ﬁu! Uyl Fpy + %##-"$ Ug! Fo = J8, (M.0.13)

gue pode ser simplipcada fazend-¢8 ' 1,% ' *) no terceiro termo do lado esquerdo da
Eg. (M.0.13). Entco utilizando #% =1 #% = #WS bpalmente a Eq. 1.0.13) nos fornece

BT+ # Ul Fy = I8, (M.0.14)

A lei de Gauss modibcada Z obtida escolhendo+se 0, levando a

"G+ #M U Fy = J°, (M.0.15)

"GO+ #0Muyt Fo, = J°, (M.0.16)

"GO HomnU! Frn = J°, (M.0.17)

onde utilizamos a propriedade#** = | #,.» . Utilizando agoraG"® = D', F,, = ! # B,
obtemos bnalmente

“iD'! Homn (! UN! (! i BX) = 1, (M.0.18)

"iD' + Hoimn Honk ! U'BK = 1 (M.0.19)

#aD +2! (Ua&B)=1, (M.0.20)

onde utilizamos#imn #Fnk = Hmn Hnnk = 2" k- A lei de Ampere modibca pode ser obtida fazendo-se
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+ =1 na Eq. (M.0.14):

"G+ #W U Fy = 0, (M.0.21)

"oGY + "G+ MUyl Frn + # XU Fo + #5OU Fro = 07, (M.0.22)

"oGY + "G+ MUl Frn + (! # )Y (! Fro) + #5OU ! Fio = J7, (M.0.23)
D " HED (0 DY) AR UpBR L 28K 01 vIEK = g, (M.0.24)

mas #M™ Hoe = ! Hoimn Frk = ! Hmn e = ! 2 @ #%0 = Lo = Dty = Foik = ik
Portanto, a Eq. (M.0.24) se torna

#i "HKD "D+ 20 UpBR L 21 # UTEK = DT, (M.0.25)
#$ H! "D+2! UB! 20 (US$E)=J. (M.0.26)

Por quest«os de completeza, mostraremos que as mesmas equas>es modibPcadas dadas na
Eq. (M.0.14) podem ser obtidas da densidade de Lagrange original dada na E§5(6. Para
isso, reescrevemos a Eq6.6.9
_y Lgua " 1#4*41! o P [ H
L= §$ A" A+ > UgA """ ("pAC "IAY) D ALIE, (M.0.27)

L=1! %$“!"# "o AL A %#*‘-“! UgA "7 A, ] %##-“! UA """ AL ALY, (M.0.28)

na qual podemos fazer(' *;* ' W) no terceiro termo, levando a

* *

L=1! %$“!"# "o AR A + %#‘-W UsA """ A %#““ UsA """ A D ALY, (M.0.29)

onde podemos utiliza##'* =1 #H" | Assim, obteremos bPnalmente

1 I | *
L= S8 M AT A + Y UA AL AR, (M.0.30)

Observarmos que a densidade de Lagrange da EBL.Q.30) apresenta um termo com derivada de
terceira ordem nos campos. Assim, para obtermos as equas>es de Maxwell modibcadas, devemos
utilizar a equas<o de Euler-Lagrange apropriada para densidades de Lagrange com derivadas de
terceira ordem, ou seja,

- % L & % & % . &
. ! ll00 T + n II00 # ! n n II00 W - O. Mlol31
As T ) TTAY T T A (1031
Utilizando a Eg. (M.0.30), podemos calcular facilmente cada termo da EgM(0.31), obtendo

"L )
v #FHY T AL D8, (M.0.32)
$
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"L
- _ g% M.0.33
"("ofs) ( )
"L
___ - =, M.0.34
T AS) (.09
L - i HUGA (3T ) AL
M1 "eAs) ("1 " eAs) e T
"L
— = #"y,A 3D, M.0.35
"("1") " 9As) e ( )

Substituindo as Eqs. .0.32), (M.0.33), (M.0.34) e (M.0.35 na Eq. (M.0.31), obtemos

F g AT IS Tl GYY Lt #SULA 3D =0, (M.0.36)
"oGTEH I UL AL #TS Y (Y 3Y) A = 08, (M.0.37)

onde podemos fazerl (" *;2' ) no terceiro termo. Ent«o teremos
"oGTE I UL AL #MS Y A = 08, (M.0.38)
Utilizando agora#*'$ = #%'  obtemos Pnalmente

"G # U By = 08 (M.0.39)
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Apendice N

Modos de propagas<o do modelo CPT-'mpar de
dimens<«o 5

N.1 Cenario timelike

Vamos calcular os modos de propagas<o para o caso puramente timelikg,& 0; U = 0. Da
Eqg. (6.5.223, temos

n?! p#= +2u,U on(n?! 1). (N.1.1)
Para o caso timelike, temos
/
n2! n?! p# I niny +2i,U gnz(n?! 1) ! ning! 2ig,U gny (n?! 1)
Mj]= 9! niny ! 2ip,U ons(n?! 1) n2! n3! p# I nang + 2ip,U gny (N?! l)ZQi .
I ning+2ig,U gy (n?! 1) ! ning! 2ig,U gng (n?! 1) n2! n3! p#
(N.1.2)

Implementando agora a Eq.N.1.1) na equaso matricial M E! =0, obtemos

[£21,U on(n?2! 1)! n2]Ex +[! nino + 2ig,U gnz(n?! 1)]E,+
1 y
+[! ning! 2iw,U gny (n?! 1)]E, =0,

[' niny! 2ipU ong(n?! 1)]E4 +[220,U on(n?! 1)! n3]E,+

, (N.1.3)
+[! nynz + 2i,U gng (n?! 1)]E, =0,

[' ninz+2ig,U ona (n?! L)]Ex +[! nang! 2ip,U gng (n?! 1)]E,+
+[+2,Uon(n2! 1)! n3]E, =0.

Agora, vamos multiplicar a terceira express«o da Eq.N.1.3) por [n,ns! 2ig,U gn; (n?! 1)], e
multiplicar a segunda express<o da Eq.N.1.3) por [+ 24,U on(n?! 1)! n3]. Depois disso, adici-
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onamos esses dois produtos um ao outro. Assim, os termoskjrse cancelam, restando

“nung ! 2iu,U0n1)n2! 1:' ! n1n3+2iu,Uon2)n2! 1:' E +
+ nong! 2iw,U ong nf! 1 .1 nyng! 2ip,Uony n?! 1*' E,+
+ £2uUon"n?! 1 ! ny . ! nmn,! 2i U ong n?! 1 E,+
+ £20,Uon"n?! 11 n2 . £2uUon"n?! 1! n3 E, =0, (N.1.4)

E, +! ninan3 + 2ipg,U ongng)n2 ! 1* +2ip,U Oning,)n2 ! 1* + 42, 2Ugnlnz)n2 ! 1*2+

, 2u,U onlnzn)nz! 1* +, 4iy?, 2U02n3n)n2! 1*2 + Nynyn3 + 2ig,U ong)nz! 1*’ +

+E, +! nan3! 2ip,U onlnzng)nzl 1*+2iu,U onlnzng)nzl 1*! 42, 2ugn§)n2! 1*2+
+4p?, 2U2n?(n?! 1)%, 2u,U orﬁn)nz! 1*+

, 20,Uon3n"n?! 1 + n3n3 =

(N.1.5)
Cancelando alguns termos, temos
_ ) * * ) * ) *
Ex 2ip,Uo n?! 1 "n3nz+ nzni+n3 | 2p,U2n1n2n n+2! 1, 4i;;2, 2u§r13r; n?! 1*+
2’ 2

n“! 1°°n?! n? +
*

+42, 2Ugnlnz)nzl 1° +Ey ! 42 2U8
*
,2p,u0n§n)n2! 1, 2p,uon§n)n2! 1" =0,

(N.1.6)
* ) * ) * ) 5 ’
Ex 2i,Uo n?! 1 n3n?, 2u,Uoninan n?! 1 +4p2, 202 n%1 1 °(, insn+ niny) +
) *F ) * ) o
+E,'n?l nf , 2u,Uon"n?! 1 +4p% 205 n?! 1° =0,
(N.1.7)
* ) * ) *5 !
Ex 20,Uon n?! 1 (inzn, niny)+4p? 2U2 n%1 1 °(, ingn+ niny) +
+)2| o 0 2) 2 *2 )2| e
+Ey 'n°! n7 4ps, Uy n ! 17, 2upUogn Nt 1 =0, (N.1.8)
P ) 2 *- . ) 2 * . Q
Ex 20,Uo n“! 1 n(inzn, n1n22+2u,U*0 n“! 1 (, |n3£1+ niny) +
2uUo %l 17021 1 20Uo'n21 1, n' E, =0, (N.1.9)
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da qual podemos escrever

1 20,Uo(n?! 1) [n(insn, niny)+2p,Uo(n*! 1)(, ingn + niny)]

Ey = 20U o (21 1)(n2! n)2wUo(n2! 1), n] Ex. (N-1.10)

I [, n(ninz, ingn) +2p,U o(n?! 1)(, ingn + niny)]
E, = E N.1.11
Y (n2! n3)[2u,U o(n2! 1), n] x ( )

I (ning, ingn)[, n+2x,U o (n?2! 1)]
E, = X N.1.12
VT U (! 1), n] (N-1.12)
gue bnalmente nos fornece
+j ]

Ey = MEX. (N.1.13)

n2! n?

Substituindo agora a Eq. N.1.13 na primeira express<o da Eq. N.1.3), teremos

* *

- - - . . xingn! nin
iZu,Uon)nZ! 11! n¥E, + !n1n2+2|u,Uon3)n2! 10 = 12

n2l nf

+Ez-! n1n3! 2|H,U onz)n2! 1 . =0, (N114)

) 2 2*- ) 2 * 2" - . ) 2 * . Q
n“! n; £2u,Uon" n“! 1 ! n7 + !n1n2+2lu,l;JOn3 n“! 1 (xingn! nl*nz) E.+

I "n%!l n? nina+2ipUeny'n?! 1 E, =0,
(N.1.15)

na qual podemos utilizar(n?! n2?) = n3 + n3 no primeiro termo. Assim
) 2 2 ; ) 2 - _ P) 2 2 ) 2 ¥ 2"
n“! nf ning+2ipUen, n“! 1 E, = "nz+n3 2u,Uon"n !*1 ' n] + 9
+ I ninp+2ipUonsg ' n?! 1 (xingn! niny) " E,,
(N.1.16)

) *- . ) * P ) * ) *
n?! n? nng+2igUgny, n?! 1 E,= +2u,Uen3n n?! 1! n?n3+£2u,Uonn3 n?! 1 +
*

| nZn3 + , ingnansn+ ni*rg, 2u,U gn3n"n?! 1 +
I 2ip,U gninong ' n?! 1 TE,, (N.1.17)

onde os termos destacados em vermelho e azul se cancelam. Colocando agora (fatom) em
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evidencia a partir dos termos destacadas em verde, obtemos

) 2 2*- . ) 2 *, P . - . ) 2 *.
n“! n{ ning+2igp,bUen2 ' n“! 1 E, = , inzn ning+2ig,Vnz ' n !*1 +

I n?n3! 2ig,U oninang n?! 1 "E,,  (N.1.18)

) 2 2*- . ) 2 *. _ P . - . ) 2 *.
n“! ni ning+2ip,Uen2 n“! 1 E,; = , inan ninz+ 2ig,U gnz N !*1Q +
I NNz NN +2iVon, n?! 1 T E,,  (N.1.19)
) 2 2*- . ) 2 *, _ . - . ) 2 *,
n“! ni nng+2igUen, n°! 1 E,=(, inzn! ning) ning+2ig,Uoen, n°! 1 E,,
(N.1.20)
gue bnalmente nos fornece
_,inzn! ning
E, = WEX. (N.1.21)
Utilizando agora a Eg. (N.1.21 e Eq. (N.1.13, obtemos
/
1
E. = Exd (xinzn! niny)/ (n?! n%)g : (N.1.22)
(, inan! nin3)/ (n?! n?)
Normalizando esses vetores, temos
$
inzn! niny)(xinzn! nin +inon! nin3)(, inon! nin
IE, [’ 1+(,| 3 1N2) ( |23 1n2) | (£ing 1N3) ( 22 1N3) -1, (N.1.23)
(n21 n3) (n21 n3)
# 212 i i 212 212 H H 212
|E |2 1+ nsnN<x iniNonNzn, INiNaNzn + NN + nNsne, INiNzNsnN £ INgNaNsn + Ning -1
g (2! n2)? ’
(N.1.24)
(3 + ) (02 + ) ®
|Ex|® 1+ 22— 1 =1, (N.1.25)
(n2! nj)
que pode ser simplipcada utilizando-g@?! n?) = n3+ n3, o que nos fornece
#
2 2
2 n°“+ nj
[Ex|” 1+ —n§+ 2 , (N.1.26)
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#

|EX| nz + n2 = 11 (N127)
2 3
# $
, 2n*
|Ex| ez - L (N.1.28)
2 3
onde podemos utilizar novamentén?! n?) = n3 + n%, logo
# $
2n? n2! n?
2 — 1 2 — 1
|Ex| e 1'] Ex|” = o (N.1.29)
da qual podemos escolher convenientemente
E, = ﬁ?l (N.1.30)
n

Portanto os modos de propagas«o normalizados ser«o dados por

/ 2
1 n2! n?
B, = ) 5 = ﬁgEJ_ringn! nlnzzol : (N.1.31)
nonen ,in,n! ning

N.2 Cenario spacelike
Para o centrio spacelike, obtivemos de forma geral
n?! p#= 2y, (n?! 1)|U|%, (N.2.1)
onde

1
0f— _ | 2 cind
Yo H#(U#' nZsin‘.). (N.2.2)

A seguir, iremos calcular as polarizas>es para os dois casos considerados, isto Z, casos perpen-
dicular e longitudinal.

N.2.1 Caso U-perpendicular

Para a conbguras«o onddJ Z perpendicular an, podemos escolher convenientemente

n=(0,0,n), (N.2.3)
U = (Ui, Uy, 0). (N.2.4)
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Nesse caso, a matrigM;; | tem a seguinte forma

2
n2! p# 0 2in, (n?! 1)U,
M;1= 9 0 N2t p# 1 2ig, (n2! 1)U . (N.2.5)
| 2iy, (n2! 1)U, 2iy, (n2! 1)U, |

Como nesse caso tema$n?. =1, a Eq. (N.2.2) se reduz a

1
%= @(H#! n2). (N.2.6)
Lembrando agora que os 'ndices de refras<o do caso perpendicular s<o

na = p#, (N.2.7)
nZ =1+ f,, (N.2.8)

podemos ent«o determinar as polarizas>es associadas a cada 'ndice de refras<o.

1) Para n§ = p#
Para o 'ndice de refrascon§ = p# temos%= 0 conforme a Eq. .2.6). Ent<o implementando
essas quantidades em EqN(2.5), a condis<o M; E! =0 fornece

/ 2/ 2
0 0 2“! (n(%' 1)U2
9 0 0 | 2i, (n21 1)U 9E =0, (N.2.9)
| 2ig, (N2! 1)U, 2w, (n2! 1)U, | E,

gue nos fornece
U,
EZ = O, Ey = _Ex. (N.z.lo)
Uy

Assim, utilizando a Eq. (N.2.10, o campo elZtrico associado @@ = p# sert

/ 2
E = —9 uzﬁ , (N.2.11)
gue normalizado se escreve como
/ 2
9, N.2.12
= 7 2.9 uzi’t (N.2.12)

com|U| = B Uz + Uz,
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2) Paran2 =1+ f,

Para os 'ndices de refras<o dados na EqN.2.8), observamos que os mesmos levan?a &0.
Dessa forma, implementando essas quantidades na B.2.5), a equas«o M;; E! =0 Z lida como

/ _ 2/ 2

£20, (N2 1 1)%|U| 0 2i, (N2 DU, | E,

0 +24, (n2! 1)%|U| ! 2iy, (n2! 1)U1§ 9 Eyi , (N.2.13)
I 2iy, (N2 ! 1)U, 2ig, (n21 1)U, | p# E,
gue nos fornece

R
$ 24 (n2! 1)%|UIE, +2ip, (n2! 1)U,E, =0
5 +2y, (n2! 1)%|U|E,! 2iy, (n2! 1)U;E, =0 : (N.2.14)

1 2il, (N2 1 1)UE, +2iy, (n2 1 1)UE, ! W#E, =0

Vamos somar o produto da primeira express<o da EqN(2.14) com U; ao produto da segunda
express<«o comU,. Isso eliminart os termos enk,, deixando apenas

+24, (N2 1 1)% |U|U;E, = 24, (nZ ! 1)% |U|U,E, =0, (N.2.15)
cuja simplibcae<o fornece
Ey=! ﬂEX. (N.2.16)
U,

Substituindo a Eq. (N.2.16 na terceira express<o da Eq.N.2.14), obtemos

2
WHE, = ! 2ig, (N2 1 1)UE, ! 2iy, (n? ! 1)%EX, (N.2.17)
% & 2
G D U? + U3
E,=! 2|—#(ni I 1) T Ex, (N.2.18)
i 2
E, = 2; fi%Ex, (N.2.19)

onde utilizamos a Eq. N.2.8). Ent<o, utilizando a Eq. (N.2.16 e Eqg. (N.2.19, os campos elZtricos
associados @2 ser«o

/ 2
E Ve
Ei:ig | U, 1, (N.2.20)
I 2if ., (U2 + ug)/#2
U,
E. = E§9 I Uy 3 (N.2.21)

| 2if . (UZ+ U2)/
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com uma amplitude apropriadaEj.

N.2.2 Caso U-longitudinal

Para a conbguras«o comJ longitudinal ao vetorn = (0, 0, n), podemos escolhdd = (0,0, U).
Sendo assim, teremosin?. = 0 de acordo com a Eq.N.2.6). Utilizando essas informas>es, a
matriz [M;; ] tem a seguinte forma

2
n%! p# I 2iy, (n?! DU 0
M;1= 9 2i, (21 1)U N2 1 031 (N.2.22)
0 0 I p#

Os 'ndices de refras<o deste caso, dados por

2 _ H(#x 2, |U))
L TR o (0] (N.2.23)
satisfazem
nZ ! p#=+2u, (n2! 1)U, (N.2.24)

onde utlizamos%=1 e |U| = U. Sendo assim, implementando a EqN(2.24) na Eq. (N.2.22, a
condie<o Mj El =0 Z escrita explicitamente como

/ 2/ 2
+2u, (n2! U ! 2w, (2! YU 0 Ex
9 2ip, (N2 1)U 24, (2! 1)U 0 QEyi =0, (N.2.25)
0 0 Lyt E,
gue nos fornece
E.=0, Ey=, iEx (N.2.26)

/2
1
E. =51, i1, (N.2.27)
0
gue normalizados resultam em
/2
1 1
B, = )—59, i1 . (N.2.28)
0
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Verificando a invari%oncia de gauge para o modelo de
dimens<«o 5

A eletrodin%omica modibcada por termo de altas derivada® T-'mpar de dimens<« 5 em meios
materiais Z dada pela Eq.§.5.6, ou seja

L=1 %G“! Fu + %#“#W AsUg! Fy ! ALY (0.0.1)

Considerando a transformas<«o de calibre
Aul A= AL+ "2, (0.0.2)
temos
Fii = Fa, G =G". (0.0.3)

Assim, a densidade de Lagrange na EqO(0.1) se transforma da seguinte forma

1
L#=1 %G“! Fu + E#B#“! (Ag+ "42)Ug! Fpy ! ALIH T (",2)3H, (0.0.4)
L¥= L + %nﬁ#u! ("#2)Ug! Fp ! (239 + 2(" 03N, (0.0.5)

Vamos simplibcar agora o segundo termo da E@0.5. Teremos ent<o
(L 2)Ug! Fy = (B 2Ug! Fy) ! # 2Ug! M uF (0.0.6)

Percebemos agora que o segundo termo do lado direito da EQ.Q.6) Z nulo. De fato:

TUNT! — [VURTINT] JVIARTRY
A S ?# Ay ! g i Ay (0.0.7)
#) W) # 1) ##) !
= #HSH#! "H"#A! ! ﬁ!_ﬁt‘]"! "#A”, (008)
B
= LA A, (0.0.9)
= LR (0.0.10)
O E = LR Y R =0, (0.0.11)
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Dessa forma, podemos utilizar as EqsO(0.11), (O.0.6) e a conserva+«o da quadri-corrente para
simplibcar a Eq. ©.0.5. Obteremos ent<o
% &
L¥= L+ ", %ﬁ#w 2Ug! Fy ! 237 . (0.0.12)

Dessa forma, observamos que a densidade de Lagrange difere apenas por uma quadri-divergencia

total. Consequentemente, tal termo pode ser desprezado na aso do modelo considerando uma
fune<o 2 que se anule no inpPnito.
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