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RESUMO

Neste trabalho, discutiremos a propaga•‹o eletromagnŽtica e propriedades —pticas em meios

dielŽtricos regidos por eletrodin‰micas estendidas, atravŽs de rela•›es constitutivas modiÞcadas ou

por meio de derivadas superiores. Estudamos propriedades de polariza•‹o, modos propagantes,

birrefring•ncia, rota•‹o —ptica e dicro’smo, atravŽs da Eledrodin‰mica Cl‡ssica de Maxwell, dentro

dum tratamento de Teoria Cl‡ssica de Campos. Inicialmente, apresentamos, no cap’tulo2, o

ferramental b‡sico a ser utilizado ao longo deste trabalho.

No cap’tulo 3, comentamos sobre o efeito magnŽtico quiral (CME), a gera•‹o de corrente elŽ-

trica macrosc—pica na presen•a de um campo magnŽtico devido ˆ assimetria entre o nœmero de

densidade de fŽrmions de m‹o-direita e -esquerda no sistema. Motivados por esse efeito intensa-

mente investigado na literatura, propomos uma generaliza•‹o da lei de Ohm para descrever meios

isotr—picos e dispersivos dotados de condutividade magnŽtica. Para o caso de condutividade mag-

nŽtica diagonal isotr—pica, o qual inclui o CME, os ’ndides de refra•‹o s‹o modiÞcados, implicando

em birrefring•ncia. Para os casos de condutividade magnŽtica n‹o-diagonal, os ’ndices de refra•‹o

modiÞcados exibem partes imagin‡rias, atribu’ndo comportamento condutor a um meio dielŽtrico

usual.

No cap’tulo 4, investigamos os efeitos originados de rela•›es constitutivas estendidas na pro-

paga•‹o de ondas em meios bi-isotr—picos e bi-anisotr—picos, calculando as rela•›es de dispers‹o

e os ’ndices de refra•‹o. Para os meios bi-anisotr—picos, especiÞcamos duas classes de par‰metros

magnetoelŽtricos, representados por tensores simŽtrico e anitssimŽtrico. Os tr•s casos examinados

fornecem ’ndices de refra•‹o reais e distintos, que implicam em birrefring•ncia. A anisotropia ou

efeito de birrefring•ncia Ž determinada pelo poder de rota•‹o ou pela diferen•a de fase, sendo dada

em termos dos par‰metros magnetoelŽtricos. Discutimos ainda as velocidades de grupo e vetor de

Poynting em cada caso.

No cap’tulo 5, investigamos o efeito de revers‹o do poder de rota•‹o em meios bi-isotr—picos

dotados de condutividade magnŽtica. O cen‡rio em que a condutividade Ž isotr—pica manifesta

birrefring•ncia circular, descrita pelo poder de rota•‹o dispersivo que muda de sinal para uma

dada frequ•ncia. Para um meio bi-isotr—pico com a condutividade antissimŽtrica, obtŽm-se um

complicado poder de rota•‹o dispersivo, tambŽm manifestando invers‹o de sinal. Tais cen‡rios

tambŽm indicam uma revers‹o na quiralidade do meio, propriedade n‹o usual em dielŽtricos.

No cap’tulo 6, estudamos como a eletrodin‰mica CPT-’mpar de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw

(MCFJ) e sua extens‹o n‹o-m’nima de dimens‹o 5 alteram o comportamento —ptico de meios

cont’nuos. Iniciamos revisando o modelo MCFJ (com termo CPT-’mpar de dimens‹o 3) em meio

dielŽtrico, determinando as equa•›es de Maxwell modiÞcadas e rela•›es de dispers‹o. Para o

caso puramentetimelike, os ’nidices de refra•‹o s‹o reais, exibindo birrefring•ncia, e os modos de

propaga•‹o associados s‹o descritos por polariza•›es circulares. Para o caso puramentespacelike,

um ’ndice de refra•‹o Ž sempre real e o outro pode ser complexo. Os modos de propaga•‹o

circularmente polarizados podem exibir birrefring•ncia e dicro’smo.



Para o modelo modiÞcado por termo CPT-’mpar de dimens‹o 5, abordado ainda no cap’tulo6,

determinamos os ’ndices de refra•‹o a partir de uma equa•‹o de dispers‹o de sexta ordem. Para o

caso puramentetimelike, obtemos tr•s ’ndices de refra•‹o, um deles sendo real e o os outros dois

sendo complexos. Tais ’ndices de refra•‹o s‹o associados a dois modos de propaga•‹o circularmente

polarizados, exibindo birrefring•ncia ou dicro’smo, dependendo do intervalo de frequ•ncia. Para o

caso puramentespacelike, encontramos cen‡rios de propaga•‹o eletromagnŽtica an‡logos ˆqueles

que ocorrem em dielŽtricos dispersivos.

Palavras-Chave: Eletrodin‰mica Cl‡ssica. Rela•›es constitutivas. Rela•›es de dispers‹o. Bir-

refring•ncia. Modelo Padr‹o Estendido n‹o-m’nimo. Viola•‹o de Lorentz. Eletrodin‰mica com

altas derivadas.



Abstract

In this work, we discuss the electromagnetic propagation and optical properties in dielectric

media governed by an extended electrodynamics by means of modiÞed constitutive relations or

higher derivatives. We study polarization, modes of propagation, birefringence, optical rotation

and dichroism through MaxwellÕs Classical Electrodynamics, within the framework of Classical

Field Theory. First we present in chapter2 the basic mathematical tools which are used throughout

this work.

In chapter 3, we comment about the chiral magnetic e!ect (CME), the generation of a ma-

croscopic electric current in the presence of a magnetic Þeld due to an asymmetry between the

number density of left- and right-handed fermions in the system. Such an e!ect is, on the one

hand, and the optical properties of continuous media, on the other hand, is a strong motivation

for our investigation. Here we propose a generalization of OhmÕs law in order to describe isotropic

and dispersive media endowed with a magnetic conductivity. For the case of an isotropic magnetic

conductivity, which includes the CME, the refractive indices are modiÞed, implying birefringence.

For the scenarios of a non-diagonal magnetic conductivity, the modiÞed refractive indices exhibit

imaginary pieces, ascribing conducting behavior to a usual dielectric medium.

In chapter 4, we investigate the e!ects originating from extended constitutive relations on

electromagnetic-wave propagation in bi-isotropic and bi-anisotropic media, by calculating disper-

sion relations and refractive indices. For the bi-anisotropic media, we specify two classes of mag-

netoelectric parameters represented by symmetric and antisymmetric tensors. The anisotropy of

the birefringence e!ect is determined through the rotatory power or the phase shift, which are

evaluated in terms of the magnetoelectric parameters. We also discuss the group velocities and

Poynting vector in each case.

In chapter 5, we investigate the rotatory-power reversal e!ect on bi-isotropic media in the

presence of a magnetic conductivity. For the case of an isotropic conductivity, birefringence occurs,

described by the dispersive rotatory power that changes its sign at a given frequency. For the case

of an antisymmetric conductivity, one obtains the corresponding rotatory power and dichroism

coe"cients for the both scenarios of null and non-null Ohmic conductivity. All these cases indicate

a chirality reversal of the medium when the magnetic conductivity is isotropic, and that anisotropies

in the magnetic current can prevent chirality reversal.

In chapter 6, we study how the CPT-odd Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) electrodyna-

mics and its dimension-5 extension modify the optical behavior of continuous media. We start by

reviewing the MCFJ model in a dielectric medium, determining the modiÞed Maxwell equations

and dispersion relations. For the purely timelike case, the refractive indices are real, exhibiting

birefringence, and the propagation modes are described by circularly polarized vectors. In the

purely spacelike case, one refractive index is always real and the other one may be complex. The

circularly polarized propagation modes may exhibit birefringence and dichroism.

Fo the MCFJ model modiÞed by the CPT-odd terms of dimension 5, also discussed in chapter6,

we determine the refractive indices from a sixth order dispersion equation. For the purely timelike



case, we obtain three refractive indices, one being real and the other complex conjugates of each

other. These refractive indices are associated with two circularly polarized propagation modes.

Furthermore, depending on the frequency regime, one obtains birefringence and dichroism. In the

purely spacelike case, we Þnd scenarios of electromagnetic propagation analogous to those that

occur in dispersive dielectrics.

Key-words: Classical Electrodynamics. Constitutive Relations. Dispersion Relations. Bi-

refringence. Nonminimal Standard Model-Extension. Lorentz Violation. Electrodynamics with

higher-order derivatives.
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Cap’tulo 1
Introdu•‹o

Das intera•›es fundamentais da Natureza, talvez a eletromagnŽtica seja a mais percept’vel aos

sentidos humanos. Efeitos dessa intera•‹o j‡ eram conhecidos [1Ð3] desde a GrŽcia Antiga1. A inte-

ra•‹o eletromagnŽtica Ž respons‡vel por manter a matŽria coesa, permitindo que molŽculas sejam

ligadas a ‡tomos, e tambŽm elŽtrons aos nœcleos at™micos. O sucesso da Eletrodin‰mica Cl‡s-

sica ou Eletromagnetismo pode ser observado tanto do ponto de vista tecnol—gico (por exemplo,

motores elŽtricos, telecomunica•›es, computadores, etc.), quanto do ponto de vista te—rico, permi-

tindo novas investiga•›es sobre efeitos f’sicos envolvendo ondas eletromagnŽticas, e tambŽm como

arquŽtipo de Teoria de Campos, modelo te—rico que se tornou fundamental no desenvolvimento do

Modelo Padr‹o (MP) das intera•›es fundamentais desenvolvido no sŽculo XX.

Atualmente, grande parte do avan•o tecnol—gico, decorrente do uso dessa intera•‹o, Ž proporci-

onada pelo entendimento das leis que regem os fen™menos eletromagnŽticos e pela investiga•‹o de

novos cen‡rios envolvendo esses fen™menos. A n’vel cl‡ssico, o desenvolvimento da Eletrodin‰mica

foi marcado por grandes descobertas realizadas por v‡rias mentes astutas e lŽpidas. AtravŽs de

experimentos envolvendo eletriza•‹o por atrito, Charles Fan•ois du Fay (1698Ð1739), descobriu

em 1733 dois tipos de eletricidade2, chamadas de v’trea e resinosa [4Ð6]. Os resultados de Du

Fay estabelecem que corpos com a mesma eletricidade/carga se repelem e com cargas diferentes

se atraem. Pouco tempo depois, em 1751, Benjamin Franklin (1706Ð1790) aÞrma (baseando-se

em seus experimentos) que tais ÒeletricidadesÓ, denominadas por ele de positiva e negativa, s‹o do

mesmo tipo e que a eletriza•‹o apenas transfere a carga3 de um corpo para o outro [7]. Dessa

forma, estabeleceu-se o princ’pio fundamental conhecido como conserva•‹o da carga. Tal princ’pio

est‡ presente em teorias de campo que apresentam simetrias, como ocorre no Eletromagnetismo.

Mais tarde, em 1785, Charles Augustin de Coulomb (1736Ð1806) investiga experimentalmente a

for•a existente entre objetos carregados, chegando ˆ famosa lei do inverso do quadrado da dist‰n-

cia [8]. Essa forma da lei de Coulomb j‡ havia sido observada por Henry Cavendish4 (1731Ð1810)

1Após sofrer atrito com pele de animais, o âmbar atraía pequenos corpos (sementes, por exemplo). Na Magnésia,
uma região da antiga Tessália que fica na Grécia, pedras que se atraiam (magnetita) já eram conhecidas [5, 7],
provendo uma origem para o termo magnetismo

2Por exemplo, após eletrização por atrito, objetos formado por âmbar se repeliam, enquanto atraíam objetos
formados por vidro (eletrizados por atrito também).

3Apesar de Franklin não ter tido conhecimento na época, a hipótese de transferência de eletricidade havia sido
proposta um pouco antes por W. Watson (1715–1787) [6]. Essa transferência deixa um excesso de eletricidade num
corpo (daí o nome positiva), enquanto o outro corpo permanece com uma escassez dessa eletricidade (daí o termo
negativa). Hoje sabemos que os elétrons são transferidos nesse processo.

4Cavendish era conhecido por ser recluso, excêntrico e muito tímido [10]. Todavia, isso não abalou ou amenizou
seu espírito crítico e investigativo acerca dos fenômenos naturais e de medidas experimentais. Às vezes ele publicava
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durante suas investiga•›es entre (1771Ð1871) [9, 11], porŽm ele n‹o publicou seus resultados na

Žpoca.

Embora n‹o houvesse uma conex‹o clara entre electricidade e magnetismo na Žpoca, os fen™-

menos magnŽticos tambŽm estavam sendo investigados. William Gilbert (1544Ð1603) apresentou

em sua famosa obraDe Magnete a ideia de que Terra se comporta como um ’m‹ gigante. Desco-

briu que ao se dividir um ’m‹ em duas partes, obt•m-se dois ’m‹s, cada um com um p—lo norte e

sul5. John Michell6 (1724Ð1793) descobriu a lei do inverso do quadrado da dist‰ncia para a for•a

entre p—los magnŽticos [6]. Em julho de 1820, um momento de grande impacto para a comuni-

dade cient’Þca veio com o trabalho de Hans Christian ¯rsted (1777Ð1851), que descobriu que uma

agulha imantada de uma bœssola sofria uma deßex‹o quando estava pr—xima a um Þo de corrente.

Esse efeitoeletromagnético, assim chamado por ele, estabelecia uma correla•‹o entre fen™menos

elŽtricos e magnŽticos, marcando o nascimento do eletromagnetismo [8,12]. Tal fato experimental

foi algo surpreendente na Žpoca7 e marcava a primeira uniÞca•‹o entre for•as da Natureza. Em

setembro desse mesmo ano, Fran•ois Arago (1786Ð1853) apresentou a descoberta de ¯rsted na

Academia Francesa de Ci•ncia e refez o experimento para os pesquisadores presentes [8,12], entre

eles, AndrŽ-Marie Amp•re (1775Ð1836). Duas semanas depois, Amp•re apresentou seus trabalhos

sobre esse t—pico, reportando um novo efeito, isto Ž, for•as de atra•‹o e repuls‹o entre Þos de

corrente.

Os termoseletromagnético e eletromagnetismo foram introduzidos por ¯rsted em seus traba-

lhos publicados em 1820 e 1821, como forma de caracterizar os novos fen™nomes que ele descobrira.

Enquanto o voc‡buloeletrodinâmica foi introduzido por Amp•re para diferenciar os efeitos desco-

bertos por ele dos fen™menos eletromagnŽticos reportados pouco tempo antes por ¯rsted [8,13].

Paralelamente ˆs investiga•›es sobre os fen™menos da intera•‹o eletromagnŽtica, os estudos

voltados para o comportamento da luz (—ptica) tambŽm vinham sendo realizados desde a GrŽcia

Antiga8. A concep•‹o plat™nica de que a vis‹o era formada por raios de luz que partiam dos

olhos atŽ os objetos observados perdurou por quase um mil•nio, atŽ que AlhazŽm (965Ð1040) de-

monstrou9 conclusivamente o contr‡rio [14]. Desenvolvimentos not‡veis ocorreram na Revolu•‹o

Cient’Þca. Willebrord Snell (1580Ð1626) descobriu em 1621 a lei da refra•‹o10, um importante re-

suas descobertas, mas muito frequentemente ele não o fazia [11].
5Durante esse período na segunda metade do século XVIII, os termos astral e boreal foram introduzidos por

Anton Brugmans (1732–1789) e Johann C. Wilcke (1732–1796) [6]. Essa nomenclatura era utilizada para designar
o que hoje conhecemos como pólos norte e sul de um ímã, respectivamente. Isto é, o pólo norte (sul) era um lugar
com excesso de fluido austral (boreal). Tais termos foram empregados em analogia às eletricidades vítrea e resinosa
de Du Fay.

6Michell também inventou, de forma independente, a balança de torção, que anos depois foi utilizada por seu
amigo H. Cavendish em 1798 para medir a constante de gravitação universal [6].

7Ørsted sabia do impacto que sua descoberta causaria. Então resolveu publicar seu trabalho o mais rápido
possível através de uma circular que ele enviou para vários pesquisadores na Europa [12].

8Os atomistas já hipotetizavam que a luz era formada por corpúsculos que saiam dos objetos até os olhos.
Ptolomeu (90–168) fez vários experimentos envolvendo refração, chegando à conclusão de que a razão entre os
ângulos de incidência e de refração era constante e dependia das propriedades de cada meio [14,15].

9Os trabalhos sistemáticos de Alházem sobre óptica foram publicados no Book of Optics por volta de 1027 [14].
10Embora a lei da refração seja creditada a Snell e Descartes, ela apareceu pela primeira vez no tratado On

Burning Mirrors and Lenses em 984 de autoria de Ibn-Sahl (940–1000).
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sultado que relaciona a propaga•‹o da luz ao passar de um meio para outro com ’ndices de refra•‹o

distintos. Mais tarde, discuss›es acerca da natureza da luz Þcaram mais evidentes no panorama

cient’Þco. A teoria corpuscular da luz foi defendida por Isaac Newton (1642/43Ð1727), que em sua

obra Opticks (1704) investigou experimentalmente v‡rios aspectos sobre o comportamento da luz.

Por outro lado, em seu livroTraité de la Lumière (1690), Christian Huygens (1629Ð1695) defendia

o car‡ter ondulat—rio da luz. O grande peso e reputa•‹o de Newton, devido ˆs suas contribui•›es

na mec‰nica e gravita•‹o, favoreceu a aceita•‹o do modelo corpuscular por mais de um sŽculo [16],

muito embora j‡ houvesse evid•ncias que apontavam na dire•‹o da teoria ondulat—ria, como a

difra•‹o, descoberta por Francesco Grimaldi (1618Ð1663) [14,15].

Somente no ’nicio do sŽculo XIX, a teoria ondulat—ria ressurgiu devido aos trabalhos de Thomas

Young (1773-1829) e Augustine Fresnel (1788Ð1827). Young demonstrou, atravŽs do experimento

da fenda dupla, a natureza ondulat—ria da luz. Fresnel explicou a difra•‹o e interfer•ncia da luz11,

redeÞniu o conceito de polariza•‹o da luz, introduziu o car‡ter transversal das ondas luminosas [17],

entre outras contribui•›es. O evento assertivo para a natureza ondulat—ria da luz veio um pouco

mais tarde, em 1850, com o trabalho de Foucault (1819Ð1868) sobre a medi•‹o da velocidade da

luz num meio refrativo12, no qual ele conclui que o resultado experimental Ž inconsistente com o

modelo corpuscular.

O pr—ximo momento not—rio de uniÞca•‹o ocorreu em 1845 devido a Michael Faraday (1791Ð

1867), que estabeleceu uma rela•‹o entre a luz e o eletromagnetismo ao descobrir que a polariza•‹o

de um feixe de luz sofria altera•›es ao se propagar atravŽs de um meio numa regi‹o com campo

magnŽtico, gerando o bem conhecido efeito Faraday [19,20]. Trabalhando experimentalmente com

objetos carregados e magnetizados, Faraday introduziu o conceito de campo. Segundo ele, o campo

Ž uma entidade f’sica invis’vel que preenche todo o espa•o, contendo linhas de for•a que transmitem

a for•a (ou a inßu•ncia) de um corpo para o outro [21,22]. Essa ideia de campo tambŽm foi utili-

zada por James Clerk Maxwell (1831Ð1879) em seu artigoA Dynamical Theory of Electromagnetic
Field [23], no qual realizou uma brilhante s’ntese matem‡tica, relacionando todos os fen™menos

eletromagnŽticos da Žpoca, num conjunto particular de equa•›es que hoje conhecemos como equa-

•›es de Maxwell. AlŽm disso, deduziu teoricamente que ondas eletromagnŽticas se propagavam

com a velocidade da luz. A conÞrma•‹o experimental dessa previs‹o ocorreu somente em 1888

(9 anos ap—s o falecimento de Maxwell) atravŽs dos experimentos de Heinrich R. Hertz (1857Ð

1894). Tal evid•ncia experimental permitiu caracterizar a luz como uma onda eletromagnŽtica,

o que contribuiu para a uniÞca•‹o entre —ptica e eletrodin‰mica. Por consequ•ncia, fen™menos

—pticos, como reßex‹o, refra•‹o, absor•‹o, birrefring•ncia, etc., podem ser derivados a partir do

eletromagnetismo.

ƒ importante ressaltar que, atravŽs das ideias de Faraday e Maxwell, observa-se que, alŽm

11Em sua MŽmoire sur la difraction de la lumi•re (1818), o qual lhe concedeu o prêmio da Academia Francesa
de Ciências do mesmo ano [6, 16].

12Tal experimento consitituiu a tese de doutorado de Foucault, contendo apenas 35 páginas, porém com uma
conclusão extraordinária: Òalways the light is delayed in its passage through the most refractive medium. The Þnal
conclusion of this work therefore consists in declaring the system of emission incompatible with the reality of the
facts.Ó[16, 18].
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de cargas (part’culas) se movendo pelo espa•o, existe outra entidade na natureza, o campo. O

conceito de campo viria se tornar fundamental nas teorias de campo a serem desenvolvidas no

sŽculo XX.

Em adi•‹o a descrever o comportamento do campo eletromagnŽtico, as equa•›es de Maxwell

tambŽm permitem investiga•›es sobre a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em diferentes meios

(v‡cuo, dielŽtricos, condutores, etc.). Para tal, deve-se conhecer, de um ponto de vista efetivo

macrosc—pico, as rela•›es constitutivas que descrevem o meio. Tais express›es geralmente traduzem

a resposta do meio ao campo eletromagnŽtico aplicado por meio de par‰metros constitutivos,

propriedades naturais do meio considerado. Por consequ•ncia, o emprego de rela•›es constitutivas

n‹o-usuais para meios cont’nuos possibilita investiga•›es de efeitos interessantes, que podem ser

derivados da eletrodin‰mica de Maxwell. Dessa forma, Ž poss’vel investigar o comportamento

eletromagnŽtico de novos materiais, derivar algumas de suas propriedades —pticas, como ’nidices

de refra•‹o, coeÞcientes de absor•‹o, birefring•ncia, etc. Nos pr—ximos cap’tulos, discutir-se-‹o

alguns cen‡rios f’sicos relacionados a esse aspecto.

As pr—ximas mudan•as no paradigma cient’Þco, ainda relacionado ao eletromagnetismo, ocor-

rerram em 1905 quando Albert Einstein (1879Ð1955) desenvolveu13 a Teoria da Relatividade Res-

trista (TRR), resolvendo assim o problema que existia sobre a inconsist•ncia da teoria de Maxwell

perante o princ’pio da relatividade de Galileu, alŽm de apresentar um trabalho explicando o efeito

fotoelŽtrico14, o que contribuiu para o surgimento da Mec‰nica Qu‰ntica. Dessa forma, a descri-

•‹o dos sistemas qu‰nticos (microsc—picos) ganhou grande desenvolvimento com os trabalhos de E.

Schršdinger (1887Ð1961), W. Heisenberg (1901Ð1976), P. Dirac (1902Ð1984), entre outros. O tra-

balho de Dirac [26] j‡ demonstrava um poderoso arcabou•o te—rico de teoria de campos qu‰nticos

relativ’stica, a partir do qual a exist•ncia de antipart’culas era poss’vel. O p—sitron, antipart’cula

do elŽtron foi descoberto em 1932 por C. Anderson em experimentos envolvendo raios c—smicos [27].

Dirac foi respons‡vel pelo in’cio da Eletrodin‰mica Qu‰ntica, em ingl•s,Quantum Electrodynamics
(QED), que mais tarde teve importantes contribui•›es de v‡rios outros f’sicos, como R. Feynman

(1918Ð1988), J. Schwinger (1918Ð1994), entre outros. A QED Ž a vers‹o qu‰ntica da teoria eletro-

magnŽtica de Maxwell, tornando-se o arquŽtipo para a constru•‹o das outras teorias qu‰nticas de

campos que descrevem as intera•›es fraca e forte. O conjunto dessas teorias formam o atual MP.

Muitos outros aspectos que culminaram no MP foram omitidos aqui, como as v‡rias part’culas

que foram descobertas em raios c—smicos e em aceleradores de part’culas. Apesar de ser uma

hist—ria muito rica e interessante, uma digress‹o sobre tais fatos seria demasiadamente longa para

este trabalho. Todavia a refer•ncia [25] apresenta uma breve discuss‹o hist—rica sobre esse ponto.

O principal foco discutido atŽ aqui foram alguns aspectos do desenvolvimento da eletrodin‰mica

cl‡ssica e seu papel revolucion‡rio na descri•‹o dos campos eletromagnŽticos e como a sua vers‹o

qu‰ntica, QED, contribuiu para o desenvolvimento do MP atual. Embora a vers‹o qu‰ntica

13Lorentz já havia derivado o conjunto de transformações que deixavam o eletromagnetismo invariante. Poincaré
já adotava a ideia de que era necessário construir uma nova mecânica e que as leis da física deveriam ser revistas
de forma a serem compatíveis com o eletromagnetismo e com o princípio da relatividadade [24].

14Einstein se baseou nas hipóteses de Max Planck (1858–1947) para introduzir o conceito de que a luz era formada
por quanta de energia, conhecidos como fótons – nome introduzido por Gilbert Lewis (1875–1946) em 1926. [15,25].
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descreva a intera•‹o eletromagnŽtica entre cargas ou entre matŽria (elŽtrons) e luz (f—tons), a

eletrodin‰mica cl‡ssica constitui um poderoso ferramental te—rico para investiga•›es de fen™menos

relacionados a ondas eletromagnŽticas a n’vel cl‡ssico/macrosc—pico.

Segundo o MP, a grande quantidade de part’culas elementares observadas atŽ hoje pode ser

agrupada em lŽptons, quarks e as part’culas mediadoras das intera•›es (b—sons). O MP reœne 3 das

4 intera•›es fundamentais (a gravidade ainda n‹o foi incorporada ao escopo do MP), explicando

como as part’culas interagem na natureza. A inclus‹o da gravidade no Modelo Padr‹o tem se

apresentado como uma atividade complexa (e desaÞadora): as teorias qu‰nticas descrevem o mundo

subat™mico (microsc—pico) e a teoria da relatividade geral, o macro-mundo (planetas, estrelas,

buracos negros, etc.); assim, Òcoloc‡-lasÓ em pŽ de igualdade ainda n‹o foi poss’vel.

Muitos trabalhos em f’sica te—rica visam a busca por uma gravita•‹o qu‰ntica, em que o Modelo

Padr‹o Ž esperado ser o limite de baixas energias.Tais teorias devem ser capazes de descrever a

f’sica na escala de energia de Planck (" 1019 GeV=1028 eV), que deÞne a era de Planck onde

se acredita que as 4 intera•›es fundamentais eram unidas. Um forte candidato Ž a teoria de

cordas, na qual as part’culas s‹o interpretadas como os modos de vibra•‹o das cordas (elementos

fundamentais dessa teoria). Apesar das teorias de cordas possu’rem como fundamento a covari‰ncia

de Lorentz (ou simetria de Lorentz), assim como o MP, existe a possibilidade da quebra espont‰nea

da simetria de Lorentz nessas teorias. O trabalho pioneiro sobre essa possibilidade foi realizado [28]

por Kosteleck# e Samuel em 1989. Pouco tempo depois, mais desenvolvimentos nesse ‰mbito e

envolvendo viola•›es da simetriaCPT tambŽm foram realizados [29]. Foi ent‹o que Colladay e

Kosteleck# desenvolveram o Modelo Padr‹o Estendido m’nimo (MPE) [30], uma teoria efetiva que

incorpora ao Lagrangeano do MP e da Relatividade Geral todos os poss’veis termos escalares que

se podem construir com os campos do MP e da gravita•‹o contra’dos com coeÞcientes de ’ndices

tensoriais adequados. Tais coeÞcientes constituem par‰metros fenomenol—gicos que controlam e

caracterizam a poss’vel viola•‹o de Lorentz (VL).

A pesquisa em VL tem sido um ramo de investiga•‹o de F’sica alŽm do MP muito ativo

nas œltimas dŽcadas. No MPE, o setor eletromagnŽtico apresenta VL por meio de termosCPT-

’mpares [141] ouCPT-pares [32]. A parte contendo termosCPT-’mpares Ž representado pelo termo

de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) e a eletrodin‰mica modiÞcada por esse termo tem sido utilizada em

estudos de sistemas da matŽria condensada que violam a partidade (P) e invers‹o temporal (T),

e tambŽm em sistemas dotados do efeito magnŽtico quiral (CME Ð da express‹o em ingl•s,chiral
magnetic effect) [33,34]. O CME Ž a gera•‹o macrosc—pica de uma corrente elŽtrica na presen•a

de um campo magnŽtico devido a uma assimetria entre a densidade de fŽrmions de m‹o esquerda e

direita que comp›em o sistema. Outro aspecto interessante de eletrodin‰micas modiÞcadas por VL

Ž o surgimento de rela•›es constitutivas que apresentam contribui•›es originadas da VL [35,36].

Modelos eletrodin‰micos dotados com VL tambŽm podem apresentar extens›es que envolvem

derivadas de ordens superiores. Nesse caso, o MPE n‹o m’nimo descreve uma teoria efetiva similar

ao MP, porŽm contendo termos com derivadas superiores de dimens›es (em unidades naturais)

maiores do que quatro [39,135,136]. Aspectos cl‡ssicos relacionados ˆ eletrodin‰mica (no v‡cuo)

modiÞcada por termosCPT-’mpares de dimens‹o cinco e por termosCPT-pares de dimens‹o seis
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foram investigados nas refer•ncias [42] e [43], respectivamente. Esses estudos envolvem o c‡lculo do

propagador, rela•›es de dispers‹o, an‡lises de causalidade, unitariedade e estabilidade dos modos.

AlŽm disso, outras abordagens de modelos com VL e derivadas superiores tambŽm podem ser

encontradas em outros cen‡rios, por exemplo, na investiga•‹o de propriedades termodin‰micas de

sistemas eletromagnŽticos [44] e no setor de fŽrmions [45].

O vasto cen‡rio proporcionado por modelos dotados de VL e os efeitos eletromagnŽticos em

novos materiais [46,55] foram motiva•›es para a realiza•‹o deste trabalho. As ferramentas mate-

m‡ticas utilizadas s‹o relativamente simples, consistindo nas equa•›es de Maxwell usuais e tambŽm

nas suas vers›es modiÞcadas por VL. Todavia esse formalismo permite a obten•‹o de resultados

interessantes que Þcam na interface entre ‡reas da F’sica (teoria cl‡ssica de campos, eletrodin‰mica-

—ptica, teorias com viola•‹o de Lorentz, matŽria condensada). Por esse motivo, o in’cio deste ca-

p’tulo apresentou, de forma simpliÞcada, pontos importantes que culminaram no desenvolvimento

da eletrodin‰mica. No cap’tulo2, apresentam-se alguns aspectos preliminares da eletrodin‰mica

cl‡ssica e das rela•›es constitutivas. No cap’tulo3, s‹o discutidos o comportamento eletromagnŽ-

tico e alguns efeitos —pticos de meios dotados com condutividade magnŽtica. Os resultados deste

cap’tulo geraram uma publica•‹o [47] no Physical Review D :

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity e!ects
on electromagnetic propagation in dispersive matter,Phys. Rev. D102, 076001 (2020).

No cap’tulo 4, estuda-se a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em meios bi-isotr—picos e

bi-anisotr—picos com rela•›es constitutivas (estendidas) simŽtrica e antissimŽtrica. Os resultados

deste cap’tulo geraram um artigo [49] publicado noPhysical Review A:

¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media,Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

No ca’tulo 5, investigamos a revers‹o do poder de rota•‹o em meios bi-isotr—picos dotados

de condutividade magnŽtica. O conteœdo deste cap’tulo comp›e dois artigos [94] publicados no

Physical Review B :

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media,Phys. Rev. B106, 144430 (2022).

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media,Phys. Rev. B107, 179902 (2023).

No cap’tulo 6, abordam-se dois modelos de eletrodin‰mica modiÞcados por VL: o primeiro

introduz um termo CPT-’mpar de dimens‹o tr•s, conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw;

enquanto o segundo aborda as contribui•›es advindas da implementa•‹o de um termoCPT-’mpar

de dimens‹o cinco. Esses casos foram estudados considerando-se um meio material, diferentemente
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do que geralmente se encontra na literatura, na qual as extens›es da eletrodin‰mica consideram

o v‡cuo. Assim, utilizou-se um tensor constitutivo para a suplementa•‹o das propriedades ele-

tromagnŽticas do meio cont’nuo. Os resultados deste cap’tulo geraram uma publica•‹o [48] no

Physical Review D :

¥ P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, E!ects of CPT-odd
terms of dimensions three and Þve on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D104, 116023 (2021).

Este trabalho apresenta ainda um nœmero (demasiadamente grande) de ap•ndices, servindo

como material complementar e tambŽm de aux’lio a futuros estudantes. Por Þm, apresentamos

nossas considera•›es Þnais sobre os aspectos estudados no cap’tulo7.

AlŽm dos artigos gerados nessa tese (os 5 artigos listados acima), o doutorando Pedro Diego

da Silva e Silva tambŽm Ž coautor de outros dois artigos, a saber:

¥ J. B. Araœjo, V. E. Mouchrek-Santos, F. E. P. dos Santos, P. D. S. Silva, and M. M. Ferreira
Jr., Constraining EDM and MDM lepton dimension-Þve interactions in the electroweak sector
Phys. Lett. B 811, 135839 (2020).

¥ M. M. Ferreira Jr., J. A. Helay‘l-Neto, C. M. Reyes, M. Schreck, and P. D. S. Silva, Unitarity
in StŸckelberg electrodynamics modiÞed by a Carroll-Field-Jackiw term,Phys. Lett. B 804,
135379, (2020).

22

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.104.116023
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135839
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135379
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135379


Cap’tulo 2
Eletrodin‰mica Cl‡ssica

Sumário
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2.3 Rela•›es de dispers‹o para propaga•‹o eletromagnŽtica . . . . . . . . 33
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2.3.2 Atenua•‹o e reßex‹o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Neste cap’tulo, apresentam-se deÞni•›es e ferramentas matem‡ticas b‡sicas da eletrodin‰mica,

que ser‹o utilizadas posteriormente ao longo da tese. TambŽm ser‡ mostrada a vers‹o covari-

ante do eletromagnetismo cl‡ssico em meios cont’nuos. Para isso, discute-se inicialmente sobre

as das rela•›es constitutivas e como diferentes propriedades —ptico-eletromagnŽticas podem ser

parametrizadas efetivamente atravŽs dos par‰metros constitutivos que caracterizam o meio onde

os fen™menos eletromagnŽticos se manifestam. Feito isso, apresenta-se o formalismo b‡sico da

equa•‹o de Fresnel, importante ferramenta no estudo da propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas

em meios cont’nuos. Discute-se ainda, o efeito da birrefring•ncia, uma consequ•ncia da anisotropia

dos meios materiais.

2.1 Relações constitutivas

Para se descrever o comportamento din‰mico do campo eletromagnŽtico num meio material,

deve-se suplementar as equa•›es de Maxwell, dadas por

# á D = !, # $ H ! " tD = J, (2.1.1a)

# á B = 0, # $ E + " tB = 0, (2.1.1b)

com express›es que caracterizam a resposta do meio aos campos externos aplicados. Tais ex-

press›es, conhecidas como rela•›es constitutivas, podem ser escritas comoD = D (E, B ) e H =

H (E, B ), e caracterizam de forma efetiva as propriedades eletromagnŽticas do meio. A necessidade

do uso de rela•›es constitutivas pode ser entendida atravŽs de duas formas: (i) as rela•›es constitu-

tivas permitem introduzir propriedades do meio que, a prin’cipio, n‹o est‹o presentes nas equa•›es

23



CAPÍTULO 2. ELETRODINÂMICA CLÁSSICA

de Maxwell, principalmente no que tange ˆ polariza•‹o elŽtrica e magnetiza•‹o; (ii) o sistema ele-

tromagnŽtico, na presen•a deE, B , D e H , apresenta 12 quantidades a serem determinadas (as

componentes desses campos), enquanto apenas duas equa•›es de Maxwell s‹o consistentes1 (lei de

Faraday e lei de Amp•re-Maxwell), o que fornece 6 equa•›es escalares, ou seja,

#ijk " j E k + " tB i = 0, #ijk " j H k ! " tD i = J i , para i = 1, 2, 3. (2.1.2)

Assim, o uso de 2 rela•›es a mais (entre 3-vetores, ou seja, 6 equa•›es escalares) permite a cons-

tru•‹o de um sistema com 12 vari‡veis e 12 equa•›es [50]. Dito de outra forma, h‡ 2 equa•›es

vetoriais independentes e 4 vari‡veis (os vetoresE, B , D e H ), logo Ž necess‡rio implementar mais

2 equa•›es (ou rela•›es) vetoriais, que formam as rela•›es constitutivas.

Os campos eletromagnŽticos macrosc—picos, isto Ž, deslocamento elŽtricoD e campo magnŽtico

H , podem ser derivados atravŽs de um processo de mŽdia dos campos e densidades de carga e

corrente microsc—picos. O resultado Þnal Ž dado por [1]:

D i = #0E i + Pi ! " j Qij + ..., (2.1.3a)

H i =
1
µ0

B i ! M i + ..., (2.1.3b)

onde Pi , Qij e M i s‹o componentes da polariza•‹o, da densidade de quadrupolo elŽtrico e da

magnetiza•‹o, respetivamente. Na grande maioria dos materiais, os termos de quadrupolo e multi-

polos de ordens mais altas geralmente s‹o pequenos e negligenci‡veis em compara•‹o comP e M .

Dessa forma, para uma descri•‹o efetiva do comportamento eletromagnŽtico do meio, Ž suÞciente

conhecer as formas das fun•›es que relacionamP e M com(E, B ). Assim, o deslocamento elŽtrico

D e o campo magnŽticoH , podem ser descritos por:

D = #0E + P, (2.1.4a)

H =
1
µ0

B ! M , (2.1.4b)

ondeP e M representam os vetores polariza•‹o elŽtrica e magnetiza•‹o, respectivamente.

O tipo de resposta do meio ao campo aplicado tambŽm funciona como par‰metro de classiÞ-

ca•‹o do meio, podendo ser chamado de linear, n‹o-linear, isotr—pico, anisotr—pico, homog•neo,

n‹o-homog•no, dispersivo, n‹o-dispersivo. Um meio linear Ž aquele cuja resposta ao campo ele-

tromagnŽtico aplicado Ž linear (n‹o apresenta pot•ncias maiores ou diferentes de 1) nos campos

aplicadosE eB. Neste trabalho, ser‡ considerado esse tipo de resposta linear do meio. De maneira

1Consistentes no sentido de que, considerando a equação de continuidade como fundamental, pode-se derivar a
lei de Gauss a partir do divergente da lei de Ampère, enquanto # á B = 0 pode ser determinado aplicando-se o
divergente na lei de Faraday [50].
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generalizada, as respostas lineares de polariza•‹o e magnetiza•‹o podem ser escritas como,

Pi = #0$E
ij E j + %ij B j , (2.1.5a)

M i = $H
ij H j + ÷&ij E j , (2.1.5b)

onde$E
ij , $M

ij s‹o os tensores de susceptibilidade elŽtrica e magnŽtica, respectivamente. Enquanto

%ij Ž o tensor que parametriza a resposta elŽtrica do meio a um campo magnŽtico aplicado,÷&ij

representa a resposta magnŽtica devido a um campo elŽtrico aplicado. Inserindo as rela•›es dadas

nas Eqs. (2.1.5) na Eq. (2.1.4), obtŽm-se

D i = #ij E j + %ij B j , (2.1.6a)

H i = µ! 1
ij B j + &ij E j , (2.1.6b)

em que

#ij % #0(' ij + $E
ij ) µij % µ0(' ij + $H

ij ), (2.1.7)

sendo#ij o tensor de permissividade elŽtrica ou tensor dielŽtrico, enquantoµ! 1
ij Ž o inverso do

tensor de permeabilidade magnŽtica,µij . Acrescentamos que&ij Ž obtido atravŽs da rela•‹o:

&ij % ! µ0µ! 1
il

÷&lj . (2.1.8)

ƒ importante mencionar que a redeÞn•‹o dada na Eq. (2.1.8) advŽm do fato de se ter escolhido

a representa•‹o[E, B ], isto Ž, as rela•›es constitutivas adotadas expressam os campos(D , H ) em

termos deE e B. Todavia outras representa•›es tambŽm s‹o poss’veis, ou seja, pode-se escrever

os campos(D , B ) em termos deE e H , por exemplo. Esse œltimo tipo de rela•‹o constitutiva

tambŽm Ž bastante utilizado na literatura [52,55].

As rela•›es dadas na Eq. (2.1.6) podem ser ainda reescritas na forma2

!
D

H

"

=

!
! "

# µ ! 1

" !
E

B

"

, (2.1.9)

onde os objetos! , µ ! 1, " e # s‹o matrizes de ordem3$ 3, de forma geral. Tais matrizes carregam

os chamados par‰metros constitutivos do meio, que cont•m de forma efetiva a resposta do meio

ao campo eletromagnŽtico.

A depend•ncia funcional dos elementos presentes em! , µ ! 1, " e # est‡ relacionada ao tipo de

meio considerado. Assim, pode-se deÞnir simpliÞcadamente alguns meios:

¥ isotr—picos: os par‰metros constitutivos s‹o escalares (nœmeros). O caso mais simples Ž

2Ao longo deste trabalho, será adotada a seguinte convenção: letras gregas em negrito representam matrizes de
ordem n $ n. Por exemplo, ! é a matriz de permissividade elétrica de ordem 3 $ 3.
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descrito pelas rela•›es constitutivas usuais,

D = #E, H =
1
µ

B, (2.1.10)

enquanto os meios bi-isotr—picos podem ser deÞnidos por

D = #E + %B, H =
1
µ

B + &E. (2.1.11)

¥ anisotr—picos: os par‰metros s‹o elementos de matriz ou tensores, que reßetem a contribui•‹o

de uma dada componentei dos campos (E ou B) sobre as componentesj de (D ou H ), com

i &= j ou i = j . Tais rela•›es constitutivas s‹o escritas como [7,20,102]

D i = #ij E j H i = µ! 1
ij B j . (2.1.12)

Em meios bi-anisotr—picos, as rela•›es constitutivas, no geral, tem a mesma forma da Eq. (2.1.6).

ƒ importante mencionar que um meio material em movimento (com velocidadeu em rela•‹o

a um observador) tambŽm pode ser entendido como meio bi-anisotr—pico, pois, no referen-

cial do observador (que percebe o meio em movimento), as rela•›es constitutivas tambŽm

ter‹o forma similar ˆ da Eq. (2.1.6), porŽm com tensores constitutivos que incorporam efei-

tos advindos da velocidade relativa entre meio e observador. Nesse caso, as rela•›es de

Minkowski [111,112],

D +
1
c2

u $ H = #[E + u $ B] , (2.1.13)

H ! u $ D =
1
µ

#
B !

1
c2

u $ E
$

, (2.1.14)

ou na forma3

D = ( 2

#%
#!

u2

µc4

&
E !

%
#!

1
µc2

& '
(E áu)

u
c2

! u $ B
( $

, (2.1.15)

H = ( 2

#%
1
µ

! #u2

&
B +

%
#!

1
µc2

&
((B áu)u + u $ E)

$
, (2.1.16)

s‹o usualmente empregadas para se descrever meios em movimento4.

¥ homog•neos: os par‰metros n‹o dependem de coordenadas do espa•o-tempo;

¥ n‹o-homog•neos: os par‰metros apresentam depend•ncia nas coordenadas;

¥ dispersivos: os par‰metros possuem depend•ncia nas derivadas espaciais ou temporais, o que

3Vide Apêndice A.
4No seguinte cenário: considere que, no referencial de repouso do meio, as suas relações constitutivas são da-

das por Eq. (2.1.10). Então, para um observador que percebe o meio se movendo com velocidade u, as relações
constitutivas do mesmo, agora no referencial do observador, são descritas pelas conhecidas relações de Minkowski.
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leva ˆ depend•ncia na frequ•ncia ou vetor de onda (no espa•o de momentos do formalismo de

transformadas de Fourier). Noutras palavras, os param‰metros constitutivos passam a de-

pender da frequ•ncia e/ou vetor de onda5 . Como exemplo, citamos as rela•›es constitutivas

de Drude-Born-Fedorov, s‹o descritas por [56]

D = #DBF (E + b# $ E) , (2.1.17a)

B = µDBF (H + b# $ H ) , (2.1.17b)

onde #DBF e µDBF s‹o as constantes de permissividade elŽtrica e permeabilidade magnŽtica

espec’Þcas desse modelo [56], que podem ser diferentes6 de # e µ de um meio isotr—pico

descrito pela Eq. (2.1.10), enquantobŽ conhecido como par‰metro de quiralidade. Em outro

exemplo, podemos mencionar as rela•›es constitutivas de Condon [101], que introduzem

derivadas temporais entre os campos, na forma:

D = #CE ! g"tH , (2.1.18a)

B = µCH + g"tE, (2.1.18b)

em queg Ž um par‰metro (an‡logo ab) que mede as contribui•›es de" tH e " tE aos campos

D e B, respectivamente. O subescrito ÒCÓ designa que os valores de permissividade elŽtrica

e permeabilidade magnŽtica na Eq. (2.1.18) podem ser diferentes7 de # e µ da Eq. (2.1.10).

¥ n‹o-dispersivos: n‹o h‡ depend•ncia nessas derivadas, ou ainda, os par‰metros constitutivos

n‹o s‹o fun•›es da frequ•ncia e/ou vetor de onda.

Diferentes meios possuem respostas distintas ao campo eletromagnŽtico aplicado. Tais res-

postas, incorporadas nos par‰metros constitutivos, geram efeitos sobre a propaga•‹o de ondas

eletromagnŽticas no meio, modiÞcando propriedades —pticas como refra•‹o, reßex‹o, polariza•‹o,

birrefring•ncia, absor•‹o, etc. Nos pr—ximos cap’tulos, alguns desses efeitos ser‹o abordados.

2.2 Formulação covariante da eletrodinâmica em meios

A seguir, adotaremos a seguinte assinatura para o tensor mŽtrico de Minkowski

gµ! = diag(1, ! 1, ! 1, ! 1).

5Note que isto é diferente da definição de meios não-homogêneos, onde os parâmetros possuem dependências
explícitas nas coordenadas (r , t). Quando os parâmetros apresentam dependências nas derivadas espaciais e/ou
temporais dos campos, o uso do ansatz de ondas planas permite reescrever tais dependências em derivadas como
dependências no vetor de onda e na frequência. Por exemplo, não-homogêneo: ! = ! (r , t), dispersivo: ! = ! (# , " t ) '
! = ! (ik , ! i#).

6No seguinte cenário: considere uma medida do campo D de um meio submetido a um campo E . Independen-
temente da representação adotada, ou seja, a relação da Eq. (2.1.17a) ou da Eq. (2.1.10), o valor do campo D deve
ser o mesmo. Sendo assim, igualando-se Eq. (2.1.17a) e Eq. (2.1.10), obtém-se: ! DBF (E + b# $ E) = !E , o que
indica que os valores de ! e ! DBF não são necessariamente iguais. O mesmo argumento pode ser aplicado para o
setor magnético, isto é, igualando-se a Eq. (2.1.17b) com a segunda relação da Eq. (2.1.10).

7Pelas mesmas razões apresentadas na nota de rodapé anterior.
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As equa•›es de Maxwell em meios materiais podem ser derivadas da seguinte densidade de

Lagrangiana

L = !
1
4

Gµ! Fµ! ! AuJ µ, (2.2.1)

ondeFµ! Ž o tensor eletromagnŽtico usual8, deÞnido como

Fµ! = " µA! ! " ! Aµ, (2.2.2)

enquanto

Aµ = ( A0 = )/c, A ) , J µ =
)
J 0 = c!, J

*
, (2.2.3)

s‹o o 4-potencial eletromagnŽtico e a 4-corrente, respectivamente. Utilizando as deÞni•›es dos

campos elŽtrico e magnŽtico em termos dos potenciais, isto Ž,

E = !# ) ! " tA , B = # $ A , (2.2.4)

pode-se ent‹o obter

F0i = ! Fi 0 = F i 0 =
E i

c
, Fij = F ij = ! #ijk B k, (2.2.5)

onde#ijk Ž o s’mbolo de Levi-Cevita tridimensional, com#123 = 1.

O tensor Gµ! presente na Eq. (2.2.1) Ž deÞnido como [104]

Gµ! =
1
2

$µ!"# F"# , (2.2.6)

onde o tensor$µ!"# Ž denominado tensor constitutivo, sendo respons‡vel por parametrizar a res-

posta do meio ao campo aplicado. ƒ poss’vel mostrar que a Eq. (2.2.6) Ž uma forma tensorial da

Eq. (2.1.9), assim as componentes deGµ! devem incorporar os camposD e H .

O tensor constitutivo satisfaz as seguintes propriedades

$µ!"# = ! $!µ"# , (2.2.7a)

$µ!"# = ! $µ!#" , (2.2.7b)

$µ!"# = $"#µ! , (2.2.7c)

Devido ˆs propriedades de$µ!"# e da antissimetria do tensor eletromagnŽticoFµ! , o tensor

Gµ! satisfazGµ! = ! G!µ . A seguir, as componentes deGµ! ser‹o obtidas, resultando nas rela•›es

constitutivas do meio. Devido ˆ semelhan•a entreGµ! e F µ! , as componentesG0i e Gij ser‹o

8O tensor eletromagnético Fµ! foi primeiramente introduzido por H. Minkowski (1864–1909) em 1908 [103].
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associadas D̂ i e H i , respectivamente Ð de forma similar ˆs rela•›es dadas na Eq. (2.2.5).

A partir da Eq. ( 2.2.6), pode-se fazer

G0i =
1
2

$0i"# F"# , (2.2.8a)

G0i =
1
2

$0i 0j F0j +
1
2

$0ij 0Fj 0 +
1
2

$0imn Fmn , (2.2.8b)

que pode ser simpliÞcada atravŽs da Eq. (2.2.5) e das propriedades dadas na Eq. (2.2.7), resultando

em

G0i = !
1
c
$0ij 0E j !

1
2

$0imn #mnk B k, (2.2.9)

G0i = ! cDi , (2.2.10)

onde se deÞniu a componentei do campoD como

D i =
1
c2

$0ij 0E j +
1
2c

$0imn #mnk B k. (2.2.11)

Implementando agora as redeÞni•›es

#ij %
$0ij 0

c2
, %ik %

$0imn #mnk

2c
, (2.2.12)

onde #ij Ž o tensor de permissividade elŽtrica e%ik Ž o tensor que parametriza a contribui•‹o

magnŽtica no deslocamento elŽtricoD i , a Eq. (2.2.11) fornece a rela•‹o constitutiva

D i = #ij E j + %ik B k. (2.2.13)

Para a componenteGij , obtŽm-se a partir de Eq. (2.2.6)

Gij =
1
2

$ij"# F"# , (2.2.14a)

Gij =
1
2

$ij 0kF0k +
1
2

$ijk 0Fk0 +
1
2

$ijmn Fmn , (2.2.14b)

que pode ser simpliÞcada utilizando-se as equa•›es (2.2.5) e (2.2.7), levando a

Gij = !
1
c
$ijk 0E k !

1
2

$ijmn #mnk B k . (2.2.15)

Para se obter uma express‹o similar ˆ œltima rela•‹o dada na Eq. (2.2.5), inicialmente se efetua

uma contra•‹o da Eq. (2.2.15) com #ijl , ent‹o

#ijl Gij = !
2
2c

#ijl $ijk 0E k !
2
4

#ijl $ijmn #mnk B k , (2.2.16)

onde se introduziu o fator(2/ 2) em cada termo. Esse artif’cio Ž œtil para que se possa escrever
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uma express‹o similar aFmn = ! #mnk B k, porŽm para componentesGij e H i . RedeÞnindo agora

os tensores que multiplicamE k e B k como

µ! 1
lk %

1
4

#ijl $ijmn #mnk , &lk %
#ijl $ijk 0

2c
, (2.2.17)

ondeµlk Ž o tensor de permeabilidade magnŽtica e&lk Ž o tensor que parametriza a contribui•‹o

elŽtrica no campo magnŽticoH i . A Eq. (2.2.16) assume a forma

#ijl Gij = ! 2µ! 1
lk B k ! 2&lk E k , (2.2.18a)

#ijl Gij = ! 2H l , (2.2.18b)

na qual deÞnimos a componentel do campoH como

H l = µ! 1
lk B k + &lk E k, (2.2.19)

resultando, dessa forma, na rela•‹o constitutiva paraH . Contraindo agora a Eq. (2.2.18b) com

#lmn , obtŽm-se

#lmn #ijl Gij = ! 2#lmn H l , (2.2.20a)

(' im ' jn ! ' in ' jm )Gij = ! 2#mnl H l , (2.2.20b)

Gmn ! Gnm = ! 2#mnl H l , (2.2.20c)

Gmn = ! #mnl H l , (2.2.20d)

onde se utilizou#lmn #ijl = ' mi ' nj ! ' mj ' ni e a propriedadeGµ! = ! G!µ .

Em suma, o tensorGµ! possibilita a descri•‹o de um meio material com rela•›es constitutivas,

a priori, gerais, na densidade de Lagrangiana de Maxwell. Para se obter as equa•›es de Maxwell

a partir da densidade de Lagrangiana (2.2.1), pode-se reescrev•-la como

L = !
1
8

$µ!"# F"# Fµ! ! AµJ µ, (2.2.21a)

L = !
1
8

$µ!"# (" " A# ! " #A" ) (" µA! ! " ! Aµ) ! AµJ µ, (2.2.21b)

L = !
1
8

$µ!"# " " A#" µA! +
1
8

$µ!"# " " A#" ! Aµ +
1
8

$µ!"# " #A" " µA! +

!
1
8

$µ!"# " #A" " ! Aµ ! AµJ µ. (2.2.21c)

Trocando os ’ndicesµ ( * no segundo e quarto termos da Eq. (2.2.21c) e, depois disso, utilizando-

se$!µ"# = ! $µ!"# , resulta em

L = !
1
4

$µ!"# " " A#" µA! +
1
4

$µ!"# " #A" " µA! ! AµJ µ. (2.2.22)
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Tal express‹o pode ser simpliÞcada um pouco mais renomeando%( & no segundo termo e

utilizando a propriedade$µ!#" = ! $µ!"# . O resultado obtido Ž ent‹o

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! ! AµJ µ. (2.2.23)

Utilizando agora as equa•›es de Euler-Lagrange,

" L
"A $

! " %

%
" L

" (" %A$)

&
= 0, (2.2.24)

obtŽm-se, a partir da Eq. (2.2.23),

" L
" (" %A$)

= !
1
2

)
$µ!"# ' "%' #$" µA! + $µ!"# ' µ%' !$ " " A#

*
, (2.2.25a)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

)
$µ!%$" µA! + $%$"# " " A#

*
, (2.2.25b)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

)
$#"%$" #A" + $%$"# " " A#

*
, (2.2.25c)

na qual se fezµ ' &, * ' %no primeiro termo da Eq. (2.2.25b). Utilizando agora $#"%$ = $%$#"

e $%$"# = ! $%$#" no primeiro e segundo termos da Eq. (2.2.25c), respectivamente, tem-se

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$%$#" (" #A" ! " " A#) , (2.2.26a)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$%$#"F#" = ! G%$, (2.2.26b)

em que foi usada a deÞni•‹o dada na Eq. (2.2.6). Da Eq. (2.2.23), tambŽm se obtŽm

" L
"A $

= ! J µ ' µ$ = ! J $. (2.2.27)

Assim, substituindo as express›es (2.2.26b) e (2.2.27) na Eq. (2.2.24), tem-se Þnalmente

" %G%$ = J $, (2.2.28)

que representa as equa•›es de Maxwell com termos de fontes (lei de Gauss e lei de Amp•re-

Maxwell). As equa•›es de Maxwell homog•nas s‹o obtidas via identidade de Bianchi,

" µ
÷F µ! = 0, ÷F µ! =

1
2

#µ!"# F"# , (2.2.29)

em que#µ!"# Ž o s’mbolo de Levi-Cevita quadridimensional, com#0123 = 1 e #µ!"# = ! #µ!"# .

A partir da Eq. ( 2.2.28), as equa•›es de Maxwell na forma vetorial s‹o facilmente obtidas. De
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fato, escolhendo+ = 0, encontra-se a lei de Gauss:

" %G%0 = J 0 ' " i Gi 0 = J 0 ' c" i D i = c!, (2.2.30)

# á D = !, (2.2.31)

que foi simpliÞcada usando-se a Eq. (2.2.10) e a quadri-corrente,J µ = ( c!, J). A lei de AmpŽre-

Maxwell Ž obtida tomando-se+ = i na Eq. (2.2.28), levando a

" µGµi = J i ' " 0G0i + " j Gji = J i , (2.2.32)
1
c
" t (! cDi ) ! " j (#jik H k) = J i , (2.2.33)

em que implementamos as rela•›es (2.2.10), (2.2.20d) e Gµ! = ! G!µ . Utilizando agora#jik = ! #ijk ,

pode-se simpliÞcar a Eq. (2.2.33)

#ijk " j H k ! " tD i = J i , (2.2.34)

# $ H ! " tD = J. (2.2.35)

As equa•›es de Maxwell homog•neas s‹o obtidas a partir da Eq. (2.2.29). Escolhendo* = 0, a

Eq. (2.2.29) fornece

#µ0"# " µF"# = 0, (2.2.36a)

! #0ijk " i Fjk = 0, (2.2.36b)

#ijk " i (! #jkl B l ) = 0 , (2.2.36c)

a qual podemos simpliÞcar utilizando#ijk #jkl = 2 ' il . Ent‹o a Eq. (2.2.36c) resulta em

" i B i = 0 ' # á B = 0. (2.2.37)

Escolhendo agora* = i , a Eq. (2.2.29) produz

#µi"# " µF"# = 0, (2.2.38a)

#0ijk " 0Fjk + #ji 0k" j F0k + #jik 0" j Fk0 = 0, (2.2.38b)

#ijk " 0(! #jkl B l ) + 2 #jik " j E k = 0, (2.2.38c)

! #ijk " j E k ! " 0B i = 0, (2.2.38d)

que resulta na lei de Faraday

# $ E + " tB = 0. (2.2.38e)

32



CAPÍTULO 2. ELETRODINÂMICA CLÁSSICA

2.3 Relações de dispersão para propagação eletromagnética

Para se analisar a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas num meio material, Ž necess‡rio

conhecer as rela•›es de dispers›es, que descrevem como momento e frequ•ncias se relacionam.

Consequentemente, implementando-se [7]

n =
k
,

, (2.3.1)

pode-se determinar os ’ndices de refra•‹o do meio9 como n = +
)

k2/, . Usaremos unidades

naturais a partir daqui, ou seja,c = 1. Para cada ’ndice de refra•‹o, h‡ um modo de propaga•‹o

para a onda eletromagnŽtica associado, cujo campo elŽtrico pode ser determinado.

A obten•‹o de tais polariza•›es e ’ndices de refra•‹o pode ser realizada atravŽs de manipula•›es

algŽbricas das equa•›es ue governam a eletrodin‰mica do modelo, as equa•›es de Maxwell e as

rela•›es constitutivas apropriadas para se descrever o meio. Tal procedimento naturalmente resulta

numa equa•‹o matricial da forma

Mij E j = 0, (2.3.2)

ondeMij Ž a matriz dos coeÞcientes eE j Ž a componentej do vetor campo elŽtrico. De maneira

geral, os elementosMij dependem de quantidades associadas ˆ propaga•‹o da onda (vetor de onda,

frequ•ncia) e ao meio material (par‰metros constitutivos), isto Ž,

Mij = Mij (kµ, $µ!"# ), (2.3.3)

com o quadri-vetorkµ = ( ,, k)µ.

Considere um meio descrito por

D = #E, (2.3.4a)

H =
1
µ

B, (2.3.4b)

J = - E, (2.3.4c)

onde - Ž a condutividade ™hmica. Utilizando o ansatz de ondas planas,(E, B ) * ei( k ár ! &t) , as

Eqs.(2.2.35) e (2.2.38e), lei de AmpŽre e lei de Faraday, fornecem, respectivamente

k $ H + , D = ! iJ, (2.3.5)

B =
k
,

$ E. (2.3.6)

9Note que o índice de refração pode ser uma função complexa. Assim, ao invés de empregar-se a norma |k | na
definição do índice de refração (que é não negativa e real), utiliza-se +

)
k2. Além disso, serão considerados, neste

trabalho, índices de refração com parte real não-negativa, o que é indicado explicitamente pelo sinal positivo + na
frente da raíz quadrada, +

)
k2.
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Efetuando-se o produto vetorial entrek e a Eq. (2.3.6), obtŽm-se

k $ (k $ E) ! , k $ B = 0, (2.3.7)

k2E ! (k áE) k + , (k $ B) = 0 , (2.3.8)

ou, em componentes,

k2E i ! ki kj E j + , (k $ B)i = 0, (2.3.9)

em que usamos a identidadek $ (k $ A ) = ! k2A + k(k áA ), com k % |k|. Substituindo agora as

Eqs. (2.3.4) na Eq. (2.3.5), tem-se (em componentes)

(k $ B)i = ! ,µ#E i ! iµ-E i , (2.3.10)

(k $ B)i = ! ,µ
'

#+ i
-
,

(
E i . (2.3.11)

Implementando a Eq. (2.3.11) no œltimo termo da Eq. (2.3.9), resulta

+
k2' ij ! ki kj ! , 2µ

'
#+ i

-
,

(
' ij

,
E j = 0, (2.3.12)

ou

Mij E j = 0, (2.3.13)

onde, neste caso,

Mij = k2' ij ! ki kj ! , 2µ
'

#+ i
-
,

(
' ij . (2.3.14)

ƒ poss’vel ainda reescrever a Eq. (2.3.12) em termos do ’ndice de refra•‹on. Para isso, basta

implementar ki = ,n i ,

+
n2' ij ! ni nj ! µ

'
#+ i

-
,

(
' ij

,
E j = 0, (2.3.15)

de tal modo que os elementosMij agora s‹o representados por

Mij = n2' ij ! ni nj ! µ
'

#+ i
-
,

(
' ij . (2.3.16)

As solu•›es n‹o-triviais (modos diferentes do vetor campo elŽtrico nulo) da Eq. (2.3.13) s‹o obtidas

da condi•‹o de que o determinante da matriz dos coeÞcientes seja igual a zero [7,102],

det[M ij ] = det
+
n2' ij ! ni nj ! µ

'
#+ i

-
,

(
' ij

,
= 0, (2.3.17)

o que ir‡ fornecer a equa•‹o de Fresnel. Uma vez quen = k/, , a Eq. (2.3.17) fornece a equa•‹o
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de dispers‹o, a partir da qual obt•m-se detalhes sobre a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas no

meio, incluindo o ’ndice de refra•‹o. Portanto, o c‡culo do determinante dado na Eq. (2.3.17) Ž

de fundamental relev‰ncia no estudo da propaga•‹o eletromagnŽtica em diferentes tipos de meios.

Em meios anisotr—picos, o tensor de permissividade Ž uma fun•‹o do vetor de ondak, da

frequ•ncia , , de campos externos (como o campo mangŽticoB), etc. Assim, a permissividade,

#ij (,, k, B ), pode ser expandida como [46]

#ij (,, k, B ) = #0
ij + %ijl kl + &ijl Bl + .... (2.3.18)

O primeiro termo, #0
ij Ž a permissividade usual de um dielŽtrico anisotr—pico. O segundo termo,

%ijl kl Ž uma assinatura da quebra de invers‹o espacial (paridade), implicando em atividade —ptica

que pode se manifestar atravŽs de birrefring•ncia ou rota•‹o do plano de polariza•‹o de luz line-

armente polarizada [20]. O terceiro termo,&ijl Bl , Ž associado a um campo (magnŽtico) externo e

conduz a viola•‹o de invers‹o temporal. Tal termo gera atividade magneto-—ptica via efeito Fara-

day ou Cotton-Mouton efeito [46]. No exemplo da Eq. (2.3.17), observa-se que#0
ij = ( #+ i -/, )' ij ,

no qual as simetrias de invers‹o temporal e espacial s‹o preservadas, n‹o ocorrendo birrefring•ncia.

Por outro lado, de maneira generalizada, para meios com tensor de permeabilidade magnŽtica

representado porµij = µ' ij , meio magneticamente isotr—pico, a equa•‹o de Fresnel assume a forma

det
-
n2' ij ! ni nj ! µø#ij

.
= 0, (2.3.19)

onde ø#ij Ž o tensor de permissividade elŽtrica efetivo, incorporando os par‰metros constitutivos

que adv•m das rela•›es constitutivasD = D (E, B ) e/ou10 J = J(E, B ). AlŽm disso, cen‡rios

de eletrodin‰micas modiÞcadas introduzem quantidades adicionais na densidade de Lagrangiana

dada na Eq. (2.2.1), que podem conter 4-vetores ou escalares. Exemplos conhecidos na literatura

constituem o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw no v‡cuo [141] ou em meios11 cont’nuos [48]

e a eletrodin‰mica de Maxwell-Bopp-Podolsky [106Ð108]. Consequentemente, o tensorø#ij pode

conter termos que violam paridade e/ou invers‹o temporal, originando efeitos de birrefring•ncia.

Para se construirø#ij deve-se conhecer as equa•›es de Maxwell do modelo de eletrodin‰mica

considerado e implementar as rela•›es constitutivas apropriadas para o meio. Depois disso, a

solu•‹o de Eq. (2.3.19) ir‡ fornecer a equa•‹o de dispers‹o, da qual se obtŽm os ’ndices de refra•‹o.

O c™mputo das polariza•›es de cada modo de propaga•‹o Ž feito via implementa•‹o de cada ’ndice

de refra•‹o em Mij e solu•‹o da equa•‹oMij E j = 0 para o campo elŽtrico,E j .

Uma vez conhecidas as rela•›es de dispers‹o, propriedades —pticas, como birrefring•ncia (ati-

vidade —ptica), atenua•‹o e reßex‹o, podem ser examinadas de forma relativamente simples. Nos

pr—ximos cap’tulos, analisar-se-‹o tais aspectos.

10Cenários dotados de relações constitutivas do tipo J = J(E, B ) tópico serão abordados no capítulo 3.
11Esse modelo será discutido no capítulo 6.
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2.3.1 Birrefringência e atividade óptica

A birrefring•ncia Ž uma propriedade —ptica de materiais anisotr—picos (como a maioria dos

cristais) [20], respons‡vel por gerar modos propagantes com diferentes velocidades de fase atravŽs

do meio. Noutras palavras, a birrefring•ncia est‡ relacionada com a exist•ncia de ’ndices de

refra•‹o distintos12 para cada dire•‹o de propaga•‹o da onda. AtravŽs da equa•‹oMij E j = 0,

pode-se determinar a polariza•‹o (dire•‹o do campo elŽtrico) associada a cada ’ndice de refra•‹o

e determinar se ocorre birrefring•ncia circular ou birrefring•ncia por defasagem.

Um efeito interessante gerado pela birrefring•ncia circular Ž a rota•‹o do plano de polariza•‹o da

luz incidente linearmente polarizada, efeito que ser‡ explicado a seguir. Considere, por exemplo,

uma onda plana linearmente polarizada propagando-se atravŽs de um meio ao longo do eixoz.

Assim, o campo elŽtrico inicial pode ser escrito como

Ei = E0i ei( kz! &t) , (2.3.20a)

com o vetor de polariza•‹o apontando alo longo da dire•‹o do eixo-x. Tal vetor, na nota•›es de

Jones [20], pode ser lido como,

E0i =

/

0
1

1

0

0

2

3
4 =

1
2

E! +
1
2

E+ =
1
2

/

0
1

1

! i

0

2

3
4 +

1
2

/

0
1

1

i

0

2

3
4 , (2.3.20b)

que corresponde ˆ soma de vetores de polariza•‹o de modos circularmente polarizados ˆ direita e

esquerda, respectivamente [1,7]. Ap—s a onda propagar-se por uma dist‰nciaz no meio, o campo

elŽtrico Þnal Ž escrito como uma combina•‹o linear das duas componentes,E+ eE! , com os vetores

de ondak+ e k! , respectivamente [20]. Dessa forma, tem-se

Ef = E+ ei( k+ z! &t) + E! ei( k! z! &t) ,

Ef =
1
2

/

0
1

1

i

0

2

3
4 eik+ ze! i&t +

1
2

/

0
1

1

! i

0

2

3
4 eik! ze! i&t , (2.3.21)

a qual pode ser reescrita na forma

Ef =
1
2

ei' e! i&t

5

6
7e! i(

/

0
1

1

i

0

2

3
4 + ei(

/

0
1

1

! i

0

2

3
4

8

9
: = ei' e! i&t

/

0
1

cos.

sin.

0

2

3
4 , (2.3.22a)

onde as seguintes quantidades foram defenidas

. % !
(k+ ! k! )z

2
, / %

(k+ + k! )z
2

. (2.3.22b)

12Observe que a velocidade de fase é definida como v = #/k = 1 /n , onde n é o índice de refração do meio.
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Note que Eq. (2.3.22a) descreve uma onda linearmente polarizada cujo vetor de polariza•‹o est‡

rotacionado por um ‰ngulo. em rela•‹o ˆ conÞgura•‹o inicial. Da Eq. (2.3.22b), tem-se o ‰ngulo,

. = !
(n+ ! n! )z,

2
, (2.3.23)

que caracteriza o efeito da birrefring•ncia circular. Note que foi usadok = , n. Geralmente, os

’ndices de refra•‹o podem ser quantidades complexas, ou seja,

n = Re(n) + iIm( n). (2.3.24)

Assim, pode-se inferir da Eq. (2.3.23)

.
z

= !
,
2

[Re(n+ ) + iIm( n+ ) ! Re(n! ) ! iIm( n! )] , (2.3.25)

a partir da qual se deÞne o poder de rota•‹o espec’Þco,

' =
.
z

% !
,
2

[Re(n+ ) ! Re(n! )] , (2.3.26)

que mede a rota•‹o do plano de oscila•‹o do campo elŽtrico da luz linearmente polarizada (por

unidade de comprimento percorrido no meio). Ainda da Eq. (2.3.25), deÞne-se

' d = !
,
2

[Im(n+ ) ! Im(n! )] . (2.3.27)

como o coeÞciente de dicro’smo, uma medida da diferen•a de absor•‹o entre os modos circularmente

polarizados ˆ direita e esquerda [46], pelo meio. Os efeitos de birrefring•ncia circular e dicro’smo,

dados atravŽs das Eqs. (2.3.26) e (Eq. (2.3.27)), s‹o t’picos de meios opticamente ativos: aqueles

que suportam modos propagantes13 RCP e LCP. Note ainda que quando o meio n‹o Ž birrefringente,

tem-se. = 0 e / = kz. Assim, a conÞgura•‹o inicial de polariza•‹o (2.3.20a) Ž recuperada a partir

da conÞgura•‹o Þnal (2.3.22a).

Quando os modos propagantes s‹o descritos por polariza•›es diferentes das polariza•›es cir-

culares ˆ direita e esquerda, o efeito da birrefring•ncia (mais uma vez, manifestado atravŽs da

diferen•a de fase entre os modos propagantes) Ž medido atravŽs dophase shift [15] comunicado

pelo meio aos modos propagantes,

0 =
21
20

d(n+ ! n! ) , (2.3.28)

onde 20 Ž o comprimento de onda da luz incidente no v‡cuo,d Ž o comprimento da dist‰ncia

percorrida pela onda no meio considerado.

Em suma, a exist•ncia de diferentes ’ndices de refra•‹o num meio material gera a birrefring•ncia

e seus efeitos. Desde o ’nicio do sŽculo XIX, efeitos de atividade —ptica de cristais de quartzo j‡

13RCP - right-handed circular polarization, LCP - left-handed circular polarization.
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eram observados por Arago e Biot [109]. O tratamento formal em termos de polariza•‹o foi

realizado pouco tempo depois por Fresnel. A natureza dessa atividade —ptica est‡ relacionada

com a quiralidade de certos materiais: um objeto Ž ÒquiralÓ se n‹o Ž equivalente ˆ sua imagem

espelhada [110]. Tal propriedade Ž comumente encontrada em molŽculas de DNA, prote’nas e

a•œcares. No contexto do eletromagnetismo de meios materiais, a quiralidade est‡ relacionada

com a quiralidade das molŽculas que o constituem. Dessa forma, luz circularmente polarizada pode

tambŽm ser dita quiral. O efeito da rota•‹o do plano de polariza•‹o segue como consequ•ncia de

tal propriedade.

2.3.2 Atenuação e reflexão

Considere o ansatz de ondas planas utilizado na se•‹o2.3,

E = E0ei( kz! &t)öe, (2.3.29)

para uma onda que se propaga ao longo do eixoz, com amplitude E0 e vetor de polariza•‹o öe.

Utilizando agora n = k/, , pode-se escrever

E = E0ei( nz&! &t)öe, (2.3.30)

que pode ainda ser lida como

E = E0e! Im[ n]z&ei(Re[ n]&z! &t)öe, (2.3.31)

E = E0e! ()/ 2)zei(Re[ n]&z! &t)öe, (2.3.32)

onde se deÞniu [7]

( % 2, Im[n], (2.3.33)

como o coeÞciente de absor•‹o da onda eletromagnŽtica. Observe na Eq. (2.3.32) que a onda

apresenta um fator exponencial decrescente na mesma dire•‹o de propaga•‹o, o que leva a uma

atenua•‹o da amplitude da onda ˆ medida que se propaga. Assim, o inverso de( atua como medida

do comprimento de penetra•‹o da onda eletromagnŽtica no interior do meio, a partir do qual se

deÞne o conhecidoskin depth [1,7]. Esse efeito Ž comumente encontrado em meios condutores, nos

quais o ’ndice de refra•‹o Ž complexo.

As principais deÞni•›es e ferramentas utilizadas para se estudar a propaga•‹o de ondas ele-

tromagnŽticas foram brevemente expostas neste cap’tulo. Dessa forma, novos cen‡rios para pro-

paga•‹o eletromagnŽtica podem ser investigados. No cap’tulo3, as consequ•ncias cl‡ssicas da

condutividade magnŽtica ser‹o abordadas. No cap’tulo6, dois modelos de eletrodin‰micas esten-

didas para meios materiais ser‹o discutidos tambŽm.
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Neste cap’tulo, ser‡ introduzido o conceito de condutividade magnŽtica em meios materiais

atravŽs de rela•›es constitutivas n‹o usuais. As consequ•ncias dessa propriedade para a propaga•‹o

de ondas eletromagnŽticas ser‹o discutidas em 4 cen‡rios distintos, os quais empregam diferentes

parametriza•›es para o tensor de condutividade magnŽtica. Os casos em que a condutividade

magnŽtica,- B , Ž descrita por matrizes diagonais, efeitos de birrefring•ncia s‹o observados. Nos

cen‡rios em que- B contŽm elementos o!-diagonais, a equa•‹o de Fresnel nos fornece rela•›es de

dispers‹o cujas solu•›es resultam em ’ndices de refra•‹o complexos. Tal propriedade pode ser

utilizada para se determinar coeÞcientes de absor•‹o para o meio nesses casos, que n‹o ocorrem

nas conÞgura•›es diagonais. Outras consequ•ncias, como reßex‹o e comprimento de penetra•‹o

tambŽm ser‹o discutidas. Os resultados apresentados neste cap’tulo geraram uma publica•‹o no

Physical Review D :
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¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity e!ects
on electromagnetic propagation in dispersive matter,Phys. Rev. D102, 076001 (2020).

3.1 Tensor de condutivadade magnética

Na se•‹o 2.3, apresentou-se a rela•‹o constitutiva da lei de Ohm1 ,

J = - E, (3.1.1)

onde - Ž a condutividade ™hmica do meio. A Eq. (3.1.1) estabelece uma rela•‹o de proporciona-

lidade entre a densidade superÞcial de corrente elŽtrica num meio e o campo elŽtrico aplicado ao

mesmo. Tal express‹o atua como descri•‹o efetiva de v‡rios materiais condutores, do ponto de

vista macrosc—pico.

Alguns sistemas apresentam um efeito magnŽtico an‡logo ˆ Eq. (3.1.1) , isto Ž, a gera•‹o de

corrente elŽtrica devido ˆ aplica•‹o de um campo magnŽtico. Um exemplo de interesse not‡vel Ž o

chamado efeito magnŽtico quiral (CME -chiral magnetic effect), no qual a densidade de corrente

Ž da forma [33,34]

J i
CME =

e2

412
(0µ )B i , (3.1.2)

sendoe a carga elementar,B o campo magnŽtico aplicado e0µ % µR ! µL , o potencial qu’mico

quiral, quantidade que expressa a assimetria entre a densidade de fŽrmions quirais de m‹o direita

e esquerda no sistema, como apontado na Ref. [34]. Esse efeito de origem qu‰ntica tem sido objeto

de v‡rias pesquisas em f’sica de part’culas, teoria de campos e tambŽm em f’sica da matŽria con-

densada. Investiga•›es em plasmas de quarks e glœons com potencial qu’mico quiral sob inßu•ncia

de campo magnŽtico externo podem ser encontradas nas Refs. [115,116]. O CME tambŽm Ž estu-

dado em astrof’sica, como forma de explicar a origem dos campos magnŽticos intensos (da ordem

de 1015 G) observados em estrelas de n•utrons [117Ð119]. Em sistemas da matŽria condensada, o

CME surge como um importante efeito e sua primeira observa•‹o experimental foi realizada em

2014 [120]. V‡rias outras investiga•›es acerca do CME em diferentes aspectos podem ser encon-

tradas na literatura, tais como: conex›es com matŽria sujeita ˆ intera•‹o eletrofraca [121], CME e

transporte an™molo em semimetais de Weyl [122], supercondutividade quiral [123], etc. ƒ impor-

tante mencionar que uma rela•‹o entre o CME e a eletrodin‰mica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw

(MCFJ) (em v‡cuo) tambŽm foi reportada [33], indicando conex›es entre o CME e teorias com

viola•‹o de Lorentz (VL).

O tipo de corrente originada no CME Ž uma motiva•‹o para se investigar meios materiais die-

lŽtricos n‹o-usuais. Uma motiva•‹o adicional para esse estudo advŽm da magnetohidrodin‰mica,

1A forma vetorial apresentada na Eq. (3.1.1) foi derivada por Gustav Kirchhoff (1824–1887) [113,114].
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na qual a lei de Ohm para um modelo de plasma pode ser escrita como [124]

(E + V $ B)i = 3ij J j , (3.1.3)

onde V Ž a velocidade mŽdia dos elŽtrons e ’ons, enquantoJ Ž a densidade de corrente total. A

express‹o3ij J j corresponde a um termo de colis‹o para elŽtrons e ’ons, com3ij representando um

tensor de resistividade. Embora a Eq. (3.1.3) n‹o perten•a a um modelo rigoroso, ela Ž ampla-

mente utilizada, pois captura os efeitos mais importantes de um modelo magnetohidrodin‰mico

ideal. Invertendo a Eq. (3.1.3), obtŽm-seJ i = - ij E j + ÷- ij B j , com - ij sendo o inverso de3ij e

÷- ij = - ip #pqj Vq (onde #ijk Ž o s’mbolo de Levi-Cevita tridimensional) deÞnindo uma condutividade

magnŽtica para esse caso.

A seguir, considere um meio material onde vale rela•‹o constitutiva, que equivale a uma gene-

reliza•‹o da lei de Ohm,

J i = - ij E i + - B
ij B j , (3.1.4)

em que- ij Ž a condutividade ™hmica e- B
ij Ž o tensor de condutividade magnŽtica, aqui conside-

rado completamente independente da condutividade elŽtrica- ij . Noutras palavras, assumir-se-‡

que o tensor- B
ij caracteriza efetivamente uma propriedade do meio material, do ponto de vista

macrosc—pico.

No que tante ao comportamento sob simetrias discretas, o tensor de condutividade magnŽ-

tica, - B
ij , Ž par sob tranforma•›es de invers‹o temporal(T) e conjuga•‹o de carga(C), e ’mpar

sob transforma•‹o de paridade(P). A tabela 1 ilustra uma an‡lise comparativa entre os tenso-

res de condutividades magnŽtica e ™hmica sob as transforma•›es discretas, revelando diferen•as

importantes.

Tabela 1: Comportamento das condutividades ™hmica e magnŽtica, respectivamente,
sob as transforma•›esC, P, and T.

E B J - - B

C ! ! ! + +

P ! + ! + !

T + ! ! ! +

Nota-se que o tensor- B
ij Ž par sob invers‹o temporal(T), uma vez queJ e B s‹o ’mpares

sob T, indicando um comportamento n‹o usual para a condutividade magnŽtica, em compara•‹o

com a condutividade ™hmica, que ŽT-’mpar. Esse comportamento Ž an‡logo ao do par‰metro

fenomenol—gicoµ (n‹o confundir com a permeabilidade magnŽticaµ) existente no modelo de

supercondutividade de London [123], J = ! µ2A . O car‡ter T-par de - B
ij Ž t’pico de processos

n‹o dissipativos [34]. Noutras palavras, tais correntes associadas a condutividadesT-’mpares,

como condutividade ™hmica, geram dissipa•‹o de energia no sistema, levando a um aumento de
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entropia, caracterizando processos que n‹o podem ser revers’veis (em rela•‹o ao tempo). Por outro

lado, condutividadesT-pares est‹o associadas a processos n‹o-disspativos, isto Ž, revers’veis (vide

Ref. [123]).

Na pr—xima se•‹o, a equa•‹o de dispers‹o para um meio dotado de condutividade magnŽtica

ser‡ obtida considerando-se diferentes cen‡rios de parametriza•›es para- B
ij . Suas consequ•ncias

para a propaga•‹o eletromagnŽtica (em cada caso) s‹o analisadas na sequ•ncia.

3.2 Relações de dispersão e modos de propagação

Considerando as equa•›es de Maxwell obtidas a partir da Eq. (2.2.28) e um meio cujas rela•›es

contitutivas s‹o dadas por

D = #E, H =
B
µ

, (3.2.1)

e tambŽm por

J i = -E i + - B
ij B j , (3.2.2)

pode-se agora aplicar o mesmo procedimento descrito na Se•‹o2.3, o qual fornece

-
k2' ij ! ki kj ! , 2µø#ij

.
E j = 0, (3.2.3)

Mij E J = 0, (3.2.4)

(3.2.5)

com

Mij = k2' ij ! ki kj ! , 2µø#ij , (3.2.6)

ø#ij (, ) =
'

#+ i
-
,

(
' ij +

i
, 2

(- B )ia #abj kb. (3.2.7)

Utilizando k = , n, obtemos de forma equivalente

Mij = n2' ij ! ni nj ! µø#ij , (3.2.8)

ø#ij (, ) =
'

#+ i
-
,

(
' ij +

i
,

(- B )ia #abj nb. (3.2.9)

Para se obter as rela•›es de dispers‹o e ’ndices de refra•‹o do meio, deve-se avaliardet[M ij ] = 0. A

princ’pio, a forma do tensor de condutividade magnŽtica,- B
ij , n‹o Ž conhecida. Todavia, algumas

parametriza•›es podem ser implementadas, permitindo escrev•-lo em algumas conÞgura•›es, e,

com isso, o c™mputo da rela•›es de dispers‹o.

Note que na Eq. (3.1.2) o efeito da corrente gerada pela aplica•‹o do campo magnŽtico Ž
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claramente representada por um tensor de condutividade magnŽtica diagonal isotr—pioco, isto Ž,

- B
ij = 4' ij , (3.2.10)

com a identiÞca•‹o

4 =
e2

412
0µ. (3.2.11)

Pode-se agora escrever o tensor de condutividade magnŽtica na seguinte forma

- B
ij = 4' ij + 4 ij , (3.2.12)

onde4 corresponde a1/ 3 do tra•o da matriz - B = [ - B
ij ] e representa a parte isotr—pica desse tensor

de condutividade, enquanto4 ij representa todas as componentes n‹o diagonais (off-diagonal ) de

- B
ij . Assim, a parte diagonal do tensor de condutividade est‡ relacionada com o CME e ser‡ o

cerne do primeiro caso a ser analisado. Depois disso, o tensor de condutividade magnŽtica ser‡

analisado nos casos ex—ticos2, ou seja,

J i = 4 ij B j , (3.2.13)

na qual 4 ij Ž composto pela parteoff-diagonal e anisotr—pica da condutividade magnŽtica.

3.2.1 Caso diagonal isotrópico

Para o caso diagonal isotr—pico, o tensor de condutividade magnŽtica Ž dado pela Eq. (3.2.10).

Inserindo-a na Eq. (3.2.9), obtŽm-se

ø#ij (, ) =
'

#+ i
-
,

(
' ij !

i4
,

#ijb nb, (3.2.14)

no qual o œltimo termo representa a contribui•‹o da condutividade quiral. Note que todos os

efeitos relacionados a anisotropias no meio se manifestam atravŽs da forma como a condutividade

magnŽtica Ž acoplada com os campos. Nesse caso, o tensorMij dado na Eq. (3.2.8) tem a forma

[Mij ] =

/

0
0
0
0
0
0
1

n2
2 + n2

3 ! µ#! iµ *
& ! n1n2 + i µ n3+

& ! n1n3 ! iµ n2+
&

! n1n2 ! iµ n3+
& n2

1 + n2
3 ! µ#! iµ *

& ! n2n3 + i µ n1+
&

! n1n3 + i µ n2+
& ! n2n3 ! iµ n1+

& n2
1 + n2

2 ! µ#! iµ *
&

2

3
3
3
3
3
3
4

. (3.2.15)

2O termo ex—ticopara os casos off-diagonal foi escolhido por que não havia casos similares na literatura no
momento de execução desta pesquisa.
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Calculando agoradet[M ij ] = 0, obtŽm-se

n2
± = 45+ + µ

'
! #+ i

-
,

(
±

µ4
,

;

25+ + i µ
-
,

, (3.2.16a)

25+ = µ#+
' µ

2,
4

( 2
, (3.2.16b)

o qual pode ser dividido nas partes real e imagin‡ria na seguinte forma:

n2
± = µ#+

µ4
,

%
µ4
2,

± N+

&
+ i

µ
,

(- ± 4N ! ) , (3.2.17a)

onde

N± =

< ;

5 2
+ +

' µ-
2,

( 2
± 5+ . (3.2.17b)

A Eq. (3.2.17a) produz dois ’ndices de refra•‹o distintos para cada frequ•ncia, , a qual Ž compat’vel

com a f’sica de um meio dielŽtrico condutor dotado de birefring•ncia, assim, quando considerado

no interior de um meio com condutividade ™hmica (- &= 0), a condutividade magnŽtica (3.2.10)

modiÞca o ’ndice de refra•‹o,n, do meio, alterando a velocidade de fase (associada com a parte

real den) e o coeÞciente de absor•‹o ou atenua•‹o (associado ˆ parte imagin‡ria den).

3.2.1.1 Meio dielétrico não-condutor

No caso em que o meio dielŽtrico n‹o possui condutividade ™hmica,- = 0, a Eq. (3.2.16a)

fornece dois valores distintos e reais para o ind’ce de refra•‹o quadr‡tico,

n2
± = 45+ ! µ#±

µ4
,

=
25+ , (3.2.18a)

n2
± = µ#+ 2

%
µ4
2,

&2

±
µ4
,

<

µ#+
%

µ4
2,

&2

, (3.2.18b)

que caracteriza um dielŽtrico com comportamento dispersivo e n‹o-condutor. Portanto, o sistema

se comporta como um meio dispersivo birrefringente onde ondas eletromagnŽticas se propagar‹o

sem passar por atenua•‹o (aus•ncia de absor•‹o). Os ’ndices de refra•‹o s‹o ent‹o dados por

n± =

<

µ#+
%

µ4
2,

&2

±
µ4
2,

. (3.2.19)

O quadrado da Eq. (3.2.19) recupera o resultado da Eq. (3.2.18a). Na presente conÞgura•‹o, Ž

importante destacar que a condutividade magnŽtica implica em um comportamento t’pico de um

condutor (para o meio dielŽtrico) somente quando Ž deÞnida simultaneamente com a condutividade

™hmica(- &= 0, - B &= 0) , como est‡ demonstrado na Eq. (3.2.17a). Quando a condutividade

mangŽtica est‡ deÞnida para um dielŽtrico n‹o-condutor(- = 0, - B &= 0) , o comportamento do

meio permanece equivalente ao de um meio dielŽtrico dispersivo sem absor•‹o, como Ž indicado
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pelo ’ndice de refra•‹o da Eq. (3.2.18a). Isso acontece por queN! = 0, quando- = 0.

Alternativamente, os ’ndices de refra•‹o podem ser determinados a partir da frequ•ncia (como

fun•‹o do vetor de onda), via a deÞni•‹on = +
)

k2/, (k). As poss’veis frequ•ncias, obtidas

dessa forma s‹o associadas com os modos de propaga•‹o do campo elŽtrico. Implementando-se

n =
)

k2/, na Eq. (3.2.18a), obŽm-se a equa•‹o de dispers‹o

, 4 ! 2, 2 k2

µ#
+

%
k2

µ#
!

µ4 2

2#

&2

!
µ24 4

4#2
= 0, (3.2.20)

com k =
)

k2. Resolvendo para, , tem-se

, 2
± =

k2

µ#

%
1 ±

µ4
k

&
. (3.2.21)

A Eq. (3.2.21) representa dois modos distintos,, + e , ! . Enquanto a frequ•ncia, + Ž real para

qualquer valor dek, a frequ•ncia , ! pode ser imagin‡ria sek < 4µ . Para garantir que , !

represente a frequ•ncia de um modo propagante f’sico, deve-se exigirk > 4µ . A birrefring•ncia

ocorre quando modos de polariza•‹o distintos se propagam com diferentes velocidades de fase,

vph = ,/k . No meio com- = 0 e - B &= 0, as velocidades de fase s‹o

vph( ± ) =
, ±

k
=

1
)

µ#

;

1 ±
µ4
k

, (3.2.22)

levando ˆ seguinte diferen•a de velocidade de fase

0v ph =
1

)
µ#

>;

1 +
µ4
k

!

;

1 !
µ4
k

?

"
1

)
µ#

µ4
k

, (3.2.23)

atestando que o tra•o4 da condutividade magnŽtica isotr—pica Ž respons‡vel pela birefring•ncia.

Portanto, a condutividade- B
ij isotr—pica gera comportamento dispersivo e birrefringente num meio

n‹o-condutor (- = 0) .

Analisando agora a velocidade de grupo,

vg(± ) =

@
@
@
@
", ±

" k

@
@
@
@=

1
)

µ#
1 ± µ4/ (2k)
=

1 ± µ4/k
, (3.2.24)

observa-se que h‡ um comportamento divergente para momentos pequenos, indicando problemas

com a causalidade cl‡ssica (devivo avg(± ) > 1). A causalidade, entretanto, Ž preservada para a

propaga•‹o de ondas no regime de grandes momentos.

ƒ importante mencionar que os ’ndices de refra•‹o do meio podem ser obtidos diagonlizando-

se o tensor de permissividade efetivo dado na Eq. (3.2.14) e igualizando cada autovalor an2/µ .
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Considere ent‹o a equa•‹o de autovalores,

ø#ij ej
a = #aej

a, (3.2.25)

onde #a e ea, com (a = 1, 2, 3), representam autovalores e autovetores, respectivamente. Nesse

caso, obtŽm-se

#1 = #, (3.2.26)

#2,3 % #± = #±
4
,

n, (3.2.27)

os quais podem ser associados aos seguintes ’ndices de refra•‹o:

n2 = µ#, (3.2.28a)

n2
± = µ#±

µ4
,

n± , (3.2.28b)

que, com a substitui•‹o dos ’ndicesn± da Eq. (3.2.19), reproduz exatamente a Eq. (3.2.18). Su-

preendentemente, os resultados da Eq. (3.2.28b) reproduzem os ’ndices de refra•‹o da Eq. (3.2.19)

que foram obtidos viadet[M ij ] = 0 e v‡lidos para dire•‹o arbitr‡ria de propaga•‹o, o que signiÞca

que os autovalores#2 e #3 correspondem aos ’ndices de refra•‹o do meio,n+ e n! , respectivamente.

A determina•‹o dos ’ndices de refra•‹on atravŽs da equa•‹on2 = µ#a(n), onde #a s‹o os auto-

valores da permissividade elŽtrica efeitiva somente funciona sob o requerimento da ortogonalidade

dos modos propagantes. De fato, para um vetor geraln, o campo elŽtrico correspondenteEa, que

satisfaz a condi•‹oMij E j
a = 0 quando respeita a condi•‹o de transversalidade,n áEa = 0, equivale

aos autovetoresea. Nesse caso, diagonalizarM = [ Mij ] Ž equivalente a diagonalizarø#= [ø#ij ], dado

que o tensorMij da Eq. (3.2.8) equivale efetivamente aMij % n2' ij ! µø#ij , uma vez quenj Ej = 0.

O resultado Ea + ea ent‹o se veriÞca. Essa situa•‹o Ž claramente ilustrada no presente cen‡rio,

onde os tr•s autovetores da permissiviade elŽtrica efetiva s‹o

e1 =
n
n

% m , (3.2.29a)

e2,3 =
1

=
2(m2

1 + m2
3)

/

0
1

m3 , im1m2

± i(m2
1 + m2

3)

, im2m3 ! m1

2

3
4 , (3.2.29b)

com o versorm deÞnindo a dire•‹o de propaga•‹o. Observe que os autovetores nas Eqs. (3.2.29a)

e (3.2.29b) s‹o fun•›es da direc‹o dada porm e independentes dos ’ndices de refra•‹o correspon-

dentes. Note ainda quee1 áe"
2 = e1 áe"

3 = e2 áe"
3 = 0, indicando que esses tr•s autovetores s‹o

linearmente independentes. Em particular,e2 e e3 s‹o ortogonais ae1 = m, levando corretamente

aos ’ndices de refra•‹on± da Eq. (3.2.18a) de acordo com o mŽtodo proposto. Nesse caso, os

modos de propaga•‹o do campo elŽtrico s‹o corretamente descritos pelos autovetorese2 e e3. O
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autovalor #1 = #deve ser desconsiderado, ou seja, n‹o pode ser associado a um ’ndice de refra•‹o do

meio, pois o autovetor associado,e1, n‹o satisfaz n áe1 = 0 (n‹o constitui um modo propagante).

Pode-se escolher, sem perda de generalidade,m = (0 , 0, m). Assim, a Eq. (3.2.29b) simpliÞca-se

em

e2,3 =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 . (3.2.30)

Os vetorese2 e e3, respectivamente, podem ser interpretados como os vetores de polariza•‹o de

ondas eletromagnŽticas com polariza•‹o3 de m‹o-esquerda (L - left) e m‹o-direita (R - right).
Logo nL,R % n± .

Essas polariza•›es s‹o transversais, isto Ž, perpendiculares am. De acordo com a Tabela1, a

condutividade magnŽtica Ž ’mpar sob transforma•‹o de paridade. Enquanto viola•‹o de paridade

n‹o aparece em nenhum dos ’ndices de refra•‹o da Eq. (3.2.19) atravŽs de uma depend•ncia an-

gular, por exemplo, ela se manifesta atravŽs dos valores distintos de ’ndices de refra•‹o para as

ondas eletromagnŽticas com polariza•›es (L) e (R). Essa Ž a raz‹o f’sica para a birrefring•ncia.

Como discutido na Se•‹o2.3.1, um dos efeitos da birrefring•ncia Ž a rota•‹o do plano de vibra-

•‹o de uma onda linearmente polarizada. Tal efeito ocorre pois a polariza•‹o da onda incidente

pode se dividir em duas ondas circularmente polarizadas que se propagam com velocidades de fase

distintas. Esse fen™meno Ž quantiÞcado pelo poder de rota•‹o espec’Þco, dado na Eq. (2.3.26).

Utilizando ent‹o os ’ndices de refra•‹o dados na Eq. (3.2.19), obtŽm-se

' = !
µ4
2

, (3.2.31)

que corresponde a um poder de rota•‹o espec’Þco independente da frequ•ncia, conÞgurando uma

assinatura de meio dotado com condutividade magnŽtica isotr—pica- B
ij = 4' ij .

AtŽ o momento, n‹o h‡ conex‹o clara entre o CME e medidas de birrefring•ncia, ent‹o se

discute brevemente uma poss’vel forma para se observar tal efeito em meios quirais. Antes de

mŽtodos mais soÞstiÞcados serem desenvolvidos, a birrefring•ncia era detectada com um conjunto

de polarizadores lineares cruzados que n‹o permitiam que nenhuma luz cruzasse todo o conjunto.

Se um meio material birrefringente circular fosse colocado entre esses dois polarizadores, causaria

a rota•‹o do plano de polariza•‹o da luz que passara pelo primeiro polarizador de tal modo a

assegurar a passagem de uma parcela da intensidade de luz pelo segundo polarizador, proporcional

ao ‰ngulo. de rota•‹o [vide Eq. (2.3.23)]. Entretanto, esse mŽtodo n‹o Ž preciso o suÞciente para

medir valores pequenos de birrefring•ncia. AlŽm disso, Ž muito desaÞador efetuar medi•›es de

birrefring•ncia de um meio n‹o-homog•neo.

Portanto, uma tŽcnica mais soÞsticada foi desenvolvida na Ref. [85]. O sistema a ser utilizado Ž

constitu’do por um polarizador, uma placa de um quarto de onda e um analisador. A luz que passa

3Define-se a polarização como mão direita (esquerda) se o vetor de polarização de uma onda plana gira ao longo
de um círculo na direção horária (anti-horária) quando o observador olha a onda se aproximando dele [1, 7].
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pelo sistema Ž capturada por uma c‰mera CCD, a partir da qual os dados medidos s‹o avaliados

por softwares num computador. Esse sistema foi comercialmente distribu’do sob o nomeMetripol.
A intensidade I da luz detectada em qualquer ponto Ž expressa em termos dos ‰ngulos6 e / que

descrevem a orienta•‹o do polarizador:

I =
I 0

2
[1 ! sin(26 ! 2/ ) sin0 ], (3.2.32)

onde I 0/ 2 Ž uma intensidade normalizada (da luz incidente) e0 e a diferen•a de fase entre as

duas polariza•›es da luz,

0 =
21
20

d(n+ ! n! ) , (3.2.33)

com d sendo a espessura da amostra do material e20, o comprimento de onda no v‡cuo da luz

incidente.

Assim, para se medir a birrefring•ncia de um meio dotado com condutividade magnŽtica, uma

amostra do material de espessurad pode ser colocada no sistemaMetripol, que ir‡ determinar o

fator sin0 . Esse fator fornece a diferen•a entre os ’ndices de refra•‹o via(0n ) % n+ ! n! =

20/ (21d). Esse œltimo resultado experimental em combina•‹o com a Eq. (3.2.19) leava ao par‰-

metro da condutividade magnŽtica:

4 =
, (0n )

µ
. (3.2.34)

Uma tŽcnica similar para medidas de birrefring•ncia pode ser encontrada na Ref. [126].

3.2.2 Caso diagonal anisotrópico

Nesta se•‹o, ser‡ analisado outro caso particular para a condutividade magnŽtica, sendo repre-

sentada por um tensor diagonal que descreve um sistema anisotr—pico

-
- B

ij

.
=

/

0
1

4 x 0 0

0 4 y 0

0 0 4 z

2

3
4 , (3.2.35)

com o conjunto{ 4 } = { 4 x , 4 y, 4 z} composto por elementos distintos na diagonal principal,4 x &=

4 y &= 4 z. Uma conÞgura•‹o similar ˆ Eq. (3.2.35) pode ser encontrada em cen‡rios envolvendo

semimetais de Weyl [125]. O tensor de permissividade elŽtrica efetivo, dado na Eq. (3.2.9), tem
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agora a seguinte forma

[ø#ij ] =

/

0
0
0
0
0
0
1

#+ i *
& ! i

&2 4 xk3
i

&2 4 xk2

i
&2 4 yk3 #+ i *

& ! i
&2 4 yk1

! i
&2 4 zk2

i
&2 4 zk1 #+ i *

&

2

3
3
3
3
3
3
4

. (3.2.36)

As rela•›es de dispers‹o s‹o obtidas calculando-sedet[M ij ] = 0 onde o tensorMij Ž deÞnido pela

Eq. (3.2.8), com ø#ij agora dado na Eq. (3.2.36). Ent‹o determinando det[M ij ] = 0, obtŽm-se

-
,n 2 ! µ(i - + #, )

. 2
= 7, (3.2.37a)

com a fun•‹o

7 = 7 (n) = µ2(4 x4 yn2
3 + 4 x4 zn2

2 + 4 y4 zn2
1), (3.2.37b)

Note que a Eq. (3.2.37b) Ž uma express‹o complicada, uma vez que envolve explicitamente as

componentes do vetorn = ( n1, n2, n3) em vez den, como no caso isotr—pico investigado na se•‹o

anterior. Para se evitar problemas na separa•‹o das partes real e imagin‡rias dos ’ndices de

refra•‹o, ser‡ considerado que7 - 0. Para se realizar uma investiga•‹o conveniente do conteœdo

f’sico da Eq. (3.2.37a), pode-se adotar a seguinte parametriza•‹o [7] para n

n = n(sin . cos8, sin. sin8, cos. ) % n m , (3.2.38)

com os ‰ngulo. . [0, 1] e 8 . [0, 21). Utilizando a Eq. (3.2.38), a Eq. (3.2.37a) Ž reescrita como

, 2n4 ! Dn 2 ! G = 0, (3.2.39a)

onde

D = 2µ, (#, + i - ) + ÷7 , (3.2.39b)

G = µ2(- 2 ! 2i#,- ! #2, 2) , (3.2.39c)

÷7 = µ2
-
cos2 .4 x4 y + sin2 . sin2 84 x4 z + sin2 . cos2 84 y4 z

.
= 7/n 2 . (3.2.39d)

A equa•‹o de dispers‹o dada na Eq. (3.2.39a) fornece duas solu•›es paran,

n2
± =

D
2, 2

±
1

2, 2

)
D 2 + 4, 2G, (3.2.40)

revelando dois valores para qualquer frequ•ncia. O comportamento geral dos ’ndices de refra•‹o

da Eq. (3.2.40) em termos da frequ•ncia e para propaga•‹o ao longo do eixo-z (. = 0) Ž ilustrado

nas Figs.3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: êndice de refra•‹o n2
+ da

Eq. (3.2.40) para . = 0. Linhas s—lidas repre-
sentamRe[n2

+ ], enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2

+ ]. Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se- = 1,
4 x = 4 y = 4 z = 1. Para as linhas em azul,
vale - = 2, 4 x = 2, 4 y = 3 e 4 z = 1. Nos
plots em verde, tem-se- = 0, 4 x = 2, 4 y = 3
e 4 z = 1.
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Figura 3.2: êndice de refra•‹o n2
! da

Eq. (3.2.40) para . = 0. Linhas s—lidas repre-
sentamRe[n2

! ], enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2

! ]. Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se- = 1,
4 x = 4 y = 4 z = 1. Para as linhas em azul,
vale - = 2, 4 x = 2, 4 y = 3 e 4 z = 1. Nos
plots em verde, tem-se- = 0, 4 x = 2, 4 y = 3
e 4 z = 1.

Observamos que as partes real e imagin‡ria den+ apresentam dispers‹o an™mala. Por outro

lado, notamos que a parte real den2
! possui dispers‹o normal, enquanto a parte imagin‡ria den2

!

cresce atŽ o valor de frequ•ncia no qual a parte real den2
! se torna positiva, ou seja,Re[n2

! ] > 0.

Assim, enquantoRe[n2
! ] cresce, a parte imagin‡ria decresce.

3.2.2.1 Dielétrico não-condutor

No limite onde a condutividade ™hmica Ž igual a zero,- = 0, todas as partes complexas

(imagin‡rias) da Eq. (3.2.37a) ou da Eq. (3.2.39) se tornam nulas, e os ’ndices de refra•‹o dados

na Eq. (3.2.40) se tornam reais. Algum termo complexo poderia ocorrer na Eq. (3.2.40) se o

discriminante fosse negativo4: 0 0 = D 2
0 + 4, 2G0 < 0, onde G0 = ! #2µ2, 2 e D0 = 2#µ, 2 + ÷7 .

Todavia 0 0 = ÷7 2 +4 ÷7#µ, 2 > 0 e, portanto, essa possibilidade n‹o se realiza. De fato, para- = 0,

a Eq. (3.2.37a) simpliÞca-se em

, 2
)
n2 ! µ#

*2
= 7, (3.2.41)

a partir da qual, obtŽm-se

n2
± = µ#±

1
,

)
7. (3.2.42)

4O subescrito zero em $ 0, D0 e G0 indicam que essas quantidades estão sendo avaliadas para %= 0 .
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Aplicando a parametriza•‹o da Eq. (3.2.38) na Eq. (3.2.41), pode-se obter

n2
± = µ#+

÷7
2, 2

±
1

2, 2

A
4µ#, 2 ÷7 + ÷7

2
. (3.2.43)

Utilizando novamente a Eq. (3.2.38) agora na Eq. (3.2.42), obtŽm-se

n± =
=

25{ + } ±

=
÷7

2,
, (3.2.44a)

25{ + } = µ#+
÷7

4, 2
, (3.2.44b)

de onde se pode veriÞcar facilmente que o quadrado da Eq. (3.2.44a) reproduz os resultados da

Eq. (3.2.43). Assim, para - = 0 e - B
ij &= 0, o sistema se caracteriza como um meio dispersivo n‹o

condutor, no sentido em que a condutividade ™hmica Ž nula.

Diagonalizando a permissividade elŽtrica efeita da Eq. (3.2.36) para - = 0, obtŽm-se os seguin-

tes autovalores

#1 = #, (3.2.45a)

#2,3 = #±
(
, 2

, (3.2.45b)

com

( (k) %
,
µ

=
7 (k/, )

=
A

4 y4 zk2
1 + 4 x4 zk2

2 + 4 x4 yk2
3. (3.2.45c)

Nesse caso, quando os dois autovalores da Eq. (3.2.45b) s‹o multiplicados por µ, obtŽm-seµ#2,3 =

µ#± , sendo iguais aos valores den2
± dados na Eq. (3.2.42) calculados atravŽs da condi•‹odet[M ij ] =

0. Essa coincid•ncia numŽrica constitui um bom exemplo de que embora os autovalores na

Eq. (3.2.45b) forne•am n2
± = µ#± , essa igualdade n‹o implica que os autovetores associados a

#2,3 = #± correspondem, necessariamente, aos modos de propaga•‹o do campo elŽtrico. De fato, os

autovetores da Eq. (3.2.45b) s‹o

e1 =

/

0
1

k1/k 3

k2/k 3

1

2

3
4 , (3.2.46a)

e2 =
1
{

/

0
1

i4 xk2( ! 4 x4 yk1k3

! i4 yk1( ! 4 x4 yk2k3

{

2

3
4 , (3.2.46b)

51



CAPÍTULO 3. EFEITOS DA CONDUTIVIDADE MAGNÉTICA NA PROPAGAÇÃO DE
ONDAS ELETROMAGNÉTICAS

e3 =
1
{

/

0
1

! i4 xk2( ! 4 x4 yk1k3

i4 yk1( ! 4 x4 yk2k3

{

2

3
4 , (3.2.46c)

com

{ = 4 z(4 yk2
1 + 4 xk2

2)

= , 2n24 z(4 ym2
1 + 4 xm2

2) , (3.2.47)

onde se utilizoum deÞnido na Eq. (3.2.38). Note ainda que

e1 áe"
2 = 1 !

(k2
1 + k2

2)4 x4 y

{ ! i
(k 1k2(4 x ! 4 y)

{k3
, (3.2.48a)

e1 áe"
3 = e"

1 áe2 , (3.2.48b)

e2 áe"
3 = 1 !

4 2
x ((k 2 + i k1k34 y)2

{2
+

4 2
y (k2k34 x + i (k 1)2

{2
. (3.2.48c)

Esses resultados mostram quek áea &= 0 para todosa = 1, 2, 3 de modo que esses autovetores n‹o

podem descrever os modos de propaga•‹oE± do campo elŽtrico. Para ilustrar esse ponto mais

claramente, os modos de propaga•‹o s‹o calculados5 no caso ondek = ( k1, k2, 0) = ,n (m1, m2, 0)

e ent‹o s‹o comparados com os correspondes autovetores da permissividade elŽtrica efetiva. Os

resultados para os modos de propaga•‹o s‹o

E± =

/

0
1

! ,n ± m2/u ±

,n ± m1/v ±

± i, 24 z/
) {±

2

3
4 , (3.2.49a)

com

u± =
µ#

1 , µ4 x4 z/
) {±

, (3.2.49b)

v± =
µ#

1 , µ4 y4 z/
) {±

, (3.2.49c)

{± = , 2n2
± 4 z(4 ym2

1 + 4 xm2
2) . (3.2.49d)

Os ’ndices de refra•‹o saÞsfazem a equa•‹o

n2
± = µ

%
#±

n±

,

A
4 z(4 xm2

2 + 4 ym2
1)

&
, (3.2.50)

a qual Ž escrita em termos do vetor unit‡riom. De fato, a Eq. (3.2.50) pode ser obtida fazendo-se

n3 = 0 na Eq. (3.2.37b) e depois a substituindo na Eq. (3.2.42). As fun•›es u± e v± satisfazem a

5Veja o Apêndice B.
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rela•‹o

n2
±

%
m2

1

v±
+

m2
2

u±

&
= 1, (3.2.51)

que Ž uma consequ•ncia6 da Eq. (3.2.50).

Como ( |k3=0 =
) {± a partir da Eq. (3.2.45c), observa-se que os autovetores nas Eqs. (3.2.46b)

e (3.2.46c), nesse caso, s‹o7

e± % ±i
)
{e2,3 =

/

0
1

! 4 xk2

4 yk1

± i
)
{

2

3
4 . (3.2.52)

Observa-se quee± n‹o coincide com os modos de propaga•‹oE± dados na Eq. (3.2.49), demons-

trando que, embora os autovalorese± correspondentes reproduzem os ’ndices de refra•‹o do meio,

os seus autovetores n‹o descrevem as polariza•›es dos modos.

Para se ter uma interpreta•‹o f’sica mais clara dos modos de propaga•‹o dados na Eq. (3.2.49),

pode-se realizar uma simpliÞca•‹o e considerar propaga•‹o ao longo do eixoy, ou seja, implementa-

sem = (0 , 1, 0). Assim, tem-sen2
± = u± , via a Eq. (3.2.51), e

) {± = ,n ±
)

4 x4 z. Substituindo

ent‹o essas express›es na Eq. (3.2.49), obtŽm-se os seguintes vetores de polariza•›es normalizados

öE± |m1= m3=0 =

;
4 x

4 x + 4 z

/

0
1

1

0

, i
=

4 z/4 x

2

3
4 , (3.2.53)

que descrevem modos elipticamente polarizados com ’ndices de refra•‹o distintos

n± =

;

µ#+
µ2

4, 2
4 x4 z ±

µ
2,

=
4 x4 z, (3.2.54)

obtidas da Eq. (3.2.44) e ÷7 = 7/n 2 = ( µ2/n 2)(4 x4 yn2
3 + 4 x4 zn2

2 + 4 y4 zn2
1) = µ2(4 x4 ym2

3 +

4 x4 zm2
2 + 4 y4 zm2

1), que param = (0 , 1, 0) simpliÞca-se em÷7 = µ24 x4 z. Os modos associados

a öE± na Eq. (3.2.53) representam estados de polariza•‹o de m‹o esquerda(L) e direita (R),

respectivamente, pela mesma deÞni•‹o utilizada ap—s a Eq. (3.2.31). ƒ importante chamar a

aten•‹o para o fato de que a propaga•‹o associada com a Eq. (3.2.53) ocorre ao longo do eixoy,

enquanto a propaga•‹o associada com as polariza•›es dadas na Eq. (3.2.31) ocorre na dire•‹o do

eixo z. Isso explica o sinal oposto que aparece na polariza•›es da Eq. (3.2.53) em compara•‹o com

os sinais da Eq. (3.2.31).

ƒ f‡cil perceber que a Eq. (3.2.44) juntamente com a Eq. (3.2.54) incluem o caso isotr—pico.

De fato, considerando4 x = 4 y = 4 z = 4 , tem-se ÷7 = µ24 e a Eq. (3.2.44) reproduz exatamente

o resultado da Eq. (3.2.19). AlŽm disso, os modos de polariza•‹o circulares, como os descritos pela

6Veja a seção B.2.
7Veja a seção B.1.
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Eq. (3.2.31), s‹o recuperados a partir da Eq. (3.2.53), porŽm com a propaga•‹o ocorrendo num

eixo diferente. Lembre-se de que a propaga•‹o associada com os modos da Eq. (3.2.31) ocorrem na

dire•‹o do eixo z, enquanto a propaga•‹o correspondente ˆs polariza•›es da Eq. (3.2.53) acontecem

ao longo do eixoy.

Note que ambos os casos isotr—pico e diagonal anisotr—pico, com- = 0, exibem birrefring•ncia.

Todavia existe uma diferen•a: no caso isotr—pico, os dois ’ndices de refra•‹o s‹o independentes da

dire•‹o de propaga•‹o (deÞnida pelo vetor de onda), enquanto no caso diagonal anisotr—pico, uma

depend•ncia nessa dire•‹o aparece devido ao fator÷7 presente na Eq. (3.2.43).

Nos dois casos diagonais analisados atŽ o momento, percebe-se que o tensor de condutividade

magnŽtica n‹o Ž suÞciente para estabelecer um comportamento de condutor para o meio quando

- = 0, levando a coeÞcientes de absor•‹o nulos em ambos os casos.

A seguir, ser‹o discutidos os casos ex—ticos, constitu’dos pelos elementos o!-diagonal de- B
ij .

3.2.3 Caso antissimétrico

Para se analisar cen‡rios onde a condutividade magnŽtica- B
ij Ž composta por elementos o!-

diagonal (o que tambŽm confere anisotropia ao sistema), o tensor de condutividade pode ser

parametrizado de maneira conveniente, a princ’pio, para se ter uma simpliÞca•‹o a partir da qual

as propriedades de propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas possam ser extra’das. Nesse intuito,

adota-se a seguinte parametriza•‹o antissimŽtrica para- B
ij em termos do tri-vetorb = ( b1, b2, b3)

- B
ij = #ijk bk, (3.2.55)

onde #ijk Ž o s’mbolo de Levi-Civita em tridimensional, e o vetorb atua como par‰metro cons-

titutivo efetivo respons‡vel pela corrente gerada atravŽs da condutividade magŽtica. Inseringo a

Eq. (3.2.55) na Eq. (3.2.9), tem-se

ø#ij (, ) =
%

#+ i
-
,

+ i
n áb

,

&
' ij !

i
,

ni bj . (3.2.56)

Implementando agora a Eq. (3.2.56) na Eq. (3.2.8), obtŽm-se a seguinte forma expl’cita para a

matriz [M ij ]

[M ij ] =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! µ# ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 n2
1 + n2

3 ! µ# ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 n2
1 + n2

2 ! µ#

2

3
4

+ i
µ
,

/

0
1

! (- + n2b2 + n3b3) n1b2 n1b3

n2b1 ! (- + n1b1 + n3b3) n2b3

n3b1 n3b2 ! (- + n1b1 + n2b2)

2

3
4 , (3.2.57)
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para a qualdet[M ij ] = 0 fornece

+
n2 ! i

µ
,

(b án) ! µ
'

#+ i
-
,

(, 2
= 0. (3.2.58)

Contrariamente aos casos isotr—pico, dado na Eq. (3.2.16a), e diagonal anisotr—pico, da Eq. (3.2.39a),

a Eq. (3.2.58) envolve o quadrado de um polin™mio de segundo grau nas componentes den. Assim,

a solu•‹o para o ’ndice de refr•‹o Ž duplamente degenerada e, dessa forma, h‡ apenas um ’ndice

de refra•‹o com parte real n‹o negativa. Implementando agorab án = bncos. onde b = |b|, a

Eq. (3.2.58) produz o seguinte ’ndice de refra•‹o

n =

;

25b + i µ
-
,

+ i 9 b, (3.2.59a)

25b = µ#! 9 2
b, 9 b =

µ
2,

bcos.. (3.2.59b)

Outra diferen•a em rela•‹o aos casos diagonais surge aqui: a presen•a do sinal(! ) entre os dois

termos que comp›em5b em contraste com5+ da Eq. (3.2.16b) e 5{ + } da Eq. (3.2.44b). Assim,

ser‡ considerado queµ# - 9 2
b, garantido quen tenha uma parte real n‹o nula. Decompondo agora

o ’ndice de refra•‹o da Eq. (3.2.59a) nas suas partes real e imagin‡ria, tem-se

n = %#
+ + i

)
9 b + %#

!

*
, (3.2.60)

onde

%#
± =

< ;

5 2
b +

' µ-
2,

( 2
± 5b. (3.2.61)

Nesse caso, obtŽm-se um ’ndice de refra•‹o complexo que contŽm contribui•›es da condutividade

ex—tica, sendo ainda compat’vel com um meio condutor. A parte imagin‡ria relaciona-se com

o coeÞciente de absor•‹o para a onda eletromagnŽtica, a qual passa por atenua•‹o enquanto se

propaga. Portanto, uma onda eletromagnŽtica n‹o pode se propagar atravŽs de um meio com

’ndice de refra•‹o da Eq. (3.2.60), uma vez que a absor•‹o diminui sua intensidade. Ent‹o quando

considerado um meio dieŽtrico condutor, (#, - , - B ), a condutividade magnŽtica modiÞca as partes

real e imagin‡ria do ’ndice de refra•‹o. Isso origina uma altera•‹o no coeÞciente de absor•‹o8 que,

neste caso, Ž dado por÷%= µbcos. + 2,%#
! , com %#

! dado na Eq. (3.2.61).

Observe ainda que para os casos diagonais (isotr—pico e anisotr—pico) da condutividade mag-

nŽtica, havia dois ’ndices de refra•‹o distintos com partes reais positivas, vide as Eqs. (3.2.19)

e (3.2.44). Assim, a ocorr•ncia de apenas um ’ndice de refra•‹o na Eq. (3.2.59) Ž inesperada no

contexto de um modelo com viola•‹o de paridade. Contrariamente aos casos anteriores analisados,

a condutividade magnŽtica dada pela Eq. (3.2.55) n‹o implica em birrefring•ncia. Esses resultados

sugerem que a condutividade magnŽtica antissimŽtrica leva a uma permissividade elŽtrica efetiva

8Definido por ÷& = 2#Im[n] [7].

55



CAPÍTULO 3. EFEITOS DA CONDUTIVIDADE MAGNÉTICA NA PROPAGAÇÃO DE
ONDAS ELETROMAGNÉTICAS

ø#ij de uma forma que permite apenas um ’ndice de refra•‹o com parte real positiva.

Uma transforma•‹o de paridade em tr•s dimens›es implica emcos. /' cos(1 ! . ) = ! cos. .

Como a parte real do ’ndice de refra•‹o,Re[n], na Eq. (3.2.59) contŽm apenas o quadrado de

cos. , ent‹o Re[n] Ž invariante sob transforma•›es de paridade. Entretanto, observa-se que a parte

imagin‡ria den exibe propriedades n‹o-invariante sob paridade.

ƒ relevante mencionar que o caso ex—tico descrito pela condutividade antissimŽtrica (3.2.55)

foi proposto aqui como forma de viabilizar a an‡lise das propriedades de propaga•‹o de ondas ele-

tromangŽticas em meios dotados com tal condutividade, pelo menos de um ponto de vista efetivo.

Entretanto, a Ref. [127] faz uma investiga•‹o sobre as correntes geradas por uma condutividade

magnŽtica em cristais de TaAs. Dessa forma, a Ref. [127] descreve a realiza•‹o de uma condutivi-

dade magnŽtica de forma muito similar9 ˆ estrutura proposta na Eq. (3.2.55).

3.2.3.1 Dielétrico não-condutor e modos de propagação

Para um meio dielŽtrico n‹o-™hmico e dotado de condutividade magnŽtica (# &= 0, - = 0,

- B &= 0), a Eq. (3.2.60) simpliÞca-se em

n =
=

25b + i 9 b, 9 b =
µb
2,

cos., (3.2.62)

a qual descreve o comportamento de um meio condutor. Assim, a condutividade magnŽtica o!-

diagonal dada na Eq. (3.2.55) origina propriedades de condutor para um material mesmo quando

o meio Ž um substrato dielŽtrico puro (# &= 0, - = 0). A seguir, os modos de propaga•‹o s‹o

discutidos.

Para se analisar fenomenologicamente o comportamento dos modos de propaga•‹o relativos a

esse cen‡rio, pode-se escolher um sistema de coordenadas convenientemente a Þm de se simpliÞcar

a an‡lise. Uma vez quen e b deÞnem um plano, conÞgura-se o eixoz apontando ao longo da

dire•‹o de n, de tal forma que

n = (0 , 0, n) , b = b(0, sin., cos. ) % (0, b2, b3) . (3.2.63)

Essa escolha de coordenadas conduz a uma express‹o muito simples para matriz dada na Eq. (3.2.57),

ou seja,

[M ij ] =

/

0
1

n2 ! µ#! n iµ
& b3 0 0

0 n2 ! µ#! n iµ
& b3 0

0 n iµ
& b2 ! µ#

2

3
4 , (3.2.64)

9O trabalho da Ref. [127] foi desenvolvido independentemente do trabalho de pesquisa desta tese. A Ref. [127]
foi colocada na rede (arXiv) apenas alguns dias depois do artigo relacionado a este capítulo. Além disso, outros
aspectos e linha de pesquisa são adotados em [127].
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a partir da qual, det[M ij ] = 0 fornece imediatamente a equa•‹o de dispers‹o

%
n2 ! µ#! n

iµ
,

b3

&2

= 0, (3.2.65)

com nb3 = n áb. Note que a Eq. (3.2.65) corresponde exatamente ao resultado da Eq. (3.2.58)

com - = 0. A solu•‹o da Eq. (3.2.65) para n Ž dada pela Eq. (3.2.62).

Lembrando agora que
)

25b =
=

µ#! 9 2
b, pode-se ent‹o obter dois cen‡rios distintos de acordo

com o sinal global dentro da ra’z quadrada:i ) quandoµ# - 9 2
b, o ’ndice de refra•‹o Ž puramente

imagin‡rio com parte imagin‡ria positiva, a qual leva a um coeÞciente de absor•‹o respons‡vel

pela atenua•‹o durante a propaga•‹o;ii ), quandoµ# > 9 2
b, o ’ndice de refra•‹o possui parte real

positiva, que pode ser associada com os modos de propaga•‹o. Implementado a Eq. (3.2.65) na

Eq. (3.2.64), a condi•‹o Mij E j = 0 fornece

E 3 = n
ib2

#,
E 2, (3.2.66)

deixando a componenteE 1 completamente arbitr‡ria. Note queE i (i = 1, 2, 3) corresponde a uma

componente do vetor campo elŽtrico. Utilizando-se dessa liberdade paraE 1, pode-se determinar

dois vetores ortogonais que satisfazem a Eq. (3.2.66). Assim, tem-se10

E± =
1

=
2(1 + Q2)

/

0
1

±
=

1 + Q2

! 1

! iQei"

2

3
4 , Q =

b2N
#,

. (3.2.67)

Aqui o ’ndice de refra•‹o foi reescrito na forma

n = Nei" , N =
)

n" n =
)

µ# , (3.2.68a)

tan %=
9 b=

µ#! (9 b)2
. (3.2.68b)

Assim, foi poss’vel obter dois modos ortogonais nos quais a propaga•‹o Ž associada com o mesmo

’ndice de refra•‹o. Embora esse resultado seja inesperado (em rela•‹o aos casos analisados nas

sec•›es anteriores), o mesmo Ž an‡logo ao caso de um dielŽtrico isotr—pico com condutividade

magnŽtica nula, onde duas polariza•›es lineares s‹o relacionadas com o mesmo ’ndice de refra•‹o.

3.2.4 Caso simétrico

Para se investigar mais conÞgura•›es onde o tensor de condutividade magnŽtica apresenta

elementos o!-diagonal, implementa-se a seguinte parametriza•‹o simŽtrica

- B
ij =

1
2

(ai cj + aj ci ) , (3.2.69)

10Vide Apêndice C.
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em termos dos vetores ortogonaisa e c, ou seja,a ác = 0. Note ainda que essa parametriza•‹o

produz um tensor com tra•o nulo,- B
ii = 0. Utilizando a Eq. (3.2.69), a permissividade elŽtrica

efetica efetiva da Eq. (3.2.9) resulta em

ø#ij =
'

#+ i
-
,

(
' ij +

i
2,

(ai cn + anci ) #nbj nb. (3.2.70)

Inserindo agora a Eq. (3.2.70) em Mij da Eq. (3.2.8), obtŽm-se

[Mij ] =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! µ# ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 n2
1 + n2

3 ! µ# ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 n2
1 + n2

2 ! µ#

2

3
4

! i
µ
2,

/

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

2- + #11 n1(a1c3 + a3c1) ! n1(a1c2 + a2c1)

! 2n3a1c1 +2n2a1c1

! n2(a2c3 + a3c2) 2- + #22 n2(a2c1 + a1c2)

+2n3a2c2 ! 2n1a2c2

n3(a3c2 + a2c3) ! n3(a3c1 + a1c3) 2- + #33

! 2n2a3c3 +2n1a3c3

2

3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
4

, (3.2.71a)

onde

#11 = ( a1c2 + a2c1)n3 ! (a1c3 + a3c1)n2 , (3.2.71b)

#22 = ( a2c3 + a3c2)n1 ! (a1c2 + a2c1)n3 , (3.2.71c)

#33 = ( a3c1 + a1c3)n2 ! (a3c2 + a2c3)n1 . (3.2.71d)

Calculando-sedet[M ij ] = 0, obtŽm-se

+
n2 ! µ

'
#+ i

-
,

(
+ i

µ
2,

n á(a $ c)
,

$
+
n2 ! µ

'
#+ i

-
,

(
! i

µ
2,

n á(a $ c)
,

= 0. (3.2.72)

Comparado ao caso antissimŽtrico da Eq. (3.2.55), onde ocorria apenas um ’ndice de refra•‹o, a

conÞgura•‹o dada na Eq. (3.2.69) gera dois ’ndices de refra•‹o. Utilizando agoran á(a $ c) =

n|a||c| cos) , a Eq. (3.2.72) resulta em

n± = %##
+ + i

)
%##

! ± 9 a,c
*

, (3.2.73a)

9 a,c =
µ
4,

|a||c| cos), (3.2.73b)

%##
± =

< ;

5 2
a,c +

' µ-
2,

( 2
± 5a,c, (3.2.73c)

25a,c = µ#! 9 2
a,c, (3.2.73d)
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com a presen•a de novos termos imagin‡rios oriundos da condutividade ex—tica. Observe que a

estrutura do termo contendo a depend•ncia do ’ndice de refra•‹o com o ‰ngulo entrek e o trivetor

(a$ c), ou seja, o termon á(a$ c), Ž an‡loga ao que ocorre no caso antissimŽtrico, onde se temn áb.

AlŽm disso, existe tambŽm um sinal negativo entre as contribui•›es na Eq. (3.2.73d). Assim, para

se ter ’ndice de refra•‹o com parte real positiva quando- = 0, considera-seµ# - 9 2
a,c. Como os

modos se diferenciam apenas nas suas partes imagin‡rias, ent‹o birrefring•ncia n‹o ocorre. Nesse

caso, apenas a atenua•‹o se diferencia para cada modo.

3.2.4.1 Dielétrico não-condutor e modos de propagação

No caso de um meio dielŽtrico n‹o ™hmico,- = 0, a Eq. (3.2.73) simpliÞca-se em

n± =
=

25a,c ± i
µ
4,

|a||c| cos), (3.2.74)

na qual se observa comportamento ex—tico de absor•‹o para o meio n‹o-condutor (- = 0), com

o coeÞciente de atenua•‹o sendo2÷%= µ|a $ c| cos) . Nesse caso, a modiÞca•‹o Ž proporcional a

|a $ c| = |a||c|, indicando que tal efeito est‡ associado aos elementos o!-diagonal de- B
ij em vez do

seu tra•o.

Note ainda que os cen‡rios simŽtrico e antissimŽtrico comp›em os cen‡rios ex—ticos, ou seja,

a condutividade magnŽtica- B contŽm elementos o!-diagonais. Nesses dois casos, comportamento

condutor pode ser atribu’do a um meio dielŽtrico puro.

Para se determinar os modos de propaga•‹o, escolhe-se um sistema de coordenadas ondea =

(0, a,0) e c = (0 , 0, c). Dessa forma,Mij da Eq. (3.2.71a) pode ser reescrito na forma

Mij = A' ij ! ni nj + C (#klj ' i 2' k3nl + #klj ' i 3' k2nl ) , (3.2.75a)

com

A = n2 ! µ#, C = ! i
µ
2,

ac. (3.2.75b)

Assim, a forma expl’cita da matriz na Eq. (3.2.71a) simpliÞca-se em

[Mij ] =

/

0
1

A ! n2
1 ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 A ! n2
2 ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 A ! n2
3

2

3
4 + C

/

0
1

0 0 0

! n2 n1 0

n3 0 ! n1

2

3
4 , (3.2.76)

produzindo a seguinte equa•‹o de dispers‹o

)
A2 ! C2n2

1

* )
A ! n2

*
= 0. (3.2.77)
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Uma vez queA ! n2 = ! µ#, as rela•›es de dispers‹o ser‹o dadas por

A = ± Cn1. (3.2.78)

Implementando-se a solu•‹o com sinal positivo,A = Cn1, na Eq. (3.2.76), obtŽm-se

E y
+ =

n2

n1
E x

+ , Ez
+ =

%
Cn1 ! n2

1 ! n2
2

n1n3

&
E x

+ . (3.2.79)

Consequentemente, o campo elŽtrico para o modo de propaga•‹o(+) Ž dado por11

E+ = E (0)
+

)
n1n3, n2n3, Cn1 ! n2

1 ! n2
2

*
, (3.2.80)

onde E (0)
+ Ž uma amplitude apropriadamente escolhida. Utilizando agoraA = ! Cn1, dado na

Eq. (3.2.78), na Eq. (3.2.76), tem-se

E x
! =

n1

n3
E z

! , Ey
! = !

Cn1 + n2
1 + n2

3

n2n3
E z

! . (3.2.81)

Portanto, o campo elŽtrico associado Ž dado por

E! = E (0)
!

)
n1n2, ! (Cn1 + n2

1 + n2
3), n2n3

*
, (3.2.82)

com outra amplitude E (0)
! .

3.3 Consistência das equações de Maxwell

Nessa se•‹o, estende-se a densidade de correnteJ na Eq. (2.2.8a) de forma a incluir contribui-

•›es de fontes externasJe, ou seja,J = Je + - áE + - B áB . Nas se•›es anteriores, a propaga•‹o

eletromagnŽtica foi discutida considerando-se cen‡rios distintos para a condutividade magnŽtica e

na aus•ncia de fontes externas,Je = 0. Uma quest‹o que pode surgir quando se consideraJe &= 0 Ž

identiÞcar a correspondente densidade de carga! que mantŽm o formalismo consistente, isto Ž, que

para uma escolha arbitr‡ria de correntes, a conserva•‹o de carga," t ! + # á J = 0 seja preservada.

Utilizando o espa•o de momentos com as convenc•›es# /' ik e " t /' ! i, , efetua-se o produto

escalar entrek e a lei de AmpŽre, fornecendo

i, k áD ! k áJ = 0, (3.3.1)

que juntamente com a lei de Gaussik áD = ! leva ˆ identiÞca•‹o

! = k áJ/,, (3.3.2)

11Vide Apêndice D.
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com, &= 0. Note que a Eq. (3.3.2) Ž exatamente a equa•‹o de continuidade no espa•o de momentos.

Dessa forma, pode-se identiÞcar explicitamente a densidade de carga em cada cen‡rio onde se

parametrizou a condutividade magnŽtica. Considerando- = 0, as express›es para a densidade de

carga de cada caso s‹o apresentadas12 a seguir.

Para o caso isotr—pico da se•‹o3.2.1com J = Je + 4 B , a densidade de carga correspondente Ž

! = k á(Je + 4 B) = ! e, (3.3.3)

uma vez quek áB = 0 e se deÞniu! e = k áJe/, .

Para o cen‡rio antissimŽtrico da se•‹o3.2.3com J = Je + b $ B, tem-se a seguinte densidade

de carga

! = ! e + µ#b áE +
iµ
,

b áJe, (3.3.4)

onde se utilizou algumas equa•›es de Maxwell para se derivar a express‹o acima.

No caso simŽtrico da se•‹o3.2.4onde a densidade de corrente Ž dada por

J = Je +
1
2

[a (c áB) + c (a áB)] ,

= Je + a $ (c $ B) !
1
2

(a $ c) $ B , (3.3.5)

a correspondente densidade de carga Ž escrita como

! = ! e !
µ#
2

(a $ c) áE +
1
,

k á[a $ (c $ B)] !
iµ
2,

(a $ c) áJe. (3.3.6)

3.4 Reflexão e skin depth e!ect

A presen•a da condutividade magnŽtica, como um par‰metro material efetivo do meio, Ž capaz

de modiÞcar os ’ndices de refra•‹o do meio, levando a birrefring•ncia e comportamento condutor.

Conforme foi visto, os casos ex—ticos s‹o particularmente interessantes, pois permitem o surgimento

de uma parte imagin‡ria n‹o-nula nas express›es dos ’ndices de refra•‹o. Dessa forma, outros

efeitos relacionados ˆ propaga•‹o das ondas eletromagnŽticas, como comprimento de penetra•› e

reßex‹o em interfaces, tambŽm podem ser avaliados. A seguir, esses dois fen™menos s‹o discutidos

para os casos o!-diagonal j‡ citados.

3.4.1 Skin depth effect

Quando uma onda eletromagnŽtica incide sobre a superf’cie de um condutor, uma parte de sua

amplitude penetra parcialmente o material, enquanto outra parte ser‡ reßetida. O comprimento

de penetra•‹o caracter’stico dentro do medio condutor deÞne o conhecido efeito de penetra•‹o

12Vide Apêndice E.
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(skin depth effect), dado por

ø' =
1

, Im[n]
, (3.4.1)

onde Im[n] Ž a parte imagin‡ria do ’ndice de refra•‹o. Em casos simples usuais, o comprimento

de penetra•‹o Ž dado por [7],

ø' (, ) =

;
2

µ,-
. (3.4.2)

para bons condutores ™hmicos. Note que, neste caso, o comprimento diminui com a frequ•ncia.

Para os cen‡rios da condutividade magnŽtica com parametriza•›es simŽtrica (S) e antissimŽtrica

(AS), os respectivos ’ndices de refra•‹o (com- = 0) s‹o dados pelas Eqs. (3.2.74) e (3.2.62). Dessa

forma, os comprimentos de penetra•‹o associados a esses casos ser‹o

ø' AS =
2

µbcos.
, (3.4.3a)

ø' S =
4

µ |a $ c| cos)
. (3.4.3b)

Portanto, tais efeitos skin depths n‹o exibem depend•ncia com a frequ•ncia, o que implica num

mesmo comprimento de penetra•‹o para todas as frequ•ncias. Comparando as Eqs. (3.4.3a) e

(3.4.2), observamos que o car‡ter n‹o-dispersivo da Eq. (3.4.3a) n‹o Ž usual para condutores.

3.4.2 Reflexão

Quando uma onda eletromagnŽtica incide na interface entre dois meios (do meio 1 para o meio

2, por exemplo), parte de sua energia pode ser reßetida de volta ao meio 1, e parte de sua energia

tambŽm pode ser transmitida para o meio 2. Na literatura [1,7], as conhecidas equa•›es de Fresnel

estabelecem rela•›es para se calcular os coeÞcientes de reßex‹o e transmiss‹o, que dependem do

‰ngulo de incid•ncia e dos ’ndices de refra•‹o dos meios. Para incid•ncia normal, sabe-se que

R =

@
@
@
@
µ1n#

2 ! µ2n1 + i µ1n##
2

µ1n#
2 + µ2n1 + i µ1n##

2

@
@
@
@

2

, (3.4.4)

onden#
1(2) e n##

1(2) s‹o as partes reais e imagin‡rias dos ’ndices de refra•‹o dos meios 1 e 2, respec-

tivamente. As quantidades#1(2) e µ1(2) representam as permissividades elŽtrica e permeabilidades

magnŽticas dos meios 1 e 2.

Considere um sistema formado por um dielŽtrico ordin‡rio caracterizado pelo ’ndice de refra•‹o

n1 =
)

µ1#1 e um meio com ’ndice de refra•‹o complexon2 = n#
2 + i n##

2, descrito pelos par‰metros

constitutivos µ2, #2 e a condutividade ™hmica- . Para uma onda que se propaga de um dielŽtrico

e incide sobre a supef’cie do meio condutor, o coeÞciente de reßex‹o para incid•ncia normal (e
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considerandon1 0 n#
2) Ž dado por

R 1 1 ! 4
%

µ2

µ1

&
n1n#

2

n#2
2 + n##2

2
. (3.4.5)

Nos cen‡rios convencionais da eletrodin‰mica, para um bom condutor(-/ (,µ 2) 2 1), tem-se

n#
2 = n##

2 =
=

µ2-/ (2, ). Ent‹o o coeÞciente de reßex‹o, para esse caso, da Eq. (3.4.5) fornece

R 1 1 ! 2
;

2
µ2#1,
µ1-

. (3.4.6)

Considerandoµ1 = µ2, obtŽm-se ent‹o a conhecida f—rmula de Hagen-Rubens

R 1 1 ! 2

;

2
#1,
-

. (3.4.7)

Pode-se agora derivar uma vers‹o da Eq. (3.4.7) considerando um meio dielŽtrico (com- = 0) e

dotado de condutividade magnŽtica- B
ij .

No cen‡rio de uma condutividade mangnŽtica antissimŽtrica, o ’ndice de refra•‹o Ž modiÞcado

de acordo com a Eq. (3.2.62), a partir da qual se tem

n#
2 =

;

µ2#2 !
' µ2

2,
bcos.

( 2
, n##

2 =
µ2

2,
bcos.. (3.4.8)

Implementando a Eq. (3.4.8) na Eq. (3.4.5), obtŽm-se

RAS 1 1 ! 4
;

µ2#1

µ1#2

<

1 !
µ2

#2

%
bcos.

2,

&2

, (3.4.9)

para n#
2 real. Este resultado Ž o an‡logo da f—rmula de Hagen-Rubens para reßex‹o na superf’cie

de um meio dotado com condutividade magnŽtica no caso antissimŽtrico. Note que tal resultado

Ž muito diferente do coeÞciente de reßex‹o na interface entre dois dielŽtricos ordin‡rios,

R 1 1 ! 4
;

µ2#1

µ1#2
, (3.4.10)

uma vez que a condutividade magnŽtica introduz um termo dependente da frequ•ncia na express‹o

para R.

No cen‡rio de condutividade magnŽtica com parametriza•‹o simŽtrica, com ’ndice de refra•‹o

dado na Eq. (3.2.74), o coeÞciente de reßex‹o ser‡ dado por

RS 1 1 ! 4
;

µ2#1

µ1#2

<

1 !
µ2

#2

%
|a||c| cos)

4,

&2

. (3.4.11)
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Cap’tulo 4
Meios bi-anisotr—picos com rela•›es simŽtrica e

antissimŽtrica
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Neste cap’tulo, ser‡ discutida a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em meios materiais des-

critos por rela•›es constitutivas lineares estendidas. Inicialmente, abordaremos o caso bi-isotr—pico,

em que os par‰metros magnetoelŽtricos s‹o nœmeros. Depois disso, dois cen‡rios para meios bi-

anisotr—picos s‹o considerados: simŽtrico e antissimŽtrico. Esses œltimos se referem ˆ parametri-

za•‹o escolhida para se escrever as rela•›es estendidas. Aspectos relacionados ˆ birrefring•ncia

e absor•‹o tambŽm ser‹o comentados. AlŽm disso, discutiremos como a conserva•‹o de energia,

descrita atravŽs do teorema de Poynting, estabelece restri•›es sobre os par‰metros constitutivos

do meio. Os t—picos deste cap’tulo geraram um artigo publicado noPhysical Review A [49]:
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¥ P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media,Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

4.1 Relações constitutivas estendidas

Na Se•‹o 2.1, aspectos gerais sobre as rela•›es constitutivas de um meio foram discutidos, in-

cluindo a classiÞca•‹o dos meios quanto ao tipo de rela•‹o constitutiva v‡lida, com alguns exemplos

mencionados.

Rela•›es constitutivas estendidas introduzem respostas (do meio ao campo aplicado) elŽtrica e

magnŽtica adicionais, escritas como fun•›es do tipo1 D = D (E, B ) e H = H (E, B ). Restringindo-

se ˆ eletrodin‰mica linear, as rela•›es estendidas podem ser escritas pela Eq. (2.1.6), isto Ž,

D i = #ij E j + %ij B j , (4.1.1a)

H i = µ! 1
ij B j + &ij E j , (4.1.1b)

sendo#ij e µij os tensores de permissividade elŽtrica e permeabilidade magnŽtica, enquanto os

tensores%ij e &ij capturam as respostas magnetoelŽtricas do meio, ou seja,%ij mede a resposta

elŽtrica devido ao campo magnŽtico aplicado,&ij descreve a resposta magnŽtica ao campo elŽtrico

aplicado. O cen‡rio mais simples da (4.1.1) Ž dado por

!
D

H

"

=

!
#1 %1
&1 : 1

" !
E

B

"

, (4.1.2)

em que#, µ, % e & s‹o par‰metros, e descreve os meios bi-isotr—picos (materiais homog•neos,

isotr—picos e lineares [50, 51]). As rela•›es bi-isotr—picas (4.1.2) foram muito investigadas na li-

teratura [52,55Ð60], sendo tambŽm importantes, por exemplo, na abordagem de propriedades de

isolantes topol—gicos [61Ð68], na eletrodin‰mica de axions [69Ð71], e na constru•‹o de isoladores —p-

ticos (a partir de materiais quirais) [72]. No cen‡rio bi-anisotr—pico, as rela•›es (4.1.1) encontram

aplica•‹o em sistemas diversos, a exemplo de g‡s de elŽtrons relativ’sticos [73], meios regidos por

par‰metros magnetoelŽtricos dependentes do tempo [74], semimetais de Weyl [75, 76], materiais

magnetizados [77,78], e rela•›es de dispers‹o anisotr—picas [79Ð81].

Os tensores constitutivos (4.1.1) podem depender tambŽm da magnitude dos campos eletro-

magnŽticos aplicados, dentro de uma abordagem para se descrever birrefring•ncia na eletrodin‰-

mica n‹o-linear [99]. Por exemplo, tensores constitutivos do tipo2 ö# = ö#(E, B ) e öµ = öµ(E, B ),

sendo (E,B) as magnitudes dos campos elŽtrico e magnŽtico, permitem descrever os efeitos Kerr e

Cotton-Moutton em algumas conÞgura•›es particulares [100].

Outra possibilidade de cen‡rios estendidos surge no contexto da eletrodin‰mica modiÞcada por

1Na representação (D , H ) em termos de (E, B ).
2Aqui, a notação “chapéu” indica uma matriz, ou seja, ö! = [ ! ij ].
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viola•‹o da simetria de Lorentz (VL) [35Ð38], na qual as rela•›es constitutivas s‹o descritas por

!
D

H

"

=

/

0
1

#1 + +DE +DB

+HE µ! 11 + +HB

2

3
4

!
E

B

"

, (4.1.3)

onde+DE , +DB , +HE e +HB s‹o matrizes adimensionais de ordem3$ 3. Essas generaliza•›es con-

duzem a uma eletrodin‰mica n‹o usual na qual os par‰metros magnetoelŽtricos, oriundos da VL,

podem gerar efeitos interessantes potencialmente relacionados ˆ fenomenologia de novos materiais.

Com base nesse vasto cen‡rio, o presente cap’tulo ir‡ estudar o caso em que a permissividade

elŽtrica e permeabilidade magnŽtica s‹o dadas por#ij = #' ij , µ! 1
ij = µ! 1' ij , enquanto os tensores

magnetoelŽtricos s‹o descritos por parametriza•›es simŽtrica e antissimŽtrica, que ser‹o discutidos

nas se•›es (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3). Na se•‹o a seguir, abordaremos a conserva•‹o de energia e

suas consequ•ncias para os tensores constitutivos.

4.2 Relações para conservação de energia

A conserva•‹o de energia eletromagnŽtica Ž estabelecida pelo teorema de Poynting3 [1]

# á S = !
i,
2

(E áD " ! H " áB) !
(J" áE)

2
, (4.2.1)

no qual o vetor de Poynting Ž dado por

S =
1
2

(E $ H " ). (4.2.2)

A parte real da Eq. (4.2.1) fornece a conserva•‹o de energia para o sistema. Na aus•ncia de fontes

(J = 0) e ßuxo de densidade energia(# á S = 0) , a lei de conserva•‹o de energia simpliÞca-se em

Re [i, (E áD " ! H " áB)] = 0 . (4.2.3)

Dependendo da forma das rela•›es constitutivas, Ž poss’vel obter diferentes express›es restritivas

para os par‰metros constitutivos do meio a partir da Eq. (4.2.3). Considere as rela•›es constitu-

tivas de um meio bi-anisotr—pico,

D i (, ) = #ij (, )E j (, ) + %ij (, )B j (, ), (4.2.4a)

H i (, ) = µ! 1
ij (, )B j (, ) + &ij (, )E j (, ). (4.2.4b)

3Vide o Apêndice F.
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Substituindo (4.2.4) na Eq. (4.2.3) e utilizando a propriedadeRe[z] = 1
2 (z + z" ), sendoz um

complexo, obtemos4

-
E i

)
#"

ij E " j + %"
ij B " j

*
!

)
: "

ij B " j + &" j
ij E " j

*
B i ! E " i

)
#ij E j + %ij B j

*
+

)
: ij B j + &ij E j

*
B " i

.
= 0,

(4.2.5)

com : ij = µ! 1
ij . Renomeando os ’ndicesi ( j nos terceiro, quinto e sŽtimo termos, tem-se

)
#"

ij ! #ji
*

E i E " j !
)
: "

ij ! : ji
*

B i B " j + %"
ij E i B " j ! &"

ij E " j B i ! %ij E " i B j + &ij E j B " i = 0, (4.2.6)

que pode ser simpliÞcada utilizando-se novamentei ( j nos terceiro, quarto, quinto e sexto termos,

resultando em

)
#"

ij ! #ji
*

E i E " j !
)
: "

ij ! : ji
*

B i B " j +
)
%"

ij + &ji
*

E i B " j !
)
&"

ij + %ji
*

E " j B i = 0. (4.2.7)

Essa equa•‹o estabelece a rela•‹o geral para a conserva•‹o de energia, envolvendo todos os tensores

constitutivos com os campos elŽtrico e magnŽtico. Uma forma simples de garantir a conserva•‹o

de energia Ž fazer todos os ÒcoeÞcientesÓ (contra’dos com os campos) iguais a zero, ou seja,

#"
ij ! #ji = 0 ' #ij = #T "

ij , (4.2.8)

: "
ij ! : ji = 0 ' : ij = : T "

ij , (4.2.9)

%"
ij + &ji = 0 ' %ij = ! &T "

ij . (4.2.10)

Na forma matricial, essas rela•›es s‹o escritas como

ö#= ö#  , ö: = ö:   , ö%= ! ö&  . (4.2.11)

Uma vez que as condi•›es (4.2.11) s‹o satisfeitas, a conserva•‹o de energia no sistema eletro-

magnŽtico Ž assegurada. Tal condi•‹o ser‡ considerada nas se•›es seguintes.

4.3 Propagação de ondas eletromagnéticas em cenários bi-
isotrópicos e bi-anisotrópicos

Utilizando o ansatz de ondas planas,(E, B ) * exp [i(k ár ! ,t )], as equa•›es de Maxwell s‹o

escritas como (para! = 0)

k áD (r , , ) = 0 , k $ H (r , , ) + , D (r , , ) = ! iJ(r , , ), (4.3.1a)

k áB(r , , ) = 0 , , B (r , , ) = k $ E(r , , ) . (4.3.1b)

4Note que omitimos aqui a dependência na frequência # para termos uma notação mais “limpa”.
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Considere um meio homog•neo cujas rela•›es constitutivas s‹o dadas por (4.1.1). Implemen-

tando agora

#ij = #' ij , : ij = µ! 1' ij , J i = -E i , (4.3.2)

as equa•›es de Maxwell permitem escrever Ð seguindo o procedimento discutido na Sec.2.3:

M ij E j = 0, Mij =
-
n2' ij ! ni nj ! µø#ij

.
, (4.3.3)

em que o tensor de permissividade elŽtrica estendido Ž dado por

ø#ij = ÷#' ij ! (%il #lmj + &lj #iml ) nm, (4.3.4)

com ÷#= #+ i -/, .

A seguir, examinaremos os efeitos de propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em tr•s cen‡rios

distintos, que consideram diferentes parametriza•›es para os tensores magnetoelŽtricos%ij e &ij .

4.3.1 Caso bi-isotrópico

Iniciamos considerando o caso de par‰metros%ij e &ij simŽtricos e isotr—picos, onde os coeÞci-

entes das quantidadesö%e ö& s‹o dadas por

%ij = %'ij , &ij = &' ij , (4.3.5)

com %, & . C. Aplicando a condi•‹o %ij = ! & 
ij na parametriza•‹o (4.3.5), tem-se

&" = ! %. (4.3.6)

Nesse caso, as rela•›es constitutivas assumem a forma t’pica bi-isotr—pica (4.1.2),

D = #E + %B, H =
1
µ

B + &E, (4.3.7)

intensamente investigadas na literatura em v‡rios cen‡rios [52,55Ð60].

Inserindo (4.3.5) na Eq. (4.3.4), obtŽm-se

ø#ij = ÷#' ij + ( %+ &)#ijk nk, (4.3.8)

enquanto o tensorMij tem a forma seguinte:

[M ij ] =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! µ#! iµ-/, ! n1n2 ! µ(%+ &)n3 ! n1n3 + µ(%+ &)n2

! n1n2 + µ(%+ &)n3 n2
1 + n2

3 ! µ#! iµ-/, ! n2n3 ! µ(%+ &)n1

! n1n3 ! µ(%+ &)n2 ! n2n3 + µ(%+ &)n1 n2
1 + n2

2 ! µ#! iµ-/,

2

3
4 . (4.3.9)
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Calculandodet[M ij ] = 0, obtŽm-se

n4 ! n2
-
2µ÷#! µ2(%+ &)2

.
+ µ2÷#2 = 0, (4.3.10)

a qual fornece os seguintes ’ndices de refra•‹o

n2
± = µ÷#! 2Z ± iµ(%+ &)

=
µ÷#! Z, (4.3.11a)

Z =
µ2(%+ &)2

4
, (4.3.11b)

que se simpliÞcam em

n± =
=

µ÷#! Z ± i
)

Z. (4.3.12)

Os ’ndices de refra•‹o podem tambŽm ser obtidos atravŽs da diagonaliza•‹o do tensor de

permissividade elŽtrica efetiva e, ent‹o, faz-se cada autovalor igual an2/µ . Os autovalores#a(a =

1, 2, 3) satisfazemø#ij ej
a = #aei

a, ondeea representa o autovetor associado a#a. Diagonalizando-se a

matriz ø# da Eq. (4.3.9), encontramos os autovalores

#1 = #+ i
-
,

, (4.3.13a)

#2,4 % #± = #+ i
-
,

± i(%+ &)n, (4.3.13b)

associados aos seguintes autovetores,

e1 =
n
n

, (4.3.14a)

e2(3) =
1

n
=

2(n2
1 + n2

3)

/

0
1

n3n ± in1n2

, i(n2
1 + n2

3)

± in2n3 ! n1n

2

3
4 . (4.3.14b)

Os autovalores (4.3.13a) e (4.3.13b) s‹o relacionados com os seguintes ’ndices de refra•‹o

n2 = µ
'

#+ i
-
,

(
, (4.3.15)

n2
± = µ

'
#+ i

-
,

(
± iµ(%+ &)n. (4.3.16)

Nota-se que a Eq. (4.3.15) representa o ’ndice refrativo de um meio isotr—pico condutor. Por outro

lado, a Eq. (4.3.16) recupera o resultado (4.3.12), o que signiÞca que somente os autovalores#2

e #3 podem ser associados com os ’ndices de refra•‹on+ e n! do meio, respectivamente. Essa

abordagem de determina•‹o dos ’ndices de refra•‹o via a rela•‹on2 = µ#a(n), onde#a representa

os autovalores da permissividadeø#ij , funciona somente quando o campo elŽtrico Ž perpendicular

ˆ dire•‹o de propaga•‹o. Tal condi•‹o Ž garantida aqui pela lei de Gauss,k áD = 0, na qual o
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deslocamento elŽtrico, dado por

D = #E +
%
,

k $ E, (4.3.17)

leva a k áE = 0. Assim, para um vetor geraln = k/, , o campo elŽtrico associado,Ea, satisfaz

n áEa = 0. Dessa forma, a Eq. (4.3.3) simpliÞca-se em

-
n2' ij ! µø#ij

.
E j = 0, (4.3.18)

ou n2' ij = µø#ij , gerando uma correspond•ncia direta entren2 e os autovalores deø#ij , isto Ž,

n2 = µ#a(n). Essa Ž raz‹o pela qual os autovetores(ea) representam os campos elŽtricos,Ea + ea.

AlŽm disso, observa-se quen áea = 0 Ž satisfeita pelos autovetores da Eq. (4.3.14b), indicando a

transversalidade dos modos propagantes,E2 + e2, E3 + e3, cujos autovalores (4.3.13b) produzem

os ’ndices de refra•‹on± [veja a Eq. (4.3.12)]. Em contrapartida, observa-se quen áe1 &= 0, o que

signiÞca que o autovalor#1 n‹o gera um ’ndice de refra•‹o do meio.

4.3.1.1 Modos de propagação

Para se determinar as polariza•›es dos modos propagantes, pode-se escolher um sistema de

coordenadas no qual a propaga•‹o ocorre ao longo do eixoz, ou seja,

n = (0 , 0, n). (4.3.19)

Nesse caso, a matriz (4.3.9) Ž escrita na forma

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ÷# ! µ(%+ &)n 0

µ(%+ &)n n2 ! µ÷# 0

0 0 ! µ÷#

2

3
4 . (4.3.20)

A condi•‹o Mij E j = 0 fornece as seguintes solu•›es normalizadas para o campo elŽtrico:

E± =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 , (4.3.21)

em queE+ eE! representam vetores LCP e RCP, respectivamente. A solu•‹o (4.3.21) n‹o depende

da natureza (real ou complexa) dos par‰metros constitutivos%e &, sendo v‡lida para todos os

casos que ser‹o discutidos a seguir.
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4.3.1.2 Efeitos ópticos dos parâmetros magnetoelétricos em dielétricos não-condutores

Para um dielŽtrico n‹o condutor (- /' 0), os ’ndices de refra•‹o (4.3.12) tomam a forma,

n± =

;

µ#!
µ2(%+ &)2

4
± i

µ(%+ &)
2

. (4.3.22)

Naturalmente, no limite em que%+ & /' 0, recupera-se o ’ndice de refra•‹o usual para um

dielŽtrico, n± /'
)

µ#. A Eq. (4.3.22) assume comportamentos distintos quando os par‰metros

magnetoelŽtricos s‹o reais ou complexos, ou seja,i ) %, & . C e ii ) %, & . R
No primeiro casoi ), %, & . C e podemos escrever:

%= %#+ i %##, & = &#+ i &##, (4.3.23)

em que%# = Re[%], %##= Im[ %], &# = Re[&] e &##= Im[ &]. A condi•‹o ( 4.3.6) implica que

%# = ! &#, %##= &##, (4.3.24)

que leva a%+ & = 2i %##. Portanto, os ’ndices (4.3.22) se tornam

n± =
=

µ#+ µ2%##2 , µ%##, (4.3.25)

que s‹o reais, positivos e geram birrefring•ncia. Uma vez que os modos de polariza•‹o s‹o LCP e

RCP [vide (4.3.21)], o efeito da birrefring•ncia pode ser avaliado em termos do poder de rota•‹o

(2.3.26) que, para os ’ndices da Eq. (4.3.25), produz

' = µ,%##. (4.3.26)

Tal efeito Ž uma consequ•ncia de(%+ &) = 2i %##. Portanto, a birrefring•ncia ocorre somente quando

os par‰metros constitutivos possuem uma parte imagin‡ria. No segundo cassoii ) %, & . R, tem-se

& = ! %e %##= 0. Consequentemente, vale(%+ &) = 0 , e temos apenasn± =
)

µ#. Logo, n‹o

ocorre birrefring•ncia.

4.3.1.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Substituindo n = k/, na Eq. (4.3.12), obtŽm-se

, ± =
k

)
µ#! Z ± i

)
Z

. (4.3.27)

Para avaliarmos as velocidades de grupo e de fase, consideramos a natureza (real ou complexa)

dos par‰metros magnetoelŽtricos. Assim, temos:
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i) Para %, & . C, tem-se(%+ &) = 2i %##. Logo, Z = ! µ2%##2 e

, ± =
k

=
µ#+ µ%##2 , µ%##

. (4.3.28)

Nesse caso, observamos que, ± > 0 para todos os valores dek, garantindo a propaga•‹o de

modos f’sicos. As velocidades de fase e grupo ser‹o iguais

vph( ± ) =
, ±

k
=

1
=

µ#+ µ%##2 , µ%##
, vg(± ) =

@
@
@
@
", ±

" k

@
@
@
@=

1
=

µ#+ µ%##2 , µ%##
. (4.3.29)

ii) Para %, & . R, tem-se(%+ &) = 0 . Logo, Z = 0 e

, ± =
k

)
µ#

. (4.3.30)

Consequentemente, as velocidades de grupo e fase s‹o aquelas de um dielŽtrico homog•neo e

isotr—pico, ou seja,

vg(± ) =

@
@
@
@
", ±

" k

@
@
@
@=

1
)

µ#
, vph( ± ) =

, ±

k
=

1
)

µ#
. (4.3.31)

Uma vez quevg(± ) < 1 em ambos os casosi ) e ii ), a causalidade cl‡ssica Ž assegurada para a

propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em todo o dom’nio dek.

Podemos agora determinar o vetor de Poynting (4.2.2) para o cen‡rio bi-isotr—pico. Inicial-

mente, substitu’mosB = n $ E (obtido da lei de Faraday) na rela•‹o constitutiva (4.3.7) para

H ,

H =
1
µ

n $ E + &E, (4.3.32)

de modo que (4.2.2) fornece

S =
1

2µ
[E $ (n $ E" )] +

&"

2
(E $ E" ), (4.3.33)

S =
1

2µ

-
n|E|2 ! (n áE) E"

.
+

&"

2
(E $ E" ), (4.3.34)

onde E $ (n $ E" ) = n|E|2 ! (n áE)E" . Na aus•ncia de fontes (! = 0), a lei de Gauss fornece

k áD = 0. Considerando a rela•‹o bi-isotr—picaD = #E + %B, temos #k áE + %k áB = 0, que

implica em

k áE = 0 ' n áE = 0, (4.3.35)
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uma vez quek áB = 0 e k = , n. Assim, substituindo (4.3.35) na Eq. (4.3.34), obtemos Þnalmente

S =
1

2µ
n|E|2 +

&"

2
(E $ E" ). (4.3.36)

A parte real do vetor complexo acima5 nos fornece a mŽdia temporal do vetor de Poynting [1], ou

seja,

3S4= Re
#

1
2µ

n|E|2 +
&"

2
(E $ E" )

$
, (4.3.37)

3S4=
1

2µ
n|E|2 + Re

#
&"

2
(E $ E" )

$
, (4.3.38)

na qual usamosRe[n] = n = nön, pois os ’ndices de refra•‹o s‹o reais. Utilizando agora a

propriedadeRe[z] = (1 / 2)(z + z" ), teremos

3S4=
1

2µ
n|E|2 +

1
4

+
&" (E $ E" ) + &(E" $ E)

,
, (4.3.39)

3S4=
1

2µ
n|E|2 +

1
4

+
(&" ! &)(E $ E" )

,
. (4.3.40)

Para simpliÞcar, podemos escrever o campo elŽtrico como

E = E#+ i E##, (4.3.41)

em queE# = Re[E] e E##= Im[ E], sendoE# e E##reais. Utilizando novamente& = &#+ i &##, temos

&" ! & = ! 2i&##, e escrevemos:

3S4=
1

2µ
n|E|2 +

1
4

(! 2i&##)
+

(E#$ E#) ! i(E#$ E##) + i( E##$ E#) + ( E##$ E##)
,

, (4.3.42)

3S4=
1

2µ
n|E|2 +

1
2

(! i&##)( ! 2i)(E#$ E##), (4.3.43)

3S4=
1

2µ
n|E|2 ! %##(E#$ E##), (4.3.44)

onde utilizamos&##= %##.

Como a lei de Gauss fornecen áE = 0, vale n áE# = 0 e n áE##= 0, de modo queE# e E##

est‹o deÞnidos no mesmo plano ortogonal an. Portanto, (E# $ E##) Ž paralelo ou antiparalelo a

n. Portanto, no meio bi-isotr—pico considerado, o ßuxo de energia se propaga na mesma dire•‹o

da onda eletromagnŽtica, indepenentemente do par‰metro magnetoelŽtrico,%##, respons‡vel pela

5Segundo o Jackson [1], a convenção adotada é que a média temporal do produto de quantidades complexas é igual
a 1/ 2 da parte real do produto, ou seja, 3A 4= (1 / 2)Re[A ], sendo A = C áF! , onde A , C e F são vetores complexos
quaisquer. Um pouco adiante, na p. 265 [1], o Jackson já implementa o fator 1/ 2 nas quantidades complexas e,
dessa forma, a média temporal das mesmas é obtida apenas tomando-se a parte real delas. Por exemplo, ele define o
vetor de Poynting complexo como S = (1 / 2)(E $ H ! ) em vez de S = E $ H ! , como definido pelo Zangwill p.593 [7]
e o Kong p.48 [50]. Dessa forma, a média temporal do vetor de Poynting, dada por 3S4 = (1 / 2)Re[E $ H ! ] fica
equivalente nas três referências [1, 7, 50].

73



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

birrefring•ncia.

4.3.2 Caso bi-anisotrópico simétrico

Agora exploraremos o cen‡rio onde%ij e &ij s‹o tensores simŽtricos n‹o-diagonais, enquanto a

permissividade elŽtrica,#, e permeabilidade magnŽtica,µ, s‹o constantes. Esses tensores podem

ser parametrizados por meio de um tri-vetord constante, ou seja,

%ij = ÷%di dj , &ij = ÷&di dj , (4.3.45)

de tal forma que as rela•›es constitutivas s‹o escritas como

D = #E + ÷%d(d áB), H =
1
µ

B + ÷&d(d áE). (4.3.46)

Os par‰metros%ij e &ij na Eq. (4.3.45) representam matrizes3$ 3 simŽtricas com tra•os dados por

÷%d2 e ÷&d2, respectivamente, contendo elementosoff-diagonal que podem gerar anisotropia. Essa

Ž uma diferen•a not‡vel em rela•‹o ˆ conÞgura•‹o bi-isotr—pica (4.3.5), estudada na Sec.4.3.1.

Por quest›es de generalidade, supomos%ij , &ij . C, o que Ž compat’vel comd . R3 e ÷%, ÷& . C.

Dessa forma, a condi•‹o (4.2.11) permite estabelecer

÷& = ! ÷%" , (4.3.47)

o que implica em

÷%# = ! ÷&#, ÷%##= ÷&##, (4.3.48)

sendo÷%# = Re[÷%], ÷%##= Im[÷%], ÷&# = Re[ ÷&] e ÷&##= Im[ ÷&].

Substituindo (4.3.45) no tensor de permissividade elŽtrica (4.3.4), obtemos (com- = 0)

ø#ij = #' ij !
'

÷&#imn nmdndj + ÷%#amj di danm

(
. (4.3.49)

O tensor Mij (4.3.3) Ž reescrito como

[Mij ] = N ! µ(T + E), (4.3.50)

com N dado por

N =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! µ# ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 n2
1 + n2

3 ! µ# ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 n2
1 + n2

2 ! µ#

2

3
4 , (4.3.51)

enquanto as contribui•›es dos par‰metros magnetoelŽtricos est‹o contabilizadas nas seguintes ma-
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trizes:

T = ! (÷%! ÷&)diag (T1, T2, T3) , (4.3.52a)

E =

/

0
1

0 #12 #13

#21 0 #23

#31 #32 0

2

3
4 , (4.3.52b)

onde

T1 = d1(d2n3 ! d3n2), T2 = d2(d3n1 ! d1n3), T3 = d3(d1n2 ! d2n1), (4.3.52c)

#12 = ! ÷&d2(d3n2 ! d2n3) + ÷%d1(d1n3 ! d3n1), (4.3.53a)

#13 = ! ÷&d3(d3n2 ! d2n3) + ÷%d1(d2n1 ! d1n2), (4.3.53b)

#21 = ! ÷&d1(d1n3 ! d3n1) + ÷%d2(d3n2 ! d2n3), (4.3.53c)

#23 = ! ÷&d3(d1n3 ! d3n1) + ÷%d2(d2n1 ! d1n2), (4.3.53d)

#31 = ! ÷&d1(d2n1 ! d1n2) + ÷%d3(d3n2 ! d2n3), (4.3.53e)

#32 = ! ÷&d2(d2n1 ! d1n2) + ÷%d3(d1n3 ! d3n1). (4.3.53f)

Calculandodet[M ij ] = 0, obtemos a seguinte rela•‹o de dispers‹o:

#
)
n2 ! µ#

*2
+ ÷%÷&µ

-
µ#d2 ! (n ád)2

.
|d $ n|2 = 0. (4.3.54)

Utilizando a rela•‹o (4.3.47), temos ÷%÷& = !| ÷%|2. Implementandonád = nd cos) , a Eq. (4.3.54)

fornece os seguintes ’ndices de refra•‹o

n2
± =

1
s

>

N ± µ|÷%|d2 sin2 )

;

µ#+
µ2|÷%|2d4

4

?

, (4.3.55)

ou

n± =

;
N + µ#

)
s

2s
±

;
N ! µ#

)
s

2s
, (4.3.56)

na qual

N = µ#+
µ2|÷%|2d4

2
sin2 ), s = 1 +

µ
#

|÷%|2d4 sin2 ) cos2 ). (4.3.57)

O comportamento dos ’ndices de refra•‹o (4.3.56) est‡ ilustrado nas Figs.4.1 e a Fig. 4.2 em

termos de) . [0, 1] e |÷%| . [0, 1] (para ilustra•‹o). O efeito de anisotropia se manifesta atravŽs da

depend•ncia den± com o ‰ngulo) , deÞnido entre o vetor constitutivod e a dire•‹o de propaga•‹o

n. Observamos que o comportamento n‹o-linear den± acentua-se ˆ medida que o valor de|÷%|
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aumenta. Notamos ainda que para ‰ngulos) = { 0, 1} , n+ assume valores m’nimos, enquanton!

apresenta valores m‡ximos. Por outro lado, para) = { 1/ 2} , n+ expressa valor m‡ximo, en!

assume valor m’nimo. Para) = { 0, 1} , percebe-se tambŽm quen+ = n! , o que est‡ de acordo

com s = 1 e com a Eq. (4.3.56), que resulta emn± =
)

µ# para ) = { 0, 1} . Tal caracter’stica est‡

ilustrada na Fig. 4.3, na qual notamos que as duas superf’cies se encontram somente nas dire•›es

) = { 0, 1} .

Figura 4.1: êndice de refra•‹o n+ da
Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2 e
d = 1.

Figura 4.2: êndice de refra•‹o n! da
Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2 e
d = 1.

Figura 4.3: êndices de refra•‹osn+ (superf’cie na cor laranja) en! (na cor verde) da Eq. (4.3.56).
Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2 e d = 1.

A seguir, vamos examinar dois casos particulares desse cen‡rio:i ) a conÞgura•‹od-longitudinal

onded án = nd; e ii ) a conÞgura•‹od-transversal em qued án = 0.
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4.3.2.1 Configuração d-longitudinal

Para esse caso, vale) = 0, N = µ# e s = 1, de modo que podemos escreverd = (0 , 0, d) e

n ád = nd. Dessa forma, a Eq. (4.3.56) simpliÞca-se em

n± =
)

µ#, (4.3.58)

revelando a exist•ncia de apenas um œnico ’ndice de refra•‹o,n+ = n! . Consequentemente, n‹o

h‡ birrefring•ncia para essa conÞgura•‹o.

Para obtermos os modos de propaga•‹o, escolhemos um sistema de coordenadas onden =

(0, 0, n). Implementando agora (4.3.58) na Eq. (4.3.54), a condi•‹o Mij E j = 0 fornece modos de

propaga•‹o genŽricos

E =

/

0
1

Ex

Ey

0

2

3
4 , (4.3.59)

que representam campos transversais com polariza•‹o n‹o deÞnida (linear, circular ou el’ptical). ƒ

interessante observar que somente um ’ndice de refra•‹o foi determinado e o mesmo n‹o depende

da dire•‹o de propaga•‹o, indicando sinal de isotropia no sistema. Isso nos permite interpretar a

dire•‹o d como eixo —ptico do meio.

4.3.2.2 Configuração d-transversal

Podemos construir o casod-transversal escrevendo,

d = ( d1, d2, 0), n = (0 , 0, n), (4.3.60)

que implica emn ád = 0. Assim, teremoss = 1 e N = µ#+ |÷%|2µ2d4/ 2 de forma que (4.3.55) Ž

lida como

n2
± = µ#+

µ2|÷%|2d4

2
± | ÷%|d2

;

µ#+
µ2|÷%2d4

4
, (4.3.61)

ou

n± =

;

µ#+
µ2|÷%|2d4

4
±

µ|÷%|d2

2
. (4.3.62)

Para o c™mputo dos modos de propaga•‹o, iniciamos implementando (4.3.60) na matriz (4.3.54),

o que fornece

[Mij ] =

/

0
1

n2
± ! µ#+ 7n ± ! µn± ( ÷&d2

2 + ÷%d21) 0

µn± ( ÷&d2
1 + ÷%d22) n2

± ! µ#! 7n ± 0

0 0 ! µ#

2

3
4 , (4.3.63)
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em que

7 = µ(÷%! ÷&)d1d2 = 2µ÷%#d1d2. (4.3.64)

Utilizando agora (4.3.62), reescrevemos a (4.3.61) como

n2
± = µ#± µ|÷%|d2n± . (4.3.65)

Assim, substituindo (4.3.65) na Eq. (4.3.63), a condi•‹o Mij E j = 0 resulta em

E± = E0

/

0
0
0
1

1
µ( ÷&d2

1 + ÷%d22)
7 , µ|÷%|d2

0

2

3
3
3
4

, (4.3.66)

com E0 sendo uma amplitude apropriadamente escolhida. Parad1 = 0, tem-se

E± = E0

/

0
0
1

1

,
÷%

|÷%|
0

2

3
3
4 =

1
)

2

/

0
0
0
1

1

,
÷%#+ i÷%##

|÷%|
0

2

3
3
3
4

, (4.3.67)

que representa polariza•›es lineares para%# &= 0, ÷%##= 0, ou polariza•›es circulares para÷%# = 0,

%##&= 0.

A birrefring•ncia Ž um efeito esperado nessa conÞgura•‹o, uma vez que a Eq. (4.3.62) exibe dois

’ndices de refra•‹o reais e distintos. Os modos (4.3.67) s‹o genŽricos, entretanto, n‹o representam

necessariamente vetores RCP ou LCP, de forma que a birrefring•ncia n‹o pode ser sempre descrita

em termos do poder de rota•‹o [vide (2.3.26)]. De fato, para%# &= 0 e %##&= 0, pode-se caracterizar

a birrefring•ncia em termos da diferen•a de fase0 , dada por

0 =
21
20

l(n+ ! n! ), (4.3.68)

onde20 Ž o comprimento de onda (no v‡cuo) da luz incidente el Ž a espessura do meio ou dist‰ncia

percorrida pela onda. Usando (4.3.62), encontramos a seguinte diferen•a de fase por unidade de

comprimento:

0
l

=
21
20

µ|÷%|d2. (4.3.69)

Para %# = 0 e %##&= 0, os modos da Eq. (4.3.67) simpliÞcam-se em vetores RCP e LCP, situa•‹o

em que a birrefring•ncia pode ser avaliada por meio do poder rota•‹o [vide (2.3.26)]. Nesse caso,
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utilizando (4.3.62), obtemos

' = ! ,
µ|÷%|d2

2
. (4.3.70)

Como a diferen•a de fase (4.3.69) e o poder de rota•‹o (4.3.70) dependem do m—dulo de÷%, a

birrefring•ncia ocorre independentemente da natureza dos par‰metros magnetoelŽtricos (reais ou

complexos). Essa Ž uma importante distin•‹o em rela•‹o ao caso bi-isotr—pico da Sec.4.3.1, no

qual a birrefring•ncia ocorre somente quando a parte imagin‡ria de÷%Ž n‹o-nula.

4.3.2.3 Configuração d-genérico

Vamos analizar um caso combinado onde o vetord possui componentes longitudinal e ortogonal

em rela•‹o ˆ dire•‹o de propaga•‹o n, adotada em (4.3.60). Assim, prop›e-se

d = (0 , d2, d3). (4.3.71)

Os ’ndices de refra•‹o (4.3.55) s‹o reescritos na forma

n2
± =

1
s

(µ#+ ; ± sin2 ) ), (4.3.72)

com s dado por (4.3.57) e ; ± deÞnido como

; ± =
µ2|÷%|2d4

2
± µ|÷%|d2

;

µ#+
µ2|÷%|2d4

4
. (4.3.73)

A matriz ( 4.3.54) Ž dada agora por

[M ij ] =

/

0
1

n2
3 ! µ# ! µ ÷&d2

2n3 ! µ ÷&d2d3n3

+ µ÷%d22n3 n2
3 ! µ# 0

+ µ÷%d2d3n3 0 ! µ#

2

3
4 , (4.3.74)

na qual se utilizou (4.3.71). A Eq. (4.3.72) pode ser lida como

n2
± = µ#+

1
5±

, (4.3.75)

onde se deÞne

5± =
s
µ#

(1 ! s) + ; ± sin2 ). (4.3.76)
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Substituindo (4.3.75) na matriz (4.3.74), o c™mputo deMij E j = 0 fornece

E± = E0

/

0
1

1

! µ (÷%#+ i÷%##) d2
2n± 5±

+ (÷%#+ i÷%##) d2d3n± /#

2

3
4 . (4.3.77)

Diferentemente dos casos particularesd-longitudinal e d-transversal, os modos (4.3.77) s‹o dotados

de uma componente longitudinal, sendo essa uma propriedade dessas solu•›es gerais para) &= 0

ou ) &= 1/ 2.

A polariza•‹o dos modos (4.3.77) Ž lida a partir do setor transversal da matriz, ou seja, as duas

primeiras componentes. A parte transversal da Eq. (4.3.77) n‹o representa onda LCP nem RCP,

sendo linearmente polarizada (para%# &= 0, ÷%##= 0) ou elipticamente polarizada (para÷%# = 0,

%##&= 0). Portanto, a birrefring•ncia Ž avaliada por meio da diferen•a de fase0 . Logo, utilizando

(4.3.56), a Eq. (4.3.68) resulta em

0 =
41l
20

;
N ! µ#

)
s

2s
. (4.3.78)

Na Fig. 4.4, plotamos a Eq. (4.3.78) em termos do ‰ngulo) e da magnitude do par‰metro mag-

netoelŽtrico ÷%, que controlam a anisotropia do sistema.

Figura 4.4: Fator de defasagem (diferen•a de fase por unidade de comprimento) da Eq. (4.3.78)
em termos de) e |÷%|. Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2 e d = 1.

Observamos que a birrefring•ncia assume valor m‡ximo para) = 1/ 2, que corresponde exata-

mente ˆ conÞgura•‹o em quen+ apresenta valor m‡ximo en! expressa valor m’nimo.

4.3.2.4 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

O cen‡rio bi-anisotr—pico simŽtrico, dado nas Eqs. (4.3.45) e (4.3.46), leva a uma equa•‹o

de dispers‹o anisotr—pica, contendo produtos escalar e vetorial entre o vetord e a dire•‹o de

propaga•‹o n. Dessa forma, a rela•‹o de dispers‹o se torna dependente das componentes de
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ambos os vetores. De fato, da Eq. (4.3.54) podemos escrever

)
k2 ! µ#, 2

*2
!

µ
#

|÷%|2
-
µ#, 2d2 ! (k ád)2

. -
d2k2 ! (d ák)2

.
= 0, (4.3.79)

que fornece

, 4 ! 2, 2

B
k2

µ#
+

|÷%|2d2

2#2

-
d2k2 ! (d ák)2

.
C

+
µ
#

|÷%|2

µ2#2
(k ád)2

-
d2k2 ! (d ák)2

.
+

k4

µ2#2
= 0. (4.3.80)

Resolvendo em, , obtemos

, 2
± =

k2

µ#
+

|÷%|2d2

2#2

-
d2k2 ! (d ák)2

.
±

|÷%|
#

-
d2k2 ! (d ák)2

.
<

1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
, (4.3.81)

, 2
± =

k2

µ#
+

|÷%|
#

-
d2k2 ! (d ák)2

.
>

|÷%|d2

2#
±

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?

. (4.3.82)

As velocidades de fase de cada modo,, + e , ! , ser‹o dadas por

vph( ± ) %
, ±

k
=

DE
E
F 1

µ#
+

|÷%|
#

+
d2 ! (d áök)2

,
!

|÷%|d2

2#
±

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

"

, (4.3.83)

sendo v‡lidas para o caso geral, onde o vetord pode possuir componentes longitudinal e ortogonal

ˆ dire•‹o de propaga•‹o.

Para o casod-longitudinal, em qued áök = d, temos

vlong.
ph( ± ) =

1
)

µ#
. (4.3.84)

Na conÞgura•‹od-transversal, valed áök = 0, de forma que a Eq. (4.3.83) resulta em

vtrans .
ph( ± ) =

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
±

|÷%|d2

2#
. (4.3.85)

Para se determinar as velocidades de grupo, podemos efetuar uma diferencia•‹o impl’cita na

(4.3.81), uma vez que a mesma contŽm o produto escalar envolvendo a dire•‹o de propaga•‹o,ök.

Teremos ent‹o

2, ±
", ±

"k i
GHIJ
$ vi

g( ± )

=
%

2kj "k j

"k i

&
+

#
d2

%
2kj "k j

"k i

&
! 2(d ák)dj "k j

"k i

$>
|÷%|2d2

2#2
±

|÷%|
#

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?

,

(4.3.86)
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mas ,k j

,k i = ' ij , ent‹o obtemos

2, ± vi
g(± ) =

2ki

µ#
+

|÷%|
#

-
2d2ki ! 2(d ák)di

.
>

|÷%|d2

2#
±

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?

, (4.3.87)

vi
g(± ) =

1
, ±

K
ki

µ#
+

|÷%|
#

-
d2ki ! (d ák)di

.
>

|÷%|d2

2#
±

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?L

. (4.3.88)

Note que as velocidades de grupo (4.3.88) dependem das componentes dos vetoresd e k e da

dire•‹o relativa entre ambos,(d ák). Tal anisotropia n‹o Ž observada, como esperado, no cen‡rio

isotr—pico [vide Eq. (4.3.29)].

Para o casod-longitudinal, temos k e d apontando na mesma dire•‹o. Assim, observamos

que, no segundo termo de (4.3.88), o fator dependente das componentes ded e k simpliÞca-se em:

d2ki ! (d ák)di = d2ki ! dkdi = d2köei ! dk(döei ) = d2köei ! d2köei = 0, em queöei representa uma

dire•‹o de propaga•‹o arbitr‡ria. Dessa forma, a Eq. (4.3.82) resulta em

, 2
± (long .) =

k2

µ#
' , ± (long .) =

k
)

µ#
. (4.3.89)

Consequentemente a velocidade de grupo (4.3.88) ser‡

vi (long .)
g(± ) =

)
µ#
k

ki

µ#
=

1
)

µ#
ki

k
' v long.

g(± ) =
1

)
µ#

ök. (4.3.90)

No casod-transversal, valed ák = 0. Logo, a Eq. (4.3.82) fornece

, 2
± (trans .) = k2

>
1
µ#

+
|÷%|2d4

2#2
±

|÷%|d2

#

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?

, (4.3.91)

, 2
± (trans .) = k2

><
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
±

|÷%|d2

2#

?2

. (4.3.92)

A velocidade de grupo (4.3.88) nesse caso ser‡ dada por

vi (trans .)
g(± ) =

ki

, ± (trans .)

>
1
µ#

+
|÷%2d4

2#2
±

|÷%|d2

#

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2

?

, (4.3.93)

vi (trans .)
g(± ) =

ki

, ± (trans .)

><
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
±

|÷%|d2

2#

?2

, (4.3.94)

que pode ser simpliÞcada utilizando-se a (4.3.92), resultando em

vi (trans .)
g(± ) =

ki

k

><
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
±

|÷%|d2

2#

?

' v trans .
g(± ) =

><
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
±

|÷%|d2

2#

?

ök. (4.3.95)
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O comportamento da velocidade de grupo (4.3.95) em termos do par‰metro magnetoelŽtrico,

÷%, Ž ilustrado na Fig. 4.5.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

����̃ ��

vg
trans.

Figura 4.5: Velocidades de grupovg(± ) do casod-transversal. A curva azul e ponto-tracejada
representavg(! ) , enquanto a curva em vermelho ilustravg(+) . A linha tracejada vertical indica o
valor de |÷%| = 1, de acordo com (4.3.98), acima do qualvg(+) > 1. Aqui, utilizamos µ = 1, #= 2 e
d = 1.

Notamos quevg(+) > 1 ocorre para determinados valores de|÷%|, isto Ž, para|÷%| > %c, sendo%c

o valor cr’tico no qual vg(+) = 1. De forma geral, utilizando a Eq. (4.3.95), podemos determinar

uma rela•‹o entre os par‰metros constitutivos que, quando satisfeita, geravg(+) > 1. Assim, temos

<
1
µ#

+
|÷%|2d4

4#2
+

|÷%|d2

2#
> 1, (4.3.96)

que, ap—s algumas simpliÞca•›es, fornece:

|÷%| > %c, (4.3.97)

em que deÞnimos

%c =
µ#! 1

µd2
. (4.3.98)

Portanto, para |÷%| > %c, observamos velocidade de grupovg(+) > 1. Esse modo est‡ associado ao

’ndice de refra•‹on! da Fig. 4.2que, para a conÞgura•‹o transversal) = 1/ 2, assume valoresn < 1

ˆ medida em que o par‰metro|÷%| cresce. ƒ importante estar atento ao subscritos(± ) utilizados

para distinguir n± e vg(± ) . A associa•‹o entre essas quantidades deve ser feita da seguinte forma:

os modos propagantes(± ) com ’ndices de refra•‹on± est‹o relacionados ˆs velocidades de grupo

vg(%) . Esse detalhe de nota•‹o pode ser rapidamente simpliÞcado trocando-se o sinal(± ) no œltimo

termo da (4.3.81). Dessa forma, a associa•‹o entre as quantidades analisadas aqui ocorre de forma

direta: n± est‡ associado avg(± ) .
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A seguir, determinaremos o vetor de Poynting (4.2.2) para o cen‡rio simŽtrico. Partindo da

rela•‹o constitutiva ( 4.3.46), escrevemos

H =
1
µ

(n $ E) + ÷&d(d áE), (4.3.99)

na qual utilizamosB = n $ E. Substituindo (4.3.99) na (4.2.2), obtŽm-se

S =
1

2µ
[E $ (n $ E" )] +

÷&"

2
(E $ d)(d áE" ), (4.3.100)

que resulta em

S =
1

2µ
n|E|2 !

1
2µ

(n áE)E" +
÷&"

2
(E $ d)(d áE" ). (4.3.101)

Substituindo a primeira rela•‹o da (4.3.46) na lei de Gauss, temos

#k áE + ÷%(k ád)(d áB) = 0 , (4.3.102)

que, por meio dek = , n e B = n $ E, fornece

(n áE) = !
÷%
#

(n ád) [d á(n $ E)] , (4.3.103)

(n áE) = !
÷%
#

(n ád) [E á(d $ n)] . (4.3.104)

Assim, o vetor de Poynting (4.3.101) Ž dado por

S =
1

2µ
n|E|2 +

÷%
2µ#

(n ád) [E á(d $ n)] E" +
÷&"

2
(E $ d)(d áE" ). (4.3.105)

Para simpliÞcar tal express‹o, usamos÷&" = ! ÷%= ! ÷%#! i÷%##e

E = E#+ i E##, (4.3.106)

sendoE# = Re[E] eE##= Im[ E], comE#eE##reais. Implementando ent‹o (4.3.106) na Eq. (4.3.105),
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teremos

S =
1

2µ
n|E|2 +

÷%#

2µ#
(n ád)

M
E#[E#á(d $ n)] + E##[E##á(d $ n)]

N
+

!
÷%##

2µ#
(n ád)

M
E#[E##á(d $ n)] ! E##[E#á(d $ n)]

N
!

÷%#

2

+
(d áE#)(E#$ d) + ( d áE##)(E##$ d)

,
+

+
÷%##

2

+
(d áE#)(E##$ d) ! (d áE##)(E#$ d)

,
+ i

÷%#

2µ#
(n ád)

M
E#[E##á(d $ n)] ! E##[E#á(d $ n)]

N
+

+ i
÷%##

2µ#
(n ád)

M
E#[E#á(d $ n)] + E##[E##á(d $ n)]

N
!

i
2

÷%#
+

(d áE#)(E##$ d) ! (d áE##)(E#$ d)
,

+

!
i
2

÷%##[(d áE#)(E#$ d) + ( d áE##)(E##$ d)] . (4.3.107)

Tomando a parte real da Eq. (4.3.107), encontramos a mŽdia temporal do vetor de Poynting, ou

seja,

3S4=
1

2µ
n|E|2 +

÷%#

2µ#
(n ád)

M
E#[E#á(d $ n)] + E##[E##á(d $ n)]

N
+

!
÷%##

2µ#
(n ád)

M
E#[E##á(d $ n)] ! E##[E#á(d $ n)]

N
!

÷%#

2

+
(d áE#)(E#$ d)+

+ ( d áE##)(E##$ d)
,

+
÷%##

2

+
(d áE#)(E##$ d) ! (d áE##)(E#$ d)

,
. (4.3.108)

Observamos que o ßuxo de energia n‹o Ž paralelo ˆ dire•‹o de propaga•‹o,n. Depende das dire•›es

relativas entre o vetor constitutivo, d, e a dire•‹o de propaga•‹o,n, e o campo elŽtrico. Para os

cen‡rios discutidos anteriormente, temosd $ n = 0 para a conÞgura•‹od-longitudinal, enquanto

para o casod-transversal, valen ád = 0. Assim, a Eq. (4.3.109) simpliÞca-se em

3S4=
1

2µ
n|E|2 !

÷%#

2

+
(d áE#)(E#$ d) + ( d áE##)(E##$ d)

,
+

+
÷%##

2

+
(d áE#)(E##$ d) ! (d áE##)(E#$ d)

,
, (4.3.109)

sendo v‡lida para ambos os casosd-longitudinal e d-transversal.

4.3.3 Caso bi-anisotrópico antissimétrico

Examinaremos a seguir o cen‡rio no qual os par‰metros magnetoelŽtricos s‹o descritos por

tensors antissimŽtricos, escritos como

%ij = #ijk ak, &kn = #knr br , (4.3.110)

em quea = ( ax , ay, az) e b = ( bx , by, bz) s‹o, em princ’pio, 3-vetores complexos Þxos, que in-

troduzem dire•›es privilegiadas no sistema, enquanto#ijk representa o s’mbolo de Levi-Cevita

tridimensional. Para que a rela•‹o (4.2.11) continue v‡lida, os vetores utilizados em (4.3.110)
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devem satisfazer

b" = a. (4.3.111)

Dessa forma, as rela•›es constitutivas desse cen‡rio assumem a forma

D = #E + a $ B, H =
1
µ

B + b $ E. (4.3.112)

Na literatura, rela•›es constitutivas an‡logas ˆ Eq. (4.3.112) possuem aplica•‹o na descri•‹o de

sistemas de g‡s de elŽtrons [73] e na investiga•‹o da propaga•‹o eletromagnŽtica em meios de-

pendentes do tempo (com acoplamento magnetoelŽtrico antissimŽtrico e permissividade elŽtrica

isotr—pica dependente do tempo) [74].

Substituindo (4.3.110) na Eq. (4.3.4), obtŽm-se

ø#ij =
%

#+ i
-
,

!
a ák

,
!

b ák
,

&
' ij +

bi kj

,
+

aj ki

,
, (4.3.113)

onde observamos o surgimento de termos que dependem de dire•›es, ou seja,(a ák), (b ák), ai kj

e aj ki , que tambŽm contribuem para a matriz[M ij ], dada por

[M ij ] = N + µ[(a + b) án]13& 3 ! µ (A + B) , (4.3.114)

com N dado em (4.3.51), e

A = diag
'

(b1 + a1)n1, (b2 + a2)n2, (b3 + a3)n3

(
, (4.3.115)

B =

/

0
1

0 b1n2 + a2n1 b1n3 + a3n1

b2n1 + a1n2 0 b2n3 + a3n2

b3n1 + a1n3 b3n2 + a2n3 0

2

3
4 . (4.3.116)

O c‡lculo dedet[M ij ] = 0 resulta na seguinte rela•‹o de dispers‹o (com- = 0)

0 =
-
n2 ! µ#+ µ(c án)

. M-
n2 ! µ#+ µ(c án)

.
+

µ
#

-
(a áb)n2 ! (a án)(b án)

.N
, (4.3.117)

sendoc = a + b.

Sendo os vetoresa e b complexos, podemos escrever

a = a#+ i a##, b = b#+ i b##. (4.3.118)

A restri•‹o imposta por ( 4.3.111) leva a

a# = b#, a##= ! b##. (4.3.119)
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Consequentemente, podemos simpliÞcar alguns termos da Eq. (4.3.117), ou seja,

(a + b) án = 2( a#án), (4.3.120a)

(a án)(b án) = ( a#án)2 + ( a##án)2, (4.3.120b)

a áb = a#2 + a##2 = |a|2. (4.3.120c)

Iremos supor que o vetora satisfaza#án = a#n cos) , a##án = a##n cos) , sendoa# e a##paralelos.

Dessa forma, a complicada rela•‹o de dipers‹o (4.3.117) nos fornece

-
n2 ! µ#+ 2µa#n cos)

.
= 0, (4.3.121)

-
n2

)
#+ µ|a|2 sin2 )

*
+ 2µ#a#n cos) ! µ#2

.
= 0, (4.3.122)

a partir das quais obtemos os ’ndices de refra•‹o (positivos), dados por

n(1) = µ
=

a#2 cos2 ) + #/µ ! µa#cos), (4.3.123)

n(2) =
1
r

%A
µ#+ µ2a#2 + µ2a##2 sin2 ) ! µa#cos)

&
, (4.3.124)

com

r = 1 +
µ
#

|a|2 sin2 ), (4.3.125)

em que) designa o ‰ngulo entrea#, a##e a dire•‹o de propaga•‹o,n.

Nas Eqs. (4.3.123) e (4.3.124), consideramos as solu•›es (positivas) que reproduzem ’ndices de

refra•‹o de um dielŽtrico ordin‡rio no limite em que os par‰metros magnetoelŽtricos s‹o nulos, ou

seja,n(1,2) /'
)

µ# quandoa# /' 0 e a##/' 0.

O comportamento dos ’ndices (4.3.123) e (4.3.124) em termos de) . [0, 1] e a# . [0, 1] est‡

representado nas Figs.4.6 e 4.7, respectivamente, onde consideramosµ = 1, #= 2, a##= 1. Como

n(1) depende apenas dea#, n‹o apresentando depend•ncia em|a| ou a##(como ocorre emn(2) ),

escolhemosa##= 1 e implementamos|a|2 = 1 + a#2 em n(2) para construir o gr‡Þco. Dessa forma,

os ’ndicesn(1) e n(2) apresentar‹o depend•ncia apenas em(a#, ) ), facilitando a compara•‹o entre

os seus perÞs gr‡Þcos.

O efeito de anisotropia se manifesta atravŽs da depend•ncia den(1,2) com o ‰ngulo) . Observa-

se que ambosn(1,2) apresentam um valor m‡ximo para a dire•‹o) = 1. Notamos ainda que, para

a# = 0, decorren(1) /'
)

µ#, enquanto

n(2) /'
1

1 + ( µ/#)a##2 sin2 )

A
µ#+ µ2a##2 sin2 ), (4.3.126)

o que justiÞca a o perÞl n‹o-linear emn(2) para a# = 0 na Fig. 4.7. Isso acontece porque|a|2 =

a#2 + a##2, e escolhemosa##= 1 para que os plots das Figs.4.6 e 4.7 exibissem a depend•ncia de

n(1,2) em a#. Essa diferen•a de comportamento ema# = 0 Ž ilustrada na Fig.4.8.
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Figura 4.6: êndice de refra•‹o n(1) da
Eq. (4.3.123).

Figura 4.7: êndice de refra•‹o n(2) da
Eq. (4.3.124).

! ��

!
��

!"!

!"#

$"!

$"#

%"!

��

!

Figura 4.8: Compara•‹o entre os ’ndices de refra•‹on(1) e n(2) para a# = 0. A linha vermelha
representan(1) , enquanto a curva azul ponto-tracejada indican(2) .

A seguir, investigaremos duas conÞgura•›es particulares entrea e n: conÞgura•›es i) a-

ortogonal e ii) a-longitudinal.

4.3.3.1 Configuração a-ortogonal

Para o caso ortogonal, temosa án = 0 ou ) = 1/ 2. Assim, a rela•‹o de dispers‹o fornece dois

’ndices de refra•‹o,

n(1) =
)

µ#, (4.3.127)

n(2) =
)

µ#
A

1 + ( µ/#)|a|2
, (4.3.128)
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que s‹o reais e positivos. Nesse caso, h‡ birrefring•ncia sem ocorr•ncia de absor•‹o.

Para determinarmos os modos propagantes, escolhemos novamente um sistema de coordenadas

em quen = (0 , 0, n). Transversal a essa dire•‹o de propaga•‹o, podemos estabelecera = ( a1, a2, 0),

de forma que a matriz (4.3.114) simpliÞca-se em

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ# 0 ! µa"
1n

0 n2 ! µ# ! µa"
2n

! µa1n ! µa2n ! µ#

2

3
4 , (4.3.129)

em que utilizamosb = a" . Utilizando (4.3.127), a equa•‹o Mij E j = 0 conduz ao seguinte modo

de propaga•‹o transversal:

E(1) =
1

|a|

/

0
1

a2

! a1

0

2

3
4 , (4.3.130)

com |a| =
=

|a1|2 + |a2|2. Substituindo agora (4.3.128) na Eq. (4.3.129), obtemos

/

0
1

! µ#fa 0 ! µa"
1n3

0 ! µ#fa ! µa"
2n3

! µa1n3 ! µa2n3 ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (4.3.131)

cuja solu•‹o Ž dada por

E(2) =
1

|a|
)

1 + f a

/

0
1

a"
1

a"
2

!| a|
)

f a

2

3
4 , (4.3.132)

onde

f a =
(µ/#)|a|2

1 + ( µ/#)|a|2
. (4.3.133)

Observe que a Eq. (4.3.132) representa um modo misto, ou seja, dotado de uma parte transversal e

uma componente longitudinal, relativas ˆ dire•‹o de propaga•ao escolhidan = (0 , 0, n). Nesse caso,

n‹o Ž poss’vel determinar um modo transversal puro para o campo elŽtricoE(2) , pois a componente

longitudinal permance casoa1 = 0 ou a2 = 0. O modo transversalE(1) e o setor transversal deE(2)

podem exibir polariza•‹o linear, circular ou el’pica. De fato, pode-se escrever as componentes de

a comoa1 = ( a#
1 + i a##

2), a2 = ( a#
2 + i a##

2). Assim, paraa##
1 = a##

2 = 0 ou a#
1 = a#

2 = 0, a Eq. (4.3.130)

e a parte transversal de (4.3.132) resultam em modos linearmente polarizados. Por outro lado,

para a#
1 = a##

2 = 0 ou a##
1 = a#

2 = 0, isto Ž, para(a1 = a#
1, a2 = i a##

2) ou (a1 = i a##
1, a2 = a#

2), tem-se

polariza•‹o el’ptica. Modos circularmente polarizados somente ocorrem quando (a#
1 = a##

2 = 0 e

a#
2 = a##

1) ou (a##
1 = a#

2 = 0 e a#
1 = a##

2).

89



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

Uma vez que determinamos os ’ndices de refra•‹o, (4.3.127) e (4.3.128), e os correspondentes

modos propagantes, podemos discutir os efeitos f’sicos na propaga•‹o de ondas. No caso em que

os modos s‹o linearmente ou elipticamente polarizados, a birrefring•ncia Ž avaliada em termos da

diferen•a de fase,

0 =
21
20

l[n(1) ! n(2) ]. (4.3.134)

Assim, para os ’ndices (4.3.127) e (4.3.128), a diferen•a de fase por unidade de comprimento Ž

dada por

0
l

=
21
20

)
µ#

>

1 !
1

=
1 + ( µ/#)|a|2

?

, (4.3.135)

que, no limite (µ/#) 0 1 simpliÞca-se em

0
l

=
1µ|a|2

20
. (4.3.136)

4.3.3.2 Configuração a-longitudinal

Consideremos agora o caso em que o vetora aponta na mesma dire•‹o de propaga•‹o,aán = an.

Consequentemente, a rela•‹o de dispers‹o (4.3.117) Ž escrita como

)
n2 + 2µa#n ! µ#

*2
= 0, (4.3.137)

que envolve o quadrado de um polin™mio de segundo grau emn. Assim, h‡ um ’ndice de refra•‹o

duplamente degenerado, dado por

n =
=

µ#+ µ2a#2 ! µa#. (4.3.138)

A solu•‹o ( 4.3.138) corresponde exatamente a (4.3.123) e (4.3.124) para ) = 0, como esperado.

Determinamos os modos de propaga•‹o considerandon ao longo do eixoz, isto Ž,n = (0 , 0, n),

e a = b" = (0 , 0, a#
3 + i a##

3). Dessa forma, a matriz (4.3.114) se torna

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ#+ A 0

0 n2 ! µ#+ A 0

0 0 ! µ#

2

3
4 , (4.3.139)

com A = 2µna#
3. Utilizando (4.3.138), a equa•‹o Mij E j = 0 proporciona modos transversais
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genŽricos,

E =

/

0
1

Ex

Ey

0

2

3
4 , (4.3.140)

em queEx e Ey s‹o arbitr‡rios. A solu•‹o (4.3.140) pode representar modo de polariza•‹o linear,

circular ou el’ptico, dependendo da natureza e da rela•‹o entreEx e Ey. Como essa rela•‹o

n‹o Ž fornecida pelas caracter’sticas analisadas atŽ o presente momento, podemos aÞrmar que

a conÞgura•‹o a-longitudinal permite, em princ’pio, qualquer tipo de polariza•‹o. AlŽm disso,

somente um ’ndice de refra•‹o foi obtido, sem sinal de birrefring•ncia. Portanto, conclu’mos que

a dire•‹o a deÞne o eixo —ptico do meio.

4.3.3.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Partindo das rela•›es de dispers‹o em (4.3.117) e fazendo uso das express›es dadas em (4.3.120),

obtemos express›es do tipof (,, k) = 0 , dadas a seguir:

, 2 ! 2
,
#

(a#ák) !
k2

µ#
= 0, (4.3.141)

, 2 ! 2
,
#

(a#ák) !
%

1
µ#

+
|a|2

#2

&
k2 +

(a#ák)2

#2
+

(a##ák)2

#2
= 0. (4.3.142)

ƒ importante mencionar que a (4.3.141) fornece o ’ndice de refra•‹on(1) da Eq. (4.3.123), enquanto

a (4.3.142) resulta no ’ndicen(2) da Eq. (4.3.124). Uma vez que as equa•›es acima envolvem pro-

dutos escalares entre os vetores constitutivos e a dire•‹o de propaga•‹o, Ž necess‡rio certo cuidado

ao se derivar as velocidades de fase e de grupo, tal como Þzemos na Se•‹o4.3.2.4. Resolvendo a

primeira equa•‹o de dispers‹o (4.3.141), temos

, ± = ±

<
k2

µ#
+

(a#ák)2

#2
+

(a#ák)
#

. (4.3.143)

Observamos que, ! < 0, sendo um modo inst‡vel, enquanto o modo est‡vel Ž descrito por, + > 0.

Consideraremos ent‹o, + e denominaremos, + % , (1) . A velocidade de fase ser‡ dada ent‹o por

vph(1) =
, (1)

k
=

<
1
µ#

+
(a#áök)2

#2
+

(a#áök)
#

, (4.3.144)

vph(1) =

<
1
µ#

+
a#2

#2
cos2 ) +

a#

#
cos), (4.3.145)

91



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

em que usamosk = kök. A velocidade de grupo Ž calculada fazendo,

vi
g(1) =

", (1)

"k i
=

1
2

#
k2

µ#
+

(a#ák)2

#2

$! 1/ 2 #
1
µ#

%
kj "k j

"k i
+

"k j

"k i
kj

&
+ 2

(a#ák)
#2

a#j "k j

"k i

$
+

a#j

#
"k j

"k i
,

(4.3.146)

que fornece

vi
g(1) = f a"

#
ki

µ#
+

(a#ák)a#i

#2

$
+

a#i

#
' vg(1) = f a"

#
k
µ#

+
(a#ák)

#2
a#

$
+

a#

#
, (4.3.147)

sendo

f a" =
1

A
k 2

µ- + (a"ák )2

-2

. (4.3.148)

A partir da segunda equa•‹o de dispers‹o, dada na Eq. (4.3.142), obtemos

, ± = ±

< %
1
µ#

+
|a|2

#2

&
k2 !

(a##ák)2

#2
+

(a#ák)
#

. (4.3.149)

Sendo assim, consideramos a solu•‹o, + , que satisfaz, + > 0, e tambŽm, + % , (2) .

A velocidade de fase associada ser‡ dada por

vph(2) =
, (2)

k
=

<
1
µ#

+
|a|2

#2
!

(a##áök)2

#2
+

(a#áök)
#

. (4.3.150)

Enquanto a velocidade de grupo Ž obtida fazendo

vi
g(2) =

", (1)

"k i
=

1
2

#%
1
µ#

+
|a|2

#2

&
k2 !

(a##ák)2

#2

$! 1/ 2 #%
1
µ#

+
|a|2

#2

& %
2

"k j

"k i
kj

&
+

!
2(a##ák)

#2
a##j "k j

"k i

$
+

a#j

#
"k j

"k i
, (4.3.151)

que fornece

vi
g(2) = f a""

#%
1
µ#

+
|a|2

#2

&
ki !

(a##ák)
#2

a##i

$
+

a#i

#
, (4.3.152)

vg(2) = f a""

#%
1
µ#

+
|a|2

#2

&
k !

(a##ák)
#2

a##

$
+

a#

#
, (4.3.153)
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com

f a"" =
1

; '
1
µ- + |a|2

-2

(
k2 ! (a""ák )2

-2

. (4.3.154)

Para os casos particulares estudados anteriormente, teremos:

¥ Para a-ortogonal ondea#ák = 0, a##ák = 0, a Eq. (4.3.143) fornece:

vorto .
ph(1) =

1
)

µ#
, vorto .

g(1) =
1

)
µ#

ök ' vorto .
g(1) =

1
)

µ#
. (4.3.155)

Para o modo associado a, (2) , a Eq. (4.3.149) leva a

vorto .
ph(2) =

<
1
µ#

+
|a|2

#2
, vorto .

(2) =

<
1
µ#

+
|a|2

#2
ök. (4.3.156)

O m—dulo devorto .
g(2) ser‡ dado por

vorto .
g(2) =

<
1
µ#

+
|a|2

#2
. (4.3.157)

¥ Para o casoa-longitudinal, em quea#ák = a#k e a##ák = a##k, obtemos

vlong.
ph(1) =

<
1
µ#

+
a#2

#2
+

a#

#
, v long.

g(1) = f a"

%
k
µ#

+
a#k
#

a#

&
+

a#

#
, f a" =

1
A

k2

µ- + a"2k2

-2

, (4.3.158)

sendo o m—dulo da velocidade de grupo dado por

vlong.
g(1) =

<
1
µ#

+
a#2

#2
+

a#

#
. (4.3.159)

Temos ainda as velocidades para o segundo modo, ou seja,

vlong.
ph(2) =

<
1
µ#

+
a#2

#2
+

a#

#
, v long.

g(2) = f a""

#%
1
µ#

+
|a|2

#2

&
k !

a##k
#2

a##

$
+

a#

#
, (4.3.160)

com

f a"" =
1

; '
1
µ- + |a|2

-2

(
k2 ! a""2k2

-2

. (4.3.161)
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O m—dulo dev long.
g(2) Ž dado por

vlong.
g(2) =

<
1
µ#

+
a#2

#2
+

a#

#
. (4.3.162)

ƒ importante mencionar que as velocidade de grupovg(1,2), em ambos os casosa-ortogonal e

a-longitudinal, s‹o independentes dek e , , sendo uma consequ•ncia das conÞgura•›es adotadas.

O comportamento das velocidades de grupo de ambos os casos longitudinal e ortogonal Ž

ilustrado na Fig. 4.9 em termos do par‰metroa#.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

a'

vg

Figura 4.9: Velocidades de grupo dos casosa-longitudinal e a-ortogonal. A curva azul (s—lida) re-
presentavlong.

g(1) da Eq. (4.3.159) e tambŽmvlong.
g(2) da Eq. (4.3.162). As linhas em vermelho (tracejada)

e verde (ponto-tracejada) indicamvorto .
g(1) da œltima rela•‹o da Eq. (4.3.155) e vorto .

g(2) da Eq. (4.3.157),
respectivamente. As linhas tracejadas verticais indicam os valores dea# . { 1/ 2, 1} acima dos quais
as velocidades de grupo se tornam maior que 1, como indicado nas Eqs. (4.3.163) e (4.3.165). Aqui
utilizamos µ = 1, #= 2 e a##= 1.

Observamos que as velocidades de grupo assumem valores maiores do que 1 para determinada

faixa de valores do par‰metro magnetoelŽtrico que se inicia acima de determinado valor cr’tico.

De fato, temosvlong.
g(1,2) > 1 quando

a# > a #long.
c , (4.3.163)

sendo

a#long.
c =

µ#! 1
2µ

. (4.3.164)

Enquanto vorto .
g(2) > 1 ocorre para

a# > a #orto .
c(2) , (4.3.165)

94



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

onde

a#orto .
c(2) =

;
#
µ

(µ#! 1) ! a##2. (4.3.166)

Seguindo nossas an‡lises, determinaremos a seguir a dire•‹o do ßuxo de energia para o cen‡rio

bi-anisotr—pico antissimŽtrico. Inicialmente, partimos da rela•‹o (4.3.112) e escrevemos

H " =
1
µ

(n $ E" ) + a $ E" , (4.3.167)

em que usamosb" = a. Substituindo agora (4.3.167) na Eq. (4.2.2), obtemos

S =
1

2µ
E $ (n $ E" ) +

1
2

E $ (a $ E" ). (4.3.168)

Em componentes, a (4.3.168) Ž lida como

Si =
1

2µ
#ijk E j #kmn nmE " n +

1
2

#ijk E j #kmn amE " n , (4.3.169)

cuja simpliÞca•‹o leva a

Si =
1

2µ

-
ni E j E " j ! nj E j E " i

.
+

1
2

-
ai E j E " j ! aj E j E " i

.
, (4.3.170)

ou ainda,

S =
1

2µ
(n + µa)|E|2 !

1
2µ

(n áE)E" !
1
2

(a áE)E" . (4.3.171)

Notamos que a dire•‹o do ßuxo de energia possui uma componente apontando na mesma dire•‹o

do vetor a, indicando que parte da energia se propaga ao longo do eixo —ptico do meio. Podemos

simpliÞcar tal express‹o utilizando a rela•‹o constitutiva paraD e a lei de Gauss,k áD = n áD = 0,

ou seja,

n áD = 0, (4.3.172)

#(n áE) + n á[a $ (n $ E)] = 0 , (4.3.173)

em que utilizamosB = n $ E. A (4.3.173) se torna ent‹o

#(n áE) = ! ni #ijk aj #kmn nmE n, (4.3.174)

#(n áE) = ! (' im ' jn ! ' in ' jm ) aj ni nmE n, (4.3.175)

#(n áE) = ! (a áE)n2 + ( a án)(n áE), (4.3.176)
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na qual podemos fazer

(n áE) [#! (a án)] = ! (a áE)n2, (4.3.177)

(n áE) =
! (a áE)n2

#! (a án)
. (4.3.178)

Substituindo agora (4.3.178) na Eq. (4.3.171), obtŽm-se

S =
1

2µ
(n + µa)|E|2 +

1
2

#
n2

µ#! µ(a án)
! 1

$
(a áE)E" . (4.3.179)

SimpliÞcando a express‹o (4.3.179) por meio deE = E#+ i E##e a = a#+ i a##, encontramos6 a

seguinte mŽdia temporal do vetor de Poynting:

3S4=
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

1
2

(F1E#+ F2E##)
+

(a#áE#) ! (a##áE##)
,

+

+
1
2

(F1E##! F2E#)
+

(a#áE##) + ( a##áE#)
,

, (4.3.180)

sendo

F1 =
(µ#! µa#n cos) )(n2 ! µ#+ µa#n cos) ) ! µ2a##2n2 cos2 )

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )
, (4.3.181a)

F2 =
µa##n3 cos)

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )
. (4.3.181b)

Para o casoa-ortogonal onde) = 1/ 2, a Eq. (4.3.180) resulta em [vide Ap•ndiceG]

3S4orto . =
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

(n2 ! µ#)
2µ#

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##! (a##áE##)E#

,
.

(4.3.182)

Para o casoa-longitudinal, com ) = 0, obtŽm-se

3S4long. =
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

1
2

'
F long.

1 E#+ F long.
2 E##

( +
(a#áE#) ! (a##áE##)

,
+

+
1
2

'
F long.

1 E##! F long.
2 E#

( +
(a#áE##) + ( a##áE#)

,
, (4.3.183)

com

F long.
1 =

! a#n ! µ|a|2

#+ µ|a|2
, F long.

2 =
a##n

#+ µ|a|2
. (4.3.184)

Em ambos os casosa-ortogonal e a-longitudinal, observamos que o ßuxo de energia n‹o se

propaga na mesma dire•‹o de propaga•‹o,n. Uma parte do ßuxo se propaga ao longo do vetor

6Vide Apêndice G.
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constitutivo a#, sendo totalmente independente da dire•‹on. AlŽm disso, a propaga•‹o de energia

depende das dire•›es relativas entrea#, E# e E##.
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Revers‹o de quiralidade em meios bi-isotr—picos

induzida pela condutividade magnŽtica
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Na eletrodin‰mica linear, sabemos que as rela•›es constitutivas s‹o dadas por

D i = #ij E j + %ij B j , (5.0.1a)

H i = µ! 1
ij B j + &ij E j , (5.0.1b)

onde#ij e µij s‹o tensores de permissividade elŽtrica e permeabiliade magnŽtica, respectivamente.

Por outro lado, os tensores%ij e &ij constituem-se de par‰metros magnetoelŽtricos que capturam

a resposta elŽtrica (ou magnŽtica) a um campo magnŽtico (ou elŽtrico) aplicado ao meio.

Como sabemos, nas œltimas dŽcadas, as rela•›es contitutivas bi-isotr—picas, em que os tensores

da Eq. (5.0.1) s‹o dados por#ij = #' ij , µij = µ' ij , %ij = %'ij e &ij = &' ij , t•m sido intensamente

investigadas [52,55Ð57,59], sendo importantes na abordagem de isolantes topol—gicos [61Ð66,68] e

na eletrodin‰mica de axi™ns [69Ð71], como apontamos na introdu•‹o do cap’tulo4.
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Para cen‡rios de meios quirais, os par‰metros constitutivos s‹o descritos por tensores, caracte-

rizando, de maneira geral, meios bi-anisotr—picos quirais [49,58,74,80,81]. Um meio Ž denominado

quiral quando n‹o possui simetria de invers‹o espacial (P-’mpar), ou seja, quando n‹o pode ser

superimposto em sua imagem especular. Noutras palavras, o meio Ž invariante apenas sob trans-

forma•›es da componente1 L0 do grupo de Lorentz [79]. Luz circularmente polarizada de m‹o

direita (RCP) e m‹o esquerda (LCP) s‹o exemplos de fen™menos eletromagnŽticos quirais, que,

em meios aquirais, propagam-se com a mesma velocidade fase, indicando aus•ncia de anisotropia.

ƒ importante destacar que anisotropia e aquiralidade s‹o propriedades distintas. ƒ poss’vel existir

modos LCP e RCP em meios isotr—picos e birrefringentes, num efeito chamado de birrefring•ncia

isotr—pica, descoberto e descrito no artigo [47] gerado por essa tese. Por outro lado, num meio

quiral, as ondas RCP e LCP viajam com diferentes velocidades (relacionadas a ’ndices de refra•‹o

distintos), gerando o bem conhecido poder de rota•‹o (PR), o qual fornece uma medida da birre-

fring•ncia (rota•‹o —ptica). A rota•‹o —ptica de um meio se origina de sua atividade —ptica natural

ou pode ser induzida por campos externos, como ocorre, por exemplo, no efeito Faraday [20,82].

Quando o PR depende da frequ•ncia, ocorre a dispers‹o do PR. Se esse œltimo ainda sofre re-

vers‹o, observa-se dispers‹o an™mala do PR [83]. Assim, a an‡lise do PR constitui uma importante

ferramenta na descri•‹o de propriedades —pticas de v‡rios sistemas, tais como cristais [84,85], com-

postos org‰nicos [86,87], plasmas e estrelas de n•utrons [88,89], g‡s de molŽculas girantes [90,91]

e metamateriais quirais [92,93].

Nesse contexto, abordaremos agora alguns aspectos relacionados ao PR de meios bi-isotr—picos

dotados de condutividade magnŽtica. As discuss›es deste cap’tulo comp›em dois artigos [94]

publicado noPhysical Review B :

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in

bi-isotropic media,Phys. Rev. B106, 144430 (2022).

¥ P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic

current in bi-isotropic media,Phys. Rev. B107, 179902 (2023).

5.1 Comentário sobre meios de mão-direita e mão-esquerda

A concep•‹o atual de quiralidade de um meio Ž devido a Lord Kelvin [86]: “I call any geometrical
figure, or group of point, chiral, and say that it has chirality if its image in a plane mirror, ideally
realized, cannot be brought to coincide with itself.”. Essa mesma deÞni•‹o tornou-se padr‹o na

literatura, vide p. 25 da Ref. [86] e p. 331 da Ref. [83], por exemplo.

Um efeito interessante surge nos meios quirais, a saber: o plano de polariza•‹o de luz incidente

linearmente polarizada gira enquanto a onda se propaga atravŽs do meio. Essa rota•‹o —ptica
1A componente L 0 corresponde à identidade. Sendo assim, as transformações conectadas a L 0 correspondem

aos boosts e rotações de Lorentz, ou seja, às transformações próprias (det' = 1 ) e ortócronas (' 0
0 - 1), sendo

' a matriz de Lorentz, e ' µ
! uma de suas componentes. Além dessas, podemos citar outras transformações que

também deixam o sistema invariante, como: invariância sob rotações espaciais para meio isotrópico; e invariância
sob inversão temporal.
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Ž medida por meio do ‰ngulo de rota•‹o por unidade de comprimento do plano de vibra•‹o, o

poder de rota•‹o (PR), discutido na Se•‹o 2.3.1 e apresentado na Eq. (2.3.26). Esse efeito foi

descoberto por Arago (1811) em cristais de quartzo e, alguns anos mais tarde, tambŽm por Biot

em solu•›es de a•œcar [96]. A teoria de Fresnel (1824) sobre a polariza•‹o da luz e polariza•‹o

circular estabeleceu a base para a compreens‹o da rota•‹o —ptica [20]: luz linearmente polarizada

pode ser considerada como superposi•‹o de luz RCP e LCP.

ƒ importante ainda estabelecer uma deÞni•‹o ou conven•‹o sobre o que chamamos de meios

de m‹o-direita e m‹o-esquerda, uma vez que um meio quiral pode existir em duas formas enanti-

om—rÞcas2. Como apontado na Ref. [96]:
(...) enantiomers may be distinguished by their optical activity. It became
customary to label chiral compounds by the sign of their optical rotation at
a given wavelength (...). It (looking towards the light source) the plane of
linearly polarized light is rotated clockwise by the molecular sample, it is
said to be dextrorotatory (...). If the sample rotates the linearly polarized
light counterclockwise, it is called levorotatory. (Ref. [96], p. 12-13).

Tal aÞrma•‹o est‡ de acordo com a Ref. [86] (p. 2), que diz: Ò(...) the source of natural
optical activity is a chiral (handed) molecular or crystal structure. The two distinct forms that can
exist (...) generate optical rotations of equal magnitude but opposite sense at a given wavelength”.
Essas duas formas distintas de molŽculas constituem os meios que denominamos de m‹o-direita

e m‹o-equerda, que ÒrotacionamÓ o campo elŽtrico de luz linearmente polarizada em sentidos

opostos (hor‡rio e anti-hor‡rio). Um exemplo not‡vel sobre esse t—pico pode ser encontrado nos

experimentos de Pasteur (1848) [86,96,97] com tartarato de s—dio e am™nio: Pasteur separou dois

tipos de cristais com estruturas distintas, observando que alguns (com certo tipo de estrutura)

giravam luz linearmente polarizada para direita, enquanto outros (com estrutura diferente do

primeiro grupo) giravam a luz para a esquerda.

Assim, uma deÞni•‹o razo‡vel para meio de m‹o-direita (ou -esquerda) pode ser relacionada

com a sua propriedade —ptica de rotacionar luz linearmente polarizada, ou seja, olhando na dire•‹o

da fonte de luz, um meio quiral de m‹o-equerda gira a polariza•‹o linear para a esquerda (sentido

anti-hor‡rio), enquanto um meio de m‹o-direita gira polariza•‹o para a direita (sentido hor‡rio)

[15].

Considerando os pontos destacados acima, podemos relacionar a quiralidade a uma quantidade

mensur‡vel que captura a rota•‹o —ptica, isto Ž, o poder de rota•‹o' . Dessa forma, seguindo a

conven•‹o de sinal usual [15], deÞnimos que:

¥ Para ' > 0, a polariza•‹o linear do campo elŽtrico gira no sentido hor‡rio. Assim, o meio

pode ser designado por Òm‹o-direitaÓ, uma vez que rotaciona o plano de vibra•‹o de luz

linearmente polarizada rotacionar‡ no sentido hor‡rio (para a direita) que se propaga por

ele.
2Os termos “enantiomorfo” e “enantiômero” geralmente são utilizados para objetos macroscópicos e moléculas,

respectivamente [86]. Algumas vezes os dois termos são usados como sinônimos.
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¥ Para ' < 0, a polariza•‹o do campo elŽtrico rotaciona no sentido anti-hor‡rio. Dessa forma,

dizemos que o meio Ž de Òm‹o-esquerdaÓ, pois o campo elŽtrico de luz linearmente polarizada

Ž rotacionado no sentido anti-hor‡rio (para a esquerda) enquanto se propaga.

5.2 Meio bi-isotrópico dotado de condutividade magnética

Considere um meio cujas rela•›es constitutivas s‹o dadas por (5.0.1) e dotado de condutividade

magnŽtica- B
ij , descrita por meio da rela•‹o

J i = - B
ij B j . (5.2.1)

Partindo das equa•›es de Maxwell usuais e seguindo o procedimento da Se•‹o2.3, obtŽm-se

Mij E j = 0, Mij = n2' ij ! ni nj ! c2µø#ij , (5.2.2)

em quec Ž a velocidade da luz no v‡cuo eø#ij Ž tensor de permissividade elŽtrica efetivo, dado por

cø#in = c#'in +

!

&kn #imk + %ij #jmn + i
- B

ij

,
#jmn

"

nm. (5.2.3)

A seguir, iremos examinar o comportamento do poder de rota•‹o do meio bi-isotr—pico em dois

cen‡rios que diferem entre si pela conÞgura•‹o da condutividade magnŽtica: i) o caso diagonal

isotr—pico e ii)off-diagonal antissimŽtrico.

5.2.1 Caso de condutividade magnética isotrópica

Consideramos uma conÞgura•‹o totalmente simŽtrica e isotr—pica em que as quantidades%ij ,

&ij e - B
ij s‹o descritas por tensores diagonais,

%ij = %'ij , &ij = &' ij , - B
ij = 4' ij , (5.2.4)

com %, & . C e 4 . R. A condi•‹o %ij = ! & 
ij da Eq. (4.2.11) fornece

&" = ! %. (5.2.5)

Dessa forma, as rela•›es constitutivas assumem a seguinte forma

D = #E + %B, H =
1
µ

B + &E, J = 4 B . (5.2.6)
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Nesse caso, implementando (5.2.4) na Eq. (5.2.3), obtŽm-se

cø#ij = c#'ij !
%

%+ & + i
4
,

&
#ijm nm, (5.2.7)

em que o œltimo termo contŽm a contribui•‹o magnetoelŽtrica e a condutividade magnŽtica ˆ

permissividade do meio. A matriz[M ij ] ser‡ dada por

[M ij ] =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! c2µ# ! n1n2 ! µc
)
%+ & + i +

&

*
n3 ! n1n3 + µc

)
%+ & + i +

&

*
n2

! n1n2 + µc
)
%+ & + i +

&

*
n3 n2

1 + n2
3 ! c2µ# ! n2n3 ! µc

)
%+ & + i +

&

*
n1

! n1n3 ! µc
)
%+ & + i +

&

*
n2 ! n2n3 + µc

)
%+ & + i +

&

*
n1 n2

1 + n2
2 ! c2µ#

2

3
4 .

(5.2.8)

Calculandodet[M ij ] = 0, obtemos a seguinte equa•‹o de dispers‹o

n4 ! n2c2

>

2µ#! µ2

%
%+ & + i

4
,

&2
?

+ µ2#2c4 = 0, (5.2.9)

que fornece as solu•›es paran seguintes:

n± = c
=

µ#! Z ± ic
)

Z, Z =
µ2

4

%
%+ & + i

4
,

&2

. (5.2.10)

Note que, nesse cen‡rio completamente isotr—pico (5.2.4), a presen•a de dois ’ndices de refra•‹o

distintos origina-se da forma como os par‰metros magnetoelŽtricos e de condutividade magnŽtica

se acoplam com os campos nas rela•›es constitutivas (5.2.6). A seguir, discutiremos sobre algumas

propriedades —pticas e os modos de propaga•‹o suportados nesse cen‡rio.

5.2.1.1 Modos de propagação

Partindo da Eq. (5.2.10), escrevemos

n2
± = µ#± 2ic

)
Zn± , (5.2.11)

que, substitu’da na matriz[M ij ] (5.2.8), fornece os seguintes campos elŽtricos via Eq. (5.2.2) [vide

Ap•ndice H]:

E± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

± inn3 ! n1n2

, inn2 ! n1n3

2

3
4 . (5.2.12)
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Considerando o caso espec’Þco de propaga•‹o na dire•‹o do eixo-z, n = (0 , 0, n), a Eq. (5.2.12)

resulta em campos elŽtricos com polariza•›es LCP (E+ ) e RCP (E! ), ou seja,

E± =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 . (5.2.13)

Assim, os modos de polariza•‹o circular (5.2.13) permitem a possibilidade de birrefring•ncia cir-

cular no sistema, sendo avaliada (na se•‹o seguinte) por meio do poder de rota•‹o.

5.2.1.2 Efeitos ópticos

Analisaremos o comportamento da rota•‹o —ptica considerando a natureza (complexa ou real)

dos par‰metros%e &. Escrevemos inicialmente%e & como

%= %#+ i %##, & = &#+ i &##, (5.2.14)

em que%# = Re[%], %##= Im[ %], &# = Re[&] e &##= Im[ &]. A condi•‹o ( 5.2.5) implica em

%# = ! &#, %##= &##, %+ & = 2i %##. (5.2.15)

Nesse caso, os ’ndices de refra•‹o (5.2.10) simpliÞcam-se em

n± = c

<

µ#+ µ2

%
%##+

4
2,

&2

, µc
%

%##+
4
2,

&
, (5.2.16)

sendo reais e positivos. A condutividade magnŽtica isotr—pica4 surge como uma contribui•‹o

dependente da frequ•ncia, a qual atribui comportamento dispersivo ao sistema. Uma vez que os

modos de propaga•‹o s‹o descritos por vetores polarizados circularmente (5.2.13), a birrefring•ncia

pode ser examinada atravŽs do poder de rota•‹o, que, considerando (5.2.16), Ž dado por

' =
µc4

2
+ µc,%##. (5.2.17)

Observamos que (5.2.17) possui um termo de ordem zero na frequ•ncia, o qual recupera o mesmo

poder de rota•‹o obtido na Ref. [47] quando%##= 0. Para %##negativo, o poder de rota•‹o se torna

' =
µc4

2
! µc, |%##|. (5.2.18)

A partir da Eq. ( 5.2.18), pode-se determinar uma frequ•ncia de corte, #,

, # =
4

2|%##|
, (5.2.19)
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que deÞne o valor no qual ocorre uma revers‹o no poder de rota•‹o,' . Considerando a conven•‹o

de sinal adotada na Sec.5.1 (veja tabmbŽm a Ref. [15]) e a Eq. (5.2.18), destacamos que:

¥ para 0 < , < , #, tem-se' > 0, gerando rota•‹o da polariza•‹o linear no sentido hor‡rio.

¥ para , > , #, tem-se' < 0, implicando em rota•‹o no sentido anti-hor‡rio da luz linearmente

polarizada.

Como essa invers‹o de poder de rota•‹o (PR) ocorre num valor positivo de frequ•ncia,, # > 0,

Ž necess‡rio ter ou4 < 0 ou %## < 0. Assim, iremos considerar%## < 0. A revers‹o do PR

aqui observada n‹o Ž usual em dielŽtricos lineares, nem em meios dielŽtricos bi-isotr—picos ou

anisotr—picos. Tal efeito tambŽm n‹o ocorre em meios dotados de condutividade magnŽtica (sem

contribui•›es magnetoelŽtricas). Por outro lado, tal efeito pode ser encontrado em outros cen‡rios,

como plasmas (girantes) [88] e sistemas de grafeno [98]. AlŽm disso, como apontado na Eq. (5.2.18),

esse efeito pode ocorrer em meio bi-isotr—pico dotado de condutividade magnŽtica, descrito pelas

rela•›es (5.2.6).

O comportamento geral do PR (5.2.18) como fun•‹o da frequ•ncia Ž ilustrado na Fig.5.1 para

alguns valores de4 , %##e µ.
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!

�� !! ! " �� !! �� "
�� ! !

�� !! �� "
�� �� ! �� �� !

!"! !"# $"! $"# %"!
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Figura 5.1: ångulo de rota•‹o por unidade de comprimento, dado na Eq. (5.2.18). Aqui, utilizamos
µ = 1, 4 = 3 e |%##| = 2.

Para os casos em que%, & . R, a condi•‹o (5.2.5) implica em %+ & = 0, pois %## = 0.

Consequentemente, a Eq. (5.2.16) resulta em

n± = c

;

µ#+
µ24 2

4, 2
,

µc4
2,

, (5.2.20)

que atribui birrefring•ncia ao meio originada apenas da condutividade magnŽtica. O poder de

rota•‹o, nesse caso, ser‡' = µc4/ 2, n‹o sofrendo revers‹o de sinal.
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5.2.2 Caso antissimétrico

Consideremos agora um substrato dielŽtrico descrito por par‰metros constitutivos bi-isotr—picos

na presen•a de condutividade magnŽtica antissimŽtrica, ou seja,

%ij = %'ij , &ij = &' ij , - B
ij = #ijk bk. (5.2.21)

Nesse caso, a permissividade elŽtrica (5.2.3) e a matriz [M ij ] (5.2.2) s‹o dadas, respectivamente,

por

cø#ij =
#
c#!

i
,

(b án)
$

' ij + ( %+ &)#ijk nk +
i
,

ni bj , (5.2.22)

[M ij ] =

/

0
1

n2
2 + n2

3 ! c2µ# ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 n2
1 + n2

3 ! c2µ# ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 n2
1 + n2

2 ! c2µ#

2

3
4 +

iµc
,

(b án)13 !
iµc
,

B, (5.2.23)

sendo

B =

/

0
1

n1b1 ! i, (%+ &)n3 + n1b2 i, (%+ &)n2 + n1b3

i, (%+ &)n3 + n2b1 n2b2 ! i, (%+ &)n1 + n2b3

! i, (%+ &) + n3b1 i, (%+ &)n1 + n3b2 n3b3

2

3
4 . (5.2.24)

Determinandodet[M ij ] = 0, obtemos

n4 ! 2n2

#
µ#c2 !

µ2c2

2
(%+ &)2 !

iµc
,

(b án)
$

+ µ2c2

#
c#!

i
,

(b án)
$2

= 0. (5.2.25)

Implementando-seb án = bncos. , prosseguimos buscando as solu•›es paran que recuperam

os ’ndices de refra•‹o de um dielŽtrico ordin‡rio,n± /' c
)

µ#, no limite em que os par‰metros

magnetoelŽtricos e a condutividade magnŽtica s‹o nulos, ou seja,%+ & /' 0 e b /' 0. Dessa forma,

encontramos

n± = c

<

µ#!
µ2

4

%
%+ & ,

bcos.
,

&2

±
iµc
2

%
%+ & ,

bcos.
,

&
. (5.2.26)

As outras duas solu•›es da Eq. (5.2.25) fornecemn± /' ! c
)

µ#no limite de um dielŽtrico ordin‡rio,

n‹o sendo consideradas aqui. Levando em conta a condi•‹o (5.2.5), os ’ndices de refra•‹o (5.2.26)

se tornam

n± = c

<

µ#!
µ2

4

%
2i%##,

bcos.
,

&2

, µc%##!
iµc
,

bcos., (5.2.27)
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que podem ser rescritos separando-se suas partes real e imagin‡ria, isto Ž,

n± = cA + ic ÷A± , µc%##!
iµc
2,

bcos., (5.2.28a)

onde

A =
1

)
2

=
|f (, )|

DE
E
F

<

1 +
g2

, 2f (, )2
+ sign[f (, )], (5.2.28b)

÷A± = ±
sign[g]

)
2

=
|f (, )|

DE
E
F

<

1 +
g2

, 2f (, )2
! sign[f (, )], (5.2.28c)

f (, ) = µ#+ µ2%##2 !
µ2b2 cos2 .

4, 2
, (5.2.28d)

g = µ2%##bcos.. (5.2.28e)

ƒ importante mencionar as express›es acima s‹o v‡lidas para o caso de condutividade ™hmica

nula, - = 0.

Para os casos em que a condutividade ™hmica Ž diferente de zero, deve-se implementar# '

#+ i-/, na Eq. (5.2.22). Consequentemente, os ’ndices de refra•‹o do caso ™hmico s‹o dados por:

n± = cA#
± + icA##

± , µc%##!
iµc
2,

bcos., (5.2.29a)

where

A#
± =

1
)

2

=
|f (, )|

DE
E
F

<

1 +
g2

±

, 2f (, )2
+ sign[f (, )], (5.2.29b)

A##
± = ±

sign[g± ]
)

2

=
|f (, )|

DE
E
F

<

1 +
g2

±

, 2f (, )2
! sign[f (, )], (5.2.29c)

g± = µ2%##bcos. ± µ-. (5.2.29d)

5.2.2.1 Modos de propagação

Consideremos um sistema de coordenadas em que a propaga•‹o ocorre ao longo do eixo-z,

n = (0 , 0, n), com que a Eq. (5.2.23) simpliÞca-se em

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! c2µ÷#+ iµcn
& bcos. ! 2iµc%##n 0

2iµc%##n n2 ! c2µ÷#+ iµcn
& bcos. 0

! iµcb1
n
& ! iµcb2

n
& ! c2µ÷#

2

3
4 , (5.2.30)
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em que÷#= #+ i-/, . Podemos agora reescrever (5.2.27) na forma

n2
± = c2µ÷#± iµc

%
2i%##,

bcos.
,

&
n± . (5.2.31)

Substituindo (5.2.31) na matriz (5.2.30), a equa•‹o Mij E j = 0 fornece os seguintes campos elŽtricos

[vide Ap•ndice H]:

E± = E0

/

0
1

1

± i

! in± (b1 ± ib2)/ (, ÷#c)

2

3
4 , (5.2.32)

em queE0 Ž uma amplitude apropriadamente escolhida para Þns de normaliza•‹o. Para o caso

especial em que o vetorb Ž paralelo ou anti-paralelo ˆ dire•‹o de propaga•‹on, escrevemos

b = (0 , 0, b3), de forma que a Eq. (5.2.32) resulta em

E± = E0

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 , (5.2.33)

representando vetores LCP e RCP, respectivamente.

5.2.2.2 Efeitos ópticos

Considerando as polariza•›es circulares dos modos de propaga•‹o (5.2.33), pode-se examinar

a birrefring•ncia atravŽs do poder de rota•‹o. Assim, para os ’ndices de refra•‹o da Eq. (5.2.28),

obtŽm-se

' = ,µ%##, (5.2.34)

cujo comportamento em termos da frequ•ncia Ž ilustrado na Fig.5.2.

Observamos que o poder de rota•‹o apresenta comportamento linear em todo intervalo de

frequ•ncias. AlŽm disso, n‹o ocorre revers‹o de sinal, ou seja, o meio n‹o apresenta revers‹o

de quiralidade nesse cen‡rio anistr—pico. Destacamos ainda que o sinal do poder de rota•‹o Ž

estritamente dado pelo sinal do par‰metro magnetoelŽtrico%##, onde

¥ para %##> 0, o poder de rota•‹o Ž sempre positivo, indicando rota•‹o no sentido hor‡rio da

polariza•‹o linear;

¥ para %##< 0, o poder de rota•‹o Ž negativo, indicando rota•‹o no sentido anti-hor‡rio da

polariza•‹o linear

Nesse cen‡rio de condutividade ™hmica nula, o coeÞciente de dicro’smo relacionado com a
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Figura 5.2: Poder de rota•‹o da Eq. (5.2.34). Utilizamos µ = 1 H m! 1, # = 2 F m ! 1, b = 1 ! ! 1

s! 1, %##= 2 F s! 1 (linha vermelha) e%##= ! 2 F s! 1 (linha azul).

Eq. (5.2.28) Ž determinado por

' d = !
,
2

( ÷A+ ! ÷A! ). (5.2.35)

O comportamento do dicro’smo com a frequ•ncia Ž demonstrado na Fig.5.3 a seguir.
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Figura 5.3: CoeÞciente de dicro’smo da Eq. (5.2.35) em termos de,/ (21). As curvas cheias
representam o dicro’smo paracos. = 1, enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.35) para
cos. = ! 1. Aqui, utilizamos µ = 1 H m! 1, # = 2 F m ! 1, b = 1 ! ! 1 s! 1, %##= 2 F s! 1 (curvas
vermelhas) e%##= ! 2 F s! 1 (linhas azuis).

Os plots acima indicam que' d|" ""< 0 = ! ' d|" ""> 0, um tipo de Òsimetria especularÓ associada com

o sinal de%##.

Considerando agora o caso ™hmico,- &= 0, o poder de rota•‹o, agora associado aos ’ndices de
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refra•‹o da Eq. (5.2.29) Ž dado por:

' ohmic = !
,
2

)
A#

+ ! A#
! ! 2µ%##

*
, (5.2.36)

v‡lido em todo o dom’nio de frequ•ncias. Na Fig.5.4 ilustramos o comportamento do poder de

rota•‹o da Eq. (5.2.36) em termos da frequ•ncia.
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Figura 5.4: Poder de rota•‹o da Eq. (5.2.36). As curvas s—lidas representam PR paracos. = 1,
enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.36) para cos. = ! 1. Aqui, utilizamos µ = 1 H m! 1,
# = 2 F m ! 1, b = 2 ! ! 1 s! 1, - = 4 ! ! 1 m! 1, %##= 2 F s! 1 (linhas em vermelho) e%##= ! 2 F
s! 1 (curvas em azul). A linha vertical tracejada Ž dada por, 0/ (21) = 1 / (41

)
6) Hz, deÞnida pela

Eq. (5.2.37).

ƒ importante destacar que paracos. = 1, conÞgura•‹o paralela, o poder de rota•‹o apresenta

comportamento n‹o linear para, < , 0, com , 0 deÞnido por

, 0 =
1
2

<
µb2 cos2 .
#+ µ%##2

, (5.2.37)

que Ž obtido fazendo-sef (, ) = 0 , com f (, ) dado na Eq. (5.2.28d). Por outro lado, nesse mesmo

regime de conÞgura•‹o paralela (cos. = 1) , observa-se que, para, > , 0, o poder de rota•‹o Ž

linear com a frequ•ncia.

Para a conÞgura•‹o anti-paralela (cos. = ! 1), o poder de rota•‹o Ž linear com a frequ•ncia.

Dessa forma, nos cen‡rios em que- &= 0, pode-se distinguir entre os casos de de conÞgura•‹o

paralela e anti-paralela por meio do n’vel de linearidade do poder de rota•‹o em baixas frequ•ncias.

O coeÞciente de dicro’smo associado com os ’ndices da Eq. (5.2.29) Ž determinado por

' d = !
,
2

(A##
+ ! A##

! ), (5.2.38)

cujo comportamento em termos da frequ•ncia Ž representado na Fig.5.5.
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Figura 5.5: CoeÞciente de dicro’smo da Eq. (5.2.38). As curvas s—lidas ilustram o dicro’smo para
cos. = 1, enquanto as linhas tracejadas representam (5.2.38) para cos. = ! 1. Utilizamos µ = 1 H
m! 1, #= 2 F m ! 1, b = 2 ! ! 1 s! 1, - = 4 ! ! 1 m! 1, %##= 2 F s! 1 (linhas em vermelho) e%##= ! 2
F s! 1 (linhas em azul). A linha tracejada vertical Ž dada por, 0/ (21) = 1 / (41

)
6) Hz, deÞnida

por Eq. (5.2.37).

No geral, observamos que, no caso isotr—pico da Se•‹o5.2.1, o poder de rota•‹o ' sofre uma

invers‹o de sinal. Tal efeito de revers‹o somente ocorre quando4 &= 0 e %## < 0. No caso

antissimŽtrico da Sec•‹o5.2.2, o poder de rota•‹o n‹o inverte sinal para nenhuma frequ•ncia, em

ambos os casos com condutividade ™hmica nula (- = 0) ou diferente de zero (- &= 0).

A revers‹o do poder de rota•‹o n‹o Ž observada em dielŽtricos usuais, sendo reportada em

alguns contextos espec’Þcos, como plasmas [88] e sistemas de grafeno [98]. Essa caracter’stica n‹o-

usual que obtivemos na Se•‹o5.2.1pode ser utilizada como ferramenta de distin•‹o entre cen‡rios

bi-isotr—picos com condutividade magnŽtica isotr—pica, dada por (5.2.6).

Conforme discutimos anteriormente, quando o poder de rota•‹o' Ž positivo, o meio Ž deÞnido

como meio de m‹o-direita e quando' Ž negativo, o meio Ž dito ser de m‹o-esquerda. Assim,

a invers‹o do poder de rota•‹o, que obtivemos nas se•›es anteriores, revela uma revers‹o de

quiralidade do meio dielŽtrico bi-isotr—pico (com%## < 0) dotado de condutividade magnŽtica.

Dessa forma, no caso da Se•‹o5.2.1, para , < , #, o meio Ž de m‹o-direita, enquanto para, > , #,

torna-se um meio de m‹o-esquerda.

A n‹o ocorr•ncia de revers‹o de poder de rota•‹o no cen‡rio de condutividade antissimŽtrica

da Se•‹o 5.2.2sugere que anisotropias na condutividade magnŽtica de meios bi-isotr—picos podem

prevenir a revers‹o de poder de rota•‹o (revers‹o de quiralidade) para o regime de propaga•‹o de

ondas LCP e RCP. Tal caracter’stica introduz uma poss’vel ferramenta de distin•‹o entre meios

bi-isotr—picos que suportam correntes magnŽticas isotr—pica e antissimŽtrica.
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5.3 Caso simétrico

Vamos considerar agora um meio bi-isotr—pico descrito por

%ij = %'ij , &ij = &' ij , (5.3.1)

e tambŽm dotado de condutividade magnŽtica simŽtrica dada por

- B
ij =

1
2

(ai cj + aj ci ), (5.3.2)

onde os vetoresa ec satisfazem a rela•‹oa ác = 0. Assim, a equa•‹o (5.2.3) se torna

ø#in (, ) = ÷#' in + ( %+ &)#inm nm +
i

2,
(ai cj + aj ci )#jnm nm, (5.3.3)

na qual utilizamosn = k/, . Logo, o tensorMij , dado por

Mij = n2' ij ! ni nj ! µø#ij , (5.3.4)

tem a seguinte forma expl’cita:

[M ij ] =

/

0
1

n2 ! n2
1 ! µ# ! n1n2 ! n1n3

! n2n1 n2 ! n2
2 ! µ# ! n2n3

! n3n1 ! n3n2 n2 ! n2
3 ! µ#

2

3
4 +

/

0
1

0 (n 4 ! (n 2

! (n 3 0 (n 1

(n 2 ! (n 1 0

2

3
4

! µ

/

0
1

i (n2(a3c1+ a1c3)! n3(a2c1+ a1c2))
2&

i (2a1c1n3! n1(a3c1+ a1c3))
2&

i (n1(a2c1+ a1c2)! 2a1c1n2)
2&

i (n2(a3c2+ a2c3)! 2a2c2n3)
2&

i (n3(a2c1+ a1c2)! n1(a3c2+ a2c3))
2&

i (2a2c2n1! n2(a2c1+ a1c2))
2&

i (2a3c3n2! n3(a3c2+ a2c3))
2&

i (n3(a3c1+ a1c3)! 2a3c3n1)
2&

i (n1(a3c2+ a2c3)! n2(a3c1+ a1c3))
2&

2

3
4 ,

(5.3.5)

com ( = %+ &. Calculandodet[M ij ] = 0, obtŽm-se (depois de algumas simpliÞca•›es)

(n2 ! µ#)2 + ( 2µ2n2 +
µ2

4, 2
[n á(a $ c)]2 + i

µ2(
,

-
n2(a ác) ! (a án)(c án)

.
= 0, (5.3.6)

que se simpliÞca em

(n2 ! µ#)2 + ( 2µ2n2 +
µ2

4, 2
[n á(a $ c)]2 ! i

µ2(
,

(a án)(c án) = 0 , (5.3.7)

pois a ác = 0.

Para determinarmos os ’ndices de refra•‹o, escrevemos

(a $ c) án = |a $ c|n cos), a án = an cos) a, c án = cncos) c, (5.3.8)
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de forma que a Eq. (5.3.7) se torna

n4 ! 2n2

%
µ#!

S
2

&
+ µ2#2 = 0, (5.3.9)

com

S = µ2( 2 +
µ2

4, 2
|a $ c|2 cos2 ) ! i

µ2(
,

accos) a cos) c. (5.3.10)

Resolvendo a Eq. (5.3.9) para n, obtemos

n2
± = µ#!

S
2

± i
)

S

;

µ#!
S
4

. (5.3.11)

Podemos ainda obter a Eq. (5.3.11) reescrevendo a Eq. (5.3.9) como

(n2 ! µ#)2 + Sn2 = 0, (5.3.12)

que leva a

(n2 ! µ#)2 = ! Sn2, (5.3.13)

n2 ! µ# = ± i
)

Sn, (5.3.14)

n2 , i
)

Sn ! µ# = 0, (5.3.15)

cujas solu•›es s‹o

n±
± = ± i

)
S

2
±

1
2

=
! S2 + 4µ#, (5.3.16)

n±
± = ±

;

µ#!
S
4

± i

)
S

2
. (5.3.17)

A seguir, iremos considerar as solu•›es que recuperam o ’ndice de refra•‹o de um dielŽtrico usual

n± /'
)

µ# no limite em que o par‰metro magnetoelŽtrico tende a zero, (( ' 0), e condutividade

magnŽtica nula, tal como adotamos na Ref. [95]. Portanto, os ’ndices de refra•‹o para o meio

bi-isotr—pico dotado de condutividade magnŽtica simŽtrica s‹o dados por

n± =

;

µ#!
S
4

± i

)
S

2
. (5.3.18)

Note que o quadrado dessa œltima express‹o recupera o resultado da Eq. (5.3.11).

In the next section, we will determine the polarization vectors of the propagating modes and

the optical e!ects.
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5.3.1 Modos de propagação

Para determinarmos as polariza•›es associadas aos modos de propaga•‹o, vamos considerar

dois casos particulares acerca das conÞgura•›es entre os vetoresa, c e n.

5.3.1.1 Caso particular 1

Escolhendo um sistema de coordenadas onde

n = (0 , 0, n), a = ( a1, 0, a3), c = ( c1, 0, c3), (5.3.19)

temos

a $ c = (0 , a3c1 ! a1c3, 0), (5.3.20)

e n á(a $ c) = 0 . Assim, somente as componentes emx e z de a e c contribuem na equa•‹o de

dipsers‹o daEq. (5.3.7). Implementando aEq. (5.3.19) na Eq. (5.3.7), obtemos

n2 ! µ# = ± in
=

S1, (5.3.21)

com

S1 = µ2( 2 ! i
(µ 2

,
a3c3. (5.3.22)

Para a conÞgura•‹o dada na Eq. (5.3.19), a matriz Mij escreve-se

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ# ! n(µ( + i µ
& a1c1) 0

nµ( n 2 ! µ# 0

0 ! i µ
2& n(a3c1 + a1c3) ! µ#

2

3
4 . (5.3.23)

Implementando agora a Eq. (5.3.21) na Eq. (5.3.23), a equa•‹o Mij E j = 0 fornece

E± = E #
y

/

0
1

1

± i µ)'
S1

± µ)
2&-

'
S1

(a3c1 + a1c3)n±

2

3
4 , (5.3.24)

que descreve vetores de polariza•‹o gerais compostos por polariza•‹o el’ptica no setor transversal

e uma componente longitudinal.
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Fazendo-se a escolha particularc3 = 0, a Eq. (5.3.24) simpliÞca-se em

E± = E #
y

/

0
1

1

± i

± a3c1
2&- n±

2

3
4 , (5.3.25)

cujo setor transversal Ž representado por vetores LCP e RCP, respectivamente. ƒ importante

apontar que devido aaác = a1c1 + a3c3 = 0, a escolha especialc3 = 0 tambŽm exige que se escolha

a1 = 0 para que se tenha vetores n‹o-nulosa and c que satisfa•ama ác = 0 e que forne•am modos

de propaga•‹o com setores transversais dados por ondas LCP e RCP.

5.3.1.2 Caso particular 2

Escolhendo agora um sistema de coordenadas onde

n = (0 , 0, n), a = ( a1, 0, a3), c = (0 , c2, 0), (5.3.26)

temos

a $ c = ( ! a3c2, 0, a1c2). (5.3.27)

Nesse caso, observa-se que(a$ c) possui componentes longitudinal e transversal relativas ˆ dire•‹o

de propaga•‹o.

A partir da equa•‹o de dispers‹o dada na Eq. (5.3.7), encontramos, nesse caso,

n2 ! µ# = ± in
=

S2, (5.3.28)

com

S2 = µ2( 2 +
µ2

4, 2
a2

1c2
2. (5.3.29)

Logo, para o sistema dado na Eq. (5.3.26), a matriz Mij Ž representada por

[M ij ] =

/

0
1

n2 ! µ#+ i µ
2& a1c2n ! µ(n 0

µ(n n 2 ! µ#! i µ
2& a1c2n 0

i µ
2& a3c2n 0 ! µ#

2

3
4 . (5.3.30)

Implementando agora a Eq. (5.3.28) na Eq. (5.3.30), a equa•‹o Mij E j = 0 fornece

E± = Ex

/

0
1

1

± i
µ)

) )
S2 ± µ

2& a1c2
*

i
2&- a3c2n±

2

3
4 . (5.3.31)
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Escolhendo-sea1 = 0, obtemos a partir da Eq. (5.3.27): a $ c = ( ! a3c2, 0, 0), que Ž perpendi-

cular ˆ dire•‹o de propaga•‹o. Logo, os vetores de polariza•‹o da Eq. (5.3.31) se tornam

E± = Ex

/

0
1

1

± i
i

2&- a3c2n±

2

3
4 , (5.3.32)

nos quais os setores transversais s‹o representados por vetores LCP e RCP, respectivamente. Note

que escolhendo-sea3 = 0 em vez dea1 = 0, obtemosa $ c = (0 , 0, a1c2), o qual Ž longitudinal ˆ

dire•‹o de propaga•‹o. AlŽm disso, a partir da Eq. (5.3.31), temos, nesse caso:

E± = Ex

/

0
1

1

± i
µ)

) )
S2 ± µ

2& a1c2
*

0

2

3
4 , (5.3.33)

que representam vetores elipticamente polarizados.

5.3.2 Efeitos ópticos

Considerando o Òcaso particular 1Ó, temos a partir da Eq. (5.3.21)

n± =

;

µ#!
S1

4
±

i
2

=
S1. (5.3.34)

Lembrando que( = %+ & e utilizando Eq.(30) of Ref. [95], obtemos

( = 2i%##. (5.3.35)

Usando agora a Eq. (5.3.35) na Eq. (5.3.34), Þnalmente determinamos (para o caso particular 1):

n± =

;

µ#+ µ2%##2 !
µ2%##

2,
a3c3 ±

;

µ2%##2 !
µ2%##

2,
a3c3. (5.3.36)

Nesse caso, as polariza•›es, Eq. (5.3.24), n‹o s‹o dadas por vetores LCP e RCP. Logo, a

birrefring•ncia Ž avaliada em termos da diferen•a de fase,

0 =
21l
20

(n+ ! n! ). (5.3.37)

Observe que, para%##> 0, o segundo termo da Eq. (5.3.36) se torna nulo na frequ•ncia, 0 dada

por

, 0 =
a3c3

2%##
. (5.3.38)

Essa frequ•ncia caracter’stica somente ocorre em meios bi-isotr—picos dotados de condutividade
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simŽtrica.

Para os ’ndices de refra•‹o daEq. (5.3.36), a diferen•a de fase Ž ilustrada na Fig.5.6 abaixo:
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Figura 5.6: Diferen•a de fase para os ’ndices da Eq. (5.3.37). Aqui, utilizamos µ = 1, # = 2,
a3 = c3 = 0.5, %##= 2 (linhas em vermelho) e%##= ! 2 (curvas em azul). A linha tracejada vertical
ocorre na frequ•ncia, 0 da Eq. (5.3.38) .

Destacamos ainda que escolhendo-sec3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP no setor transversal

dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.25), os ’ndices de refra•‹o da Eq. (5.3.36) simpliÞcam-se

em

n± |c3=0 =
=

µ#+ µ2%##2 + ± µ|%##|. (5.3.39)

Consequentemente, o efeito de birrefring•ncia se torna constante nesse caso:0 * µ|%##|, sem a

presen•a da frequ•ncia de corte, 0.

Para o Òcaso particular 2Ó, podemos obter a partir da Eq. (5.3.28)

n± =

;

µ#+ µ2%##2 !
µ2

16, 2
a2

1c2
2 ±

;

µ2%##2 !
µ2

16, 2
a2

1c2
2, (5.3.40)

onde utilizamos( = 2i%##. Nesse caso, a frequ•ncia de corte, # Ž dada por

, #2 =
a2

1c2
2

16%##2
, (5.3.41)

a qual representa uma frequ•ncia caracter’stica onde n‹o ocorre birrefring•ncia.

Uma vez que os modos propagantes n‹o s‹o representados por polariza•›es circulares, veja a

Eq. (5.3.31), podemos avaliar a birrefring•ncia em termos da diferen•a de fase da Eq. (5.3.37), con-

siderando os ’ndices da Eq. (5.3.40). Ilustramos o efeito de birrefring•ncia em termos da frequ•ncia

na Fig. 5.7.

Como antes, destacamos que escolhendo-sea3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP nos setores

transversais dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.32), os ’ndices de refra•‹o da Eq. (5.3.41)
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Figura 5.7: Diferen•a de fase para os ’ndices da Eq. (5.3.36). Aqui, utilizamos µ = 1, # = 2,
a3 = c3 = 0.5 e |%##| = 2. A linha vertical tracejada ocorre na frequ•ncia, # da Eq. (5.3.41) .

simpliÞcam-se em

n± |a1=0 =
=

µ#+ µ2%##2 + ± µ|%##|. (5.3.42)

Dessa forma, o efeito de birrefring•ncia tambŽm se torna constante:0 * µ|%##|, sem ocorr•ncia de

frequ•ncia de corte, #.
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Eletrodin‰mica modificada por termos CPT-’mpar
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Uma das bases fundamentais do Modelo Padr‹o Ž a simetria de Lorentz, que estabelece equi-

val•ncia entre todos os referenciais inerciais e a inexist•ncia de dire•›es privilegiadas no espa•o.

Todavia a viola•‹o da simetria de Lorentz (VL) tem sido objeto de estudo nas œltimas dŽcadas,

e v‡rios modelos sugerem que tal simetria possa ser quebrada espontaneamente num contexto de

altas energias. Devido a essa possibilidade de viola•‹o, Colladay e Kosteleck# elaboraram o Mo-

delo Padr‹o Estentido, que Ž uma teoria efetiva capaz de descrever todos os efeitos advindos da

viola•‹o espont‰nea da simetria de Lorentz.

Inicialmente alguns aspectos do modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw em v‡cuo e sua apli-

cabilidade de tal modelo em sistemas quirais s‹o brevemente discutidos. Este œltimo ponto de
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discuss‹o motivou em parte a realiza•‹o dos trabalhos desenvolvidos nesta tese. Ainda neste ca-

p’tuclo, ser‹o abordadas duas extens›es da eletrodin‰mica em meios materiais que incorporam

termos CPT-’mpares de dimens›es 3 e 5. As consequ•ncias desse cen‡rio para a propaga•‹o de

ondas eletromagnŽticas ser‹o discutidas. Os resultados desse estudo geraram uma publica•‹o no

Physical Review D :

¥ P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, E!ects of CPT-odd
terms of dimensions three and Þve on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D104, 116023 (2021).

6.1 Simetria de Lorentz

Simetrias s‹o propriedades de sistemas f’sicos que n‹o mudam sob certas transforma•›es. Por

exemplo, o comprimento de um vetor no plano n‹o muda sob uma rota•‹o. A identiÞca•‹o de

simetrias na Natureza Ž de import‰ncia na F’sica, pois levam a certas quantidades f’sicas (como

momento, energia, etc.) que s‹o conservadas, atravŽs do teorema de Noether1.

Por muito tempo, a simetria de Galileu (transforma•›es de Galileu), que deixavam a mec‰-

nica newtoniana invariante, foi tomada como sendo exata. PorŽm, com o advento da teoria de

Maxwell, constatou-se que esse conjunto de simetrias n‹o funcionava para as leis do eletromag-

netismo. Como as equa•›es de Maxwell eram leis f’sicas consistentes com todos os experimentos,

acreditava-se que deveriam ser invariantes por tais transforma•›es (ou algum outro conjunto de

transforma•›es). Com o advento da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), veriÞcou-se que o

conjunto de transforma•›es que mantinha a invari‰ncia no eletromagnetismo de Maxwell eram as

transforma•›es de Lorentz [24].

Ao lan•ar a TRR, Einstein utilizou dois postulados b‡sicos, a saber: as leis da f’sica s‹o as

mesmas para todos os referenciais inerciais e a velocidade da luz no v‡cuo Ž a mesma para todos

os referenciais inerciais. Estabelecia-se assim que todos os referenciais inerciais eram equivalentes,

ou seja, n‹o havia referenciais privilegiados na natureza. Sendo as transforma•›es de Lorentz

respons‡veis por relacionar as grandezas observadas em diferentes referenciais inerciais atravŽs de

mudan•as de coordenadas (mudan•a no sistema de refer•ncia escolhido para descrever o sistema),

estabelecendo a simetria de Lorentz.

Atualmente, simetria de Lorentz tem se mantido como exata. Entretanto, trabalhos que surgi-

ram por volta dos anos 1990, buscando teorias qu‰nticas para a gravita•‹o, no contexto das teorias

de cordas2, sugeriram que a simetria de Lorentz pode ser espontaneamente violada em altas esca-

las de energia3. A possibilidade de quebra ou viola•‹o da simetria de Lorentz implica numa n‹o

1O teorema de Noether, desenvolvido em 1918 por Emmy Noether (1882-1935), estabelece que simetrias continuas
num sistema levam a cargas conservadas, isto é, se um sistema é invariante sob transformações contínuas, uma
quantidade física relacionada é conservada. Por exemplo, simetria sob translações levam a conservação de momento
linear.

2Em 1989, Kostelecký e Samuel já reportavam a possibilidade de violação de Lorentz [131].
3A simetria CPT, fundamental do Modelo Padrão, também poderia ser violada nessa escala de energia.
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equival•ncia f’sica entre dois referencias inerciais, isto Ž, as transforma•›es de Lorentz aplicadas

num referencial n‹o descreveriam mais o mesmo cen‡rio f’sico que descrevem em outro referencial.

Geralmente esse tipo de efeito ocorre quando existem os chamados campos de fundo Þxos (back-
ground fields), gerados como valores esperados no v‡cuo, permeando todo o espa•o. Dessa forma,

as transforma•›es de Lorentz podem ser classiÞcadas em dois tipos [38, 129]: as transforma•›es

de observador (nas quais se realizam transforma•›es no sistema de coordenadas, n‹o se alterando

os pontos do espa•o-tempo ou grandezas relacionadas a um evento, como o vetor posi•‹o de uma

part’cula) e as transforma•›es de part’cula (nas quais se mantŽm o sistema de coordenadas Þxo,

transformando-se os pontos do espa•o-tempo e grandezas relacionadas ˆs part’culas)4. A mudan•a

de coordenadas n‹o deve alterar os resultados de medidas de grandezas num sistema, isto Ž, os

resultados (medi•›es de alguma grandeza) n‹o podem depender da escolha de eixos coordenados

usados para descrever o sistema. Assim, a simetria de Lorentz n‹o Ž violada no referencial onde

se realizam transforama•›es de observador (mudan•a de coordenadas). Entretanto, as transfor-

ma•›es no referencial das part’culas quebram essa invari‰ncia, pois os campos de fundo s‹o Þxos

e n‹o se transformam como vetores ou tensores genu’nos neste referencial.

Levando em considera•‹o a possibilidade de viola•‹o da simetria de Lorentz, Kosteleck# e

Colladay [38,130] desenvolveram o Modelo Padr‹o Estendido.

6.2 A eletrodinâmica de Maxwell-Field-Jackiw

O modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw (MCFJ) foi inicialmente proposto em 1990 [141]

explorando uma extens‹o da eletrodin‰mica de Maxwell que mantŽm a invari‰ncia de calibre

(ou gauge) e que viola a simetria de Lorentz. Tal modelo incorpora um termo (VL) e CPT-

’mpar, parametrizado por um campo de fundoV µ = ( V 0, V ) ˆ densidade de Lagrangiana usual de

Maxwell, da seguinte forma

L MCFJ = !
1
4

F µ! Fµ! !
1
4

V" A##"#µ! Fµ! ! AµJ µ. (6.2.1)

Aplicando-se as equa•›es de Euler-Lagrange ˆ (6.2.1), obtŽm-se as equa•›es de MCFJ:

" µF µ! = J ! +
1
2

Vµ#µ!"# F"# , (6.2.2a)

que nos fornece

# á E = ! + V áB, # $ B ! " tE = J + V0B ! V $ E. (6.2.2b)

4A ref. [128] apresenta um exemplo descrevendo um sistema constituído por um elétron e um campo elétrico de
fundo: aplicando transformações de observador, rotacionando-se os eixos coordenados, por exemplo, o vetor posição
do elétron continua perpendicular em relação ao campo elétrico de fundo; aplicando-se transformações de partícula,
ou seja, rotacionando-se o vetor posição do elétron, verifica-se que sua direção não é mais perpendicular ao campo
de fundo.
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A rela•‹o de dispers‹o obtida para essa eletrodin‰mica Ž da forma

p4 + p2V 2 ! (p áV)2 = 0, (6.2.3)

com o 4-vetor momentopµ = ( ,, k) (no v‡cuo).

Uma das consequ•ncias da VL nesse modelo Ž o surgimento de atividade —ptica para o v‡cuo

(birrefring•ncia), levando a rota•‹o de ondas eletromagnŽticas linearmente polarizadas que viajam

pelo mesmo. Utilizando dados astrof’sicos da polariza•‹o da radia•‹o emitida por gal‡xias distan-

tes, S. M. Carroll, G. B. Field e R. Jackiw encontraram um limite superior para a magnitude do

campo de fundo, sendo da ordem de [141]

|V0 ! | V | cos. | < 1.7 $ 10! 33eV, (6.2.4)

onde. Ž o ‰ngulo entreV e k.

A teoria MCFJ tambŽm tem sido objeto de investiga•›es em diversos ‰mbitos nas œltimas

dŽcadas. Por exemplo, na an‡lise dos aspectos de consist•ncia (estabilidade, causalidade, unitari-

edade) [142], em acoplamentos com o campo de Higgs [143], em solu•›es estacion‡rias do modelo

MCFJ-Proca [145], e tambŽm nas contribui•›es do termo CFJ ˆ anisotropia da radia•‹o c—smica

de fundo [146]. Mais recentemente, um estudo sobre o comportamento eletromagnŽtico de sistemas

quirais foi publicado na Ref. [33]. Nesse artigo, a descri•‹o eletrodin‰mica do sistema Ž realizada

por meio das equa•›es de MCFJ que adv•m da Eq. (6.2.1). As componentes do campo de fundo

foram associadas a fen™menos que violam as simetriasP e T, como o efeito magnŽtico quiral (pa-

rametrizado pela componente temporal do campo de fundo), o efeito Hall an™malo e a gera•‹o

an™mala de carga (ambos conectados com a parte espacial do campo de fundo) . Outros aspectos

interessantes, como efeitos de birrefring•ncia e campos eletromagnŽticos gerados por carga pontual

e densidade de corrente est‡tica, tambŽm s‹o discutidos na Ref. [33].

ƒ importante mencionar que a Ref. [33] foi uma forte motiva•‹o para a realiza•‹o das inves-

tiga•›es, a n’vel cl‡ssico, da eletrodin‰mica em meios materiais, tendo em vista que a Ref. [33]

baseou-se no modelo MCFJ em v‡cuo. Como resultado das nossas investiga•›es, dois artigos, j‡

citados nesse trabalho, publicados noPhysical Review D comp›em os cap’tulos 3 e 4 desta tese.

Na se•‹o 6.4, aborda-se uma extens‹o do modelo MCFJ para meios materiais, caracterizados

por rela•›es contitutivas diferentes daquelas utilizadas para o v‡cuo. Aspectos relacionados ˆ

propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas e propriedades —pticas do meio nesse cen‡rio s‹o discutidos.

Na se•‹o 6.5, efetua-se uma extens‹o no termo tipo CFJ que incorpora derivadas superiores ao

modelo, com base no Modelo Padr‹o Estendido n‹o m’nimo.
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6.3 Modelo Padrão Estendido

No Modelo Padr‹o Estendido, s‹o incorporados todos os termos (escalares) que causam viola-

•‹o de Lorentz5 aos v‡rios setores do Modelo Padr‹o. Os termos que violam a simetria de Lorentz

apresentam quantidades tensoriais que s‹o interpretados como campos de fundo Þxos6, que per-

meiam todo o espa•o. Quando a simetria de Lorentz Ž quebrada, esses par‰metros de viola•‹o de

Lorentz assumem valores n‹o-nulos no v‡cuo (estado de menor energia do modelo), deÞnindo certas

dire•›es no espa•o-tempo (anisotropias), o que conduz a referenciais privilegiados, pois algumas

propriedades f’sicas podem depender das dire•›es desses par‰metros.

O Modelo Padr‹o Estendido Ž descrito pelas seguintes densidades lagrangeanas:

L MP E = L MP + L GR + ' L LV , (6.3.1)

onde L MP Ž a densidade lagrangeana que descreve o Modelo Padr‹o,L GR , descreve a intera•‹o

gravitacional e ' L LV representa todos os termos que violam a simetria de Lorentz (sendo alguns

CPT-pares, outros CPT-’mpares).

Os termos violadores de Lorentz7, presentes na Eq. (6.3.1), podem ser classiÞcados quanto ao

seu comportamento sob as transforma•›es CPT, sendo chamados de CPT-pares quando n‹o violam

a simetria CPT e CPT-’mpares s‹o quando o fazem. A simetria CPT consiste na invari‰ncia de

um sistema f’sico perante as transforma•›es de conjuga•‹o de carga, paridade e revers‹o temporal.

A conex‹o entre viola•‹o das simetrias CPT e Lorentz Ž feita via o teorema de Greenberg [132],

que estabelece que viola•‹o da simetria CPT implica na viola•‹o da simetria de Lorentz.

Em muitas situa•›es, teorias de viola•‹o de Lorentz s‹o estudadas, investigando-se os efeitos

que esses termos de viola•‹o causam nos sistemas f’sicos usuais. Alguns dos principais efeitos em

sistemas fot™nicos ou fermi™nicos podem ser estudados atravŽs da deforma•‹o das rela•›es de dis-

pers‹o, que relacionam energia e momento de forma n‹o usual. Rela•›es de dispers‹o modiÞcadas

podem viabilizar processos proibidos no Modelo Padr‹o usual, tal como o efeito Cherenkov no

v‡cuo e decaimentos em pares part’culaÐantipart’cula, alŽm de implicar na altera•‹o do threshold

energy de alguns processos, aumentando ou diminuindo o limite de energia m’nima [133].

Nos œltimos anos, extens›es do (MPE) foram propostas e incluem termos com altas derivadas

com dimen›es de massa (em unidades naturais) maiores do que quatro [134Ð136]. Investiga•›es

acerca de aspectos cl‡ssicos relacionados ˆ eletrodin‰mica (no v‡cuo) modiÞcada por termos CPT-

’mpar de dimens‹o cinco e por termos CPT-par de dimens‹o seis podem ser encontradas na

literatura [42,43].

Sendo assim, o (MPE) apresenta a sua vers‹o m’nima (MPE-m), com termos atŽ dimens‹o8

quatro, e a vers‹o n‹o-m’nima (MPE-nm), com termos de dimens‹o maiores do que quatro.

5Através de contrações tensoriais entre os campos do Modelo Padrão e os parâmetros de violação de Lorentz [48].
6As fontes desses campos de fundo são inacessíveis.
7Na literatura, é comum substituir as expressões “violação da simetria de Lorentz” e “termos violadores da

simetria de Lorentz” por “violação de Lorentz” e “termo(s) violador(es) de Lorentz”.
8Essa dimensionalidade, em unidades naturais, refere-se à dimensão de massa do operador de campo, que é

acoplado com os tensores que parametrizam a (VL).
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6.3.1 Setor de fótons do Modelo Padrão Estendido

O setor de f—tons ou setor de gauge do (MPEm) Ž descrito pela seguinte densidade de Lagrange

L = !
1
4

Fµ! F µ! !
1
4

(kF )$.µ! F $. F µ! +
1
2

(kAF )$ #$.µ! A. F µ! ! J µAµ, (6.3.2)

em que#$.µ! Ž o s’mbolo de Levi-Cevita quadridimensional, eFµ! Ž o tensor eletromagnŽtico usual.

Os elementos(kF )$.µ! e (kAF )$ representam os par‰metros de viola•‹o de Lorentz, onde o primeiro

Ž CPT-par e adimensional, enquanto o segundo Ž CPT-’mpar com dimens‹o de massa igual a 1.

A contribui•‹o CPT-’mpar tambŽm Ž conhecida como termo de Carroll-Field-Jackiw (CJF), pois

foi reportada num trabalho anterior [137] ao desenvolvimento do (MPE).

O setor eletromagnŽtico do (MPE-nm) Ž descrito por uma densidade de Lagrange similar ˆ da

Eq. (6.3.2), ou seja,

L = !
1
4

Fµ! F µ! +
1
2

#$.µ! A. (ökAF )$Fµ! !
1
4

F$. (ökF )$.µ! Fµ! ! AµJ µ. (6.3.3)

Os termos CPT-’mpares e CPT-pares,(ökAF )$ e (ökAF )$.µ! , respectivamente, s‹o os an‡logos de

(kAF )$ e (kF )$.µ! do (MPE-m). Entretanto, essas quantidades envolvem coeÞcientes n‹o-m’nimos

contra’dos com derivadas adicionais na seguinte forma de sŽrie inÞnita:

(ökAF )$ =
O

d odd

(k(d)
AF )

" 1..." ( d! 3)
$ " " 1 . . . " " ( d! 3)

, (6.3.4a)

(ökF )$.µ! =
O

d even

(k(d)
F )$.µ!" 1 ..." ( d! 4) " " 1 . . . " " ( d! 4)

, (6.3.4b)

onded Ž a dimens‹o de massa do operador de campo com o qual o coeÞciente est‡ contra’do. Os

coeÞcientes(k(d)
AF )

" 1..." ( d! 3)
$ e (k(d)

F )$.µ!" 1 ..." ( d! 4) , que controlam a VL, tem dimens‹o de massa igual

a (4 ! d). Por exemplo, na Se•‹o6.5, estuda-se o termo CPT-’mpar de dimens‹o 5. Nesse caso,

tem-sed = 5 e a Eq. (6.3.3) apresenta seguinte termo

L 5
1
2

#$.µ! A. (ökAF )$Fµ! =
1
2

#$.µ! A. (k(5)
AF ) " 1" 2

$ " " 1 " " 2 Fµ! , (6.3.5)

na qual se utilizou a deÞni•‹o dada na Eq. (6.3.4a) com d = 5 para se obter(ökAF )$. Observe que

o fator A. " " 1 " " 2 Fµ! , que est‡ contra’do com(k(5)
AF ) " 1" 2

$ , tem dimens‹o de massa igual a 5.

Motiva•›es adicionais para o objeto de estudo desde cap’tulo adv•m das conex›es entre VL

e propriedades de sistemas da matŽria condensada. Por exemplo, como indicado na Ref. [33], as

equa•›es de Maxwell no v‡cuo modiÞcadas pelo termo CFJ s‹o utilizadas para descrever o efeito

mangŽtico quiral, efeito Hall an™malo e a gera•‹o an™mala de carga em sistemas de fŽrmions quirais.

AlŽm disso, a eletrodin‰mica modiÞcada por termos tipo CFJ tambŽm tem papel importante no

estudo de simemetais de Weyl. A descri•‹o desse tipo de material pode ser realizada no contexto

de teoria de campos efetivo, atravŽs setor de fŽrmions do MPE acoplado com o campo de gauge
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Aµ [138Ð140].

Uma vez que este cap’tulo se restringe a discutir as contribui•›es oriundas do termo CPT-

’mpar, os termos CPT-pares (dos modelos m’nimo e n‹o m’nimo) ser‹o considerados iguais a zero,

(kF )$.µ! = 0 e (ökF )$.µ! = 0.

6.4 Efeitos do termo CPT-ímpar de dimensão 3 na eletrodi-
nâmica de meios materiais

Para se investigar as poss’veis contribui•›es do termo de viola•‹o de Lorentz CPT-’mpar de

dimens‹o 3 na propaga•‹o eletromagnŽtica em meios materiais, escreve-se uma densidade de La-

grange da forma

L = !
1
4

Gµ! Fµ! !
1
4

##.µ! V#A. Fµ! ! AµJ µ, (6.4.1)

onde se implementou o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) Ð proporcional a(kAF )$#$.µ! A. F µ!

presente na Eq. (6.3.2) Ð na densidade de Lagrange do eletromagnetismo9 em meios materiais [vide

a Se•‹o 2.2.]. Note ainda que(kAF )$ foi reescrito em termos deV $ = ( V0, V ), por simplicidade

na nota•‹o. Utilizando as equa•›es de Euler-Lagrange na Eq. (6.4.1), obtŽm-se10 as seguintes

equa•›es de Maxwell (n‹o-homog•neas) modiÞcadas pelo campo de fundoV $, ou seja,

" %G%$+
1
2

#$#µ! V#Fµ! = J $. (6.4.2)

A partir da qual, as leis de Gauss e Amp•re modiÞcadas podem ser facilmente obtidas, resultando,

respectivamente, em

# á D ! V áB = !, (6.4.3a)

# $ H ! " tD ! V0B + V $ E = J, (6.4.3b)

em queV0 e V s‹o as partes temporal e espacial deV $, respectivamente.

Para se estudar o comportamento do modelo descrito pela Eq. (6.4.1) sob as transforma•›esC

(conjuga•‹o de carga),P (paridade) e T (revers‹o temporal), Ž importante lembrar que o termo

(CFJ) Ž CPT-’mpar e que a parte livre (sem fontes) da Eq. (6.4.1) pode ser reescrita como

L 5
1
2

(E áD ) +
1
2

+
V 0 (A áB) ! A0 (V áB) + V á(A $ E)

,
. (6.4.4)

Assim, observa-se que as partes envolvendoV0 s‹o P-’mpar e T-par, enquanto os termos contendo

V s‹o P-par eT-’mpar, de acordo com a Tabela2. Assim esses termos s‹o respons‡veis por induzir

9Adicionando-se o termo (CFJ) na densidade de Lagrange de Maxwell usual (para o vácuo), L = ! (1/ 4)Fµ! F µ! ,
obtém-se a conhecida eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ).

10Vide Apêndice I.
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uma atividade —ptica do meio, na forma de birrefring•ncia ou absor•‹o (dicro’smo).

Tabela 2: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.4.1) sob C, P e T.

E B A0 A V0(A áB) A0(V áB) V á(A $ E)

C ! ! ! ! + + +

P ! + + ! ! + +

T + ! + ! + ! !

Outro aspecto interessante da eletrodin‰mica de (MCFJ) consiste no termoV0B , que pode ser

utilizado para representar a densidade de corrente associado ao (CME),

JCME =
e2

412
(0µ ) B % 4 B, (6.4.5)

sendoe a carga elementar, enquanto0µ = µR ! µL Ž conhecido como potencial qu’mico quiral,

designando a diferen•a entre a densidade do nœmero de fŽrmions de m‹o-direita e m‹o-esquerda

do sistema. Na Eq. (6.4.5), 4 representa a condutividade magnŽtica isotr—pica e tem um papel

equivalente ˆ componente time-likeV0 da Eq. (6.4.3b), como apontado pela Ref. [33].

Para se investigar as propriedades de propaga•‹o relacionadas ˆ eletrodin‰mica modiÞcada,

descrita pela Eq. (6.4.3), ser‡ considerado a classe de meios cont’nuos cujas rela•›es constitutivas

s‹o dadas por

D i = #Ei , H i =
1
µ

B i , (6.4.6)

em que# e µ s‹o as constantes de permissividade elŽtrica e permeabilidade magnŽtica do meio.

Note que a escolha feita na Eq. (6.4.6) implica que os par‰metros constitutivos gerais deÞnidos via

o tensor constitutivo $µ!"# [vide a Se•‹o2.2] foram escolhidos de forma que

#ij = #' ij , (µ! 1)ij = µ! 1' ij , %ij = &ij = 0. (6.4.7)

Note que, em rela•‹o a esses par‰metros constitutivos, o meio Ž considerado isotr—pico. Dessa

forma, quaisquer efeitos de anisotropia ser‹o originados devido ao campo de fundoV $.

Para seguir o procedimento discutido na Se•‹o2.3 e, ent‹o, obter-se a equa•‹o de dispsers‹o,

implementam-se as rela•›es dadas na Eq. (6.4.6) e tambŽm J = - E, onde - Ž a condutividade

™hmica, na Eq. (6.4.3b). Por conseguinte, obtŽm-se

-
k2' ij ! ki kj ! , 2µø#ij

.
E j = 0, (6.4.8)
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onde se deÞniu

ø#ij %
'

#+ i
-
,

(
' ij !

i
, 2

#iaj (kaV0 ! ,V a) , (6.4.9)

como o tensor de permissividade elŽtrico efetivo. O segundo termo do lado direito da Eq. (6.4.10),

#iaj kaV0 viola a simetriaP, enquanto o terceiro termo,,V a, quebra a simetria de revers‹o temporal

T. Ambos s‹o respons‡veis pela atividade —ptica do meio, que se manifesta via birefring•ncia.

Utilizando agora k = , n, pode-se reescrever a Eq. (6.4.8) na forma

Mij E j = 0, (6.4.10a)

sendo

Mij = n2' ij ! ni nj ! µø#ij , (6.4.10b)

com

ø#ij =
'

#+ i
-
,

(
' ij !

i
,

#iaj (naV0 ! Va). (6.4.10c)

As solu•›es n‹o-triviais para o campo elŽtrico s‹o obtidas exigindo-se que o determinante da matriz

[M ij ] seja nulo,det[M ij ] = 0. Isso forncer‡ as rela•›es de dispers‹o que descrevem a propaga•‹o

das ondas eletromangŽticas no meio. A matriz[M ij ] Ž explicitamente dada por

[M ij ] = M + i
µ
,

V, (6.4.11a)

na qual

M =
+
n2 ! µ

'
#+ i

-
,

(,
13 !

/

0
1

n2
1 n1n2 n1n3

n1n2 n2
2 n2n3

n1n3 n2n3 n2
3

2

3
4 , (6.4.11b)

V =

/

0
1

0 v3 ! V0n3 V0n2 ! V2

V0n3 ! V3 0 V1 ! V0n1

V2 ! V0n2 V0n1 ! V1 0

2

3
4 , (6.4.11c)

com a matrix identidade 13 de ordem (3 $ 3). Calculando det[M ij ] = 0, obtŽm-se a seguinte

equa•‹o de dispers‹o

÷#(n2 ! µ÷#)2 !
µ
, 2

M
µ÷#

-
V 2

0 n2 + V 2 ! 2V0 (n áV )
.

! V 2n2 + ( n áV )2
N

= 0, (6.4.12a)

com

÷#= #+ i
-
,

. (6.4.12b)
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Para o v‡cuo,µ = # = 1 e - = 0, a Eq. (6.4.12a) resulta11 na conhecida equa•‹o de dispers‹o

do modelo de MCFJ:

p4 + p2V 2 ! (p áV)2 = 0, (6.4.13)

com pµ = ( ,, k) e V µ = ( V 0, V ), como se esperava.

ƒ poss’vel reescrever a equa•‹o de dispers‹o dada na Eq. (6.4.12a) numa estrutura an‡loga ˆ

da Eq. (6.4.13). Para isso, deÞnem-se os seguintes quadrivetores

øpµ %
%)

÷#,,
k

)
µ

&
, øV µ %

%
)

µV 0,
V
)

÷#

&
. (6.4.14)

Assim, a Eq. (6.4.12a) Ž reescrita como

øp4 + øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
= 0. (6.4.15)

Nas Eqs. (6.4.15) e (6.4.13), as contra•›es tensoriais s‹o efetuadas considerando-se a mŽtrica de

Minkowski 3µ! = diag (+1 , ! 1, ! 1, ! 1). Alternativamente, pode-se introduzir uma uma mŽtrica

efetiva deÞnida por

÷3µ! % diag
%

÷#,!
1
µ

, !
1
µ

, !
1
µ

&
, (6.4.16)

o que permite reescrever12 a Eq. (6.4.15) na forma

(p á÷3 áp)2 +
µ
÷#

+
(p á÷3 áp) (V á÷3 áV) ! (p á÷3 áV)2

,
= 0. (6.4.17)

Dessa forma, pode-se interpretar a Eq. (6.4.15) como a equa•‹o de dispers‹o para um modelo

MCFJ generalizado em meios. O quadri-vetorøpµ representa um quadri-momento efetivo que

satisfaz uma equa•‹o de dispers‹o an‡loga ˆ do v‡cuo quando o campo de fundo Ž substitu’do

por øV µ. A possibilidade de reescrever a equa•‹o de dispers‹o em termos da mŽtrica efetiva,

dada na Eq. (6.4.16), e do quadri-momento usualpµ Ž uma forma diferente de se compreender

esse resultado. Noutras palavras, a presen•a do meio, descrito pelos par‰metros#, µ e - , leva

a ondas eletromagnŽticas que obedecem uma equa•‹o de dispers‹o similar ˆ do caso de ondas

eletromagnŽticas progagando-se no v‡cuo, mas com a mŽtrica de Minkowski substitu’da por uma

mŽtrica efetiva.

Para se investigar mais propriedades dessa eletrodin‰mica modiÞcada num meio dilŽtrico, ser‹o

discutidos, a seguir, dois cen‡rios: (i) campo de fundo puramente timelike e (ii) spacelike. TambŽm

ser‡ adotado um substrato dielŽtrico com condutividade ™hmica nula,- /' 0.

11Vide Apêndice J.
12Vide Apêndice K.
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6.4.1 Cenário puramente timelike

Neste cen‡rio, considera-se o campo de fundo descrito porV µ = ( V 0, 0). Assim, a Eq. (6.4.12a)

se reduz a

(n2 ! µ#)2 !
µ2V 2

0

, 2
n2 = 0, (6.4.18)

a qual fornece dois ’ndices de refra•‹o distintos:

n2
± = µ#+

µ2V 2
0

2, 2
±

µV0

,

;

µ#+
µ2V 2

0

4, 2
, , (6.4.19a)

ou equivalentemente

n± =

;

µ#+
µ2V 2

0

4, 2
±

µV0

2,
. (6.4.19b)

Esse resultado est‡ de acordo com o ’ndice de refra•‹o dado na Eq. (3.2.19) para o caso de

meio dotado com condutividade magnŽtica isotr—pica. Essa Ž uma correspond•ncia esperada, uma

vez que oV0 atua como uma parametriza•‹o da condutividade magnŽtica. Note que os ’ndices

de refra•‹o n± s‹o reais positivos, o que permite que ambos os modos se propaguem em qualquer

frequ•ncia. Assim, comportamento de atenua•‹o/absor•‹o n‹o Ž observado neste cen‡rio timelike.

AlŽm disso, no limite de altas frequ•ncias, a Eq. (6.4.19b) fornecen± /'
)

µ#, recuperando o

’ndice de refra•‹o de um meio com permissividade elŽtrica# e permeabilidade magnŽticaµ, tal

como Ž descrito na eletrodin‰mica de Maxwell. Esse comportamento Ž ilustrado na Fig.6.1 a

seguir, a qual mostra os ’ndices de refra•‹o (6.4.19b) em termos do par‰metro adimensional,/V 0

para alguns valores deµ e #. O modo associado an+ exibe dispers‹o an™mala, comdn+ / d, < 0,

enquanton! Ž caracterizado por dispers‹o normal.
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!"! !"# $"! $"# %"! %"# &"! &"#
!

$

%

&

'

#

��

V!

!

Figura 6.1: êndices de refra•‹on± (, ) da Eq. (6.4.19b) em termos da grandeza adimensional,/V 0.
As linhas azuis (decrescentes) representamn+ , enquanto as vermelhas (crescentes) mostramn! .
Para as linhas s—lidas (linhas cheias),µ = 1 e #= 2; para as linhas tracejadas,µ = 1 e #= 3; para
as linhas ponto-tracejadas,µ = 2 e #= 2.

Para se examinar o estado de polariza•‹o dos modos de propaga•‹o, reescreve-se inicialmente

a Eq. (6.4.18) como

n2 ! µ# = ±
µV0

,
n. (6.4.20)

A seguir, essa rela•‹o pode ser implementada na Eq. (6.4.11), a partir da qual a condi•‹o Mij E j = 0

fornece13 nesse cen‡rio

E± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

, in3n ! n1n2

± in2n ! n1n3

2

3
4 . (6.4.21)

Considerando o caso particular onden = (0 , 0, n), os campos eleŽtricos normalizados da Eq. (6.4.21)

simpliÞcam-se em

E± =
1

)
2

/

0
1

1

, i

0

2

3
4 . (6.4.22)

Uma polariza•‹o Ž deÞnida como m‹o-direita (m‹o-esquerda) se o vetor de polariza•‹o da onda

plana rotaciona ao longo de uma circunfer•ncia no sentido hor‡rio (ou anti-hor‡rio) quando o

observador v• a onda se aproximando [1,7]. Portanto, E! Ž interpretado como vetor de polariza-

•‹o circular de m‹o-esquerda, enquantoE+ representa polariza•‹o cirular de m‹o-direita. Essas

13Vide Apêndice L.
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polariza•›es s‹o associadas com os ’ndices de refra•‹on! e n+ da Eq. (6.4.19b), implicando em

velocidades de fase diferentes para os modos f’sicos. Consequentemente, origina-se uma rota•‹o do

plano de polariza•‹o de uma onda linearmente polarizada, como consequ•ncia da birrefring•ncia

existente nesse cen‡rio. A birrefring•ncia pode ent‹o ser mensurada atravŽs do poder rotat—rio

espec’Þco [veja a Eq. (2.3.26) ], que aqui resulta em

' = !
µV0

2
, (6.4.23)

a qual Ž independente da frequ•ncia e dependente da componente timelikeV0 do campo de fundo

de VL. Esse poder de rota•‹o n‹o-dispersivo Ž diferente do poder de rota•‹o de um cristal birre-

fringente t’pico, que Ž crescente com a frequ•ncia, como indicado pela Eq. (2.3.26) para ’ndices de

refra•‹o constantes. Dado que os ’ndices de refra•‹o da Eq. (6.4.19b) s‹o reais, n‹o h‡ dicro’smo

—ptico originado porV0.

6.4.2 Cenário puramente spacelike

O caso puramente spacelike Ž caracterizado pelo campo de fundoV µ = (0 , V ). Nesse caso, a

Eq. (6.4.12a) resulta em

#(n2 ! µ#)2 !
µ
, 2

-
µ#V 2 ! n2V 2 + ( n áV )2.

= 0. (6.4.24)

Implementandon áV = n|V | cos. , obtŽm-se

(n2 ! µ#)2 !
µ2

, 2
|V |2%2 = 0, (6.4.25)

onde se deÞniu

%2 % 1 !
n2

µ#
sin2 .. (6.4.26)

Os ’ndices de refra•‹o s‹o dados por

n2
± = µ#!

µV 2

2#, 2
sin2 . ±

µ|V |
2#, 2

=
4#2, 2 cos2 . + V 2 sin4 .. (6.4.27)

A seguir, ser‹o considerados duas conÞgura•›es especiais: (i) o caso perpendicular onden áV =

0 e sin2 . = 1; (ii) o caso longitudinal onden á ±n|V | e sin2 . = 0. Tais escolhas simpliÞcam o

problema e auxiliam no estudo das propriedades de propaga•‹o.
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6.4.2.1 Caso V -perpendicular

Considerando a conÞgura•‹o perpendicular comsin2 . = 1, as solu•›es da Eq. (6.4.24) para n2

de acordo com a Eq. (6.4.27) s‹o dadas por

n2
± = µ#+

µV 2

2#, 2
(! 1 ± 1), (6.4.28)

ou seja,

n+ =
)

µ#, n! =

;

µ#!
µV 2

#, 2
. (6.4.29)

Percebe-se que enquanton+ Ž o ’ndice de refra•‹o usual da eletrodin‰mica de Maxwell em meios,

correspondendo a%+ = 0, o ’ndice de refra•‹o n! Ž associado a%! = |V |/ (#, ), o qual carrega

contribui•‹o do campo de fundo. Para, > , ! , tem-sen2
! < 0 en! se torna puramente imagin‡rio.

Consequentemente o correspondente modo n‹o se propaga. Assim, deÞne-se a frequ•ncia de corte

, ! =
|V |
#

. (6.4.30)

O comportamento geral dos ’ndices de refra•‹o Ž ilustrado na Fig.6.2, onde os ’ndices de

refra•‹o (quadrados) s‹o plotados em termos do par‰metro adimensional,/ |V |.

!"! !"# $"! $"# %"! %"# &"!
! $

!

$

%

&

'

#

��

!

! !

Figura 6.2: êndices de refra•‹on2
± (, ) da Eq. (6.4.28) em termos de,/V onde V = |V |. Linhas

azuis (horizontal) representamn2
+ , enquanto as linhas vermelhas mostramn2

! . Para as linhas
cheias,µ = 1 e # = 2; para linhas tracejadas,µ = 1 e # = 3; para linhas ponto-tracejadas,µ = 2
and #= 2.

As linhas horizontais mostramn2
+ , que Ž constante para todas as frequ•ncias. Para o modo

associado an2
! , as linhas verticais tracejadas (localizadas em diferentes valores de, ! / |V |) separam

a zona de absor•‹o, onde, < , ! , do regime de propaga•‹o, onde, > , ! . AlŽm disso, no limite

de altas frequ•ncias, observa-se quen2
! /' n2

+ = µ#.
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Para se obter os modos de propaga•‹o, pode-se escolher um sistema de coordenadas onde

n = (0 , 0, n). Assim, uma conÞgura•‹o perpendicular para o campo de fundo ser‡V = ( V1, V2, 0).

Da Eq. (6.4.25), pode-se escrever

n2 ! µ# = ±
µ|V |

,
%. (6.4.31)

Implementando essa rela•‹o na Eq. (6.4.11) e utilizando n2
+ = µ#, %+ = 0, a condi•‹o Mij E j = 0

fornece

E+ =
1

|V |

/

0
1

V1

V2

0

2

3
4 % öV , (6.4.32)

onde öV Ž o vetor unit‡rio que aponta na dire•‹o deV . Utilizando agoran2
! = µ#! µV 2/ (#, 2), a

condi•‹o Mij E j = 0 leva a14

E! = E (! )
0

/

0
1

V2

! V1

i(V 2
1 + V 2

2 )/ (#, )

2

3
4 = ÷E (! )

0

%
öV $ ön + i

|V |
#,

ön
&

, (6.4.33)

na qualE (! )
0 , ÷E (! )

0 s‹o amplitudes escolhidas apropriadamente eön Ž o vetor unit‡rio que aponta ao

longo da dire•‹o de propaga•‹o. Note que a componente longitudinal da Eq. (6.4.33) Ž suprimida

pela magnitude da dire•‹o privilegiadaV em compara•‹o com a parte transversal15. Para V2 = 0,

o comportamento dos modos de propaga•‹o Ž ainda mais claro:

E+ =

/

0
1

1

0

0

2

3
4 , E! = ÷E (! )

0

/

0
1

0

! 1

iV1/ (#, )

2

3
4 . (6.4.34)

Portanto, os ’ndices de refra•‹o da Eq. (6.4.29) s‹o associados a modos linearmente polarizados

da Eq. (6.4.34). Embora o vetor E! contenha componentes transversal e longitudinal, no que diz

respeito ˆs propriedades de polariza•‹o, ele Ž interpretado como um vetor linearmente polarizado

e somente sua parte transversal Ž considerada.

Para se analisar os efeitos de birrefring•ncia gerados neste caso, Considerando o regime de pro-

paga•‹o onde, > , ! , observa-se a exist•ncia de dois ’ndices de refra•‹o distintos, caracterizando

modos que se propagam com velocidades de fase distintas. Assim, a diferen•a de fase entre os

14Vide Apêndice L.
15Isso acontece por que a propagação para esse modo ocorre quando # > # " com #" dado na Eq. (6.4.30). Logo,

|V | < !# .
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modos de propaga•‹o pode ser utilizada para caracterizar a birrefring•ncia [veja a Eq. (2.3.28) ]:

0 =
21
20

d(n+ ! n! ) , (6.4.35)

em que20 Ž o comprimento de onda eletromagnŽtico no v‡cuo, ed representa a espessura do

meio ou a dist‰ncia que a onda percorre no mesmo. Utilizando ent‹o os ’ndices de refra•‹o da

Eq. (6.4.29), a diferen•a de fase por unidade de comprimento ser‡

0
d

=
21
20

)
µ#

!

1 !

;

1 !
V 2

#2, 2

"

, (6.4.36)

que se simpliÞca em

0
d

"
1

)
µ#

20#2, 2
V 2, (6.4.37)

no limite V /, 0 1. Note quen! Ž real para, > , ! ou V /, < # . Asim, no limite V /, 0 1, a

express‹o dada na Eq. (6.4.36) continua real, justiÞcando o resultado dado na Eq. (6.4.37). Esses

resultados indicam que a birrefring•ncia Ž controlada pela norma quadrada do campo de fundo

V e depende quadraticamente do inverso da frequ•ncia, . Tais depend•ncias n‹o s‹o observadas

no cen‡rio puramente timelike [veja a Eq. (6.4.23) para uma compara•‹o simples], tampouco em

dielŽtricos usuais.

Para , < , ! , n! se torna complexo, enquanton+ permanece real. Assim, a absor•‹o somente

ocorre para o modo representando pelo sinal(! ). Nesse caso, o coeÞciente de absor•‹o,( =

2, Im[n], Ž dado por

( = 2
)

µ#,

;

! 1 +
|V |2

#2, 2
. (6.4.38)

Assim o modo associado ˆ Eq. (6.4.33) Ž absorvido, enquanto o modo dado na Eq. (6.4.32) se pro-

paga sem atenua•‹o. Portanto, ap—s viajar certa dist‰ncia no meio, apenas o modo da Eq. (6.4.32)

sobreviver‡.

6.4.2.2 Caso V -longitudinal

Agora ser‹o consideradas as conÞgura•›es onden áV = ± n|V |, o que implica emsin2 . = 0

e %2 = 1 na Eq. (6.4.25). Isso signiÞca quen e V apontam ao longo da mesma dire•‹o, ou seja,

para n = (0 , 0, n), escolhe-seV = (0 , 0, V3). Consequentemente, a Eq. (6.4.27) fornece as seguintes

solu•›es

n2
± = µ#±

µ|V |
,

. (6.4.39)
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Observa-se imediatamente quen2
+ > 0, o que signiÞca que o modo associado ao ’ndice de refra•‹o

n+ se propaga em todo o dom’nio das frequ•ncias. Por outro lado, o modo associado an! se

propaga apenas para, > , ! , para o qual n2
! > 0. Aqui , ! Ž a frequ•ncia de corte dada

na Eq. (6.4.30). Essa caracteriza•‹o Ž veriÞcada na Fig.6.3, onde os ’ndices de refra•‹o da

Eq. (6.4.39) s‹o ilustrados como fun•›es do par‰mtro adimensional,/ |V |. Os modos associados a

n2
+ e n2

! exibem dispers‹o an™mala e normal, respectivamente, recuperando o valor usualn2
± /' µ#

no regime de altas frequ•ncias.

!"! !"# $"! $"# %"! %"# &"!
! %

!

%

'

(

��

!

! !

Figura 6.3: êndices de refra•‹on2
± (, ) da Eq. (6.4.39) em termos de,/V where V = |V |. As

linhas azuis representamn2
+ , enquanto as vermelhas mostramn2

! . Para as linhas cheias,µ = 1
e # = 2; para linhas tracejadas,µ = 1 e # = 3; para linhas ponto-tracejadas,µ = 2 e # = 2. As
linhas tracejadas verticais, da esquerda para a direita, s‹o dadas por, ! /V = 1/ 3 e , ! /V = 1/ 2,
respectivamente, com, ! dado na Eq. (6.4.30).

Para a escolhan = (0 , 0, n), o campo de fundo longitudinal Ž escrito na formaV = (0 , 0, V3).

Assim Mij E j = 0 fornece16

E± =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 , (6.4.40)

onde E+ e E! representam, respectivamente, vetores de polariza•‹o para modos circularmente

polarizados de m‹o-esquerda e m‹o-direita. Os dois ’ndices de refra•‹o da Eq. (6.4.39) tambŽm

implicam em birrefring•ncia, que pode ser avaliada atravŽs do poder de rota•‹o espec’Þco

' = !
)

µ#
2

,

! ;

1 +
|V |
,#

!

;

1 !
|V |
,#

"

. (6.4.41)

16Vide Apêndice L.
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No limite |V |/, 0 1, n! permanece real, assim o poder de rota•‹o espec’Þco simpliÞca-se em

' " !
1
2

;
µ
#

|V |, (6.4.42)

indicando birrefring•ncia independente da frequ•ncia, resultado similar ao da Eq. (6.4.23).

Por outro lado, para |V |/, > # , n! se torna puramente imagin‡rio, enquanton+ permanece

real. Nessa zona de frequ•ncia, ambos os modos s‹o absorvidos em graus diferentes. Essa diferen•‹o

Ž caracterizada pelo coeÞciente de dicro’smo deÞnido na Eq. (2.3.27), o qual fornece nesse caso

' d =
)

µ#
2

,

;

! 1 +
|V |
,#

. (6.4.43)

Com esse œltimo resultado (e os anterioes), concluem-se as an‡lises acerca das propriedades

de propaga•‹o do modelo de eletrodin‰mica modiÞcada por termoCPT-’mpar de dimens‹o 3,

descrito na Eq. (6.4.1), num meio material.

6.5 Efeitos do termo CPT-ímpar de dimensão 5 na eletrodi-
nâmica de meios materiais

Ap—s analisadas as propriedades da eletrodin‰mica modiÞcado por termoCPT-’mpar de di-

mens‹o 3 (MCFJ) em meio material, o pr—ximo passo de investiga•‹o consiste em estudar uma

extens‹o do modelo anterior que envolve derivadas superiores. Tais extens›es s‹o descritas pelo

MPE n‹o-m’nimo da Eq. (6.3.3), que consiste num ferramental te—rico para a parametriza•‹o das

viola•›es de Lorentz eCPT numa teoria de campos efetiva. Nenhum sinal de VL no v‡cuo foi en-

contrada atŽ o momento. Entretanto, VL pode ser considerada uma propriedade intr’nseca de um

meio material, assim o MPE Ž suÞciente para se representar certas propriedades materiais dentro

de uma conÞgura•‹o de teoria de campos e ainda para se propor novos materiais com propriedades

n‹o usuais.

Nesta se•‹o, ser‡ abordado o termoCPT-’mpar de dimens‹o 5 (d = 5) do MPE n‹o-m’nimo

dado na Eq. (6.3.3). Assim, o termo a ser considerado Ž

1
2

#$.µ! A. (ökAF )$Fµ! , (6.5.1)

com

(ökAF )$ = ( k(5)
AF ) " 1" 2

$ " " 1 " " 2 . (6.5.2)

Implementando a seguinte parametriza•‹o,

(k(5)
AF ) " 1" 2

$ = U$3" 1" 2 , (6.5.3)
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com o campo de fundoU$ e o tensor mŽtrico de Minkowski3" 1" 2 = diag(1, ! 1, ! 1, ! 1), o termo

de derivada superior da Eq. (6.5.1) se torna

1
2

#$.µ! A. U$! , (6.5.4)

onde se introduziu o operador dÕAlambertiano! = 3" 1" 2 " " 1 " " 2 . A densidade de Lagrange com o

termo de ordem superios (altas derivadas) originada da Eq. (6.3.3) Ž dado por

L = !
1
4

F µ! Fµ! +
1
2

##.µ! U#A. ! Fµ! ! AµJ µ, (6.5.5)

o qual envolve a VL parametrizada pelo campo de fundoU$ = ( U0, U ).

Para se estudar os efeitos desse termo de altas derivadas na propaga•‹o de ondas eletromagnŽ-

ticas num meio cont’nuo, implementa-se agora o tensorGµ! no termo cinŽtico da Eq. (6.5.5), tal

como na Eq. (2.2.1). Assim, a densidade de Lagrange deste modelo eletrodin‰mico novo ser‡

L = !
1
4

Gµ! Fµ! +
1
2

##.µ! U#A. ! Fµ! ! AµJ µ, (6.5.6)

onde o tensorGµ! Ž escrito em termos do tensor constitutivo$µ!"# , deÞnido na Eq. (2.2.6). O

modelo dado na Eq. (6.5.6) fornece uma generaliza•‹o da eletrodin‰mica da Eq. (6.5.5) em meios

materiais.

A densidade de Lagrange da Eq. (6.5.6) envolve uma derivada de terceira ordem no quadri-

potencial Aµ, exigindo ent‹o uma equa•‹o de Euler-Lagrange dotada de derivadas de derivadas

de vari‡veis de campo que s‹o da mesma ordem. Em princ’pio, a ordem da derivada pode ser

reduzida reescrevendo-se a Eq. (6.5.6) na forma

L = !
1
4

Gµ! Fµ! !
1
2

##.µ! U#(" / A. )" / Fµ! ! AµJ µ. (6.5.7)

Assim para a densidade de Lagrange da Eq. (6.5.7), Ž suÞciente considerar a equa•‹o de Euler-

Lagrange envolvendo derivadas de segunda ordem nos campos, ou seja,

" L
"A $

! " %

%
" L

" (" %A$)

&
+ " " " %

%
" L

" (" %" " A$)

&
= 0. (6.5.8)

Aplicando ent‹o essa express‹o ˆ Eq. (6.5.7), obtŽm-se17

" %G%$+ ##$µ! U#! Fµ! = J $. (6.5.9)

17Vide Apêndice M.
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Nesse cen‡rio, as leis de Gauss e Amp•re modiÞcas s‹o, respectivamente, dadas por

# á D + 2! (U áB) = !, (6.5.10a)

# $ H ! " tD + 2! U0B ! 2! (U $ E) = J. (6.5.10b)

Essas equa•›es de Maxwell modiÞcadas podem descrever novos efeitos na propaga•‹o de ondas

eletromagnŽticas em meios caracterizados pelo tensor constitutivo$µ!"# . A seguir, as rela•›es de

dispers‹o ser‹o, o comportamento dos ’ndices de refra•‹o e os modos de propaga•‹o ser‹o obtidos

e discutidos. Para isso, as rela•›es constitutivasD = #E e H = µ! 1B ser‹o utilizadas.

Com respeito ao comportamento sob as simetrias discretas, o campo de fundoUµ na densidade

de Lagrange da Eq. (6.5.6) se comporta da mesma forma queV µ da Eq. (6.4.1), uma vez que os dois

termos CPT-’mpares dessas densidades de Lagrange diferem apenas pela presen•a do operador

diferencial de segunda ordem,! , que Ž par sobP e T. De fato, inspecionando os termos VL da

Eq. (6.5.6), Uµ, observa-se que os termos envolvendo a componente timelike (U0) s‹o P-’mpares,

C-pares,T-pares ePT-’mpares, enquanto as contribui•›es contendo o setor espacial,U , s‹o P-

pares,C-pares,T-’mpares ePT-’mpares, como ilustrado na Tabela3. Isso signiÞca que os termos

proporcionais aU0 e U atuar‹o como fonte de atividade —ptica do meio considerado para estudo.

Tabela 3: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.5.6) sob C, P e T.

E B A0 A U0(A á! B ) A0(U á! B ) U á(A $ ! E)

C ! ! ! ! + + +

P ! + + ! ! + +

T + ! + ! + ! !

Para se obter as rela•›es de dispers‹o, segue-se o mesmo procedimento descrito na Se•‹o2.3 e

considerando a Eq. (6.5.10), o que leva a

-
k2' ij ! ki kj ! , 2µø#ij (, )

.
E j = 0, (6.5.11)

na qual se deÞniu o tensor de permissividade efetivoø#ij :

ø#ij (, ) =
'

#+ i
-
,

(
' ij !

2i
, 2

(k2 ! , 2)#iaj (,U a ! kaU0). (6.5.12)

Note que essa quantidade, interpretada tambŽm como permissividade elŽtrica estendida, contŽm

contribui•›es originadas do termo de altas derivadas. O termo envolvendo#iaj ,U a viola a revers‹o

temporal, enquanto o termo contendo#iaj kaU0 quebra a simetria de paridade.

Utilizando agora k = , n, a Eq. (6.5.12) pode ser reescrita na forma

Mij E j = 0, (6.5.13a)
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onde o tensorMij Ž dado por

Mij = n2' ij ! ni nj ! µø#ij (, ), (6.5.13b)

e a permissividade efetiva Ž escrita como

ø#ij (, ) =
'

#+ i
-
,

(
' ij ! 2i, (n2 ! 1)#iaj (Ua ! naU0). (6.5.13c)

ƒ importante perceber que embora o meio tenha permissividade elŽtrica isotr—pica,#' ij , os efeitos

de anisotropia s‹o gerados pelo campo de fundoUµ, presente nos elementos o!-diagonal deø#ij (, )

na Eq. (6.5.13c).

A matriz Mij na Eq. (6.5.13b) tem a seguinte forma expl’cita

[M ij ] = M + 2i µ, (n2 ! 1)W, (6.5.14)

com M dado na Eq. (6.4.11b) e

W =

/

0
1

0 U0n3 ! U3 U2 ! U0n2

U3 ! U0n3 0 U0n1 ! U1

U0n2 ! U2 U1 ! U0n1 0

2

3
4 . (6.5.15)

Calculando-sedet[M ij ] = 0, obtŽm-se a seguinte equa•‹o de dispers‹o

÷#(n2 ! µ÷#)2 ! 4(n2 ! 1)2µ, 2
M

µ÷#
-
U2

0 n2 + U 2 ! 2U0(n áU )
.

! U 2n2 + ( n áU )2
N

= 0, (6.5.16)

com ÷# dado na Eq. (6.4.12b). Empregando-se o quadrimomentoøpµ deÞnido na Eq. (6.4.14) e

tambŽm

øUµ %
%

)
µU0,

U
)

÷#

&
, (6.5.17)

a equa•‹o de dispers‹o pode ser escrita tambŽm na forma18

øp4 + 4p4
+

øU2øp2 !
) øU áøp

*2
,

= 0. (6.5.18)

Lembrando do tensor mŽtrico efetivo da Eq. (6.4.16), pode-se ainda reescrever a equa•‹o de dis-

pers‹o (6.5.18) em termos do quadrimomento usualpµ e do campo de fundoUµ:

(p á÷3 áp)2 + 4 ( p á3 áp)2 µ
÷#

+
(U á÷3 áU) (p á÷3 áp) ! (U á÷3 áp)2

,
= 0. (6.5.19)

Note que a Eq. (6.5.18) n‹o pode ser escrita somente em termos do quadrimomento efetivoøpµ,

como ocorre no modelo MCFJ em meios descrito na Eq. (6.4.15). O motivo pelo qual pµ surge na

18Vide Apêndice K.
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Eq. (6.5.18) consiste nas duas quadriderivadas adicionais que est‹o contra’das com os coeÞcientes

do termo de dimens‹o 5 na Eq. (6.5.6). Tais derivadas adicionais adv•m da Eq. (6.5.2) e da

parametriza•‹o adotada na Eq. (6.5.2). A Eq. (6.5.19) tambŽm permite dizer que a propaga•‹o de

ondas eletromagnŽticas no meio Ž governada por duas mŽtricas: a mŽtrica de Minkowski3µ! e a

mŽtrica efetiva÷3µ! da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de eletrodin‰mica tipo MCFJ modiÞcado pelo

termo CPT-’mpar de dimens‹o 5, deÞnido na Eq. (6.5.7), pode ser chamado de bimŽtrico nesse

sentido. Dessa forma, Ž not‡vel que a estrutura do modelo modiÞcado por termo de dimens‹o 5

em meios Ž muito diferente do modelo MCFJ generalizado para meios da Eq. (6.4.1).

No v‡cuo, os par‰metros constitutivos s‹o# = 1, µ = 1 e - = 0. Nesse caso, a equa•‹o de

disper‹o na Eq. (6.5.16) se reduz a

(n2 ! 1)2
M

1 ! 4, 2
-
U2

0 n2 ! U 2n2 + U 2 + ( n áU )2 ! 2U0(n áU )
.N

= 0, (6.5.20)

que pode ser convenientemente simpliÞcada19 em

p4
P

1 + 4
-
p2U2 ! (U áp)2.Q

= 0, (6.5.21)

com o quadrimomentopµ e o campo de fundoUµ = ( U0, U ). A Eq. (6.5.21) recupera a equa•‹o de

dispers‹o obtida na Ref. [43], onde esse modelo de eletrodin‰mica modiÞcado por altas derivadas

foi estudado para o v‡cuo. ƒ importante apontar que a not‡vel diferen•a entre a Eq. (6.5.18) e

a Eq. (6.5.21) Ž suscitada pela presen•a do meio material, pois os termos de altas derivadas, nas

densidades de Lagrange (6.5.7) e (6.5.5) s‹o correspondentes.

A seguir, ser‹o investigados dois cen‡rios desse modelo de eletrodin‰mica com respeito ao

campo de fundo, a saber: cen‡rios i) puramente timelike e ii) puramente spacelike. AlŽm disso,

considera-se tambŽm meio cuja condutividade ™hmica Ž nula,÷#/' #.

6.5.1 Cenário puramente timelike

O cen‡rio puramente timelike Ž deÞnido considerandoU0 &= 0 e U = 0. Nesse caso, a

Eq. (6.5.16) se reduz a

#(n2 ! µ#)2 ! 4µ2, 2U2
0 #n2(n2 ! 1)2 = 0, (6.5.22a)

que implica em

n2 ! µ# = ± 2µ#,U 0n(n2 ! 1), (6.5.22b)

ou equivalentemente

± 2µ,U 0n3 ! n2 , 2µ,U 0n + µ# = 0. (6.5.22c)

19Vide Apêndice J.
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Tal equa•‹o cœbica emn possui 3 solu•›es complexas no geral, dadas como fun•›esn = n(, ). Essas

solu•›es se estendem a dom’nios de frequ•ncias deÞnidos de acordo com o sinal do discriminante

da equa•‹o cœbica que, para a Eq. (6.5.22c), Ž dado por

0 =
S

2433µ3, 4U4
0

, (6.5.22d)

com

S = ! #! µ, 2U2
0

-
1 + 9µ#(2 ! 3µ#) + 16µ2, 2U2

0

.
. (6.5.22e)

Para uma equa•‹o cœbica, o sinal de0 auxilia na identiÞca•‹o da natureza (real ou complexa)

das tr•s solu•›es, de acordo com a Tabela4.

Tabela 4: Sinal do discrimante$ da Eq. (6.5.22d) e a natureza das ra’zes (solu•›es)
da Eq. (6.5.22c).

Sinal Solu•›es

0 > 0 uma ra’z real e duas ra’zes complexas conjugadas

0 6 0 tr•s ra’zes reais (com duas ou todas as tr•s iguais se0 = 0)

Uma vez que o denominador da Eq. (6.5.22d) Ž positivo, Ž necess‡rio analisar somente o sinal

do numerador,S. Note queS Ž uma fun•‹o de quarto grau em, , assim Ž poss’vel encontrar duas

ra’zes que fornecem os intervalos de frequ•ncias para valores positivos e negativos de0 . Dessa

forma, a rela•‹o S = 0 estabelece os valores cr’ticos (ra’zes) que separam os dom’nios de absor•‹o

(com S > 0) e propaga•‹o (comS < 0). ResolvendoS = 0, encontram-se as duas solu•›es para

, 2, a saber:

, 2
± =

1
32µ2U2

0

+
9µ#(3µ#! 2) ! 1 ±

=
µ#! 1 (9µ#! 1)3/ 2

,
. (6.5.23)

Consequentemente, os tr•s intervalos de frequ•ncia associados aos dois cen‡rios distintos (propa-

ga•‹o e absor•‹o) s‹o descritos da seguinte forma:

i) Para , ! < , < , + , tem-seS > 0 e 0 > 0, ent‹o a Eq. (6.5.22c) fornece uma fun•‹o real

n(, ) e duas fun•›es complexas conjugadasn(, ).

ii) Para , < , ! ou , > , + , obtŽm-seS < 0 e 0 < 0, assim existem tr•s ’ndices de refra•‹o

reaisn(, ).

O primeiro dom’nio descreve efeitos de absor•‹o, enquanto, no segundo, ondas eletromagnŽticas

podem se propagar sem sofrer atenua•‹o. O sinal deS determina a natureza real ou complexa

de n(, ) no correspondente intervalo de frequ•ncia. Para um ’ndice de refra•‹o complexo, pode-

se escrevern(, ) = n#(, ) + i n##(, ), onde Re[n(, )] = n#(, ) Ž o ’ndide de refra•‹o do meio, e

Im[n(, )] = n##(, ) Ž associado ao coeÞciente de absor•‹o do meio( = 2,n ##(, ) [7].
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Agrupando os cen‡rios descritos acima, conclui-se que:

a) Para , < , ! , existem tr•s solu•›es reais.

b) Para , ! < , < , + , duas solu•›es se tornam complexas, enquanto a terceira permanece real.

c) Para , > , + , as tr•s solu•›es se tornam reais novamente.

No geral, propaga•‹o sem atenua•‹o Ž associada ˆ parte real do ’ndice de refra•‹o, enquanto os

efeitos de absor•‹o s‹o relacionados com a parte imagin‡ria do ’ndice de refra•‹o, que geralmente

pode ser complexo. Assim, observa-se que a eletrodin‰mica modiÞcada dada pela Eq. (6.5.6)

atribui um comportamento condutor a um substrato dielŽtrico. Para o cen‡rio timelike, ondas

eletromagnŽticas se propagam no meio sem atenua•‹o no intervalo de frequ•ncias onde as tr•s

solu•›es s‹o reais. No intervalo onde solu•›es complexas paran(, ) ocorrem, propaga•‹o e absor•‹o

s‹o observadas. Esses efeitos novos e n‹o-usuais s‹o originados pela componenteU0 do campo de

fundo acoplado aos campos eletromagnŽticos.

Os ’ndices de refra•‹o para um meio material com propaga•‹o descrita pela Eq. (6.5.22c) s‹o

dados por express›es muito complicadas [ra’zes da Eq. (6.5.22c)], as quais n‹o ser‹o mostradas

aqui. Em vez disso, essas tr•s fun•›es,ni (, ) para i = 1, 2, 3 ser‹o ilustradas graÞcamente em

termos do par‰metro adimensional,U 0. Para isso, escolhem-se os valores# = 2 e µ = 1. Esses

plots s‹o apresentados nas Figs.6.4, 6.5 e 6.6, onde as linhas cheias representam a parte real de

ni (, ), enquanto as pontilhadas indicam a parte imagin‡ria deni (, ).

!"! !"# $"! $"# %"! %"# &"! &"#
! %
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&
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Figura 6.4: Plot de uma ra’z real da Eq. (6.5.22c), o ’ndice de refra•‹o n1(#), em termos de#U0. Ele Ž
obtido escolhendo-se os sinais inferiores da Eq. (6.5.22c). A linha cheia representaRe[n1(#)], enquanto a
linha pontilhada mostra Im[n1(#)], que Ž nula neste caso.
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Figura 6.5: Plot de uma ra’z complexa da Eq. (6.5.22c), o ’ndice de refra•‹o n2(#), em termos de#U0.
Tal ’ndice provŽm da Eq. (6.5.22c) com os sinais superiores sendo considerados. A linha cheia representa
Re[n2(#)], enquanto a linha pontilhada ilustra Im[n2(#)].
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Figura 6.6: Plot de uma ra’z complexa da Eq. (6.5.22c), o ’ndice de refra•‹o n3(#), em termos de#U0.
Ele resulta da Eq. (6.5.22c) com os sinais superiores levados em conta. A linha cheia representaRe[n3(#)],
enquanto a linha pontilhada indica Im[n3(#)].

Os ’ndices de refra•‹o, mostrados nas Figs.6.4, 6.5 e 6.6, s‹o caracterizados por partes reais

positivas. Os tr•s ’ndices de refra•‹o restantes, que seguem da equa•‹o polinomial de sexto grau

dada na Eq. (6.5.22a), possuem partes reais negativas.

Note quen1(, ) Ž sempre real para todo o dom’nio de frequ•ncias. As fun•›esn2(, ) e n3(, ) se

tornam complexas no intervalo, ! < , < , + , o que est‡ de acordo com a an‡lise feita previamente

nos itensa), b), c). Combinando todos os tr•s plots na Fig.6.7, pode-se observar o cen‡rio completo

descrito nos itens anteriores.
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Figura 6.7: Compila•‹o dos ’ndices de refra•‹o complexosn(#) das Figs.6.4, 6.5 e 6.6. As linhas cheias
ilustram as partes reais den1(#) (azul), n2(#) (vermelho) e n3(#) (verde). Suas correspondentes partes
imagin‡rias s‹o representadas pelas linhas pontilhadas com a mesma cor da parte real. As linha cheia e
marrom indica queRe[n2(#)] e Re[n3(#)] est‹o sobrepostas. As linhas pontilhadas (pretas) s‹o utilizadas
sempre que todas as tr•s partes imagin‡rias Þcam sobrepostas.

As linhas tracejadas verticais indicam os valores cr’ticos de frequ•ncia da Eq. (6.5.23), ou seja,

, ! U0 e , + U0, os quais deÞnem a transi•‹o entre os regimes dados nos itens(a) Ð (c). Outra

caracter’stica das Figs.6.5 e 6.6 Ž a presen•a de discontinuidades nas partes reais den2(, ) e

n3(, ), nos valores de frequ•ncias, ± . Note que isso ocorre por quen2(, ) e n3(, ) se tornam

puramente imagin‡rios para esses valores de frequ•ncias.

ƒ importante mencionar ainda que o comportamento f’sico descrito nesse cen‡rio ocorre somente

para eletrodin‰mica modiÞcada por derivadas superiores da Eq. (6.5.6) num meio material. De

fato, no v‡cuo, a Eq. (6.5.22a) fornece

(n2 ! 1)2(1 ! 4, 2U2
0 n2) = 0 , (6.5.24)

cuja solu•›es s‹o reais e dadas por:

n = 1, n =
1

2, |U0|
, (6.5.25)

o que mostra aus•ncia de efeitos de absor•‹o no v‡cuo (para esse modelo de dimens‹o 5). Esse

comportamento pode ainda ser obtido diretamente da Eq. (6.5.23), uma vez que0, = , + ! , ! = 0,

para µ = #= 1. Isso corresponde ao desparecimento da janela de frequ•ncias onde absor•‹o ocorre.

AlŽm disso, o segundo ’ndice de refra•‹o da Eq. (6.5.25) n‹o tem um limite bem deÞnido

para U0 /' 0. No v‡cuo, tais modos s‹o chamados de espœrios e suas ocorr•ncias s‹o t’picas de

teorias com altas derivadas (veja, por exemplo, as Refs. [42,43,136] para investiga•›es detalhadas

no setor eletromagnŽtico do MPE-nm). Entretanto, umU0 Þnito em meios macrosc—picos pode

ser realiz‡vel. Assim, o segundo ’ndice de refra•‹o n‹o Ž necessariamente suprimido em meios

materiais e deve ser considerado em pŽ de igualdade com os outros modos presentes na teoria.
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6.5.1.1 Modos de propagação

Para se examinar os modos de propaga•‹o para o cen‡rio puramente timelike, implementa-se

a Eq. (6.5.22b) na matriz da Eq. (6.5.14), o que fornece

[Mij ] = !

/

0
1

n2
1 n1n2 n1n3

n1n2 n2
2 n2n3

n1n3 n2n3 n2
3

2

3
4 + 2µ,U 0(n2 ! 1)

/

0
1

± n in3 ! in2

! in3 ± n in1

in2 ! in1 ± n

2

3
4 . (6.5.26)

ResolvendoMij E j = 0, obtŽm-se

Ey =
± in3n ! n1n2

n2 ! n2
1

Ex , (6.5.27a)

Ez =
, in2n ! n1n3

n2 ! n2
1

Ex , (6.5.27b)

o que permite escrever os campos elŽtricos normalizadosE± como20

E± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

± in3n ! n1n2

, in2n ! n1n3

2

3
4 . (6.5.28)

A express‹o (6.5.28) coincide exatamente com a Eq. (6.4.21) com os subescritos trocados. Assim,

para a conÞgura•‹o timelike, os campos elŽtricos dos modelos MCFJ e do modelo tipo MCFJ

modiÞcado por termo de dimens‹o 5 s‹o os mesmos, embora os ’ndices de refra•‹o dessas teorias

sejam diferentes. Note ainda queE± das Eqs. (6.5.28) e (6.4.21) n‹o dependem deU0 e V0,

respectivamente.

O ’ndice de refra•‹o ilustrado na Fig. 6.4 Ž associado ao campo elŽtricoE! da Eq. (6.5.28),

enquanto os ’ndices de refra•‹o das Figs.6.5 e 6.6 s‹o relacionados aE+ . Isso pode ser veriÞcado

atravŽs do softwareMathematica por meio do seguinte teste: 1) escrever os camposE± e a matriz

[M ij ] no caso timelike; 2) fazer as multiplica•›es([M ij ]E+ ) e ([M ij ]E! ); 3) depois utilizar um con-

junto de par‰metros numŽricos paraµ, #, ,U 0, n2, n3 para que as express›es([M ij ]E+ ) e ([M ij ]E! )

possam ser simpliÞcadas; 4) escrevern1 =
=

n2 ! n2
2 ! n2

3. Assim, as express›es([M ij ]E+ ) e

([M ij ]E! ) Þcam dependentes apenas den2; 5) substituir cada n2 que Ž solu•‹o da Eq. (6.5.22c) ou

em ([M ij ]E+ ) ou em([M ij ]E! ) e veriÞcar se, ap—s tal substitui•‹o, as express›es resultam iguais

a zero, satisfazendo a condi•‹oMij E j = 0. Por exemplo, realizando esse procedimento, observa-se

que ao se implementarn2 comn(, ) descrito pela Fig.6.4em[Mij ]E! , obtŽm-seMij E j = 0, porŽm

ao implement‡-lo em[Mij ]E+ , tem-seMij E j &= 0. Logo, conclui-se quen da Fig. 6.4 Ž associado

ao campo elŽtricoE! .

Para se ter uma interpreta•‹o f’sica mais clara desses modos de propaga•‹o, pode-se escolher

20Vide Apêndice N.
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um sistema de coordenadas onden = (0 , 0, n), levando a campos elŽtricos dados por

E± =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 , (6.5.29)

os quais representam, respectivamente, vetores de polariza•‹o circular de m‹o esquerda e direita,

t’picos de meios com atividade —ptica. Tal atividade —ptica pode ser expressa em termos do poder

de rota•‹o da Eq. (2.3.26), se os ’ndices de refra•‹o s‹o conhecidos.

6.5.2 Cenário puramente spacelike

Agora ser‡ considerado o cen‡rio em que o campo de fundoUµ contŽm apenas o setor espacial

n‹o-nulo, ou seja,U0 = 0 e U &= 0. Nesse caso, a Eq. (6.5.16) simpliÞca-se em

#(n2 ! µ#)2 ! 4(n2 ! 1)2µ, 2
+

(µ#! n2)U 2 + ( n áU )2
,

= 0. (6.5.30)

Implementandon áU = n|U | cos. na Eq. (6.5.30), obtŽm-se

n2 ! µ# = ± 2µ, (n2 ! 1)%|U |, (6.5.31)

onde se deÞniu

%2 = 1 !
n2

µ#
sin2 .. (6.5.32)

Com essa parametriza•‹o, pode-se analisar dois casos espciais: (i) conÞgura•‹o perpendicular onde

n áU = 0 e sin2 . = 1; (ii) conÞgura•‹o longitudinal com sin2 . = 0 e n áU = ± n|U | onde o sinal

positivo (negativo) representan paralelo (anti-paralelo) aU . Essas escolhas permitem um estudo

mais claro sobre o comportamento da propaga•‹o de ondas eletromangŽticas.

6.5.2.1 Caso U -perpendicular

Para a conÞgura•‹o perpendicular, isto Ž,n áU = 0, tem-sesin2 . = 1 e a Eq. (6.5.31) se torna

n2 ! µ# = ± 2µ, (n2 ! 1)|U |

<

1 !
n2

µ#
, (6.5.33)

que pode ser reescrita como

(n2 ! µ#)
+

4µ2U 2(n2 ! 1)2 + µ#(n2 ! µ#)
,

= 0, (6.5.34)
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Figura 6.8: Comportamento dos ’ndices de refra•‹on2
± da Eq. (6.5.36) em termos de#U ondeU = |U |.

As linhas azuis (acima da linha tracejada horizontal) representamn2
+ , enquanto as linhas vermelhas (abaixo

da linha tracejada horizontal) ilustram n2
! . Para linhas cheias,µ = 2 e ! = 2 ; para linhas tracejadas,

µ = 2 e ! = 4 ; para linhas ponto-tracejadas,µ = 1 e ! = 2 . As linhas verticais tracejadas (cinza) indicam,
respectivamente,#! U = 1 e #! U = 2 , onde #! Ž dado pela Eq. (6.5.37).

a qual implica emn2 = µ# e tambŽm

4µ2, 2U 2n4 + ( µ#! 8µ2, 2U 2)n2 ! µ2#2 + 4µ2, 2U 2 = 0. (6.5.35)

A primeira solu•‹o, n2 = µ#, corresponde ao ’ndice de refra•‹o usual obtida na eletrodin‰mica de

Maxwell em meios materiais, o qual ser‡ denotado porn0 =
)

µ#. Por outro lado, a Eq. (6.5.35)

carrega informa•‹o oriunda do termo de altas derivadas da Eq. (6.5.4) e do campo de fundoU .

Assim, a Eq. (6.5.35) fornece as seguintes solu•›es:

n2
± = 1 + f ± , (6.5.36a)

onde

f ± =
#

8µ, 2U 2

'
! 1 ±

)
1 + 5

(
, (6.5.36b)

5 = 16µ2, 2U 2

%
1 !

1
µ#

&
. (6.5.36c)

O comportamto de n2
± em termos do par‰metro adimensional, |U | Ž ilustrado na Fig. 6.8.

Nota-se quen+ Ž real em todo o dom’nio de frequ•ncia e exibe dispers‹o an™mala. AlŽm disso, a

fun•‹o n2
! possui uma ra’z, ! dada por

, ! =
#

2|U |
, (6.5.37)

Tal express‹o indica o valor cr’tico abaixo do qualn! se torna puramente imagin‡rio, cessando a
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propaga•‹o eletromagnŽtica. Acima de, ! , o ’ndice de refra•‹o n! se torna real e, consequente-

mente, ondas eletromagnŽticas podem se propagar nesse regime.

A primeira linha vertical tracejada na Fig. 6.8, localizado no valor, ! |U | = 1, separa as zonas

de absor•‹o e propaga•‹o para o modo representado pela linha cheia vermelha. A segunda linha

vertical, em, ! |U | = 2, separa essas zonas para o modo ilustrado pelas linhas vermelhas tracejadas

e ponto-tracejadas. No geral, observa-se que:

¥ Para 0 < , < , ! : o ’ndice de refra•‹o n+ Ž real en! Ž puramente imagin‡rio. Assim,

somente o modo associado an+ se propaga.

¥ Para , > , ! : tem-sen2
± > 0 e ambos os modos se propagam.

¥ No limite de frequ•ncias muito baixas,, |U | /' 0, vale n+ =
)

µ#, recuperando o ’ndice de

refra•‹o de um meio simples na eletrodin‰mica usual.

¥ No limite de altas frequ•ncias,, |U | /' 7 , o comportamento dos ’ndices de refra•‹o Ž dado

por

n± = 1 ±
1

4, |U |

<

#
%

#!
1
µ

&
. (6.5.38)

Note ainda que para frequ•ncias muito altas,n± /' 1, o que Ž diferente do comportamento dos

’ndices de refra•‹o da Eq. (6.4.29) do modelo MCFJ em meios materiais, que, para esse mesmo

limite, levam a n± /'
)

µ#. Assim a repercuss‹o de uma permissividade e permeabilidade n‹o-

triviais Ž suprimida no ‰mbito da teoria tipo MCFJ modiÞcada por altas derivadas, descrita pela

Eq. (6.5.6).

Em rela•‹o aos modos de propaga•‹o, a Eq. (6.5.32) produz

%± =

<

1 !
n2

±

µ#
=

<

1 !
1 + f ±

µ#
, (6.5.39)

indicando diferentes valores de%para os diferentes ’ndices de refra•‹on± da Eq. (6.5.36). Esco-

lhendo n = (0 , 0, n), pode-se escreverU = ( U1, U2, 0), de forma que a rela•‹on áU = 0 continue

v‡lida. Dessa forma, os modos de propaga•‹o obtidos tem a seguinte forma21:

E± = E #
0

/

0
1

U2

! U1

! 2i,f ± (U2
1 + U2

2 )/#

2

3
4

= ÷E #
0

'
öU $ ön ! 2i,f ±

|U |
- ön

(
, (6.5.40)

com f ± dado pela Eq. (6.5.36b).

21Vide Apêndice N.
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Comparando agora a Eq. (6.5.40) com a Eq. (6.4.33) obtida para o modelo MCFJ em meios,

algumas similaridades intrigantes podem ser observadas. A interpreta•‹o adotada [48] Ž que o modo

œnico da Eq. (6.4.33) se divide nos dois modos da Eq. (6.5.40) como consqu•ncia da natureza de

altas derivadas da teoria dada na Eq. (6.5.6).

Para se entender um pouco melhor esses modos, realiza-se uma expans‹o em sŽrie de Taylor

para U /' 0 em f ± da Eq. (6.5.36b). Assim, tem-se

f + " µ#! 1, f ! " !
#

4µ, 2U 2
+ 1 ! µ#, (6.5.41)

os quais permitem escrever

n+ /'
)

µ#, n! /'
;

2 !
#

4µ, 2U 2
! µ#. (6.5.42)

Como consqu•ncia, o modo descrito porE+ tem um comportamento bem deÞnido no limiteU /' 0,

enquanto o segundo modo, associado aE! , n‹o o tem22. Tal como ocorreu no cen‡rio puramente

timelike, existe tambŽm no cen‡rio spacelike um modo cuja contra-parte no v‡cuo seria denotado

como espœrio. Todavia, essa situa•‹o Ž contornada em meios materiais, pois|U | pode ter um valor

Þnito. Assim, tal modo deve ser interpretado como modo propagante regular.

Agora, discute-se a primeira solu•‹on0 =
)

µ# da Eq. (6.5.34). Nesse caso, a Eq. (6.5.32)

provŽm%= 0. Logo, Mij E j = 0 fornece23

E0 =
1

|U |

/

0
1

U1

U2

0

2

3
4 = öU . (6.5.43)

Tal express‹o indica um campo elŽtrico linearmente polarizado e perpendicular ˆ dire•‹o de pro-

paga•‹o, relacionado ao ’ndice de refra•‹on0 =
)

µ#. AlŽm disso, tem-seE0 áE"
± = 0, com E±

dado na Eq. (6.5.40). O modo da Eq. (6.5.43) Ž equivalente ˆquele da Eq. (6.4.32) obtido para a

teoria MCFJ em meios macrosc—picos. Assim, esse modo em particular n‹o sofre altera•‹o devido

ˆ presen•a de derivadas adicionais no operador de campo tipo CJF da Eq. (6.5.4).

AlŽm disso, mesmo no limiteU /' 0, os campos elŽtricosE0 e E± ainda s‹o governados pela

dire•‹o de U . Assim, as componentes deU atuam tambŽm como par‰metros do plano ortogonal

ˆ dire•‹o de propaga•‹o.

O nœmero de modos f’sicos na teoria tipo MCFJ deÞnida pela Eq. (6.5.6) Ž igual a tr•s. Dois

deles se aproximam do comportamento de um meio isotr—pico usual no limiteU /' 0. Tais modos

s‹o aqueles associados an+ da Eq. (6.5.42) e a n0 =
)

µ# da Eq. (6.5.34). Note que possuir tr•s

modos de propaga•‹o n‹o implicam numa quebra da invari‰ncia de gauge da teoria deÞna na

Eq. (6.5.6). Isso por que o operator da Eq. (6.5.4) Ž claramente invariante de gauge24. O terceiro

22É ainda evidente que n" se torna puramente imaginário nesse regime.
23Vide Apêndice N.
24Vide Apêndice O.
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modo ocorre devido a presen•a do operador dÕAlambertiano na Eq. (6.5.4), aumentando o grau

polinomial da equa•‹o de dispers‹o. No v‡cuo, o terceiro modo pode ser denotado como espœrio,

mas esse termo tŽcnico n‹o Ž bem aplicado no contexto de meios macrosc—picos, ondeU pode

assumir valores Þnitos realiz‡veis.

Como os modos associados n‹o s‹o circularmente polarizados, a birrefring•ncia para esse caso Ž

caracterizada em termos da diferen•a de fase por unidade de comprimento, deÞnido na Eq. (2.3.28).

Assim, introduz-se

0 a,b

d
%

21
20

(na ! nb), (6.5.44)

ondea, b. { 0, + , !} . Uma vez que existem tr•s modos de propaga•‹o para, > , ! , pode-se deÞnir

as seguintes diferen•as de fase adquiridas depois da ocorr•ncia de propaga•‹o por uma dist‰ncia

d:

0 ± ,0

d
=

21
20

+=
1 + f ± !

)
µ#

,
, (6.5.45a)

0 + ,!

d
=

21
20

+=
1 + f + !

=
1 + f !

,
, (6.5.45b)

os quais s‹o v‡lidos no intervalo de frequ•ncias onden! Ž real, isto Ž,, |U | > #/ 2. No limite de

altas frequ•ncias,(, |U |)! 1 0 1, a Eq. (6.5.45) fornece

0 ± ,0

d
=

21
20

(1 !
)

µ#) ±
0
2d

, (6.5.46a)

0 + ,!

d
=

0
d

, (6.5.46b)

com

0
d

%
1

20, |U |

<

#
%

#!
1
µ

&
. (6.5.46c)

Comparando os modos indicados pelo subescrito(± ) com o modo padr‹o (com subescrito Ò0Ó),

nota-se que existe uma contribui•‹o de ordem zero, que envolve somente a permissividade e per-

meabilidade do meio.

Para , < , ! (ou , |U | < #/ 2), n! Ž puramente imagin‡rio. Ent‹o, a partir da Eq. (6.5.36), n!

Ž reescrito como

n! = i
=

! 1 ! f ! . (6.5.47)

Como Im[n+ ] = 0 para todo o dom’nio de frequ•ncias, somente o modo associado an! sofre
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atenua•‹o, que Ž quantiÞcada pelo coeÞciente de absor•‹o( = 2, Im[n! ], ou seja,

( = 2,
;

#
8µ, 2U 2

'
1 +

)
1 + 5

(
! 1, (6.5.48)

com 5 dado na Eq. (6.5.36c). No limite de baixas frequ•ncias,, 0 1, Eq. (6.5.48) pode ser

expandida como

( "
1

|U |

;
#
µ

#
1 + 2

%
1 !

2
µ#

&
, 2µ2|U |2

$
. (6.5.49)

ƒ importante mencionar que o coeÞciente de absor•‹o da Eq. (6.5.49) Ž calculado no limite

, |U | 0 1, enquanto a diferen•a de fase na Eq. (6.5.46) Ž determinada no limite oposto (, |U |)! 1 0

1. Isso acontece por que atenua•‹o ocorre paran! puramente imagin‡rio e birrefring•ncia surge

quandon! Ž real. A condi•‹o , |U | = #/2 estabelece uma freque•ncia de corte que separa os dois

dom’nios de frequ•ncias para a ocorr•ncia de cada efeito.

6.5.2.2 Caso U -longitudinal

Considerando as conÞtura•›es longitudinais, ou seja,n e U s‹o paralelos ou antiparalelos,

tem-sesin2 . = 0. Assim a Eq. (6.5.30) resulta em

(1 ! 4µ2, 2U 2)n4 ! 2(µ#! 4µ2, 2U 2)n2 + µ2#2 ! 4µ2, 2 = 0, (6.5.50)

cujas solu•›es paran2 s‹o

n2
± =

µ(#± 2, |U |)
1 ± 2µ, |U |

. (6.5.51)

O comportamento den2
± em termos do par‰metro adimensional, |U | Ž ilustrado na Fig. 6.9,

considerando alguns valores numŽricos para os par‰metros.

Nesse cen‡rio, o modo associado an+ exibe dispers‹o an™mala e se propaga para todo o dom’nio

de frequ•ncia, uma vez qeun2
+ > 0.

O modo associado an2
! possui dois ramos. No ramo superior, deÞnido no intervalo de frequ•ncia

0 < , < , 0, o modo se propaga, comn2
! crescendo rapidamente com, . Aqui

, 0 =
1

2µ|U |
, (6.5.52)

Ž o valor de frequ•ncia para o qualn2
! diverge. Na Fig.6.9, a primeira linha tracejada vertical, dada

por , 0|U | = 1/ 4, Ž assint—tica ˆs curvas vermelhas cheia e tracejada, onde as fun•›es associadas

possuem singularidades nesse ponto e mudam seus sinais. A segunda linha tracejada vertical ocorre

em , 0|U | = 1/ 2 e Ž assint—tica aos ramos superior e inferior da curva vermelha ponto-tracejada.

Quando , > , 0, tem-sen2
! < 0 cujo ramo inferior se torna um ’ndice de refra•‹o puramente
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Figura 6.9: Plot de n2
± da Eq. (6.5.51) em termos de#U com U = |U |. As linhas azuis, que s‹o positivas

e decrescentes para todo intervalo de frequ•ncia, representamn2
+ . As curvas vermelhas, constitu’das por

ramos superiores e inferiores, ilustramn2
! . Para as linhas cheias,µ = 2 e ! = 2 ; para linhas tracejadas,

µ = 2 e ! = 4 ; para linhas ponto-tracejadas,µ = 1 e ! = 3 . As linhas verticais tracejadas (em cinza)
indicam os valores de#U . { 1/ 4, 1/ 2, 1, 3/ 2, 2} .

imagin‡rio, representando um modo n‹o propagante. Esse comportamento ocorre no intervalo

, 0 < , < , ! , com

, ! =
#

2|U |
, (6.5.53)

o qual representa a ra’z da Eq. (6.5.51). A Eq. (6.5.54) estabelece uma frequ•ncia de corte acima

da qual o modo associado an! se propaga. A terceira e a quarta linhas verticais, dadas por

, ! |U | = 1 e , ! |U | = 1.5, indicam o in’cio do regime de propaga•‹o para linha cheia vermelha e

linha tracejada vermelha, respectivamente.

Analisando agora os modos de propaga•‹o, observa-se que%= 1 para a conÞgura•‹o longitudi-

nal. Ent‹o, escolhendo um sistema de coordenadas onden = (0 , 0, n) e U = (0 , 0, U3), os campos

elŽtricos normalizados s‹o25

E± =
1

)
2

/

0
1

1

, i

0

2

3
4 , (6.5.54)

que representam ondas circularmente polarizadas de m‹o direita e esquerda, respectivamente.

Assim, quandoU e n apontam na mesma dire•‹o, os modos se tornam transversos, de forma que

suas polariza•›es s‹o perpendiculares an.

Para se analisar os efeitos de birrefring•ncia, pode-se calcular o poder de rota•‹o implementando

25Vide Apêndice N.
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a Eq. (6.5.51) na Eq. (2.3.26), o que resulta em

' = !
µ#
2

,

>
g+=

1 + 2µ, |U |
!

g!=
1 ! 2µ, |U |

?

, (6.5.55a)

onde

g± =

;

1 ±
2,
#

|U |. (6.5.55b)

Note que a express‹o (6.5.55) Ž v‡lide para regi›es onden! Ž real, isto Ž, para, < , 0 e , > , ! ,

de acordo com a Fig.6.9. No limite , |U | 0 1, a Eq. (6.5.55) fornece um poder de rota•‹o n‹o

linear na frequ•ncia,

' "

;
µ
#

(µ#! 1), 2|U |. (6.5.56)

O ’ndice de refra•‹o n! Ž puramente imagin‡rio no intervalo, 0 < , < , ! , o que constitui uma

zona de absor•‹o. Assim, tem-se

1
2µ|U |

< , <
#

2|U |
. (6.5.57)

Nesse regime, o ’ndice de refra•‹o Ž dado por

n! = i
)

µ#

<
1 ! 2, |U |/#
2µ, |U ! 1

, (6.5.58)

e o correspondente coeÞciente de dicro’smo Ž

' d =
)

µ#
2

,

<
1 ! 2, |U |/#
2µ, |U | ! 1

. (6.5.59)
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Cap’tulo 7
Considera•›es Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo relativamente extenso sobre algumas propriedades —pticas

de sistemas dielŽtricos em cen‡rios diversos atravŽs da Eletrodin‰mia de Maxwell, num primeiro

momento, e tambŽm por extens›es eletrodin‰micas que envolvem viola•‹o de Lorentz por meio de

derivadas superiores. No cap’tulo2, apresentamos uma breve revis‹o sobre os principais aspectos

relativos a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas em meios materiais. Para isso, discutimos sobre

as rela•›es constitutivas e sua utiliza•‹o na parametriza•‹o da resposta eletromagnŽtica de meios

a campos aplicados. Mostramos uma das principais ferramentas utilizadas nesse trabalho: a

equa•‹o de Fresnel. AtravŽs das equa•›es que governam a eletrodin‰mica do sistema considerado

e das rela•›es constitutivas do mesmo, conseguimos construir equa•›es que nos fornecem os ’ndices

de refra•‹o do meio e as polariza•›es correspondentes dos modos de propaga•‹o. Depois disso,

apresentamos formas de avalia•‹o da birrefring•ncia (poder de rota•‹o e diferen•a de fase), absor•‹o

e dicro’smo.

No cap’tulo 3, estudamos meios dotados de condutividade magnŽtica, descrita pela rela•‹o

constitutiva J i = - B
ij B j . Escolhemos 4 conÞgura•›es para o tensor de condutividade, obtendo as

quantidades de interesse (’ndices de refra•‹o, polariza•›es, birrefring•ncia, absor•‹o). ƒ importante

mencionar ainda que o caso isotr—pico abrange o efeito magnŽtico quiral (CME). AlŽm disso, a

conÞgura•‹o de condutividade magnŽtica antissimŽtrica, que apresentamos pioneiramente para Þns

de estudo te—rico, pode ser realizado em alguns semimetais de Weyl.

Investigamos, no cap’tulo4, o comportamento de ondas eletromagnŽticas em meios bi-isotr—picos

e bi-anisotr—picos, lineares e homog•neos. Apresentamos v‡rias refer•ncias que utilizam rela-

•›es constitutivas, motivando, dessa certa forma, nossa investiga•‹o. Consideramos cen‡rios

bi-anisotr—picos parametrizados em termos de tensores simŽtrico e antissimŽtrico. Para o caso

simŽtrico, descrito em termos dos par‰metros magnetoelŽtricos÷%, ÷& e do vetor d, determinamos

dois ’ndices de refra•‹o distintos, sendo que, no caso em qued aponta na mesma dire•‹o de pro-

paga•‹o n, temos apenas um ’ndice de refra•‹o, que implica na aus•ncia de birrefring•ncia. No

caso em qued án = 0, ocorre birrefring•ncia, que pode ser examinada em termos do poder de

rota•‹o quando os modos de propaga•‹o s‹o descritos por vetores LCP e RCP, ou em termos da

diferen•a de fase quando as polariza•›es n‹o s‹o circulares. Para uma conÞgura•‹o genŽrica, en-

contramos que a diferen•a de fase assume valor m‡ximo para) = 1/ 2, sendo) o ‰ngulo entred e

n. Obtivemos ainda as velocidades de grupo, velocidades de fase e o vetor de Poynting. No geral,

observamos que o ßuxo de energia eletromagnŽtica n‹o se propaga na mesma dire•‹o da onda,

apresentando contribui•›es que dependem das dire•›es relativas entre o vetor constitutivod, a
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dire•‹o de propaga•‹o n e o campo elŽtrico. Para o caso antissimŽtrico, as rela•›es constitutivas

estendidas foram escritas em termos dos vetoresa e b. No casoa-longitudinal, obtemos apenas

um ’ndice de refra•‹o para meio, que suporta campos elŽtricos com qualquer tipo de polariza•‹o.

Na conÞgura•‹oa-ortogonal, observamos birrefrign•ncia, mensurada por meio da da diferen•a de

fase entre os modos, que podem ser descritos por polariza•›es linear, circular ou el’ptica. Deter-

minamos tabmŽm que as velocidades de grupo em ambos os casosa-ortogonal e a-longitudinal

s‹o independentes dek e , , sendo uma consequ•ncia das conÞgura•›es adotadas. O c™mputo

do vetor de Poynting mostra que o ßuxo de energia n‹o se propaga na dire•‹o de propaga•‹on,

possuindo uma contribui•‹o apontando na dire•‹o do vetor constitutivoa# = Re[a] e outras partes

que dependem das dire•›es relativas entrea# e o campo elŽtrico.

No cap’tulo 5, discutimos a revers‹o do poder de rota•‹o (PR)' que ocorre em meios bi-

isotr—picos dotados de condutividade magnŽtica. Com esse intuito, estudamos dois casos parti-

culares. No caso de condutividade magnŽtica isotr—pica, a revers‹o de sinal do PR ocorre na

frequ•ncia , # = 4/ (2|%|##), de forma que: i) para0 < , < , #, tem-se rota•‹o da polariza•‹o

linear no sentido hor‡rio; enquanto para ii), > , #, observamos rota•‹o da luz linearmente pola-

rizada no sentido anti-hor‡rio. No caso antissimŽtrico, o poder de rota•‹o, para todo intervalo de

frequ•ncias, n‹o sofre invers‹o de sinal nos casos de condutividade ïhmica nula e n‹o-nula. Isso

sugere que anisotropias na corrente magnŽtica podem prevenir a revers‹o de quiralidade em meios

bi-isotr—picos dotados de condutividade magnŽtica.

No cap’tulo 6, abordamos a propaga•‹o eletromagnŽtica em meios dielŽtricos governados por

extens›es da Eletrodin‰mica envolvendo termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT. Inicial-

mente consideramos a eletrodin‰mica de Maxwell modiÞcada pelo termo CPT-’mpar de dimens‹o

3, o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), descrito por um campo de fundoV µ = ( V0, V ). Nesse

caso, derivamos as equa•›es de Maxwell modiÞcadas, que podem ser utilizadas na descri•‹o de

sistemas quirais dotados do efeito magnŽtico quiral, como apontado na Ref. [33]. Depois disso,

obtivemos a equa•‹o de dispers‹o que, na forma de 4-vetores, Ž dada equivalentemente pelas Eqs.

(6.4.15) ou (6.4.17), o que permite interpretar a propaga•‹o de ondas eletromagnŽticas num meio

dielŽtrico obedecendo a uma mesma equa•‹o de dispers‹o de ondas eletromagnŽticas no v‡cuo,

porŽm com a mŽtrica de Minkowski substitu’da pela mŽtrica efetiva da Eq. (6.4.16). No cen‡rio

puramente timelike,V0 &= 0 e V = 0, os ’ndices de refra•‹o obtidos correspondem com aqueles en-

contrados para um meio dotado de condutividade magnŽtica isotr—pica. Os modos de propaga•‹o,

nesse caso, podem ser descritos por vetores LCP e RCP. A birrefring•ncia foi calculada atravŽs do

poder de rota•‹o, revelando ser constante e independente da frequ•ncia. No cen‡rio puramente

spacelike,V0 = 0 e V &= 0, escolhemos duas conÞgura•›es particulares para an‡lise: i) casoV -

perpendicular e ii) V -longitudinal. No casoV -perpendicular, o modo associado an2
! se propaga

para , > |V |/#, enquanto o modo associado an2
+ (que Ž constante) se propaga normalmente em

todo dom’nio de frequ•ncias. A birrefring•ncia, nesse caso, foi examinada atravŽs da diferen•a de

fase da Eq. (6.4.36), uma vez que os modos de propaga•‹o s‹o descritos por polariza•›es n‹o cir-

culares. No intervalo, < |V |/#, obtivemos ainda o coeÞciente de absor•‹o para o modo associado

a n2
! . Na conÞgura•‹oV -longitudinal, os modos associados an2

+ e n2
! exibem dispers‹o an™mala
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e normal, respectivamente. A birrefring•ncia foi avaliada, nesse caso, atravŽs do poder de rota•‹o

dado na Eq. (6.4.41).

Consideramos ainda um modelo de eletrodin‰mica modiÞcada por um termo CPT-’mpar de

dimens‹o 5 parametrizado por meio do campo de fundoUµ = ( U0, U ). Como no modelo anterior,

a equa•‹o de dispers‹o, equivalentemente dada por (6.5.18) e (6.5.19), foi reescrita atravŽs de 4-

vetores, revelando que a propaga•‹o de ondas eletromagnŽtica no meio dielŽtrico Ž governada por

duas mŽtricas: a mŽtrica de Minkowski e a mŽtrica efetiva da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de

eletrodin‰mica tipo MCFJ modiÞcado pelo termo CPT-’mpar de dimens‹o 5 pode ser chamado

de bimŽtrico nesse sentido. No cen‡rio puramente timelike,U0 &= 0 e U = 0, encontramos uma

equa•‹o de dispers‹o cœbica emn, possuindo 3 solu•›es complexas, dadas como func•›esn = n(, ).

Analisando o sinal do discriminante da equa•‹o cœbica, conseguimos determinar os ’ntervalos de

frequ•ncias em que os 3 ’ndices de refra•‹oni (, ) (com i = 1, 2, 3) s‹o reais ou complexos. De

fato, temos: i ) para , ! < , < , + , h‡ 1 ’ndice de refra•‹o real e 2 ’ndices de refra•‹o complexos

(conjugados); para, < , ! ou , > , + , os tr•s ’ndices de refra•‹o s‹o reais. Aqui, ± Ž dado

pela Eq. (6.5.23). A exist•ncia de ’ndices de refra•‹o complexos,, ! < , < , + , est‡ relacionada a

efeitos de absor•‹o. Dessa forma, a eletrodin‰mica modiÞcada pelo termo CPT-’mpar de dimens‹o

5 atribui um comportamento condutor a um substrato dielŽtrico. Esses efeitos novos e n‹o-usuais

s‹o originados pela componenteU0 do campo de fundo acoplado aos campos eletromagnŽticos.

Para o cen‡rio puramente spacelike,U0 = 0 e U = 0, consideramos os casos particularesU -

perpendicular eU -longitudinal. No primeiro, obtivemos 3 ’ndices de refra•‹o distintos, associados

a polariza•›es cuja parte transversal Ž descrita por polariza•‹o linear. AlŽm disso, determinando

que: i ) para 0 < , < , ! , com, ! = #/(2|U |), apenas o modo associado an+ se propaga, enquanto

o modo relacionado an! n‹o o faz; eii ) para , > , ! , os dois modos se propagam. As diferen•as de

fase entre os modos de propaga•‹o foram determinadas nas Eqs. (6.5.46a) e (6.5.46b), revelando

depend•ncia em(, |U |)! 1. No casoU -longitudinal, obtivemos 2 ’ndices de refra•‹o distintos, sendo

quen2
+ apresenta dispers‹o an™mala. Por outro lado, o perÞl gr‡Þco den2

! , vide Fig. 6.9, revela a

exist•ncia de dois ramos: no ramo superior, deÞnido no intervalo0 < , < , 0, com, 0 = (2 µ|U |)! 1,

n2
! cresce rapidamente com a frequ•ncia; no ramo interior, observamos que, para, 0 < , < , ! ,

com , ! = #/(2|U |), n! se torna puramente imagin‡rio, representando um modo n‹o propagante.

Finalmente, para , > , ! , o modo associado an! se propaga novamente. Os modos propagantes

s‹o representados, nesse caso, por vetores LCP e RCP. Assim, determinando o poder de rota•‹o

dado na Eq. (6.5.55a).

Investiga•›es futuras nesses t—picos de pesquisa podem incluir cen‡rios n‹o-lineares e n‹o-

homog•nos, caracter’sticas que podem ser introduzidas por meio da depend•ncia funcional dos

par‰metros constitutivos, por exemplo, considerar# = #(r , t, E, B ), em que (E, B ) indicam a

magnitude dos campos elŽtrico e magnŽtico. AlŽm disso, Ž v‡lido questionar (e investigar) os

efeitos —pticos em meios cont’nuos governados por Eletrodin‰micas modiÞcadas por termos CPT-

pares com derivadas superiores. Por exemplo, pode-se inicialmente investigar a Eletrodin‰mica
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descrita por uma densidade de Lagrange da forma

L = !
1
4

Gµ! Fµ! + 32D#" " * F *# " . F ." ! AµJ µ, (7.0.1)

em que3 possui dimens‹o de (massa)! 1 e o tensorD#" Ž uma quantidade tensorial adimensional,

que representa um tipo de generaliza•‹o do termo de Podolski [42]. Certamente, eletrodin‰micas

descritas por modelos modiÞcados merecem estudo mais detalhado.
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Ap•ndice A
Rela•›es de Minkowski para meios bi-isotr—picos

Considere um meio bi-isotr—pico no referencialS# cujas rela•›es constitutivas s‹o

D # = #E#+ %B #, (A.0.1)

H # =
1
µ

B #+ &E#. (A.0.2)

Nesse ap•ndice, derivaremos as vers›es relativ’sticas das relac•›es constitutivas de um meio

linear, bi-isotr—pico, homog•neo e n‹o-dispersivo (no referencial de repouso do meio), que se move

com velocidade uniformeu em rela•‹o a um observador. Assim, estamos interessados em obter as

vers›es completamente relativ’sticas das rela•›es constitutivas bi-isotr—picas v‡lidas em todos os

referenciais inerciais.

As quantidades com linha s‹o observadas no referencialS# de repouso do meio, enquanto as

quantidades sem linha s‹o observadas pelo observador no referencialS, que v• o meio se movendo

com velocidadeu. As transforma•›es de Lorentz generalizadas para as quantidadesD , H , E e B

s‹o [111,112]

D # = (
#
D !

(
( + 1

(D áu)
u
c2

+
1
c2

u $ H
$

, (A.0.3a)

H # = (
#
H !

(
( + 1

(H áu)
u
c2

! u $ D
$

, (A.0.3b)

E# = (
#
E !

(
( + 1

(E áu)
u
c2

+ u $ B
$

, (A.0.3c)

B # = (
#
B !

(
( + 1

(B áu)
u
c2

!
1
c2

(u $ E)
$

, (A.0.3d)

com o fator de Lorentz( = 1/
=

1 ! (u/c )2.

Nosso objetivo Ž encontrar as rela•›es constitutivas relativ’sticas que capturam os efeitos

eletromagnŽticos de um meio em movimento. Ent‹o substitu’mos Eq. (A.0.3a), Eq. (A.0.3c) e

Eq. (A.0.3d) em Eq. (A.0.1); e substitu’mos tambŽm Eq. (A.0.3b), Eq. (A.0.3c) e Eq. (A.0.3d) em
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Eq. (A.0.2), obtendo

D !
(

( + 1
(D áu)

u
c2

+
1
c2

u $ H = #
#
E !

(
( + 1

(E áu)
u
c2

+ u $ B
$

+

+ %
#
B !

(
( + 1

(B áu)
u
c2

!
1
c2

u $ E
$

, (A.0.3e)

H !
(

( + 1
(H áu)

u
c2

! u $ D =
1
µ

#
B !

(
( + 1

(B áu)
u
c2

!
1
c2

u $ E
$

+

+ &
#
E !

(
( + 1

(E áu)
u
c2

+ u $ B
$

. (A.0.3f)

Fazendo o produto escalar de Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) com a velocidade relativa,u, encontramos

(D áu)
#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
= #(E áu)

#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
+ %(B áu)

#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
, (A.0.4)

(H áu)
#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
=

1
µ

(B áu)
#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
+ &(E áu)

#
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
. (A.0.5)

Devida a igualdade, #
1 !

(
( + 1

u2

c2

$
=

1
(

, (A.0.6)

s‹o v‡lidas

D áu = #(E áu) + %(B áu), (A.0.7)

H áu =
1
µ

(B áu) + &(E áu). (A.0.8)

Tais rela•›es s‹o igualmente escritas no referencialS#,

D #áu = #(E#áu) + %(B #áu), (A.0.9)

H #áu =
1
µ

(B #áu) + &(E#áu), (A.0.10)

como resultado do produto escalar deu com Eq. (A.0.1) e Eq. (A.0.2). Essa Ž uma consequ•ncia

do fato das componentes longitudinais dos camposD , E, H , B n‹o serem modiÞcadas sob trans-

forma•‹o de Lorentz.

Podemo simpliÞcar Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) usando as rela•›es (A.0.7) e (A.0.8), assim o

termo em (D áu) no lado esquerdo da Eq. (A.0.3e) Ž cancelado pelos termos envolvendo(E áu)

e (B áu) no lado direito da Eq. (A.0.3e). O mesmo acontece com o termo em(H áu) no lado

esquerdo da Eq. (A.0.3e), o qual se cancela com os termos em(B áu) e (E áu) no lado direito da
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Eq. (A.0.3f). Com isso, a Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) produzem as rela•›es de Minkowski,

D +
1
c2

u $ H = #[E + u $ B] + %
#
B !

1
c2

u $ E
$

, (A.0.11)

H ! u $ D =
1
µ

#
B !

1
c2

u $ E
$

+ &[E + u $ B] , (A.0.12)

correspondendo ˆs vers›es relativ’sticas das rela•›es (A.0.1) e (A.0.2). Note que a Eq. (A.0.11) e

Eq. (A.0.12) mesclam todos os campos (elŽtrico e magnŽtico), como vistos no referencialS. Ent‹o,

para se obter express›es para(D , H ) em termos somente de(E, B ), substitu’mosH da Eq. (A.0.12)

na Eq. (A.0.11). Analogamente, substitu’mosD da Eq. (A.0.11) na Eq. (A.0.12), produzindo

D
%

1 !
u2

c2

&
+

1
c2

(u áD )u +
1

µc2
u $ B +

u2

µc2
E !

(u áE)
µc4

u + &
u $ E

c2
!

u2

c2
&B + &

(u áB)
c2

u

= #E + #u $ B + %B ! %
u $ E

c2
, (A.0.13)

H
%

1 !
u2

c2

&
+ ( u áH )

u
c2

! #u $ E ! #[! u2B + ( B áu)u] ! %(u $ B) +
%
c2

[! u2E + ( E áu)u]

=
1
µ

B !
1

µc2
u $ B + &E + &u $ B, (A.0.14)

onde utilizamos a identidadeu $ (u $ A ) = ! u2A + ( A áu)u, com A representandoE, B e D .

Utilizando agora Eq. (A.0.7) e Eq. (A.0.8), obtemos (ap—s algumas simpliÞca•›es algŽbricas),

D = ( 2

#%
#!

u2

µc4

&
E !

%
#!

1
µc2

& '
(E áu)

u
c2

! u $ B
(

!
%

%+ &
c2

&
(u $ E + ( B áu)u) +

%
%+

u2

c2
&

&
B

$
, (A.0.15)

H = ( 2

#%
1
µ

! #u2

&
B !

%
1
µ

! #c2
& %

u $ E
c2

+
(B áu)u

c2

&
+

(%+ &)
%

u $ B !
(E áu)u

c2

&
+

%
%

u2

c2
+ &

&
E

$
. (A.0.16)

As express›es dadas na Eq. (A.0.15) e na Eq. (A.0.16) s‹o as rela•›es constitutivas relativ’sticas

para (D , H ) em termos deE eB, para um meio bi-isotr—pico em movimento. Obviamente, fazendo-

se % = & = 0 nas Eqs. (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16), recuperamos as rela•›es de

Minkowski usuais (para meios isotr—picos) [111,112], isto Ž,
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D +
1
c2

u $ H = #[E + u $ B] , (A.0.17)

H ! u $ D =
1
µ

#
B !

1
c2

u $ E
$

, (A.0.18)

D = ( 2
+'

#! u2

µc4

(
E !

'
#! 1

µc2

( )
(E áu) u

c2 ! u $ B
*,

, (A.0.19)

H = ( 2
+'

1
µ ! #u2

(
B +

'
#! 1

µc2

(
((B áu)u + u $ E)

,
, (A.0.20)

O processo de generaliza•‹o feito neste ap•ndice mostra que rela•›es constitutivas do tipo (A.0.1)

e (A.0.2) n‹o representam necessariamente viola•‹o da simetria de Lorentz. Em vez disso, elas

s‹o apenas formas mais simples (vers›es vistas no referencial de repouso do meio) das rela•›es

relativ’sticas (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16) .
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Ap•ndice B
Modos de propaga•‹o para o caso diagonal

anisotr—pico

Para o caso diagonal anisotr—pico, temos

[ø#ij ] =

/

0
0
0
0
0
0
1

#+ i *
& ! i

&2 4 xk3
i

&2 4 xk2

i
&2 4 yk3 #+ i *

& ! i
&2 4 yk1

! i
&2 4 zk2

i
&2 4 zk1 #+ i *

&

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.1)

Para se obter os ’ndices de refra•‹o e os modos de propaga•‹o correspondentes, precisamos

resolver

Mij E j = 0, (B.0.2)

ondeMij Ž dado por:

M ij = k2' ij ! ki kj ! , 2µø#ij . (B.0.3)

Escolhendo um sistema de coordenadas ondek = ( k1, k2, 0), ent‹o

[M ij ] =

/

0
0
0
0
0
0
1

k2
2 ! µ, 2

)
#+ i *

&

*
! k1k2 ! µi4 xk2

! k1k2 k2
1 ! µ, 2

)
#+ i *

&

*
µi4 yk1

! i
&2 4 zk2

i
&2 4 zk1 k2 ! µ, 2

)
#+ i *

&

*

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.4)

Calculandodet[M ij ] = 0, obtemos as seguintes rela•›es de dispers‹o

k2
± = µ, 2

'
#+ i

-
,

(
± µ

)
{, (B.0.5)

onde

{ = 4 x4 zk2
2 + 4 y4 zk2

1. (B.0.6)
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B.0.1 Modo de propagação (+)

Para o sinal(+) , a rela•‹o de dispers‹o da Eq. (B.0.4), temos (- = 0)

/

0
0
0
0
0
0
1

k2
2 ! µ, 2# ! k1k2 ! µi4 xk2

! k1k2 k2
1 ! µ, 2# µi4 yk1

! i
&2 4 zk2

i
&2 4 zk1 + µ

)
{

2

3
3
3
3
3
3
4

/

0
0
0
0
0
0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
3
3
3
3
3
4

= 0, (B.0.7)

que leva a R
SSSSSST

SSSSSSU

k2
2 ! µ, 2#)Ex ! k1k2Ey ! iµk24 xEz = 0

! k1k2Ex + ( k2
1 ! µ, 2#)Ey + i µk14 yEz = 0

iµk24 zEx ! ik14 zEy + µ
)
{Ez = 0

. (B.0.8)

Multiplicando a primeira equa•‹o da Eq. (B.0.8) por
)
{ e adicionando o resultado ao produto da

terceira equa•‹o da Eq. (B.0.8) com ik24 x , obtemos

Ex
)
k2

2

)
{ ! µ#, 2)

{ ! µk2
x4 x4 z

*
+ Ey

)
! k1k2

)
{ + µk1k24 x4 z

*
= 0. (B.0.9)

Da Eq. (B.0.5), temos k2
2 ! µ#, 2 = µ

)
{ ! k2

1. Assim, utilizando esse resultado, temos

Ex

#
µ{ ! k2

1 ! µk2
24 x4 z

k1k2
)
{ (1 ! µ4 x4 z/

)
{)

$
= Ey. (B.0.10)

Usando agora a Eq. (B.0.6), obtemos

Ex

#
µ4 x4 zk2

2 + µ4 y4 zk2
1 ! k2

1

)
{ ! µk2

24 x4 z

k1k2
)
{ (1 ! µ4 x4 z/

)
{)

$
= Ey, (B.0.11)

Ex = !
k2 (1 ! µ4 x4 z/

)
{)

k1 (1 ! µ4 y4 z/
)
{)

Ey. (B.0.12)

Agora podemos substituir a Eq. (B.0.12) na segunda equa•‹o da Eq. (B.0.8). Isso produz

! k1k2

#
!

k2 (1 ! µ4 x4 z/
)
{)

k1 (1 ! µ4 y4 z/
)
{)

$
Ey +

)
k2

1 ! µ#, 2
*

Ey = ! iµk14 yEz, (B.0.13)

%
k2

2

)
{ ! µ4 x4 z)
{ ! µ4 y4 z

+ k2
1 ! µ#, 2

&
Ey = ! iµk14 yEz, (B.0.14)

#)
{ (k2

1 + k2
2) ! µ (4 x4 zk2

2 + 4 y4 zk2
1) ! µ#, 2 (

)
{ ! µ4 y4 z)

)
{ ! µ4 y4 z

$
Ez = ! iµk14 yEz. (B.0.15)

162



APÊNDICE B. MODOS DE PROPAGAÇÃO PARA O CASO DIAGONAL ANISOTRÓPICO

Agora da Eq. (B.0.5), substitu’mos k2
1 + k2

2 = µ#, 2 + µ
)
{, ent‹o

#
µ#, 2)

{ + µ{ ! µ{ ! µ#, 2)
{ + µ2#, 24 y4 z)

{ ! µ4 y4 z

$
Ez = ! iµk14 yEz, (B.0.16)

Ez =
1

! iµk14 y

µ2#, 24 y4 z)
{ (1 ! µ4 y4 z/

)
{)

Ey, (B.0.17)

Ez =
i

k1

µ#, 24 z)
{ (1 ! µ4 y4 z/

)
{)

Ey. (B.0.18)

Assim, temos

E =

/

0
0
0
0
0
0
0
0
1

!
k2(1! µ+ x + z /

'
{)

k1(1! µ+ y + z /
'
{) Ey

Ey

i
k1

µ-& 2+ z'
{(1! µ+ y + z /

'
{) Ey

2

3
3
3
3
3
3
3
3
4

, (B.0.19)

E =
µ#Ey

k1 (1 ! µ4 y4 z/
)
{)

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2
µ- (1 ! µ4 x4 z/

)
{)

k1
µ- (1 ! µ4 y4 z/

)
{)

i&2+ z'
{

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.20)

Portanto, o modo de propaga•‹o(+) ser‡ dado por:

E+ =

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2
µ- (1 ! µ4 x4 z/

)
{)

k1
µ- (1 ! µ4 y4 z/

)
{)

i, 24 z/
)
{

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.21)

Lembrando que estamos tratando o modo(+) , temos

{ ' {+ = 4 x4 zk2
2+ + 4 y4 zk2

1+ , (B.0.22)

= n2
+ , 24 z

)
4 xm2

1 + 4 ym2
2

*
, (B.0.23)

onde se utilizouki ± = n± ,m i (i = 1, 2). Dessa forma, a Eq. (B.0.21) se torna

E+ =

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2+

µ-

)
1 ! µ4 x4 z/

) {+
*

k1+

µ-

)
1 ! µ4 y4 z/

) {+
*

i, 24 z/
) {+

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.24)
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B.0.2 Modo de propagação (! )

Para o sinal(! ) na Eq. (B.0.4), temos (- = 0)

/

0
0
0
0
0
0
1

k2
2 ! µ, 2# ! k1k2 ! µi4 xk2

! k1k2 k2
1 ! µ, 2# µi4 yk1

! i
&2 4 zk2

i
&2 4 zk1 ! µ

)
{

2

3
3
3
3
3
3
4

/

0
0
0
0
0
0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
3
3
3
3
3
4

= 0, (B.0.25)

que leva a R
SSSSSST

SSSSSSU

k2
2 ! µ, 2#)Ex ! k1k2Ey ! iµk24 xEz = 0

! k1k2Ex + ( k2
1 ! µ, 2#)Ey + i µk14 yEz = 0

iµk24 zEx ! ik14 zEy ! µ
)
{Ez = 0

. (B.0.26)

Multiplicando a segunda equa•‹o da Eq. (B.0.26) por
)
{ e adicionando o resultado ao produto

da terceira equa•‹o da Eq. (B.0.26) com ik14 y, obtemos

Ex
)
! k1k2

)
{ ! µk1k24 y4 z

*
+ Ey

-
(k2

1 ! µ#, 2)
)
{ + µk2

14 y4 z
.

= 0. (B.0.27)

Da Eq. (B.0.5), temos k2
1 ! µ#, 2 = ! µ

)
{ ! k2

2. Assim, utilizando esse resultado, temos

Ex = ! Ey
(! µ

)
{ ! k2

2)
)
{ + µk2

14 y4 z

! k1k2
)
{ (1 + µ4 y4 z/

)
{)

, (B.0.28)

Ex = Ey
! µ{ ! k2

2

)
{ + µk2

14 y4 z

k1k2
)
{ (1 + µ4 y4 z/

)
{)

. (B.0.29)

Utilizando agora a Eq. (B.0.6), obtemos

Ex = Ey
! µ4 x4 zk2

2 ! µ4 y4 zk2
1 ! k2

2

)
{ + µk2

14 y4 z

k1k2
)
{ (1 + µ4 y4 z/

)
{)

, (B.0.30)

Ex = Ey
! µ4 x4 zk2

2 ! k2
2

)
{

k1k2
)
{ (1 + µ4 y4 z/

)
{)

, (B.0.31)

Ex = !
k2 (1 + µ4 x4 z/

)
{)

k1 (1 + µ4 y4 z/
)
{)

Ey, (B.0.32)

Ey = !
k1 (1 + µ4 y4 z/

)
{)

k2 (1 + µ4 x4 z/
)
{)

Ex . (B.0.33)

Agora substitu’mos a Eq. (B.0.33) na primeira equa•‹o da Eq. (B.0.26). Isso produz

Ex

%
k2

2 ! µ#, 2 +
k2

1

)
{ + µ4 y4 zk2

1)
{ + µ4 x4 z

&
= i µk24 xEz, (B.0.34)
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Ex

#
(k2

1 + k2
2)

)
{ + µ (4 x4 zk2

2 + 4 y4 zk2
1) ! µ#, 2 (

)
{ + µ4 x4 z)

)
{ + µ4 x4 z

$
= i µk24 xEz. (B.0.35)

Esse resultado pode ser simpliÞcado utilizando-se a Eq. (B.0.6) e k2
1 + k2

2 = µ#, 2 ! µ
)
{. Assim

Ex

#
µ#, 2)

{ ! µ{ + µ{ ! µ#, 2)
{ ! µ2#, 24 x4 z)

{ (1 + µ4 x4 z/
)
{)

$
= i µk24 xEz, (B.0.36)

Ez =
iµ#, 24 z

k2
)
{ (1 + µ4 x4 z/

)
{)

Ex . (B.0.37)

Temos ent‹o

E =

/

0
0
0
0
0
0
0
0
1

Ex

!
k1(1+ µ+ y + z /

'
{)

k2(1+ µ+ x + z /
'
{) Ex

iµ-& 2+ z

k2
'
{(1+ µ+ x + z /

'
{) Ex

2

3
3
3
3
3
3
3
3
4

, (B.0.38)

E = !
µ#Ex

k2 (1 + µ4 x4 z/
)
{)

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2
µ- (1 + µ4 x4 z/

)
{)

k1
µ- (1 + µ4 y4 z/

)
{)

! i, 24 z/
)
{

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.39)

Portanto, o modo de propaga•‹o(! ) ser‡ dado por:

E! =

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2
µ- (1 + µ4 x4 z/

)
{)

k1
µ- (1 + µ4 y4 z/

)
{)

! i, 24 z/
)
{

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.40)

Lembrando que estamos tratando o modo(! ), temos

{ ' {! = 4 x4 zk2
2! + 4 y4 zk2

1! , (B.0.41)

= n2
! , 24 z

)
4 xm2

1 + 4 ym2
2

*
, (B.0.42)

onde se utilizouki ± = n± ,m i (i = 1, 2). Dessa forma, a Eq. (B.0.40) se torna

E! =

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2!

µ-

)
1 + µ4 x4 z/

) {!
*

k1!

µ-

)
1 + µ4 y4 z/

) {!
*

! i, 24 z/
) {!

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.43)
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Utilizando os resultados obtidos na Eq. (B.0.43) e na Eq. (B.0.24), podemos escrever

E± =

/

0
0
0
0
0
0
1

! k2±

µ-

)
1 , µ4 x4 z/

) {±
*

k1±

µ-

)
1 , µ4 y4 z/

) {±
*

± i, 24 z/
) {±

2

3
3
3
3
3
3
4

. (B.0.44)

Agora deÞnimos as seguintes quantidades

u± =
µ#

1 , µ4 x4 z/
) {±

, (B.0.45)

v± =
µ#

1 , µ4 y4 z/
) {±

, (B.0.46)

{± = n2
± , 24 z

)
4 xm2

1 + 4 ym2
2

*
. (B.0.47)

Assim, os modos de propaga•‹o(± ) para o caso diagonal anisotr—pico comk = ( k1, k2, 0) s‹o

dados por

E± =

/

0
1

! k2± /u ±

k1± /v ±

± i, 24 z/
) {±

2

3
4 , (B.0.48)

E± =

/

0
1

! n± ,m 2/u ±

n± ,m 1/v ±

± i, 24 z/
) {±

2

3
4 . (B.0.49)

B.1 Autovetores da permissividade elétrica efetiva

Sobre a Eq. (3.2.52), temos da Eq. (3.2.46b) e Eq. (3.2.46c)

e2,3 =
, i

)
{

{

/

0
1

! 4 xk2

4 yk1

± i
)
{

2

3
4 =

1
± i

)
{

/

0
1

! 4 xk2

4 yk1

± i
)
{

2

3
4 =

1
± i

)
{e± , (B.1.1)

de onde podemos deÞnir

e± % ±i
)
{e2,3 =

/

0
1

! 4 xk2

4 yk1

± i
)
{

2

3
4 . (B.1.2)
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B.2 Verificando a relação entre u± e v±

Da Eq. (3.2.50), temos

n2
± = µ#±

µ
,

n±

A
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1. (B.2.1)

Podemos fazer ent‹o

n2
± = µ#±

µ
,

n±

A
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1

=
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1=

4 x4 zm2
2 + 4 y4 zm2

1

, (B.2.2)

n2
± = µ#±

µn±

,
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1=

4 x4 zm2
2 + 4 y4 zm2

1

, (B.2.3)

mas
) {± = ,n ±

=
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1. Ent‹o

n2
± = µ#±

µn±

,
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1) {± / (,n ± )
, (B.2.4)

n2
± = µ#±

µ
) {±

n2
±

)
4 x4 zm2

2 + 4 y4 zm2
1

*
, (B.2.5)

n2
± = µ#±

µ
) {±

)
4 x4 zn2

± m2
2 + 4 y4 zn2

± m2
1

*
, (B.2.6)

onde podemos substituirn2
± = n2

1± + n2
2± = n2

1 + n2
2, na qual omitimos o sinal± para se ter uma

nota•‹o menos carregada. AlŽm disso, podemos fazer tambŽmn2
± m2

i = n2
i ± = n2

i , i = 1, 2. Assim,

obtemos

n2
1 + n2

2 = µ#±
µ

) {±

)
4 x4 zn2

2 + 4 y4 zn2
1

*
, (B.2.7)

n2
1

%
1 ,

µ
) {±

4 y4 z

&
+ n2

2

%
1 ,

µ
) {±

4 x4 z

&
= µ#. (B.2.8)

Dividindo por µ#, obtemos

n2
1

v±
+

n2
2

u±
= 1, (B.2.9)
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onde utilizamos a Eq. (B.0.45) e Eq. (B.0.46). Como ni = ni ± = n± mi , i = 1, 2, teremos

n2
±

m2
1

v±
+ n2

±
m2

2

u±
= 1, (B.2.10)

n2
±

%
m2

1

v±
+

m2
2

u±

&
= 1, (B.2.11)

demonstrando o resultado da Eq. (3.2.51).
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Ap•ndice C
Modos de propaga•‹o para o caso antissimŽtrico

O ’ndice de refra•‹o do caso antissimŽtrico Ž dado por (- = 0)

n =
A

µ#! 9 2
b + i 9 b, (C.0.1)

onde

9 b =
µb
2,

cos. =
µb3

2,
. (C.0.2)

Podemos agora reescrevern na forma trigonomŽtrica. Teremos ent‹o

|n|2 = n" n (C.0.3)

|n|2 = µ#, (C.0.4)

|n| = N, (C.0.5)

onde deÞnimos

N =
)

µ#. (C.0.6)

Reescrevendon, temos

n = N (cos%+ i sin %) = N ei" . (C.0.7)

Da Eq. (C.0.1), obtemos

sin%=
9 b

N
, cos%=

=
µ#! 9 2

b

N
, (C.0.8)

que nos fornecem

tan %=
9 b=

µ#! 9 2
b

. (C.0.9)
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APÊNDICE C. MODOS DE PROPAGAÇÃO PARA O CASO ANTISSIMÉTRICO

No geral, a polariza•‹o Ž escrita como

E =

/

0
1

E 1

E 2

E 3

2

3
4 . (C.0.10)

Utilizando a Eq. (3.2.66) e aproveitando a arbitrariedade deE 1, podemos escrever dois vetores da

forma

E± =

/

0
1

± E 1

E 2

ib2
&- nE 2

2

3
4 , (C.0.11)

onde utilizamos a Eq. (3.2.66). Utilizando agora an = N ei" e deÞnindo

Q =
b2N
,#

, (C.0.12)

podemos reescrever a Eq. (C.0.11) como

E =

/

0
1

E 1

E 2

iQei" E 2

2

3
4 . (C.0.13)

NormalizandoE± , temos

|E|2 = 1, (C.0.14)

(E 1)2 + ( E 2)2 + Q2(E 2)2 = 1, (C.0.15)

(E 2)2
)
1 + Q2

*
= 1 ! (E 1)2, (C.0.16)

na qual podemos escolher(E 1)2 = 1/ 2, pois E 1 Ž arbitr‡rio. Ent‹o, temos

(E 2)2 =
1

2(1 + Q2)
, (C.0.17)

E 2 = ±
1

=
2(1 + Q2)

. (C.0.18)

Escolhendo o segundo sinal paraE 2 e lembrando que(E 1)2 = 1/ 2 ' E 1 = ± 1/
)

2, podemos
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APÊNDICE C. MODOS DE PROPAGAÇÃO PARA O CASO ANTISSIMÉTRICO

substituir a Eq. (C.0.18) na Eq. (C.0.13), obtendo Þnalmente

öE± =

/

0
0
1

± 1/
)

2

! 1)
2(1+ Q2)

! i Qei !)
2(1+ Q2)

2

3
3
4 , (C.0.19)

öE± =
1

=
2(1 + Q2)

/

0
1

±
=

1 + Q2

! 1

! iQei"

2

3
4 . (C.0.20)

Note que, para essas escolhas, as componentesy e z da Eq. (C.0.20) satisfazem a condi•‹o imposta

pela Eq. (3.2.66).
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Ap•ndice D
Modos de propaga•‹o para o caso simŽtrico

Escolhendo um sistema de coordenadas ondea = (0 , a,0) e c = (0 , 0, c), podemos reescrever

Mij da Eq. (3.2.8) com ø#ij dada na Eq. (3.2.70), ou equivalentementeMij da Eq. (3.2.71a), na

forma

Mij =
)
n2 ! µ#

*
' ij ! ni nj ! i

µ
2,

(#klj ai cknl + #klj akci nl ) , (D.0.1)

Mij =
)
n2 ! µ#

*
' ij ! ni nj ! i

µ
2,

(#klj a' i 2c' k3nl + #klj a' k2c' i 3nl ) , (D.0.2)

Mij =
)
n2 ! µ#

*
' ij ! ni nj ! i

µ
2,

ac(#klj ' i 2' k3nl + #klj ' k2' i 3nl ) , (D.0.3)

onde utilizamosai = a' i 2 para indicar que a œnica componente n‹o-nula dea Ž a componentea2.

O mesmo argumento foi utilizado nos casos similares. DeÞnindo agora as quantidades

A = n2 ! µ#, C = ! i
µ
2,

ac, , (D.0.4)

teremos

Mij = A' ij ! ni nj + C (#klj ' i 2' k3nl + #klj ' k2' i 3nl ) . (D.0.5)

Explicitamente, temos

[Mij ] =

/

0
1

A ! n2
1 ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 A ! n2
2 ! n2n3

! n1n3 ! n2n3 A ! n2
3

2

3
4 + C

/

0
1

0 0 0

! n2 n1 0

n3 0 ! n1

2

3
4 , (D.0.6)

a partir da qual, det[M ij ] = 0 nos fornece

)
A2 ! C2n2

1

* )
A ! n2

*
= 0. (D.0.7)

Como A ! n2 = ! µ#, as rela•›es de dipers‹o s‹o

A = ± Cn1. (D.0.8)
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APÊNDICE D. MODOS DE PROPAGAÇÃO PARA O CASO SIMÉTRICO

D.1 Modo de propagação (+)

Utilizando A = + Cn1 na Eq. (D.0.6), a equa•‹o Mij E j = 0 Ž escrita como

/

0
1

Cn1 ! n2
1 ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 ! Cn2 2Cn1 ! n2
2 ! n2n3

! n1n3 + Cn3 ! n2n3 ! n2
3

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (D.1.1)

que produz

R
SSSSSST

SSSSSSU

(Cn1 ! n2
1)Ex ! n1n2Ey ! n1n3Ez = 0

(! n1n2 ! Cn2)Ex + (2 Cn1 ! n2
2)Ey ! n2n3Ez = 0

(! n1n3 + Cn3)Ex ! n2n3Ey ! n2
3Ez = 0

. (D.1.2)

Multiplicando a primeira equa•‹o da Eq. (D.1.2) por n2 e adicionando o resultado ao produto da

segunda equa•‹o da Eq. (D.1.2) com (! n1), obtemos

n2
)
Cn1 ! n2

1

*
Ex ! n1n2

2Ey ! n1 (! n1n2 ! Cn2) Ex ! n1
)
2Cn1 ! n2

2

*
Ey = 0, (D.1.3)

2Cn1n2Ex ! 2Cn2
1Ey = 0, (D.1.4)

que resulta em

Ey =
n2

n1
Ex. (D.1.5)

Substituindo agora a Eq. (D.1.5) na terceira equa•‹o da Eq. (D.1.2), temos

(! n1n3 + Cn3) Ex !
n2

2n3

n1
Ex ! n2

3Ez = 0, (D.1.6)

cuja simpliÞca•‹o leva a

n2
3Ez =

%
! n1n3 + Cn3 !

n2
2n3

n1

&
Ex, (D.1.7)

Ez =
%

Cn1 ! n2
1 ! n2

2

n1n3

&
Ex. (D.1.8)
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APÊNDICE D. MODOS DE PROPAGAÇÃO PARA O CASO SIMÉTRICO

Utilizando as Eqs. (D.1.5) e (D.1.8), teremos

E+ =
%

Ex,
n2

n1
Ex,

Cn1 ! n2
1 ! n2

2

n1n3
Ex

&
, (D.1.9)

E+ =
Ex

n1n3

)
n1n3, n2n3, Cn1 ! n2

1 ! n2
2

*
, (D.1.10)

E+ = E (0)
+

)
n1n3, n2n3, Cn1 ! n2

1 ! n2
2

*
, (D.1.11)

com uma amplitude apropriadaE (0)
+ .

D.2 Modo de propagação (! )

Utilizando A = ! Cn1 na Eq. (D.0.6), a equa•‹o Mij E j = 0 fornece

/

0
1

! Cn1 ! n2
1 ! n1n2 ! n1n3

! n1n2 ! Cn2 ! n2
2 ! n2n3

! n1n3 + Cn3 ! n2n3 ! 2Cn1 ! n2
3

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (D.2.1)

que conduz a

R
SSSSSST

SSSSSSU

(! Cn1 ! n2
1) Ex ! n1n2Ey ! n1n3Ez = 0

(! n1n2 ! Cn2) Ex ! n2
2Ey ! n2n3Ez = 0

(! n1n3 + Cn3) Ex ! n2n3Ey + ( ! 2Cn1 ! n2
3) Ez = 0

. (D.2.2)

Multiplicando a primeira equa•‹o da Eq. (D.2.2) por n3 e adicionando o resultado ao produto da

terceira equa•‹o da Eq. (D.2.2) com (! n1), obtemos

)
! Cn1n3 ! n2

1n3
*

Ex ! n1n2
3Ez +

)
n2

1n3 ! Cn1n3
*

Ex +
)
2Cn2

1 + n1n2
3

*
Ez = 0, (D.2.3)

cuja simpliÞca•‹o resulta em

Ex =
n1

n3
Ez. (D.2.4)

Substituindo a Eq. (D.2.4) na segunda equa•‹o da Eq. (D.2.2), temos

(! n1n2 ! Cn2)
n1

n3
Ez ! n2

2Ey ! n2n3Ez = 0, (D.2.5)
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n2
2Ey =

%
!

n2
1n2

n3
!

Cn1n2

n3
! n2n3

&
Ez, (D.2.6)

Ey = !
%

Cn1 + n2
1 + n2

3

n2n3

&
Ez. (D.2.7)

Utilizando as Eqs. (D.2.4) e (D.2.7), obtemos Þnalmente

E! =
%

n1

n3
Ez, !

(Cn1 + n2
1 + n2

3)
n2n3

Ez, Ez

&
, (D.2.8)

E! =
Ez

n2n3

)
n1n2, ! (Cn1 + n2

1 + n2
3), n2n3

*
, (D.2.9)

E! = E (0)
!

)
n1n2, ! (Cn1 + n2

1 + n2
3), n2n3

*
, (D.2.10)

com uma amplitude apropriadaE (0)
! .
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Ap•ndice E
Determinando as densidades de carga

A seguir, iremos utilizar a Eq. (3.3.2) para determinar as densidades de carga correspondentes

de cada cen‡rio onde a condutividade mangŽtica possui uma parametriza•‹o espec’Þca.

No caso isotr—pico, temos

J = Je + 4 B . (E.0.1)

Assim, a densidade de carga ser‡

! =
1
,

k áJe +
4
,

k áB , (E.0.2)

! = ! e, (E.0.3)

onde utilizamosk áB = 0 e deÞnimos

! e = k áJe/,. (E.0.4)

E.1 Caso antissimétrico

Para o caso antissimŽtrico, temos

J = Je + b $ B . (E.1.1)

Utilizando a Eq. (3.3.2), teremos

! =
1
,

k áJe +
1
,

k á(b $ B) , (E.1.2)

! = ! e !
1
,

b á(k $ B) , (E.1.3)

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) e tambŽmk á(b $ B) = ! b á(k $ B). A lei de Amp•re no espa•o

de momentos nos fornece neste caso:

ik $
B
µ

+ i ,# E = Je + b $ B , (E.1.4)

k $ B = ! iµJe ! iµ (b $ B) ! ,µ# E. (E.1.5)
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Substituindo a Eq. (E.1.5) na Eq. (E.1.3), obtemos

! = ! e !
1
,

b á[! iµJe ! iµ (b $ B) ! ,µ# E] , (E.1.6)

! = ! e +
iµ
,

b áJe + µ#b áE. (E.1.7)

Podemos veriÞcar que as express›es na Eq. (E.1.1) e na Eq. (E.1.7) naturalmente satisfazem a

equa•‹o de continuidade. De fato, no espacco de momentos, a equa•‹o de continuidade nos fornece

! ,! + k áJ = 0. (E.1.8)

Substituindo a Eq. (E.1.1) e a Eq. (E.1.7) na Eq. (E.1.8), devemos veriÞcar se a equa•‹o se mantŽm

v‡lida, ou seja, resulta ser, de fato, igual a zero. Vejamos

! ,
%

! e +
iµ
,

b áJe + µ#b áE
&

+ k á(Je + b $ B) = 0 , (E.1.9)

! ,! e ! iµb áJe ! ,µ# b áE + k áJe + k á(b $ B) = 0 , (E.1.10)

! ,! e ! iµb áJe ! ,µ# b áE + ,! e ! b á(k $ B) = 0 , (E.1.11)

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) para reescrever o quarto termo do lado esquerdo da Eq. (E.1.11) e

k á(b $ B) = ! b á(k $ B) para reescrever o œltimo termo. Utilizando agora a Eq. (E.1.5) no

œltimo termo da Eq. (E.1.11), obtemos

! iµb áJe ! ,µ# b áE ! b á[! iµJe ! iµ (b $ B) ! ,µ# E] = 0, (E.1.12)

que Ž satisfeita imediatamente.

E.2 Caso simétrico

No cen‡rio simŽtrico, temos

J = Je +
1
2

[a (c áB) + c (a áB)] . (E.2.1)

Vamos utilizar as seguintes identidades vetoriais:

A $ (B $ C) = ( A áC)B ! (A áB)C, (E.2.2)

(A $ B) $ C = ( A áC)B ! (B áC)A . (E.2.3)

Adicionando-as, obtemos

A $ (B $ C) + ( A $ B) $ C = 2( A áC)B ! (A áB)C ! (C áB)A . (E.2.4)
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APÊNDICE E. DETERMINANDO AS DENSIDADES DE CARGA

IdentiÞcando agora:A = a, C = c and B = B para o nosso caso e utilizandoa ác = 0, teremos

(a áB)c + ( c áB)a = ! a $ (B $ c) ! (a $ B) $ C, (E.2.5)

(a áB)c + ( c áB)a = a $ (c $ B) + c $ (a $ B). (E.2.6)

Podemos agora utilizar a identidade de Jacobi:

C $ (A $ B) = ! B $ (C $ A ) ! A $ (B $ C), (E.2.7)

c $ (a $ B) = ! B $ (c $ a) ! a $ (B $ c). (E.2.8)

Ent‹o substituindo a Eq. (E.2.8) no segundo termo do lado direito da Eq. (E.2.6), temos

(a áB)c + ( c áB)a = a $ (c $ B) ! B $ (c $ a) ! a $ (B $ c), (E.2.9)

(a áB)c + ( c áB)a = 2a $ (c $ B) ! B $ (c $ a), (E.2.10)

(a áB)c + ( c áB)a = 2a $ (c $ B) ! (a $ c) $ B . (E.2.11)

Assim, a Eq. (E.2.1) pode ser reescrita como

J = Je + a $ (c $ B) !
1
2

(a $ c) $ B . (E.2.12)

Utilizando agora a Eq. (3.3.2), obtemos a densidade de carga

! =
1
,

k áJe +
1
,

k á
#
a $ (c $ B) !

1
2

(a $ c) $ B
$

, (E.2.13)

! = ! e +
1
,

k á[a $ (c $ B)] !
1

2,
k á[(a $ c) $ B ] . (E.2.14)

Podemos reescrever o œltimo termo como

k á[(a $ c) $ B ] ' ki #ijk (a $ c)j B k, (E.2.15)

= ! (a $ c)j #jik ki B k, (E.2.16)

= ! (a $ c) á(k $ B) . (E.2.17)

Ent‹o a Eq. (E.2.14) se torna

! = ! e +
1
,

[a $ (c $ B)] +
1

2,
(a $ c) á(k $ B) . (E.2.18)
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A lei de Amp•re, neste caso, nos fornece (no espa•o de momentos)

ik $
B
µ

+ i ,# E = Je + a $ (c $ B) !
1
2

(a $ c) $ B , (E.2.19)

k $ B = ! iµJe ! iµa $ (c $ B) +
iµ
2

(a $ c) $ B ! ,µ# E. (E.2.20)

Substituindo a Eq. (E.2.20) naa Eq. (E.2.18), obtemos

! = ! e +
1
,

[a $ (c $ B)] !
iµ
2,

(a $ c) áJe !
iµ
2,

(a $ c) á[a $ (c $ B)] !
µ#
2

(a $ c) áE.

(E.2.21)

Podemos avaliar agora o quarto termo do lado direito da Eq. (E.2.21)

(a $ c) á[a $ (c $ B)] = #ijk #imn aj ckam(c $ B)n, (E.2.22)

= ( ' jm ' kn ! ' jn ' km )aj ckam(c $ B)n, (E.2.23)

= aj aj cn(c $ B)n ! (ckak)aj (c $ B)j (E.2.24)

= a2c á(c $ B)
G HI J

0

! (c áa)
GHI J

0

[a á(c $ B)], (E.2.25)

= 0, (E.2.26)

Portanto, a Eq. (E.2.21) Ž reescrita como

! = ! e + F !
iµ
2,

(a $ c) áJe !
µ#
2

(a $ c) áE, (E.2.27)

onde

F =
1
,

k á[a $ (c $ B)] . (E.2.28)

Podemos agora facilmente veriÞcar que a densidade de carga na Eq. (E.2.27) juntamente com

a densidade de corrente na Eq. (E.2.12) satisfazem a equa•‹o de continuidade. De fato, teremos

! ,! + k áJ = 0, (E.2.29)

na qual substitu’mos! e J por (E.2.27) e (E.2.12), respectivamente, obtendo

,! e ! k á[a $ (c $ B)] +
iµ
2

(a $ c) áJe +
,µ#

2
(a $ c) áE + k áJe + k á[a $ (c $ B)] +

!
1
2

k á[(a $ c) $ B ] = 0,

(E.2.30)

na qual podemos cancelar o primeiro e quinto termos, poisk áJe = ,! ; podemos ainda cancelar o
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APÊNDICE E. DETERMINANDO AS DENSIDADES DE CARGA

segundo e sexto termos. Utilizando agorak á[(a $ c) $ B ] = ! (a $ c) á(k $ B), obtemos

iµ
2

(a $ c) áJe +
,µ#

2
(a $ c) áE +

1
2

(a $ c) á(k $ B) = 0 . (E.2.31)

Substituindo agora a Eq. (E.2.20) no œltimo termo, teremos

iµ
2

(a $ c) áJe +
,µ#

2
(a $ c) áE !

iµ
2

(a $ c) áJe !
,µ#

2
(a $ c) áE+

!
iµ
2

(a $ c) á[a $ (c $ B)] = 0 , (E.2.32)

que Ž satisfeita imediatamente, uma vez que o œltimo termo Ž igual a zero Ð veja o resultado da

Eq. (E.2.26).
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Ap•ndice F
Teorema de Poynting

O trabalho (por unidade de tempo) realizado pela for•a eletromagnŽtica sobre um conjunto de

cargas (com densidade de carga! e densidade de correnteJ) Ž dado por [1,7]:

dW
dt

=
ö

d3r (J áE) . (F.0.1)

Uma vez que as quantidades vetoriais de interesse (E, B , J) podem ser complexas, devemos ent‹o

considerar a parte real das mesmas, pois os campos f’sicos s‹o quantidades reais. Assim, devemos

fazer

dW
dt

=
ö

d3r (Re[J] áRe[E]) . (F.0.2)

Utilizando agora a propriedadeRe[z] = 1
2(z + z" ), podemos ent‹o escrever a Eq. (F.0.2) como

dW
dt

=
ö

d3r
1
4

(J + J" ) á(E + E" ) , (F.0.3)

dW
dt

=
1
4

ö
d3r

+
(J" áE) + ( J áE" ) + ( J áE) + ( J" áE" )

,
, (F.0.4)

dW
dt

=
1
2

ö
d3r

+
Re(J" áE) + Re( J áE)

,
. (F.0.5)

Vamos agora avaliar o valor mŽdio da Eq. (F.0.5) sobre um ciclo de oscila•‹o (com per’odoT = 20
& )

[7], que podemos chamar de mŽdia temporal. Para isso, podemos assumir ansatz de ondas planas

monocrom‡ticas e ent‹o escrever

E = ÷Ee! i&t , B = ÷Be! i&t , J = ÷Je! i&t , (F.0.6)

em que ÷E, ÷B e ÷J s‹o complexos. Assim, a mŽdia temporal da Eq. (F.0.5) ser‡

V
dW
dt

W
=

V
1
2

ö
d3r

+
Re(J" áE) + Re( J áE)

, W
=

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
+

1
2

Vö
d3r Re(J áE)

W
.

(F.0.7)
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Para o primeiro termo do lado direito de (F.0.7), temos

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
=

1
2

1
T

ö T

0

ö
d3r Re(J" áE)dt, (F.0.8)

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
=

1
4

1
T

ö T

0

ö
d3r

+
(J" áE) + ( J áE" )

,
dt, (F.0.9)

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
=

1
4

1
T

ö T

0

ö
d3r

+
(÷J" á÷E) + ( ÷J á÷E" )

,
dt, (F.0.10)

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
=

1
4

ö
d3r

+
(÷J" á÷E) + ( ÷J á÷E" )

,

!
!

!
!

!"
1

1
T

ö T

0
dt, (F.0.11)

1
2

Vö
d3r Re(J" áE)

W
=

1
2

ö
d3r Re

'
÷J" á÷E

(
. (F.0.12)

Para o segundo termo da (F.0.7), obtemos

1
2

Vö
d3r Re(J áE)

W
=

1
4

1
T

ö T

0

ö
d3r

+
(÷J á÷E)e2i&t + ( ÷J" á÷E" )e! 2i&t

,
dt, (F.0.13)

1
2

Vö
d3r Re(J áE)

W
=

1
4

ö
d3r (÷J á÷E)

1
T

ö T =2 0/&

0
e2i&tdt

G HI J
=0

+
1
4

ö
d3r (÷J" á÷E" )

1
T

ö T =2 0/&

0
e! 2i&tdt

G HI J
=0

,

(F.0.14)

1
2

Vö
d3r Re(J áE)

W
= 0. (F.0.15)

Assim, utilizando (F.0.15) e (F.0.12) na Eq. (F.0.7), obtemos

V
dW
dt

W
=

Vö
d3r (Re[J] áRe[E])

W
=

V
1
2

ö
d3r

+
Re(J" áE) + Re( J áE)

, W
=

1
2

ö
d3r Re

'
÷J" á÷E

(
.

(F.0.16)

Portanto, a mŽdia temporal do trabalho (por unidade de tempo) realizado pela for•a eletromag-

nŽtica Ž dado por(1/ 2) da parte real do produto(÷J" á÷E), ou seja,

V
dW
dt

W
=

1
2

ö
d3r Re

'
÷J" á÷E

(
. (F.0.17)

Vamos agora escrever esse resultado numa forma de lei de conserva•‹o. Para isso, consideramos

novamente os campos elŽtricos e magnŽticos com depend•ncia temporal do tipoe! i&t [1]. Assim,

as equa•›es de Maxwell s‹o escritas como

# á ÷D = !, # $ ÷H + i , ÷D = ÷J, (F.0.18)

# á ÷B = 0, # $ ÷E ! i, ÷B = 0. (F.0.19)

182



APÊNDICE F. TEOREMA DE POYNTING

Substituindo a lei de Amp•re, segunda rela•‹o da (F.0.1), no integrando da (F.0.18), obtemos

1
2

ö
d3r

'
÷J" á÷E

(
=

1
2

ö
d3r

'
# $ ÷H " ! i, ÷D "

(
á÷E, (F.0.20)

1
2

ö
d3r

'
÷J" á÷E

(
=

1
2

ö
d3r

5

6
7 ÷E á(# $ ÷H " )

G HI J
= ÷H # á((& ÷E)!(á (E& ÷H # )

! i, ÷D " á÷E

8

9
: , (F.0.21)

1
2

ö
d3r

'
÷J" á÷E

(
=

1
2

ö
d3r [!# á ( ÷E $ ÷H " ) + ÷H " á(# $ ÷E)

G HI J
=i & ÷B

! i, ÷D " á÷E], (F.0.22)

1
2

ö
d3r

'
÷J" á÷E

(
= !

1
2

ö
d3r # á ( ÷E $ ÷H " ) !

i,
2

ö
d3r

'
÷D " á÷E ! ÷H " á÷B

(
, (F.0.23)

na qual deÞnimos o vetor de Poynting complexo

S =
1
2

'
÷E $ ÷H "

(
=

1
2

(E $ H " ), (F.0.24)

uma vez que as exponenciais se cancelam na segunda igualdade, ou seja,(E $ H " ) = ( ÷Ee! i&t ) $

( ÷H " ei&t ) = ÷E $ ÷H " . Assim, a Eq. (F.0.23) se torna

ö
d3r # á S = !

i,
2

ö
d3r ( ÷D " á÷E ! ÷H á÷B) !

1
2

ö
d3r (÷J á÷E), (F.0.25)

da qual, podemos extrair

# á S = !
i,
2

'
÷D " á÷E ! ÷H " á÷B

(
!

(÷J" á÷E)
2

, (F.0.26)

sendo equivalentemente dado por

# á S = !
i,
2

(D " áE ! H " áB) !
(J" áE)

2
, (F.0.27)

que estabelece a lei de conserva•‹o de energia eletromagnŽtica. Isso acontece pois a Eq. (F.0.27)

Ž uma forma de equa•‹o de continuidade. De fato, utilizando" t ' ! i, , a Eq. (F.0.27) Ž escrita

como

# á S + " tuEM = !
(J" áE)

2
, (F.0.28)

onde deÞnimos a diferen•a de densidades de energias elŽtrica e magnŽticauEM como

uEM =
1
2

(D " áE ! H " áB) . (F.0.29)

ƒ importante mencionarmos que a deÞni•‹o do vetor de Poynting (F.0.24) segue a mesma

conven•‹o doJackson [1]. Dessa forma, ÒsobramÓ fatores(1/ 2) nos outros termos da Eq. (F.0.27).
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Tendo esse detalhe sutil em mente, a conven•‹o para a mŽdia temporal da Eq. (F.0.27) Ž obtida

apenas tomando-se a parte real da mesma, o que parece contradizer o resultado que obtivemos na

Eq. (F.0.18), isto Ž, Òa mŽdia temporal de um produto de quantidades vetoriais complexas Ž igual

a (1/ 2) da parte real do produto entre um dos fatores e o complexo conjugado do outro fatorÓ.

Essa aparente contradi•‹o s— ocorre por que oJackson deÞne o vetor de Poynting contendo o fator

1/ 2. Assim, ele convenciona as mŽdias temporais simplesmente tomando a parte real. Em outras

refer•ncias, comoZangwill [7] e Kong [50], o vetor de Poynting Ž deÞnido sem o fator1/ 2, ou seja,

SZangwill , Kong = E $ H " . (F.0.30)

Assim, a equa•‹o de conserva•‹o de energia (F.0.27) Ž dada por

# á SZangwill , Kong = ! i, (D " áE ! H " áB) ! (J" áE), (F.0.31)

cuja mŽdia temporal ser‡ igual a(1/ 2) da parte real da mesma. Em suma, temos

¥ Na conven•‹o doJackson:

S =
1
2

(E $ H " ), 3S4=
1
2

Re(E $ H " ). (F.0.32)

¥ Na conven•‹o doZangwill e Kong :

S = E $ H " , 3S4=
1
2

Re(E $ H " ). (F.0.33)

Dessa forma, as mŽdias temporais Þcam equivalentes em ambas as conven•›es.
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Ap•ndice G
Simplificando o vetor de Poynting para meio

bi-anisotr—pico com rela•‹o antissimŽtrica

Obtivemos na Eq. (4.3.179) o vetor de Poynting dado por

S =
1

2µ
(n + µa)|E|2 +

1
2

(a áE)
#

n2

µ#! µ(a án)
! 1

$
E" . (G.0.1)

Utilizando agora a = a#+ i a##, escrevemos

a án = a#n cos) + i a##n cos), (G.0.2)

em que consideramos(a#,##án) = a#,##n cos) . Implementando (G.0.2) e E = E#+i E##na Eq. (G.0.1),

teremos

S = J +
1
2

+
(a + i a##) á(E#+ i E##)

, #
n2

µ#! µa#n cos) ! iµa##n cos)
! 1

$
(E#! iE##), (G.0.3)

em que

J =
1

2µ
n|E|2 +

a#

2
|E|2 + i

a##

2
|E|2. (G.0.4)

Da Eq. (G.0.3), obtemos

S = J +
1
2

+
(a#áE#) + i( a#áE##) + i( a##áE#) ! (a##áE##)

,
$

$
#

n2(µ#! µa#n cos) + i µa##cos) )
(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )

! 1
$

(E#! iE##), (G.0.5)

S = J +
1
2

#
(µ#! µa#n cos) )(n2 ! µ#+ µa#n cos) ) ! µ2a##2n2 cos2 )

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2 cos2 )
+

+i
µa##n3 cos)

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )

$
$

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##+

! (a##áE##)E#! i(a#áE#)E##+ i( a#áE##)E#+ i( a##áE#)E#+ i( a##áE##)E##
,

. (G.0.6)
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Vamos deÞnir as seguintes quantidades:

F1 =
(µ#! µa#n cos) )(n2 ! µ#+ µa#n cos) ) ! µ2a##2n2 cos2 )

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )
, (G.0.7)

F2 =
µa##n3 cos)

(µ#! µa#n cos) )2 + µ2a##2n2 cos2 )
. (G.0.8)

Ent‹o ( G.0.6) Ž reescrita como

S = J +
F1

2

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##! (a##áE##)E#

,
+

+ i
F1

2

+
! (a#áE#)E##+ ( a#áE##)E#+ ( a##áE#)E#+ ( a##áE##)E##

,
+

+ i
F2

2

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##! (a##áE##)E#

,
+

!
F2

2

+
! (a#áE#)E##+ ( a#áE##)E#+ ( a##áE#)E#+ ( a##áE##)E##

,
. (G.0.9)

A mŽdia temporal do vetor de Poynting acima ser‡ dada ent‹o por

3S4=
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

F1

2

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##! (a##áE##)E#

,
+

!
F2

2

+
! (a#áE#)E##+ ( a#áE##)E#+ ( a##áE#)E#+ ( a##áE##)E##

,
, (G.0.10)

3S4=
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

1
2

(a#áE#) (F1E#+ F2E##) +
1
2

(a#áE##) (F1E##! F2E#) +

+
1
2

(a##áE#) (F1E##! F2E#) !
1
2

(a##áE##) (F1E#+ F2E##) , (G.0.11)

3S4=
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

1
2

(F1E#+ F2E##)
+

(a#áE#) ! (a##áE##)
,

+

+
1
2

(F1E##! F2E#)
+

(a#áE##) + ( a##áE#)
,

. (G.0.12)

Para o casoa-ortogonal, temos) = 1/ 2. Logo,

F orto .
1 =

n2 ! µ#
µ#

, F orto .
2 = 0. (G.0.13)

Ent‹o ( G.0.12) resulta em

3S4orto . =
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

(n2 ! µ#)
2µ#

+
(a#áE#)E#+ ( a#áE##)E##+ ( a##áE#)E##! (a##áE##)E#

,
.

(G.0.14)
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Para o casoa-longitudinal, temos ) = 0. Ent‹o

F long.
1 =

(µ#! µa#n)(n2 ! µ#+ µa#n) ! µ2a##2n2

(µ#! µa#n)2 + µ2a##2n2
, (G.0.15)

F long.
1 =

µ#(n2 ! µ#+ 2µa#n) ! µa#n3 ! µn2(a#2 + a##2)
µ#(µ#! 2µa#n) + µ2n2(a#2 + a##2)

. (G.0.16)

Lembrando quen2 ! µ# + 2µa#n = 0 de acordo com a Eq. (4.3.137) e (a#2 + a##2) = |a|2 [vide

Eq. (4.3.120c)]. Assim (G.0.16) resulta em

F long.
1 =

! a#n3 ! µ2n2|a|2

µ#(µ#! 2µa#nG HI J
= n2

) + µ2n2|a|2
, (G.0.17)

F long.
1 =

! a#n ! µ|a|2

#+ µ|a|2
. (G.0.18)

Para F2, teremos

F long.
2 =

µa##n3

µ2#2 ! 2µ2#a#n + µ2n2(a#2 + a##2)
=

µa##n3

µ#(µ#! 2µa#nG HI J
= n2

) + µ2n2|a|2
, (G.0.19)

F long.
2 =

a##n
#+ µ|a|2

. (G.0.20)

Portanto, a mŽdia temporal do vetor de Poynting para o casoa-longitudinal ser‡ dado por

3S4long. =
1

2µ
(n + µa#)|E|2 +

1
2

'
F long.

1 E#+ F long.
2 E##

( +
(a#áE#) ! (a##áE##)

,
+

+
1
2

'
F long.

1 E##! F long.
2 E#

( +
(a#áE##) + ( a##áE#)

,
. (G.0.21)
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Ap•ndice H
Modos de propaga•‹o para meios bi-isotr—picos

dotados de condutividade magnŽtica

H.1 Caso isotrópico

Da Eq. (5.2.10), podemos escrever

n2
± = µ#± 2ic

)
Zn± . (H.1.1)

Substitu’da (H.1.1) na matriz [M ij ] (5.2.8), a equa•‹o Mij E j = 0 Ž lida como

/

0
1

± 2ic
)

Zn± ! n2
1 ! n1n2 ! 2c

)
Zn3 ! n1n3 + 2c

)
Zn2

! n1n2 + 2c
)

Zn3 ± 2ic
)

Zn± ! n2
2 ! n2n3 ! 2c

)
Zn1

! n1n3 ! 2c
)

Zn2 ! n2n3 + 2c
)

Zn1 ± 2ic
)

Zn± ! n2
3

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (H.1.2)

R
SSSSSSSST

SSSSSSSSU

+
± 2ic

)
Zn± ! n2

1

,
Ex +

+
! n1n2 ! 2c

)
Zn3

,
Ey +

+
! n1n3 + 2c

)
Zn2

,
Ez = 0

+
! n1n2 + 2c

)
Zn3

,
Ex +

+
± 2ic

)
Zn± ! n2

2

,
Ey +

+
! n2n3 ! 2c

)
Zn1

,
Ez = 0

+
! n1n3 ! 2c

)
Zn2

,
Ex +

+
! n2n3 + 2c

)
Zn1

,
Ey +

+
± 2ic

)
Zn± ! n2

3

,
Ez = 0

. (H.1.3)

Multiplicando a segunda equa•‹o de (H.1.3) por [± 2ic
)

Zn± ! n2
3] e somando o resultado ao

produto entre a terceira equa•‹o de (H.1.3) e [n2n3 + 2c
)

Zn1], obtemos

Ex

+ '
! n1n2 + 2c

)
Zn3

( '
± 2ic

)
Zn± ! n2

3

(
+

'
! n1n3 ! 2c

)
Zn2

( '
n2n3 + 2c

)
Zn1

(,
+

+ Ey

+ '
± 2ic

)
Zn± ! n2

2

( '
± 2i

)
Zn± ! n2

3

(
+

'
! n2n3 + 2c

)
Zn1

( '
n2n3 + 2c

)
Zn1

(,
= 0,

(H.1.4)

Ex

+
, 2ic

)
Zn± n1n2± 4ic2Zn± n3! 2c

)
Z (n3

3 + n2
1n3) ! 2c

)
Zn2

2n3! 4c2Zn1n2

,
+

+ Ey

+
! 4c2Z (n2

± ! n2
1) , 2ic

)
Zn± (n2

3 + n2
2)

,
= 0, (H.1.5)
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na qual podemos simpliÞcar os termos destacados em cores correspondentes e substituiremos

(n2
3 + n2

2) = n2 ! n2
1 no œltimo termo. Assim, teremos

Ex

R
ST

SU
, 2ic

)
Z [nn1n2 , in3(n2

3 + n2
1)

G HI J
= n2! n2

2

, in2
2n3] ! 4c2Z (n1n2 , inn3)

X
SY

SZ
+

+ Ey(n2 ! n2
1)

+
! 4c2Z , 2ic

)
Zn

,
= 0, (H.1.6)

Ex

M
, 2ic

)
Zn(n1n2 , inn3) ! 4c2Z (n1n2 , inn3)

N
+ Ey(n2 ! n1)

'
! 4c2Z , 2ic

)
Zn

(
= 0,

(H.1.7)

Ex(n1n2 , inn3) + Ey(n2 ! n2
1) = 0 , (H.1.8)

Ey =
± inn3 ! n1n2

n2 ! n2
1

Ex . (H.1.9)

Substituindo (H.1.9) na primeira equa•‹o de (H.1.3) fornece

Ex

#
± 2ic

)
Zn± ! n2

1 +
'

! n1n2 ! 2c
)

Zn3

( %
± inn3 ! n1n2

n2 ! n2
1

&$
+ Ez

'
! n1n3 + 2c

)
Zn2

(
= 0,

(H.1.10)

5

6
7

'
± 2ic

)
Zn± ! n2

1

(
(n2 ! n2

1)
G HI J

= n2
2+ n2

3

+ ( ! n1n2 ! 2c
)

Zn3)(± inn3 ! n1n2)

8

9
: Ex+

+ Ez(n2 ! n2
1)( ! n1n3 + 2c

)
Zn2) = 0 , (H.1.11)

Ez(n2 ! n2
1)( ! n1n3 + 2c

)
Zn2) = ( ! 1)

+
± 2ic

)
Znn2

2! n2
1n2

3, inn1n2n3+2c
)

Zn1n2n3

,
Ex ,

(H.1.12)

Ez(n2 ! n2
1)( ! n1n3 + 2c

)
Zn2) = ( ! 1)

+
, inn2

'
n1n3 ! 2c

)
Zn2

(
! n1n3

'
n1n3 ! 2c

)
Zn2

(,
Ex ,

(H.1.13)

que Þnalmente fornece

Ez =
, inn2 ! n1n3

n2 ! n2
1

Ex . (H.1.14)
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Utilizando (H.1.9) e (H.1.12), podemos escrever

E± =
Ex

n2 ! n2
1

/

0
1

n2 ! n2
1

± inn3 ! n1n2

, inn2 ! n1n3

2

3
4 . (H.1.15)

NormalizandoE± , ou seja, fazendo|E± |2 = 1, obtemos

E 2
x

(n2 ! n2
1)2

-
(n2 ! n2

1)2 + ( ± inn3 ! n1n3)(, inn3 ! n1n2) + ( , inn2 ! n1n3)(± inn2 ! n1n3)
.

= 1,

(H.1.16)

que, ap—s algumas simpliÞca•›es, fornece

Ex =

=
n2 ! n2

1

n
)

2
. (H.1.17)

Portanto, a Eq. (H.1.15) se torna

E± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

± inn3 ! n1n2

, inn2 ! n1n3

2

3
4 . (H.1.18)

H.2 Caso antissimétrico

Considerandon = (0 , 0, n), a matriz (5.2.23) se torna

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! c2µ#+ iµcn
& bcos. ! 2iµc%##n 0

2iµc%##n n2 ! c2µ#+ iµcn
& bcos. 0

! iµcb1
n
& ! iµcb2

n
& ! c2µ#

2

3
4 . (H.2.1)

Da Eq. (5.2.27), podemos escrever agora

n2
± ! µ#c2 = ± iµc

%
2i%##,

bcos.
,

&
n± . (H.2.2)

Ent‹o implementando (H.2.2) na matriz (H.2.1), a equa•‹o Mij E j = 0 fornece

/

0
1

± iµc
)
2i%##, bcos(

&

*
n± + i µcbcos(

& n± ! 2iµc%##n± 0

2iµc%##n± ± iµc
)
2i%##, bcos(

&

*
n± + i µcbcos(

& n± 0

! i µcb1
& n± ! i µcb2

& n± ! µ#c2

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0,

(H.2.3)
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R
SSSSSST

SSSSSSU

n±
-
± iµc

)
2i%##, bcos(

&

*
+ i µcbcos(

&

.
Ex ! 2iµ%##cn± Ey = 0

2iµc%##n± Ex + n±
-
± iµc

)
2i%##, bcos(

&

*
+ i µcbcos(

&

.
Ey = 0

! i µcb1
& n± Ex ! i µcb2

& n± Ey ! µ#c2Ez = 0

. (H.2.4)

Da primeira equa•‹o de (H.2.4), temos

Ey =
± iµ

)
2i%##, b

& cos.
*

+ i µ b
& cos.

2iµ%##
Ex, (H.2.5)

Ey =
#
± i !

bcos.
2%##,

+
bcos.
2%##,

$
Ex, (H.2.6)

Ey = ± iEx . (H.2.7)

Substituindo (H.2.7) na segunda equa•‹o de (H.2.4), obtemos

B
2iµ%##+

#
± iµ

%
2i%##,

bcos.
,

&
+

iµbcos.
,

$
(± i)

C
Ex = 0, (H.2.8)

B

# # ##2iµ%##
$ $ $ $$! 2iµ%##

%%%%%%
±

µbcos.
,

%%%%%%
,

µbcos.
,

C
Ex = 0, (H.2.9)

a qual Ž identicamente nula, isto Ž, considerando (H.2.7), a segunda equa•‹o de (H.2.4) Ž satisfeita

para valores arbitr‡rios deEx.

Substituindo agora (H.2.7) na terceira equa•‹o de (H.2.4), tem-se

cµ#Ez =
+
! i

µ
,

b1n± ! i
µ
,

b2n± (± i)
,

Ex , (H.2.10)

Ez = !
i

,c#
n± (b1 ± ib2) Ex . (H.2.11)

Portanto, utilizando (H.2.7) e (H.2.11), obtemos Þnalmente

E± = Ex

/

0
1

1

± i

! i n±

&c- (b1 ± ib2)

2

3
4 . (H.2.12)

191



Ap•ndice I
Obten•‹o das Equa•›es de Maxwell modificadas por

termo CPT-’mpar de dimens‹o 3 em meios

O modelo de eletrodin‰namica em meios cont’nuos modiÞcado pelo termo de (CFJ) pode

ser obtido como uma extens‹o da teoria de Maxwell-Carrollf-Field-Jackiw (MCFJ) padr‹o que

implementa o tensor consitutivo$µ!"# , isto Ž, tal eletrodin‰mica modiÞcada Ž descrita pela seguinte

densidade de Lagrange:

L = !
1
4

Gµ! Fµ! !
1
4

##.µ! V#A. Fµ! ! AµJ µ, (I.0.1)

ondeV µ = ( V0, V ) Ž o campo de fundo respons‡vel pela (VL). Lembrando que

Gµ! =
1
2

$µ!"# F"# , (I.0.2)

ent‹o

!
1
4

Gµ! Fµ! = !
1
8

$µ!"# F"# Fµ! , (I.0.3)

!
1
4

Gµ! Fµ! = !
1
8

$µ!"# (" " A# ! " #A" ) (" µA! ! " ! Aµ) , (I.0.4)

!
1
4

Gµ! Fµ! = !
1
8

$µ!"# " " A#" µA! +
1
8

$µ!"# " " A#" ! Aµ +
1
8

$µ!"# " #A" " µA! +

!
1
8

$µ!"# " #A" " ! Aµ, (I.0.5)

na qual podemos renomear os ’ndices (* ' µ, µ ' * ) no segundo e quarto termos da Eq. (I.0.5)

e, depois disso, podemos usar$!µ"# = ! $µ!"# , resultando em

!
1
4

Gµ! Fµ! = !
1
4

$µ!"# " " A#" µA! +
1
4

$µ!"# " #A" " µA! , (I.0.6)

que pode ser simpliÞcada fazendo-se a substitui•‹o (& ' %, % ' &) no segundo termo da

Eq. (I.0.6) e ent‹o usando$µ!#" = ! $µ!"# . Assim, obtemos

!
1
4

Gµ! Fµ! = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! . (I.0.7)
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APÊNDICE I. OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MAXWELL MODIFICADAS POR
TERMO CPT-ÍMPAR DE DIMENSÃO 3 EM MEIOS

Portanto, a Eq. (I.0.1) pode ser reescrita na forma

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! !
1
4

##.µ! V#A. Fµ! ! AµJ µ. (I.0.8)

Utilizando agora as equa•›es de Euler-Lagrange,

" L
"A $

! " %

%
" L

" (" %A$)

&
= 0, (I.0.9)

obtemos

" L
"A $

= !
1
4

##.µ! V# ' .$ Fµ! ! ' µ$ J µ = !
1
4

##$µ! V#Fµ! ! J $. (I.0.10)

" L
" (" %A$)

=
"

" (" %A$)

#
!

1
2

$µ!"# (" " A#)(" µA! ) !
1
4

##.µ! V#A. (" µA! ! " ! Aµ)
$

, (I.0.11)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$µ!"# ' "%' #$" µA! !
1
2

$µ!"# ' µ%' !$ " " A# !
1
4

##.µ! V#A. (' µ%' !$ ! ' !%' µ$ ), (I.0.12)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$µ!%$" µA! !
1
2

$%$"# " " A# !
1
4

##.%$V#A. +
1
4

##.$%V#A. , (I.0.13)

na qual podemos renomear os ’ndices(%' * ; & ' µ) no segundo termo; e utilizar##.$% = ! ##.%$

no quarto termo. Ent‹o

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$µ!%$" µA! !
1
2

$%$!µ" ! Aµ !
1
2

##.%$V#A. , (I.0.14)

onde podemos fazer$µ!%$ = $%$µ! no œltimo termo; e tambŽm$%$!µ = ! $%$µ! no segundo termo.

Assim, temos

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$%$µ! (" µA! ! " ! Aµ) !
1
2

##.%$V#A. , (I.0.15)

" L
" (" %A$)

= !
1
2

$%$µ!Fµ! !
1
2

##.%$V#A. , (I.0.16)

" L
" (" %A$)

= ! G%$!
1
2

##.%$V#A. . (I.0.17)

Podemos usar agora##.%$ = ! ##%.$ = #%#.$ = ! #%#$. = #%$#. no segundo termo, ent‹o

" L
" (" %A$)

= ! G%$!
1
2

#%$#.V#A. . (I.0.18)
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Portanto, substituindo a Eq. (I.0.18) e Eq. (I.0.10) na Eq. (I.0.9), obtemos

!
1
4

##$µ! V#Fµ! ! J $ ! " %

#
! G%$!

1
2

#%$#.V#A.

$
= 0, (I.0.19)

" %G%$+
1
2

#%$#.V#" %A. !
1
4

##$µ! V#Fµ! = J $. (I.0.20)

Notamos agora que

##$µ! V#Fµ! = ##$µ! V# (" µA! ! " ! Aµ) , (I.0.21)

##$µ! V#Fµ! = ##$µ! V#" µA! ! ##$µ! V#" ! Aµ, (I.0.22)

onde podemos renomear(µ ' * ; * ' µ) no primeiro termo, assim

##$µ! V#Fµ! = ##$!µ V#" ! Aµ ! ##$µ! V#" ! Aµ, (I.0.23)

e usando agora##$!µ = ! ##$µ! no primeiro termo novamente, temos

##$µ! V#Fµ! = ! 2##$µ! V#" ! Aµ. (I.0.24)

Substituindo a Eq. (I.0.24) no terceiro termo da Eq. (I.0.20), obtemos

" %G%$+
1
2

#%$#.V#" %A. +
1
2

##$µ! V#" ! Aµ = J $, (I.0.25)

na qual podemos usar#%$#. = ! #$%#. = #$#%. no segundo termo e renomear(* ' 2; µ ' ! ) no

terceiro termo. Assim, teremos

" %G%$+
1
2

#$#%.V#" %A. +
1
2

##$%.V#" . A%= J $, (I.0.26)

" %G%$+
1
2

#$#%.V#" %A. !
1
2

#$#%.V#" . A%= J $, (I.0.27)

" %G%$+
1
2

#$#%.V# (" %A. ! " . A%) = J $, (I.0.28)

" %G%$+
1
2

#$#%.V#F%. = J $, (I.0.29)

ou equivalentemente,

" %G%$+
1
2

#$#µ! V#Fµ! = J $. (I.0.30)

De posse da Eq. (I.0.30), podemos obter as leis de Gauss e Amp•re modiÞcadas. Fazendo+ = 0

194



APÊNDICE I. OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MAXWELL MODIFICADAS POR
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(para se obter a lei de Gauss), obtemos ent‹o

" %G%0 +
1
2

#0#µ! V#Fµ! = J 0, (I.0.31)

" i Gi 0 +
1
2

#0imn Vi Fmn = J 0, (I.0.32)

mas F0i = E i = ! Fi 0, G0i = ! D i = ! Gi 0, Fmn = ! #mnk B k e J µ = ( !, j ). Ent‹o a Eq. ( I.0.32)

resulta em

" i D i !
1
2

#0imn #mnk Vi B k = !, (I.0.33)

mas#µ!"# = ! #µ!"# , #0ijk = #ijk e Vi = ! V i . Assim

" i D i +
1
2

#imn #mnk (! V i )B k = !, (I.0.34)

" i D i !
1
2

2' ik V i B k = !, (I.0.35)

" i D i ! V i B i = !, (I.0.36)

# á D ! V áB = !. (I.0.37)

Escolhendo agora+ = i (Lei de Amp•re) na Eq. (I.0.30), obtemos

" %G%i +
1
2

#i#µ! V#Fµ! = J i , (I.0.38)

" 0G0i + " j Gji +
1
2

#i 0mn V0Fmn +
1
2

#ij 0kVj F0k +
1
2

#ijk 0Vj Fk0 = J i , (I.0.39)

onde podemos utilizar#ij 0k = ! #ijk 0 e F0k = ! Fk0 no quarto termo. Ent‹o

" 0G0i + " j Gji +
1
2

#i 0mn V0Fmn + #ijk 0Vj Fk0 = J i , (I.0.40)

masG0i = ! D i , Gji = ! #jik H k e Fk0 = ! E k. Assim

! " tD i ! #jik " j H k !
1
2

#i 0mn #mnk V0B k ! #ijk 0Vj E k = J i , (I.0.41)

#ijk " j H k ! " tD i +
1
2

#i 0mn #mnk V0B k + #ijk 0(! V j )E k = J i , (I.0.42)

#ijk " j H k ! " tD i !
1
2

#0imn #mnk V0B k + #0ijk V j E k = J i , (I.0.43)

onde utilizamos#ijk 0 = ! #ij 0k = #i 0jk = ! #0ijk . Ent‹o a Eq. ( I.0.43) Þnalmente resulta em

# $ H ! " tD ! V0B + ( V $ E) = J. (I.0.44)
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Ap•ndice J
Simplificando equa•›es de dispers‹o para o v‡cuo

J.1 Obtenção da Eq. (6.4.13)

NNo v‡cuo, os par‰metros constitutivos s‹o dados porµ = 1, # = 1 e - = 0. Ent‹o a

Eq. (6.4.12a) do modelo modiÞcado por termoCPT-’mpar de dimens‹o 3 se torna

)
n2 ! 1

*2
!

1
, 2

-
V 2

0 n2 + V 2 ! 2V0(n áV ) ! V 2n2 + ( n áV )2
.

= 0, (J.1.1)

onde podemos utilizarn = k/, . Assim

%
k2

, 2
! 1

&2

!
1
, 2

#
V 2

0
k2

, 2
+ V 2 ! 2

V0

,
(k áV ) !

V 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áV )2

$
= 0, (J.1.2)

%
k2 ! , 2

, 2

&2

!
1
, 4

-
V 2

0 k2 + , 2V 2 ! 2,V 0(k áV ) ! V 2k2 + ( k áV )2
.

= 0, (J.1.3)

-
!

)
, 2 ! k2

*. 2
! V 2

0 k2 ! , 2V 2 + 2,V 0(k áV ) + V 2V 2 ! (k áV )2 = 0, (J.1.4)

na qual, podemos adicionar e subtrair o termo, 2V 2
0 , levando a

)
, 2 ! k2

*2
+ , 2V 2

0 ! V 2
0 k2! , 2V 2 ! , 2V 2

0 + 2,V 0(k áV )+ V 2k2 ! (k áV )2 = 0, (J.1.5)
)
, 2 ! k2

*2
+

)
, 2 ! k2

*
V 2

0 ! V 2
)
, 2 ! k2

*
! , 2V 2

0 + 2,V 0(k áV ) ! (k áV )2 = 0, (J.1.6)
)
, 2 ! k2

*2
+

)
, 2 ! k2

* )
V 2

0 ! V 2
*

!
-
, 2V 2

0 ! 2,V 0(k áV ) + ( k áV )2
.

= 0. (J.1.7)

Podemos ainda simpliÞcar a Eq. (J.1.7) utilizando os 4-vetorespµ = ( ,, k) e V µ = ( V0, V ). Assim,

a Eq. (J.1.7) pode Þnalmente ser reescrita na forma usual encontrada na literatura:

p4 + p2V 2 ! (p áV)2 = 0, (J.1.8)

onde utilizamos

(p áV)2 = ( ,V 0 ! k áV )2 = , 2V 2
0 ! 2,V 0(k áV ) + ( k áV )2. (J.1.9)
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J.2 Obtenção da Eq. (6.5.21)

Para o modelo modiÞcado por termoCPT-’mpar de dimens‹o 5, temos

÷#(n2 ! µ÷#)2 ! 4(n2 ! 1)2µ, 62
M

µ÷#
-
U2

0 n2 + U 2 ! 2U0(n áU )
.

! U 2n2 + ( n áU )2
N

= 0. (J.2.1)

Para o v‡cuo, implementamosµ = 1, #= 1 e - = 0. Assim, a Eq. (J.2.1) se reduz a

(n2 ! 1)2
M

1 ! 4, 2
-
U2

0 n2 + U 2 ! 2U0(n áU ) ! U 2n2 + ( n áU )2
.N

= 0, (J.2.2)

na qual podemos utilizark = , n. Assim, teremos

%
!

1
, 2

&2

(, 2 ! k2)
M

1 + 4
-
! U2

0 k2 ! , 2U 2 + 2,U 0(k áU ) + U 2k2 ! (k áU )2
.N

= 0. (J.2.3)

Vamos agora adicionar e subtrair o termo, 2U2
0 :

(, 2 ! k2)2
M

1 + 4
-
! U2

0 k2 + , 2U2
0 ! , 2U2

0 ! , 2U 2 + 2,U 0(k áU )+ U 2k2 ! (k áU )2
.N

= 0,

(J.2.4)

onde agrupamos os termos destacados, levando a

(, 2 ! k2)2
M

1 + 4
-
(, 2 ! k2)(U2

0 ! U 2) !
)
, 2U2

0 ! 2,U 0(k áU ) + ( k áU )2
*. N

= 0. (J.2.5)

Utilizando agora os quadrivetores

pµ = ( ,, k), Uµ = ( U0, U ), (J.2.6)

temos

p2 = , 2 ! k2, (J.2.7)

U2 = U2
0 ! U 2, (J.2.8)

(p áU)2 = , 2U2
0 ! 2,U 0(k áU ) + ( k áU )2. (J.2.9)

Substituindo ent‹o essas express›es na Eq. (J.2.5), obtemos Þnalmente

p4
P

1 + 4
-
p2U2 ! (p áU)2.Q

= 0. (J.2.10)
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Ap•ndice K
Equa•›es de Dispers‹o dos modelos CPT-’mpar de

dimens›es 3 e 5 em termos de quadrivetores

K.1 Modelo CPT-ímpar de dimensão 3

Para o modelo descrito pela Eq. (6.4.1), obtivemos a seguinte equa•‹o de dispers‹o

÷#(n2 ! µ#)2 !
µ
,

2 M
µ÷#

-
V 2

0 n2 + V 2 ! 2V0 (n áV )
.

! V 2n2 + ( n áV )2
N

= 0. (K.1.1)

Utilizando agora k = , n, podemos reescreer a Eq. (K.1.2) na forma

'
!

µ
, 2

( 2
%

÷#, 2 !
k2

µ

&2

!
µ

÷#, 2

B
µ÷#

#
V 2

0 k2

, 2
+ V 2 ! 2

V0

,
(k áV )

$
!

V 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áV )2
C

= 0.

(K.1.2)

Vamos agora deÞnir o quadri-vetorøpµ como

øpµ %
%)

÷#,,
k

)
µ

&
, (K.1.3)

em analogia com o quadri-vetor usualpµ = ( ,, k). Note ainda que

øp2 = ÷#, 2 !
k2

µ
, (K.1.4)

que equivale exatamente ao primeiro termo da Eq. (K.1.2). Assim, teremos

øp4 !
, 2

µ÷#

B
µ÷#

#
V 2

0 k2

, 2
+ V 2 ! 2

V0

,
(k áv)

$
!

V 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áV )2
C

= 0, (K.1.5)

øp4 +
#
! V0k2 ! , 2V 2 + 2,V 0 (k áV ) +

1
µ÷#

V 2k2 !
1
µ÷#

(k áV )2
$

= 0, (K.1.6)

onde podemos simpliÞcar o segundo e quarto termos dentro dos colchetes:

! , 2V 2 +
1
µ÷#

V 2k2 = !
V 2

÷#

%
÷#, 2 !

k2

µ

&
= !

V 2

÷#
øp2. (K.1.7)
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Substituindo a Eq. (K.1.7) na Eq. (K.1.6), obtemos

øp4 +
#
!

V 2

÷#
øp2 ! V 2

0 k2 + 2,V 0 (k áV ) !
1
µ÷#

(k áV )2
$

= 0. (K.1.8)

Vamos agora adicionar e subtrair o termoV 2
0 , 2µ÷#:

øp4 +
#
!

V 2

÷#
øp2 ! V 2

0 k2+ V 2
0 , 2µ÷#! V 2

0 , 2µ÷#+ 2,V 0 (k áV ) !
1
µ÷#

(k áV )2
$

= 0, (K.1.9)

na qual podemos simpliÞcar segundo e terceiro termos dentro dos colchetes

! V 2
0 k2 + V 2

0 , 2µ÷#= V 2
0 µ

%
÷#, 2 !

k2

µ

&
= V 2

0 µøp2. (K.1.10)

Substituindo essa œltima express‹o na Eq. (K.1.9), teremos

øp4 +
B

!
V 2

÷#
øp2 + V 2

0 µøp2 !
#
V 2

0 , 2µ÷#! 2,V 0 (k áV ) +
1
µ÷#

(k áV )2
$C

= 0, (K.1.11)

øp4 +
B

øp2

%
µV 2

0 !
V 2

÷#

&
!

#
V 2

0 , 2µ÷#! 2,V 0 (k áV ) +
1
µ÷#

(k áV )2
$C

= 0. (K.1.12)

Vamos agora deÞnir o quadri-vetorøV µ como

øV µ %
%

)
µV0,

V
)

÷#

&
, (K.1.13)

em analogia aV µ = ( V0, V ). Note ainda que

øV 2 = µV 2
0 !

V 2

÷#
, (K.1.14)

e tambŽm que

)
øp áøV

*2
=

!
)

µ
)

÷#,V0 !
k áV
)

µ
)

÷#

" 2

= , 2V 2
0 µ÷#! 2,V 0(k áV ) +

(k áV )2

µ÷#
. (K.1.15)

Assim, utilizando as Eqs. (K.1.14) e (K.1.15) na Eq. (K.1.12), obtemos Þnalmente

øp4 + øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
= 0. (K.1.16)

Vamos agora reescrever a Eq. (K.1.16) em termos dos quadri-vetorespµ e V µ. Esse procedi-

mento nos permitir‡ redeÞnir a mŽtrica de forma que a mesma incorpore os par‰metros constitu-

tivos do meio.
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Do primeiro termo da Eq. (K.1.16), podemos fazer

øp2 = øpµ øpµ,

= øpµ3µ! øp! ,

= øp0300øp0 + øpi 3ii øpi , (K.1.17)

na qual podemos utilizar a deÞn•‹o dada na Eq. (K.1.3). Assim, teremos

øp2 = , (÷#300), + ki 3ii

µ
ki , (K.1.18)

de onde iremos deÞnir o tensor mŽtrico efetivo÷3µ! com as seguintes componentes

÷300 % ÷#300 = ÷#, ÷3ii %
3ii

µ
= !

1
µ

' ij . (K.1.19)

Assim, temos

÷3µ! % diag
%

÷#,!
1
µ

, !
1
µ

, !
1
µ

&
. (K.1.20)

Como pµ = ( ,, k), a Eq. (K.1.18) se torna agora

øp2 = p0÷300p0 + pi ÷3ii pi , (K.1.21)

øp2 = ( p á÷3 áp) . (K.1.22)

Manipulando agora o segundo e terceiro termos da Eq. (K.1.16), teremos

øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
= (øpµ øpµ)

) øV µ øVµ
*

!
) øV µ øpµ

*2
,

= (øpµ3µ! øp! )
) øV µ3µ!

øV !
*

!
) øV µ3µ!

øV !
*2

,

=
)
øp0300øp0 + øpi 3ii øpi

* ) øV 0300
øV 0 + øV i 3ii

øV i
*

!
) øV 0300øp0 + øV i 3ii øpi

*2
, (K.1.23)

na qual utilizamos as deÞni•›es dadas na Eq. (K.1.3) e na Eq. (K.1.13). Assim, teremos

øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
=

%
, ÷#300, + ki 3ii

µ
ki

& '
V 0µ300V 0 + V i 3ii

÷#
V i

(
+

!

!

V 0)
µ

)
÷#300, + V i 3ii

)
µ

)
÷#
ki

" 2

. (K.1.24)

Podemos por em evid•ncia os fatores(µ/ ÷#) a partir do segundo termo entre par•nteses e(
)

µ/
)

÷#),
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do terceiro termo entre par•nteses. Consequentemente, teremos

øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
=

%
, ÷#300, + ki 3ii

µ
ki

&
µ
÷#

%
V 0÷#300V 0 + V i 3ii

µ
V i

&
+

!
%)

µ
)

÷#

&2 %
V 0÷#300, + ki 3ii

µ
V i

&2

. (K.1.25)

Para simpliÞcar agora, utilizamos a deÞni•‹o do tensor mŽtrico efetivo, dada na Eq. (K.1.20), e

tambŽm pµ = ( ,, k) e V µ = ( V 0, V ). Dessa forma, a Eq. (K.1.25) resulta em

øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
=

µ
÷#

+ )
p0÷300p0 + pi ÷3ii pi

* )
V 0÷300V 0 + V i ÷3ii V i

*
!

)
p0÷300V 0 + pi ÷3ii V i

*2
,

,

(K.1.26)

øp2 øV 2 !
)
øp áøV

*2
=

µ
÷#

+
(p á÷3 áp) (V á÷3 áV) ! (p á÷3 áV)2

,
. (K.1.27)

Substituindo agora a Eq. (K.1.27) e a Eq. (K.1.22) na Eq. (K.1.16), a equa•‹o de dispers‹o, dada

pela Eq. (K.1.2) ou equivalentemente pela Eq. (K.1.16), pode ser reescrita como

(p á÷3 áp)2 +
µ
÷#

+
(p á÷3 áp) (V á÷3 áV) ! (p á÷3 áV)2

,
= 0, (K.1.28)

com o tensor mŽtrico efetivo÷3µ! deÞnido na Eq. (K.1.20).

K.2 Modelo CPT-ímpar de dimensão 5

Para o modelo descrito pela Eq. (6.5.1), obtivemos a seguinte equa•‹o de dispers‹o

÷#(n2 ! µ÷#)2 ! 4(n2 ! 1)2µ, 2
P

µ÷#
-
U2

0 n2 + U 2 ! 2U0 (n áU )
.

! U 2n2 + ( n áU )2Q
= 0. (K.2.1)

Utilizando k = , n, podemos reescrev•-la como

%
k2

, 2
! µ÷#

&2

! 4
%

k2

, 2
! 1

&2 µ
÷#

,
B

µ÷#
#
U2

0
k2

, 2
+ U 2 ! 2

U0

,
(k áU )

$
!

U 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áU )2
C

= 0,

(K.2.2)

µ2

, 4

%
, 2÷#!

k2

µ

&2

!
4
, 4

)
, 2 ! k2

*2 µ
÷#

, 2

B
µ÷#

#
U2

0
k2

, 2
+ U 2 ! 2

U0

,
(k áU )

$
+

!
U 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áU )2
C

= 0, (K.2.3)

na qual podemos utilizar

øp2 = ÷#, 2 ! k2/µ, p 2 = , 2 ! k2, (K.2.4)
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com øpµ dada pela Eq. (K.1.3) e pµ = ( ,, k). Assim, teremos

øp4 ! 4p4 , 2

µ÷#

B
µ÷#

#
U2

0
k2

, 2
+ U 2 ! 2

U0

,
(k áU )

$
!

U 2k2

, 2
!

U 2k2

, 2
+

1
, 2

(k áU )2
C

= 0, (K.2.5)

øp4 + 4p4

#
! U2

0 k2 !
U 2

÷#

%
÷#, 2 !

k2

µ

&
+ 2,U 0 (k áU ) !

1
µ÷#

(k áU )2
$

= 0, (K.2.6)

øp4 + 4p4

#
! øp2 U 2

÷#
! U2

0 k2 + 2,U 0 (k áU ) !
1
µ÷#

(k áU )2
$

= 0, (K.2.7)

onde utilizamos a Eq. (K.2.4). Vamos agora adicionar e subtrair o termo, 2U2
0 µ÷#, o que nos permite

escrever

øp4 + 4p4

#
! øp2 U 2

÷#
+ U2

0 µ
%

, 2÷#!
k2

µ

&
! , 2U2

0 µ÷#+ 2,U 0 (k áU ) !
1
µ÷#

(k áU )2
$

= 0, (K.2.8)

øp4 + 4p4

B
øp2

%
µU2

0 !
U 2

÷#

&
!

#
, 2U2

0 µ÷#! 2,U 0 (k áU ) +
1
µ÷#

(k áU )2
$C

= 0, (K.2.9)

de onde podemos deÞnir

øUµ %
%

)
µU0,

U
)

÷#

&
. (K.2.10)

Com essa deÞni•‹o, temos

øU2 = µU2
0 !

U 2

÷#
, (K.2.11)

e tambŽm

)
øp áøU

*2
=

!
)

µ
)

÷#,U0 !
k áU
)

µ
)

÷#

" 2

= , 2U2
0 µ÷#! 2,U 0 (k áU ) +

1
µ÷#

(k áU )2 . (K.2.12)

Assim, podemos simpliÞcar a Eq. (K.2.9) e obter Þnalmente

øp4 + 4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 0. (K.2.13)

Vamos agora reescrever a Eq. (K.2.13) em termos dos quadri-momento usalpµ e do campo de

fundo Uµ. Seguindo a mesma abordagem realizada entre as Eqs. (K.1.17) e (K.1.22), temos

øp2 = ( p á÷3 áp) , (K.2.14)

202



APÊNDICE K. EQUAÇÕES DE DISPERSÃO DOS MODELOS CPT-ÍMPAR DE
DIMENSÕES 3 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

com o tensor mŽtrico efeito÷3µ! dado na Eq. (K.1.20). Manipulando agora os outros termos da

Eq. (K.2.13), teremos

p2 = pµpµ = pµ3µ! p! = p á3 áp. (K.2.15)

E tambŽm

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4 ( p á3 áp)2
+
(øpµ3µ! øp! )

) øUµ3µ!
øU!

*
!

)
øpµ3µ!

øU!
*2

,
, (K.2.16)

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4 ( p á3 áp)2 -)
øp0300øp0 + øpi 3ii øpi

* ) øU0300
øU0 + øUi 3ii

øUii
*

+

!
)
øp0300

øU0 + øpi 3ii
øUi

*2
,

. (K.2.17)

Utilizando agora a Eq. (K.2.10) e a Eq. (K.1.3), obtemos

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4 ( p á3 áp)2
#%

p0÷#300p0 + pi 3ii

µ
ki

& '
U0µ300U0 + Ui 3ii

÷#
Ui

(
+

!

!

p0)
µ

)
÷#300U0 + pi 3ii

)
µ

)
÷#
Ui

" 2
8

: , (K.2.18)

onde utilizamos øpµ = (
)

÷#,, k/
)

µ), øUµ = (
)

µU0, U /
)

÷#), pµ = ( ,, k) e Uµ = ( U0, U ). Podemos

agora por em evid•ncia os fatores(µ/ ÷#) a partir do segundo fator entre par•nteses, e(
)

µ/
)

÷#) a

partir do terceiro termo entre par•nteses. Assim, obtemos

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4 ( p á3 áp)2
#%

p0÷#300p0 + pi 3ii

µ
pi

&
µ
÷#

%
U0÷#300U0 + Ui 3ii

µ
Ui

&
+

!
%)

µ
)

÷#

&2 %
p0÷#300U0 + pi 3ii

µ
Ui

&2
?

, (K.2.19)

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4
µ
÷#

(p á3 áp)2 -)
p0÷300p0 + pi ÷3ii pi

* )
U0÷300U0 + Ui ÷3ii Ui

*
+

!
)
p0÷300U0 + pi ÷3ii Ui

*2
,

, (K.2.20)

4p4
+
øp2 øU2 !

)
øp áøU

*2
,

= 4
µ
÷#

(p á3 áp)2 -
(p á÷3 áp) (U á÷3 áU) ! (p á÷3 áU)2.

, (K.2.21)

onde utilizamos o tensor mŽtrico efetivo dado na Eq. (K.1.20). Substituindo agora a Eq. (K.2.21),

Eq. (K.2.14) e Eq. (K.2.15) na rela•‹o dada na Eq. (K.2.13), a equa•‹o de dispers‹o Ž Þnalmente
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reescrita na forma

(p á÷#áp)2 + 4
µ
÷#

(p á3 áp)2 -
(p á÷3 áp) (U á÷3 áU) ! (p á÷3 áU)2.

= 0. (K.2.22)
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Ap•ndice L
Modos de propaga•‹o do modelo CPT-’mpar de

dimens‹o 3

A seguir, iremos calcular explicitamente os vetores de polariza•‹o que descrevem os modos de

propaga•‹o dos cen‡rios timelike e spacelike do modelo descrito pela Eq. (6.4.1).

L.1 Caso timelike

Vamos calcular os modos de propaga•‹o para o caso puramente timelike,V0 &= 0; V = 0. Da

Eq. (6.4.18), temos

n2 ! µ÷#= ±
µV0

,
n. (L.1.1)

Substituindo a Eq. (L.1.1) na Eq. (6.4.11a), obtemos

[Mia ] =

/

0
1

± µV0
& n ! n2

1 ! n1n2 ! i
& µV0n3 ! n1n3 + i

& µV0n2

! n2n1 + i
& µV0n3 ± µV0

& n ! n2
2 ! n2n3 ! i

& µV0n1

! n3n1 ! i
& µV0n2 ! n3n2 + i

& µV0n1 ± µV0
& n ! n2

3

2

3
4 . (L.1.2)

Assim Mia E a = 0 se torna

/

0
1

± µV0
& n ! n2

1 ! n1n2 ! i
& µV0n3 ! n1n3 + i

& µV0n2

! n2n1 + i
& µV0n3 ± µV0

& n ! n2
2 ! n2n3 ! i

& µV0n1

! n3n1 ! i
& µV0n2 ! n3n2 + i

& µV0n1 ± µV0
& n ! n2

3

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (L.1.3)

que leva a

R
ST

SU

)
± µV0

& n ! n2
1

*
Ex +

)
! n1n2 ! i µ

& V0n3
*

Ey +
)
! n1n3 + i µ

& V0n2
*

Ez = 0
)
! n1n2 + i µ

& V0n3
*

Ex +
)
± µ

& V0n ! n2
2

*
Ey +

)
! n2n3 ! i µ

& V0n1
*

Ez = 0
)
! n1n3 ! i µ

& V0n2
*

Ex +
)
! n2n3 + i µ

& V0n1
*

Ey +
)
± µV0

& n1
*

Ez = 0

. (L.1.4)

Vamos multiplicar a segunda equa•‹o da Eq. (L.1.4) por [± (µ/, )V0n ! n2
3], depois multiplicar

a terceira equa•‹o da Eq. (L.1.4) por [n2n3 + i( µ/, )V0n1]. Assim, somando esses dois produtos,
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os termos emEZ se cancelam, resultando apenas

Ex

#'
! n1n2 + i

µ
,

V0n3

( %
±

µV0

,
n ! n2

3

&
+

'
! n1n3 ! i

µ
,

V0n2

( '
n2n3 + i

µ
,

V0n1

( $
+

+ Ey

#%
±

µV0

,
n ! n2

2

& %
±

µV0

,
n ! n2

3

&
+

%
! n1n3 + i

µV0

,
n1

& '
n2n3 + i

µ
,

V0n1

( $
= 0, (L.1.5)

Ex

#
,

µV0

,
nn1n2+ n1n2n2

3 ± i
µ2V 2

0

, 2
nn3 ! i

µV0

,
n3

3! n1n2n2
3 ! i

µV0

,
n2

1n3 ! i
µV0

,
n2

2n3

$
+

+ Ey

#
µ2V 2

0

, 2
n2,

µV0

,
nn2

3 ,
µV0

,
nn2

2+ n2
2n2

3 ! n2
2n2

3! i
µV0

,
n1n2n3 + i

µV0

,
n1n2n3!

µ2V 2
0

, 2
n2

1

$
= 0,

(L.1.6)

Ex

#
,

µV0

,
nn1n2 ± i

µ2V 2
0

, 2
nn3 ! i

µV0

,

)
n3

3 + n2
1n3

*
+

µ2V 2
0

, 2
n1n2 ! i

µV0

,
n2

2n3

$
+

+ Ey

#
µ2V 2

0

, 2

)
n2 ! n2

1

*
,

µV0

,
n

)
n2

3 + n2
2

*
$

= 0, (L.1.7)

onde podemos utilizarn2
3 + n2

2 = n2 ! n2
1 no œltimo termo. Assim

#
,

µV0

,

-
nn1n2 ± in3(n2

3 + n2
1)

.
+

µ2V 2
0

, 2
(n1n2 ± inn3) ! i

µV0

,
n2

2n3

$
Ex+

+
#
(n2 ! n2

1)
%

µ2V 2
0

, 2
,

µV0

,
n

&$
Ey = 0, (L.1.8)

no qual podemos usar novamenten2
3 + n2

2 = n2 ! n2
1 no segundo termo do dentro dos colchetes

(que multiplicam Ex), obtendo

#
,

µV0

,

)
nn1n2 ± in2n2

3 , in3n2
2 ± in2

2n3
*

+

+
µ2V 2

0

, 2
(n1n2 ± inn3)

$
Ex = !

)
n2 ! n2

1

*
%

µ2V 2
0

, 2
,

µV0

,
n

&
Ey, (L.1.9)

#
,

µV0

,

)
nn1n2 ± in2n2

3

*
+

µ2V 2
0

, 2
(n1n2 ± inn3)

$
Ex = !

)
n2 ! n2

1

*
%

µ2V 2
0

, 2
,

µV0

,
n

&
Ey, (L.1.10)

(n1n2 ± inn3)
%

µ2V 2
0

, 2
,

µV0

,
n

&
Ex = !

)
n2 ! n2

1

*
%

µ2V 2
0

, 2
,

µV0

,
n

&
Ey, (L.1.11)
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a qual fornece

Ey =
, inn3 ! n1n2

n2 ! n2
1

Ex . (L.1.12)

Substituindo a Eq. (L.1.12) na primeira express‹o da Eq. (L.1.4), obtemos

#%
±

µV0

,
n ! n2

1

&
+

%
! n1n2 ! i

µV0

,
n3

&
(, inn3 ! n1n2)

n2 ! n2
1

$
Ex +

%
! n1n3 + i

µV0

,
n2

&
Ez = 0,

(L.1.13)

#
(n2 ! n2

1)
%

±
µV0

,
n ! n2

1

&
+

%
! n1n2 ! i

µV0

,
n3

&
(, inn3 ! n1n2)

$
Ex+

+( n2 ! n2
1)

%
! n1n3 + i

µV0

,
n2

&
Ez = 0, (L.1.14)

#
µV0

,
nn2

2 ! n2
1n2

2 ±
µV0

,
nn2

3! n2
1n2

3± inn1n2n3 + n2
1n2

2 ,
µV0

,
nn2

3+

+i
µV0

,
n1n2n3

$
Ex = ( n2 ! n2

1)
%

n1n3 ! i
µV0

,
n2

&
Ez, (L.1.15)

onde iremos colocar o fator± inn2 em evid•ncia a partir dos termos destacados em azul; e iremos

colocar em evid•ncia tambŽm o fator! n1n3 dos termos destacados em vermelho. Assim, obtemos

(n2 ! n2
1)

%
n1n3 ! i

µV0

,
n2

&
Ez =

#
± inn2

%
n1n3 ! i

µV0

,
n2

&
! n1n3

%
n1n3 ! i

µV0

,
n2

&$
Ex,

(L.1.16)

que Þnalmente nos fornece

Ez =
± inn2 ! n1n3

n2 ! n2
1

Ex . (L.1.17)

Portanto, utilizando a Eq. (L.1.12) e a Eq. (L.1.17), obtemos

E± =
Ex

n2 ! n2
1

/

0
1

n2 ! n2
1

, in3n ! n1n2

± in2n ! n1n3

2

3
4 . (L.1.18)

Normalizando esses vetores, teremos

|E± |2 = E"
± E± = 1, (L.1.19)
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|Ex |2
#
1 +

(± in3n ! n1n2) (, in3n ! n1n2)

(n2 ! n2
1)2 +

(, in2n ! n1n3) (± in2n ! n1n3)

(n2 ! n2
1)2

$
= 1, (L.1.20)

|Ex |2
#
1 +

n2
3n2 , in1n2n3n ± in1n2n3n + n2

1n2
2 + n2

2n2 ± in1n2n3n , in1n2n3n + n2
1n2

3

(n2 ! n2
1)2

$
= 1,

(L.1.21)

|Ex |2
#
1 +

(n2
2 + n2

3) (n2 + n2
1)

(n2 ! n2
1)2

$
= 1, (L.1.22)

que pode ser simpliÞcada utilizando-se(n2 ! n2
1) = n2

2 + n2
3, ent‹o teremos

|Ex |2
#
1 +

n2 + n2
1

n2
2 + n2

3

$
= 1, (L.1.23)

|Ex |2
#

n2
2 + n2

3 + n2 + n2
1

n2
2 + n2

3

$
= 1, (L.1.24)

|Ex |2
#

2n2

n2
2 + n2

3

$
= 1, (L.1.25)

onde podemos utilizar novamente(n2 ! n2
1) = n2

2 + n2
3, logo

|Ex |2
#

2n2

n2 ! n2
1

$
= 1, (L.1.26)

|Ex |2 =
n2 ! n2

1

2n2
, (L.1.27)

da qual escolhemos

Ex =

=
n2 ! n2

1)
2n

. (L.1.28)

Therefore the normalized propagating modes are given by

öE± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

, in3n ! n1n2

± in2n ! n1n3

2

3
4 . (L.1.29)
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L.2 Caso spacelike

A seguir, calculamos os vetores de polariza•‹o dos casosV -perpendicular eV -longitudinal do

cen‡rio spacelike,V0 = 0 e V &= 0. Lembrando que no cen‡rio spacelike temos

n2 ! µ# = ±
µ|V |

,
%, (L.2.1)

com

%=

<

1 !
n2 sin2 .

µ#
. (L.2.2)

Considerando um sistema de coordenadas onden = (0 , 0, m), a Eq. (6.4.11a) simpliÞca-se em

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ# iµV3/, ! iµV2/,

! iµV3/, n 2 ! µ# iµV1/,

iµV2/, ! iµV1/, ! µ#

2

3
4 . (L.2.3)

L.2.1 V -perpendicular

Nesse caso, temossin2 . = 1 e V = ( V1, V2, 0). AlŽm disso, os ’ndices de refra•‹o obtidos s‹o

dados por

n2
+ = µ#, n2

! = µ#!
µV 2

#, 2
. (L.2.4)

Dessa forma, teremos dois valores de%:

%± =

<

1 !
n2

±

µ#
. (L.2.5)

Para o modo(+) , temos

%+ = 0, (L.2.6)

o que leva a

n2
+ ! µ# = 0. (L.2.7)

Substituindo a Eq. (L.2.7) na Eq. (L.2.3), a condi•‹o Mij E j = 0 leva a

/

0
1

0 0 ! iµV2/,

0 0 iµV1/,

iµV2/, ! iµV1/, ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0. (L.2.8)
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Resolvendo esse sistema de equa•›es, obtemos

Ez = 0, Ey =
V2

V1
Ex. (L.2.9)

Assim, teremos o campoE+ dado por

E+ =
Ex

V1

/

0
1

V1

V2

0

2

3
4 . (L.2.10)

NormalizandoE+ , ou seja,E+ áE"
+ = 1, obtemos

E 2
x

V 2
1

(V 2
1 + V 2

2 ) = 1 ' Ex =
V1

|V |
, (L.2.11)

onde|V | =
=

V 2
1 + V 2

2 . Assim, o modo(+) tem polariza•‹o descrita por

E+ =
1

|V |

/

0
1

V1

V2

0

2

3
4 % öV , (L.2.12)

onde öV Ž o vetor unit‡rio que aponto ao longo da dire•‹o do campo de fundoV .

Para o modo(! ), temos

%! =
|V |
#,

. (L.2.13)

Assim,

n2
! ! µ# = ±

µV 2

#, 2
. (L.2.14)

Substituindo a Eq. (L.2.14) na Eq. (L.2.3), a condi•‹o Mij E j = 0 Ž escrita como

/

0
1

± µV 2/ (#, 2) 0 ! iµV2/,

0 ± µV 2/ (#, 2) iµV1/,

iµV2/, ! iµV1/, ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (L.2.15)

que leva a

R
ST

SU

± µV 2

-& 2 Ex ! i µ
& V2Ez = 0

± µV 2

-& 2 Ey + i µ
& v1Ez = 0

i µ
& V2Ex ! i µ

& V1Ey ! µ#Ez = 0

. (L.2.16)

Vamos multiplicar a primeira express‹o da Eq. (L.2.16) por V1 e depois somar esse produto com o
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produto da segunda express‹o comV2. Assim os termos emEz se cancelam, restando

±
µV 2

#, 2
V1Ex ±

µV 2

#, 2
V2Ey = 0, (L.2.17)

Ey = !
V1

V2
Ex. (L.2.18)

Substituindo agora a Eq. (L.2.18) na terceira express‹o da Eq. (L.2.16), obtemos

Ez =
i

#,
V 2

V2
Ex. (L.2.19)

Logo, o campoE! ser‡ dado por

E! =
Ex

V2

/

0
1

V2

! V1

iV 2/ (#, )

2

3
4 = E (! )

0

/

0
1

V2

! V1

iV 2/ (#, )

2

3
4 , (L.2.20)

ondeE (! )
0 Ž uma amplitude escolhida apropriadamente.

L.2.2 V -longitudinal

Neste caso, temossin2 . = 0 e V = (0 , 0, V3). Assim, teremos da Eq. (L.2.2)

%± = 1. (L.2.21)

Consequentemente, a Eq. (L.2.1) simpliÞca-se em

n2
± ! µ# = ±

µ|V |
,

. (L.2.22)

Implementamos agora a Eq. (L.2.22) e V = (0 , 0, V3) na Eq. (L.2.3), asssimMij E j = 0 nos

fornece
/

0
1

± µ|V |/, iµV3/, 0

! iµV3/, ± µ|V |/, 0

0 0 ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0. (L.2.23)

Resolvendo o sistema de equa•›es, encontramos

Ey = ± iEx , Ez = 0. (L.2.24)
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Assim, os vetores de polariza•‹o ser‹o dados por

E± = Ex

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 , (L.2.25)

que, ap—s normalizados, resultam em

E± =
1

)
2

/

0
1

1

± i

0

2

3
4 . (L.2.26)
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Ap•ndice M
Obten•‹o das Equa•›es de Maxwell modificadas por

termo CPT-’mpar de dimens‹o 5 em meios

Podemos reescrever a Eq. (6.5.7) na forma

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! !
1
2

##.µ! U#(" / A. )" / Fµ! +

! AµJ µ, (M.0.1)

onde utilizamos a Eq. (I.0.7), e tambŽm Þzemos

1
2

##.µ! U#A. " / " / Fµ! = " /

%
1
2

##.µ! U#A. " / Fµ!

&
!

1
2

##.µ! U#(" / A. )" / Fµ! , (M.0.2)

da qual negligenciamos a quadridiverg•ncia total. Agora, podemos seguir e utilizar a equa•‹o de

Euler-Lagrange dada na Eq. (6.5.8), para obtermos as equa•›es de Maxwell modiÞcadas. Teremos

ent‹o

" L
" (" %A$)

=
"

" (" %A$)

#
!

1
2

$µ!"# " " A#" µA!

$
+

"
" (" %A$)

#
!

1
2

##.µ! U#(" / A. )" / Fµ!

$
, (M.0.3)

" L
" (" %A$)

= ! G%$!
1
2

##$µ! U# ' /%' .$ " / Fµ! = ! G%$!
1
2

##$µ! U#" %Fµ! , (M.0.4)

e tambŽm

" L
" (" %" " A$)

=
"

" (" %" " A$)

#
!

1
2

##.µ! U#(" / A. ) (" / " µA! ! " / " ! Aµ)
$

, (M.0.5)

" L
" (" %" " A$)

= !
1
2

##.µ! U#(" / A. )3/%" µ" ' !$ +
1
2

##.µ! U#(" / A. )g/%' !" ' µ$ , (M.0.6)

" L
" (" %" " A$)

= !
1
2

##."$ U#" %A. +
1
2

##.$" U#" %A. = ! ##."$ U#" %A. . (M.0.7)
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Substituindo agora as Eqs. (M.0.4), (M.0.7) e , L
,A "

= ! J $ na Eq. (6.5.8), teremos

! J $ ! " %

#
! G%$!

1
2

##$µ! U#" %Fµ!

$
+ " %" "

-
! ##."$ U#" %A.

.
= 0, (M.0.8)

" %G%$+
1
2

##$µ! U#! Fµ! ! ##."$ U#! " " A. = J $, (M.0.9)

mas

##."$ U#! F." = ##."$ U#! " . A" ! ##."$ U#! " " A. , (M.0.10)

##."$ U#! F."
(1)
= ##".$ U#! " " A. ! ##."$ U#! " " A. , (M.0.11)

##."$ U#! F." = ! 2##".$ U#! " " A. , (M.0.12)

onde redeÞnimos, no passo (1),(2 ' %, %' 2) no primeiro termo do lado diretio da Eq. (M.0.11).

Utilizando a Eq. (M.0.12) na Eq. (M.0.9), obtemos

" %G%$+
1
2

##$µ! U#! Fµ! +
1
2

##."$ U#! F." = J $, (M.0.13)

que pode ser simpliÞcada fazend-se(2 ' µ, % ' * ) no terceiro termo do lado esquerdo da

Eq. (M.0.13). Ent‹o utilizando ##$µ! = ! ##µ$! = ##µ!$ , Þnalmente a Eq. (M.0.13) nos fornece

" %G%$+ ##$µ! U#! Fµ! = J $. (M.0.14)

A lei de Gauss modiÞcada Ž obtida escolhendo-se+ = 0, levando a

" %G%0 + ##0µ! U#! Fµ! = J 0, (M.0.15)

" i Gi 0 + #i 0mn Ui ! Fmn = J 0, (M.0.16)

" i Gi 0 ! #i 0mn Ui ! Fmn = J 0, (M.0.17)

onde utilizamos a propriedade#µ!"# = ! #µ!"# . Utilizando agora Gi 0 = D i , Fmn = ! #mnk B k,

obtemos Þnalmente

" i D i ! #i 0mn (! Ui )! (! #mnk B k) = !, (M.0.18)

" i D i + #0imn #mnk ! Ui B k = !, (M.0.19)

# á D + 2! (U áB) = !, (M.0.20)

onde utilizamos#0imn #mnk = #imn #mnk = 2 ' ik . A lei de Amp•re modiÞca pode ser obtida fazendo-se
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+ = i na Eq. (M.0.14):

" %G%i + ##iµ! U#! Fµ! = J i , (M.0.21)

" 0G0i + " j Gji + #0imn U0! Fmn + #ji 0kUj ! F0k + #jik 0Uj ! Fk0 = J i , (M.0.22)

" 0G0i + " j Gji + #0imn U0! Fmn + ( ! #ij 0k)Uj ! (! Fk0) + #jik 0Uj ! Fk0 = J i , (M.0.23)

! #jik " j H k ! " t (! D i ) ! #0imn #mnk ! U0B k ! 2#jik 0! V j E k = J i , (M.0.24)

mas #0imn #mnk = ! #0imn #mnk = ! #imn #mnk = ! 2' ik e #jik 0 = ! #jik 0 = ! #0jik = #0ijk = #ijk .

Portanto, a Eq. (M.0.24) se torna

#ijk " j H k ! " tD i + 2 ' ik ! U0B k ! 2! #ijk Uj E k = J i , (M.0.25)

# $ H ! " tD + 2! U0B ! 2! (U $ E) = J. (M.0.26)

Por quest‹os de completeza, mostraremos que as mesmas equa•›es modiÞcadas dadas na

Eq. (M.0.14) podem ser obtidas da densidade de Lagrange original dada na Eq. (6.5.6). Para

isso, reescrevemos a Eq. (6.5.6)

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! +
1
2

##.µ! U#A. " * " * (" µA! ! " ! Aµ) ! AµJ µ, (M.0.27)

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! +
1
2

##.µ! U#A. " * " * " µA! !
1
2

##.µ! U#A. " * " * " ! Aµ ! AµJ µ, (M.0.28)

na qual podemos fazer (µ ' * ; * ' µ) no terceiro termo, levando a

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! +
1
2

##.µ! U#A. " * " * " µA! !
1
2

##.!µ U#A. " * " * " µA! ! AµJ µ, (M.0.29)

onde podemos utilizar##.!µ = ! ##.µ! . Assim, obteremos Þnalmente

L = !
1
2

$µ!"# " " A#" µA! + ##.µ! U#A. " * " * " µA! ! AµJ µ. (M.0.30)

Observarmos que a densidade de Lagrange da Eq. (M.0.30) apresenta um termo com derivada de

terceira ordem nos campos. Assim, para obtermos as equa•›es de Maxwell modiÞcadas, devemos

utilizar a equa•‹o de Euler-Lagrange apropriada para densidades de Lagrange com derivadas de

terceira ordem, ou seja,

" L
"A $

! " %

%
" L

" (" %A$)

&
+ " ) " %

%
" L

" (" %" ) A$)

&
! " 1" ) " %

%
" L

" (" 1" ) " %A$)

&
= 0. (M.0.31)

Utilizando a Eq. (M.0.30), podemos calcular facilmente cada termo da Eq. (M.0.31), obtendo

" L
"A $

= ##$µ U#" * " * " µA! ! J $, (M.0.32)
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" L
" (" %A$)

= ! G%$, (M.0.33)

" L
" (" %" ) A$)

= 0, (M.0.34)

" L
" (" 1" ) " %A$)

=
"

" (" 1" ) " %A$)

-
##.µ! U#A. " * (3*" " " )" µA!

.
,

" L
" (" 1" ) " %A$)

= ##.%$U#A. 31) . (M.0.35)

Substituindo as Eqs. (M.0.32), (M.0.33), (M.0.34) e (M.0.35) na Eq. (M.0.31), obtemos

##$µ! U#" * " * " µA! ! J $ ! " %(! G%$) ! " 1" ) " %
-
##.%$U#A. 31)

.
= 0, (M.0.36)

" %G%$+ ##$µ! U#! " µA! ! ##.%$U#" 1(" ) 31) )" %A. = J $, (M.0.37)

onde podemos fazer (! ' * ; 2 ' µ) no terceiro termo. Ent‹o teremos

" %G%$+ ##$µ! U#! " µA! ! ##µ!$ U#! " ! Aµ = J $. (M.0.38)

Utilizando agora ##µ!$ = ##$µ! , obtemos Þnalmente

" %G%$+ ##$µ! U#! Fµ! = J $. (M.0.39)
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Ap•ndice N
Modos de propaga•‹o do modelo CPT-’mpar de

dimens‹o 5

N.1 Cenário timelike

Vamos calcular os modos de propaga•‹o para o caso puramente timelike,U0 &= 0; U = 0. Da

Eq. (6.5.22a), temos

n2 ! µ# = ± 2µ,U 0n(n2 ! 1). (N.1.1)

Para o caso timelike, temos

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! n2
1 ! µ# ! n1n2 + 2i µ,U 0n3 (n2 ! 1) ! n1n3 ! 2iµ,U 0n2 (n2 ! 1)

! n1n2 ! 2iµ,U 0n3 (n2 ! 1) n2 ! n2
2 ! µ# ! n2n3 + 2i µ,U 0n1 (n2 ! 1)

! n1n3 + 2i µ,U 0n2 (n2 ! 1) ! n1n3 ! 2iµ,U 0n1 (n2 ! 1) n2 ! n2
3 ! µ#

2

3
4 .

(N.1.2)

Implementando agora a Eq. (N.1.1) na equa•‹o matricial M ij E j = 0, obtemos

R
SSSSSSSSSSSSST

SSSSSSSSSSSSSU

[± 2µ,U 0n (n2 ! 1) ! n2
1] Ex + [ ! n1n2 + 2i µ,U 0n3 (n2 ! 1)] Ey+

+ [ ! n1n3 ! 2iµ,U 0n2 (n2 ! 1)] Ez = 0,

[! n1n2 ! 2iµ,U 0n3 (n2 ! 1)] Ex + [ ± 2µ,U 0n (n2 ! 1) ! n2
2] Ey+

+ [ ! n2n3 + 2i µ,U 0n1 (n2 ! 1)] Ez = 0,

[! n1n3 + 2i µ,U 0n2 (n2 ! 1)] Ex + [ ! n2n3 ! 2iµ,U 0n1 (n2 ! 1)] Ey+

+ [ ± 2µ,U 0n (n2 ! 1) ! n2
3] Ez = 0.

(N.1.3)

Agora, vamos multiplicar a terceira express‹o da Eq. (N.1.3) por [n2n3 ! 2iµ,U 0n1 (n2 ! 1)], e

multiplicar a segunda express‹o da Eq. (N.1.3) por [± 2µ,U 0n (n2 ! 1) ! n2
3]. Depois disso, adici-
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onamos esses dois produtos um ao outro. Assim, os termos emEz se cancelam, restando

-
n2n3 ! 2iµ,U 0n1

)
n2 ! 1

*.
.
-
! n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ex+

+
-
n2n3 ! 2iµ,U 0n1

)
n2 ! 1

*.
.
-
! n2n3 ! 2iµ,U 0n1

)
n2 ! 1

*.
Ey+

+
-
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

3

.
.
-
! n1n2 ! 2iµ,U 0n3

)
n2 ! 1

*.
Ex+

+
-
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

3

.
.
-
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

2

.
Ey = 0, (N.1.4)

Ex

+
! n1n2n2

3 + 2i µ,U 0n2
2n3

)
n2 ! 1

*
+ 2i µ,U 0n2

1n3
)
n2 ! 1

*
+ 4µ2, 2U2

0 n1n2
)
n2 ! 1

*2
+

, 2µ,U 0n1n2n
)
n2 ! 1

*
+ , 4iµ2, 2U2

0 n3n
)
n2 ! 1

*2
+ n1n2n2

3 + 2i µ,U 0n3
3

)
n2 ! 1

*,
+

+ Ey

+
! n2

2n2
3 ! 2iµ,U 0n1n2n3

)
n2 ! 1

*
+ 2i µ,U 0n1n2n3

)
n2 ! 1

*
! 4µ2, 2U2

0 n2
1

)
n2 ! 1

*2
+

+4µ2, 2U2
0 n2(n2 ! 1)2 , 2µ,U 0n2

2n
)
n2 ! 1

*
+

, 2µ,U 0n2
3n

)
n2 ! 1

*
+ n2

2n2
3

.
= 0.

(N.1.5)

Cancelando alguns termos, temos

Ex
-
2iµ,U 0

)
n2 ! 1

* )
n2

2n3 + n3n2
1 + n3

3

*
, 2µ,U 0n1n2n

)
n2 ! 1

*
, 4iµ2, 2U2

0 n3n
)
n2 ! 1

*
+

+4µ2, 2U2
0 n1n2

)
n2 ! 1

*2
,

+ Ey

+
! 4µ2, 2U2

0

)
n2 ! 1

*2 )
n2

1 ! n2
*

+

, 2µ,U 0n2
2n

)
n2 ! 1

*
, 2µ,U 0n2

3n
)
n2 ! 1

*.
= 0,

(N.1.6)

Ex

+
2iµ,U 0

)
n2 ! 1

*
n3n2 , 2µ,U 0n1n2n

)
n2 ! 1

*
+ 4µ2, 2U2

0

)
n2 ! 1

*2
(, in3n + n1n2)

,
+

+ Ey
)
n2 ! n2

1

* +
, 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
+ 4µ2, 2U2

0

)
n2 ! 1

*2
,

= 0,

(N.1.7)

Ex

+
2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
(in3n , n1n2) + 4 µ2, 2U2

0

)
n2 ! 1

*2
(, in3n + n1n2)

,
+

+ Ey

+)
n2 ! n2

1

* +
4µ2, 2U2

0

)
n2 ! 1

*2
, 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*,,
= 0, (N.1.8)

Ex
P

2µ,U 0
)
n2 ! 1

* -
n (in3n , n1n2) + 2 µ,U 0

)
n2 ! 1

*
(, in3n + n1n2)

.Q
+

+2µ,U 0
)
n2 ! 1

* )
n2 ! 1

* -
2µ,U 0

)
n2 ! 1

*
, n

.
Ey = 0, (N.1.9)
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da qual podemos escrever

Ey =
! 2µ,U 0 (n2 ! 1) [n (in3n , n1n2) + 2 µ,U 0 (n2 ! 1) (, in3n + n1n2)]

2µ,U 0 (n2 ! 1) (n2 ! n2
1) [2µ,U 0 (n2 ! 1) , n]

Ex , (N.1.10)

Ey =
! [, n (n1n2 , in3n) + 2 µ,U 0 (n2 ! 1) (, in3n + n1n2)]

(n2 ! n2
1) [2µ,U 0 (n2 ! 1) , n]

Ex , (N.1.11)

Ey =
! (n1n2 , in3n) [, n + 2µ,U 0 (n2 ! 1)]

(n2 ! n2
1) [2µ,U 0 (n2 ! 1) , n]

Ex , (N.1.12)

que Þnalmente nos fornece

Ey =
± in3n ! n1n2

n2 ! n2
1

Ex . (N.1.13)

Substituindo agora a Eq. (N.1.13) na primeira express‹o da Eq. (N.1.3), teremos

-
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

1

.
Ex +

-
! n1n2 + 2i µ,U 0n3

)
n2 ! 1

*.
#

± in3n ! n1n2

n2 ! n2
1

$
Ex+

+ Ez
-
! n1n3 ! 2iµ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
= 0, (N.1.14)

P)
n2 ! n2

1

* -
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

1

.
+

-
! n1n2 + 2i µ,U 0n3

)
n2 ! 1

*.
(± in3n ! n1n2)

Q
Ex+

!
)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez = 0,

(N.1.15)

na qual podemos utilizar(n2 ! n2
1) = n2

2 + n2
3 no primeiro termo. Assim

)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez =

P)
n2

2 + n2
3

* -
± 2µ,U 0n

)
n2 ! 1

*
! n2

1

.
+

+
-
! n1n2 + 2i µ,U 0n3

)
n2 ! 1

*.
(± in3n ! n1n2)

Q
Ex,

(N.1.16)

)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez =

P
± 2µ,U 0n2

2n
)
n2 ! 1

*
! n2

1n2
2± 2µ,U 0nn2

3

)
n2 ! 1

*
+

! n2
1n2

3 + , in1n2n3n+ n2
1n2

2, 2µ,U 0n2
3n

)
n2 ! 1

*
+

! 2iµ,U 0n1n2n3
)
n2 ! 1

*Q
Ex, (N.1.17)

onde os termos destacados em vermelho e azul se cancelam. Colocando agora o fator(, in2n) em
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evid•ncia a partir dos termos destacadas em verde, obtemos

)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez =

P
, in2n

-
n1n3 + 2i µ,V 0n2

)
n2 ! 1

*.
+

! n2
1n2

3 ! 2iµ,U 0n1n2n3
)
n2 ! 1

*Q
Ex, (N.1.18)

)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez =

P
, in2n

-
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
+

! n1n3
-
n1n3 + 2i µ,V 0n2

)
n2 ! 1

*.Q
Ex, (N.1.19)

)
n2 ! n2

1

* -
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ez = ( , in2n ! n1n3)

-
n1n3 + 2i µ,U 0n2

)
n2 ! 1

*.
Ex ,

(N.1.20)

que Þnalmente nos fornece

Ez =
, in2n ! n1n3

n2 ! n2
1

Ex . (N.1.21)

Utilizando agora a Eq. (N.1.21) e Eq. (N.1.13), obtemos

E± = Ex

/

0
0
0
0
0
0
1

1

(± in3n ! n1n2) / (n2 ! n2
1)

(, in2n ! n1n3) / (n2 ! n2
1)

2

3
3
3
3
3
3
4

. (N.1.22)

Normalizando esses vetores, temos

|Ex |2
#
1 +

(, in3n ! n1n2) (± in3n ! n1n2)

(n2 ! n2
1)2 +

(± in2n ! n1n3) (, in2n ! n1n3)

(n2 ! n2
1)2

$
= 1, (N.1.23)

|Ex |2
#
1 +

n2
3n2 ± in1n2n3n , in1n2n3n + n2

1n2
2 + n2

2n2 , in!n2n3n ± in1n2n3n + n2
1n2

3

(n2 ! n2
1)2

$
= 1,

(N.1.24)

|Ex |2
#
1 +

(n2
2 + n2

3) (n2 + n2
1)

(n2 ! n2
1)2

$
= 1, (N.1.25)

que pode ser simpliÞcada utilizando-se(n2 ! n2
1) = n2

2 + n2
3, o que nos fornece

|Ex |2
#
1 +

n2 + n2
1

n2
2 + n2

3

$
= 1, (N.1.26)
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|Ex |2
#

n2
2 + n2

3 + n2 + n2
1

n2
2 + n2

3

$
= 1, (N.1.27)

|Ex |2
#

2n2

n2
2 + n2

3

$
= 1, (N.1.28)

onde podemos utilizar novamente(n2 ! n2
1) = n2

2 + n2
3, logo

|Ex |2
#

2n2

n2 ! n2
1

$
= 1 ' | Ex |2 =

n2 ! n2
1

2n2
, (N.1.29)

da qual podemos escolher convenientemente

Ex =

=
n2 ! n2

1)
2n

. (N.1.30)

Portanto os modos de propaga•‹o normalizados ser‹o dados por

öE± =
1

)
2n

=
n2 ! n2

1

/

0
1

n2 ! n2
1

± in3n ! n1n2

, in2n ! n1n3

2

3
4 . (N.1.31)

N.2 Cenário spacelike

Para o cen‡rio spacelike, obtivemos de forma geral

n2 ! µ# = ± 2µ, (n2 ! 1)|U |%, (N.2.1)

onde

%=

;
1
µ#

(µ#! n2 sin2 . ). (N.2.2)

A seguir, iremos calcular as polariza•›es para os dois casos considerados, isto Ž, casos perpen-

dicular e longitudinal.

N.2.1 Caso U -perpendicular

Para a conÞgura•‹o ondeU Ž perpendicular an, podemos escolher convenientemente

n = (0 , 0, n), (N.2.3)

U = ( U1, U2, 0). (N.2.4)
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Nesse caso, a matriz[M ij ] tem a seguinte forma

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ# 0 2iµ, (n2 ! 1)U2

0 n2 ! µ# ! 2iµ, (n2 ! 1)U1

! 2iµ, (n2 ! 1)U2 2iµ, (n2 ! 1)U1 ! µ#

2

3
4 . (N.2.5)

Como nesse caso temossin2 . = 1, a Eq. (N.2.2) se reduz a

%=

;
1
µ#

(µ#! n2). (N.2.6)

Lembrando agora que os ’ndices de refra•‹o do caso perpendicular s‹o

n2
0 = µ#, (N.2.7)

n2
± = 1 + f ± , (N.2.8)

podemos ent‹o determinar as polariza•›es associadas a cada ’ndice de refra•‹o.

1) Para n2
0 = µ#

Para o ’ndice de refra•‹on2
0 = µ#, temos%= 0 conforme a Eq. (N.2.6). Ent‹o implementando

essas quantidades em Eq. (N.2.5), a condi•‹o Mij E j = 0 fornece

/

0
1

0 0 2iµ, (n2
0 ! 1)U2

0 0 ! 2iµ, (n2
0 ! 1)U1

! 2iµ, (n2
0 ! 1)U2 2iµ, (n2

0 ! 1)U1 ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (N.2.9)

que nos fornece

Ez = 0, Ey =
U2

U1
Ex. (N.2.10)

Assim, utilizando a Eq. (N.2.10), o campo elŽtrico associado an2
0 = µ# ser‡

E =
Ex

U1

/

0
1

U1

U2

0

2

3
4 , (N.2.11)

que normalizado se escreve como

öE =
1

|U |

/

0
1

U1

U2

0

2

3
4 = öU , (N.2.12)

com |U | =
=

U2
1 + U2

2 .
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2) Para n2
± = 1 + f ±

Para os ’ndices de refra•‹o dados na Eq. (N.2.8), observamos que os mesmos levam a%± &= 0.

Dessa forma, implementando essas quantidades na Eq. (N.2.5), a equa•‹o Mij E j = 0 Ž lida como

/

0
1

± 2µ, (n2
± ! 1)%± |U | 0 2iµ, (n2

± ! 1)U2

0 ± 2µ, (n2
± ! 1)%± |U | ! 2iµ, (n2

± ! 1)U1

! 2iµ, (n2
± ! 1)U2 2iµ, (n2

± ! 1)U1 ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 , (N.2.13)

que nos fornece

R
ST

SU

± 2µ, (n2
± ! 1)%± |U |Ex + 2i µ, (n2

± ! 1)U2Ez = 0

± 2µ, (n2
± ! 1)%± |U |Ey ! 2iµ, (n2

± ! 1)U1Ez = 0

! 2iµ, (n2
± ! 1)U2Ex + 2i µ, (n2

± ! 1)U1Ey ! µ#Ez = 0

. (N.2.14)

Vamos somar o produto da primeira express‹o da Eq. (N.2.14) com U1 ao produto da segunda

express‹o comU2. Isso eliminar‡ os termos emEz, deixando apenas

± 2µ, (n2
± ! 1)%± |U |U1Ex ± 2µ, (n2

± ! 1)%± |U |U2Ey = 0, (N.2.15)

cuja simpliÞca•‹o fornece

Ey = !
U1

U2
Ex. (N.2.16)

Substituindo a Eq. (N.2.16) na terceira express‹o da Eq. (N.2.14), obtemos

µ#Ez = ! 2iµ, (n2
± ! 1)U2Ex ! 2iµ, (n2

± ! 1)
U2

1

U2
Ex, (N.2.17)

Ez = ! 2i
,
#

(n2
± ! 1)

%
U2

1 + U2
2

U2

&
Ex, (N.2.18)

Ez = !
2i,
#

f ±
|U |2

U2
Ex, (N.2.19)

onde utilizamos a Eq. (N.2.8). Ent‹o, utilizando a Eq. ( N.2.16) e Eq. (N.2.19), os campos elŽtricos

associados an2
± ser‹o

E± =
Ex

U2

/

0
1

U2

! U1

! 2i,f ± (U2
1 + U2

2 )/#

2

3
4 , (N.2.20)

E± = E #
0

/

0
1

U2

! U1

! 2i,f ± (U2
1 + U2

2 )/#

2

3
4 , (N.2.21)
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com uma amplitude apropriadaE #
0.

N.2.2 Caso U -longitudinal

Para a conÞgura•‹o comU longitudinal ao vetor n = (0 , 0, n), podemos escolherU = (0 , 0, U).

Sendo assim, teremossin2 . = 0 de acordo com a Eq. (N.2.6). Utilizando essas informa•›es, a

matriz [M ij ] tem a seguinte forma

[Mij ] =

/

0
1

n2 ! µ# ! 2iµ, (n2 ! 1)U 0

2iµ, (n2 ! 1)U n2 ! µ# 0

0 0 ! µ#

2

3
4 . (N.2.22)

Os ’ndices de refra•‹o deste caso, dados por

n2
± =

µ(#± 2, |U |)
1 ± 2µ, |U |

, (N.2.23)

satisfazem

n2
± ! µ# = ± 2µ, (n2

± ! 1)U, (N.2.24)

onde utlizamos%= 1 e |U | = U. Sendo assim, implementando a Eq. (N.2.24) na Eq. (N.2.22), a

condi•‹o Mij E j = 0 Ž escrita explicitamente como

/

0
1

± 2µ, (n2
± ! 1)U ! 2iµ, (n2

± ! 1)U 0

2iµ, (n2
± ! 1)U ± 2µ, (n2

± ! 1)U 0

0 0 ! µ#

2

3
4

/

0
1

Ex

Ey

Ez

2

3
4 = 0, (N.2.25)

que nos fornece

Ez = 0, Ey = , iEx . (N.2.26)

Logo, os campos elŽtricos associados an2
± ser‹o

E± = Ex

/

0
1

1

, i

0

2

3
4 , (N.2.27)

que normalizados resultam em

öE± =
1

)
2

/

0
1

1

, i

0

2

3
4 . (N.2.28)
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dimens‹o 5

A eletrodin‰mica modiÞcada por termo de altas derivadasCPT-’mpar de dimens‹o 5 em meios

materiais Ž dada pela Eq. (6.5.6), ou seja

L = !
1
4

Gµ! Fµ! +
1
2

#$#µ! A#U$! Fµ! ! AµJ µ. (O.0.1)

Considerando a transforma•‹o de calibre

Aµ /' A#
µ = Aµ + " µ2, (O.0.2)

temos

F #
µ! = Fµ! , G#µ! = Gµ! . (O.0.3)

Assim, a densidade de Lagrange na Eq. (O.0.1) se transforma da seguinte forma

L # = !
1
4

Gµ! Fµ! +
1
2

#$#µ! (A# + " #2)U$! Fµ! ! AµJ µ ! (" µ2)J µ, (O.0.4)

L # = L +
1
2

#$#µ! (" #2)U$! Fµ! ! " µ(2J µ) + 2(" µJ µ). (O.0.5)

Vamos simpliÞcar agora o segundo termo da Eq. (O.0.5). Teremos ent‹o

#$#µ! (" #2)U$! Fµ! = " #(#$#µ! 2U$! Fµ! ) ! #$#µ! 2U$! " #Fµ! . (O.0.6)

Percebemos agora que o segundo termo do lado direito da Eq. (O.0.6) Ž nulo. De fato:

#$#µ! " #Fµ! = #$#µ! " #" µA!G HI J
#) µ;µ) #

! #$#µ! " #" ! AµG HI J
! ) #;#) !

, (O.0.7)

= #$µ#! " µ" #A! ! #$!µ#
GHIJ
= -"µ#$

" ! " #Aµ, (O.0.8)

= #$µ#! " # (" µA! ! " ! Aµ), (O.0.9)

= #$µ#! " #Fµ! (O.0.10)

#$#µ! " #Fµ! = ! #$#µ! " #Fµ! ' #$#µ! " #Fµ! = 0. (O.0.11)
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Dessa forma, podemos utilizar as Eqs. (O.0.11), (O.0.6) e a conserva•‹o da quadri-corrente para

simpliÞcar a Eq. (O.0.5). Obteremos ent‹o

L # = L + " #

%
1
2

#$#µ! 2U$! Fµ! ! 2J #

&
. (O.0.12)

Dessa forma, observamos que a densidade de Lagrange difere apenas por uma quadri-diverg•ncia

total. Consequentemente, tal termo pode ser desprezado na a•‹o do modelo considerando uma

fun•‹o 2 que se anule no inÞnito.
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