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Resumo

O presente trabalho realizada no Programa de Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT,
tem por objetivo apresentar de forma contextualizada e didatica um breve estudo sobre
Numeros Complexos, por meio da resolucao de equagoes algébricas com foco na Histéria
da matematica, devido a sua grande importancia no ensino aprendizagem e posteriormente

definimos o conjunto dos niimeros complexos com suas operagoes, propriedades e aplicagoes.

Finalizando com o estudo de equacoes algébricas dando énfase a teoremas, corolarios e
proposicoes.

Palavras-chave: Nuimeros complexos; Historia da Matematica;Equacoes algébricas.



Abstract

The present work carried out in the Mathematics in National Network - PROFMAT,
aims to present in a contextualized and didactic way a brief study on Complex Numbers,
through the resolution of algebraic equations with a focus on the History of Mathematics,
due to its great importance in teaching and learning and later we define the set of complex
numbers with their operations, properties and applications. Ending with the study of

algebraic equations emphasizing theorems, corollaries and propositions.
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1 INTRODUCAO

Apresentar o surgimento dos nimeros complexos de forma contextualizada e
didatica por meio do estudo de equagoes algébricas como foco na Histéria da matemaética
foi que motivou a escolha do tema deste trabalho, devido a sua grande importancia
no ensino aprendizagem. Diante dessa abordagem histérica,introduziremos as defini¢oes
e propriedades importantes como a representacao do ntimero imaginario ¢ a partir da
resolucao de equagoes quadraticas e cibicas. A determinacao da solugao de uma equagao
do segundo grau com discriminante negativo parece ter sido sempre evidente para os
matematicos que se depararam com o problema, uma vez que nao ha raiz quadrada de
um numero negativo, como indicado na féormula de Bhaskara para resolucao. Portanto, se
durante o processo de resolucao surgisse uma raiz quadrada de um ntimero negativo, isso era
visto apenas como um sinal de que a questao originalmente proposta nao possuia solucgao.

Ao resolver equacoes do terceiro grau, foi necessario lidar com niimeros imaginarios.

Desde que os babilonios aprenderam a resolver equagoes quadraticas, ja se passaram
mais de 3000 anos desde que a férmula que fornece as raizes das equagoes de terceiro grau

foi identificada.

S Ry PNy (11)
Vamos exemplificar a dedugao da formula mencionada, empregando a técnica de

remover o termo de grau dois da equacao geral de 3° grau.

No entanto, ao utilizar a férmula (1.1) atualmente conhecida na equacao x® = 15z + 4,

obtemos:

v =2+ 121 + 2 — 121

Geralmente, ao iniciarmos o estudo de niimeros complexos no Ensino Médio, os
percebemos como pares ordenados de niimeros reais, sujeitos as normas de duas operagoes
bem definidas: a adi¢do, obtida pela soma das coordenadas, e a multiplicacao, realizada

2 = —1. Depois de definir essas

por meio da lei distributiva e da regra que afirma que i
defini¢oes, o ponto (0,1) é definido como a unidade imaginaria. Com base nessa deducao,
é possivel representar as coordenadas de ntimeros reais através da formula z = a + bi,
também chamada de forma algébrica ou cartesiana, com base no conceito de multiplicagao

de coordenadas, determina-se que i> = —1, o que leva a expressdo i = /—1.

Ao contrario dos ntimeros reais, que sao representados por pontos numa linha
horizontal real, eles nao sao representados por pontos, onde cada ntmero é dado pela

combinag¢ao de uma parte real e uma parte imaginaria.



Ao longo da histéria, foi bastante frequente a expansao de um conjunto numérico
para um novo conjunto. Ocorre que, ao longo do tempo, a matematica evoluiu e, para
satisfazer as demandas da época, percebeu-se que havia nimeros que nao faziam parte do

conjunto numérico ao qual se referia.

Tal como aconteceu com o surgimento dos conjuntos numéricos de inteiros, racionais,
irracionais e reais, o mesmo ocorreu com a necessidade de ampliar o conjunto de nimeros
reais para abranger os nimeros complexos. Na tentativa de solucionar equagoes do segundo
grau, ¢ comum encontrarmos a raiz quadrada de um nimero negativo, algo que nao tem
solucdo no conjunto dos niimeros reais. Assim, a necessidade de ampliar o conjunto dos

nimeros que comportem as solugoes das equagoes algébricas.

Os nuimeros complexos se desenvolveram como um extensao dos nimeros reais,
possibilitando o surgimento da unidade imaginaria, simbolizada por "¢". Esta unidade

imagindria é caracterizada pela raiz quadrada de —1, isto é, 1 = /—1.

Na matematica e na fisica, os nimeros Complexos desempenham um papel crucial,
representando quantidades que nao podem ser expressas apenas por numeros reais.O
conceito de nimero complexo se desenvolveu gradativamente, como ocorreu com os demais
tipos de numeros. Havia séculos que se sabia da inviabilidade de resolver a equacao
2% + a = 0 quando a era positivo no século XVI,, pois para os estudiosos da época a raiz
negativa nao existia mas as tentativas de superar os obstaculos levaram tempo para ocorrer.
Com o passar dos anos, alguns matematicos viram o mesmo problema para equacoes do
32, onde foi possivel perceber que os niimeros reais nao eram suficientes para resolver este

tipo de equagao.

“Os ntimeros complexos sao frequentemente associados a resolucao de equagoes
quadraticas cujas solugoes sao expressas por raizes quadradas de ntimeros negativos.
Evocasse um contexto historico para justificar a necessidade de se introduzir estes nimeros

na matematica, ainda que a sua histéria nao seja detalhada” (PINTO, 2009, p. 11).

Os ntimeros complexos comecaram a ser desenvolvidos por Scipione del Ferro. Ele
desenvolveu uma teoria para a solucao das equacdes do tipo 2® + px + ¢ = 0, mas acabou
nao publicando sua teoria. Apenas a revelou a dois discipulos seus: Della Nave e Antonio

Fior, dando a demonstragao apenas ao primeiro.



2 ASPECTO HISTORICO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

No século XIX, o italiano Girolamo Cardano (1501-1576) foi o primeiro matematico
a trabalhar com nimeros complexos, ao invés de simplesmente rejeita-los. A partir desse
momento, os matematicos comegaram a aceitar e formalizar esses niimeros. Girolamo
Cardano, que nasceu em Pavia em 1501 e faleceu em Roma em 1576, foi um cientista
de grande versatilidade e controvérsia. E o autor do livro Liber De Ludo Aleae (Livro
dos Jogos de Azar), onde de maneira brilhante apresentou a nogao de probabilidade que
é utilizada atualmente. Além disso, ensinou técnicas para burlar os jogos. Mesmo com
caracteristicas pessoais nada apelativas, Cardano deixou para a historia um livro que,
naquele tempo, era indiscutivelmente a maior obra de Algebra j& publicada: a Artis Magnae

Sive de Regulis.

Cardano, ao tentar solucionar o desafio de dividir um segmento de 10 cm em
dois segmentos, cujo produto desses segmentos seja igual a 40. Em outras palavras,

transformando o desafio em uma equagao, obtemos:
40 =z - (10 — ).
Vamos determinar os valores de x:
0=z-10—2)=x>-10r =40 = x> - 10z —40=0
emque a=1,b=—10 e ¢ = —40.

I

Para calcular vamos usar a férmula resolutiva de "Bhaskara'

. —b+ Vb? — 4dac

2a

Aplicando essa férmula,

—(—10) & /(—10)2 — 4.1.(—40)
2.1

xr =

. 10 + /100 — 160
n 2

10+ /=60

v 2



~ 10+/=2235

i
2
10 £ —2v/—=3.5
r =
2
2(5 + /—15)
r=———"

2

r=5++v—15

As quais sdo: x =5+ /—15.

Resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em duas partes cujo produto é 40,
provou que os nimeros sao: 5 ++/—15 e 5 — /—15.

Supoe-se que a incapacidade dos niimeros complexos foi primeiramente notada
ao solucionar equagoes de terceiro grau. No livro "Ars Magna', de 1545, escrito por
Girolano Cardano, é apresentado um método para solucionar algumas equacoes de terceiro
grau, conhecido atualmente como Férmula de Cardano-Tartaglia, que se baseia em raizes

quadradas de ntimeros complexos.

Niccolo Fontana, também chamado de Tartaglia, desempenhou um papel significativo
na histéria da Matematica. Tartaglia, que nasceu em Bréscia em 1501, superou obstaculos
na fala devido a cicatrizes na boca e se sobressaiu por suas contribuigoes matemaéticas,

particularmente em calculos de artilharia e equagoes cuibicas.

Cardano ¢ creditado pela criacdo de uma férmula para solucionar equagoes do tipo,
2+ pr +q.

Ao examinar a técnica criada por Tartaglia, percebemos a origem das referidas

raizes de nimeros negativos.

Tartaglia criou um método para solucionar equagoes ctibicas, que posteriormente
foi adotado por Cardano. A equacao cubica utiliza a formula de Cardano-Tartaglia para

determinar raizes reais.
Vamos examinar o método de Tartaglia:
vamos tomara equacgao geral cubica:
ar® +bx? 4+ cx +d =0, com a # 0
Vamos trocar x por y + m e, posteriormente, eliminar o termo quadratico,
aly+m)?+bly+m)®+cly+m)+d=0

Descomplicando e ampliando:



ay® + (3am + b)y? + (3am? + 2bm + ¢)y + am® + bm* + em + d = 0.

Para eliminar o termo quadratico, procedemos da seguinte maneira:

b
3am +b=0=— 3am = -b — m:_:?
a
Substituindo m, obtemos: ay® + <3ac — %) Y+ W = 0.
Simplificando, obtemos a forma:
v’ +py+q=0,sendop=3ac— & e g= 2=0abetad

Vamos supor z = A+ B = x3 = A% + B3 + 3ABu.
Comparando com a equacao cubica,
y® + py + ¢ = 0, obtemos:

A3+ B3=—qe3AB=—p :>A3B3:_12L7‘

Essas relacdes permitem encontrar A e B, e consequentemente, as raizes da equacio
cubica.
3
Sendo A® + B* = —q e A’B* = —L..
3
Substituindo B? = —¢ — A3 na equacao A3B? = —% = A3(—q— A3 = —%

— A g = L = AS AP =T = (A2 g -2 =0

Esta ¢ uma equacao do tipo quadrética em termos de A3.

. ~ ~ 3
Vamos definir © = A3, entdo a equacio se torna: u? + qu — =0

Resolvendo esta equacao quadratica para u obtemos:

2 3
Lo IEVT R
2
Vamos tomar
2
3
u—_q—l- ¢+ %7
2 2
U 5 + 4—1—27 U

Portanto,



Finalmente como z = A + B, temos:

3 —q ? P o4 —q ¢ p?
x_Jer 4+27+J2 13

Uma caracteristica unica na equacao de Cardano (Tartaglia!) é que ela nao oferece
solucoes complexas para a equacao do terceiro grau; deve ser utilizada na busca por uma

raiz real.

Cardano se deparou com um problema: "Um carpinteiro tem a intengao de construir
duas caixas, uma em formato de cubo de aresta x, e a outra em formato de paralelepipedo
de base retangular, com dimensoes de 3 m e 5 m, e altura igual a altura do cubo."A escolha

de x deve assegurar que o volume do cubo supere o do paralelepipedo em 4m?3.

Ele utilizou a formula para validar a resposta de x = 4 que ja sabia, chegando a

conclusao de que x = 4 era a resposta correta, um desfecho inesperado.
Vamos seguir o processo de dedugao da férmula realizado por ele.
Fazendo z = A + B, e utilizando o raciocinio de Tartaglia :
2% = A3 4+ B? + 3ABx.Igualando os termos: A3 + B3 4+ 3ABx = 15z + 4
Entdo, A3B? =125 ¢ A% + B?® =4, de onde A3(4 — A3) = 125 ou seja:
(A2 - A3+ 125 =0 = A® =2+ /121 e B3=2— /121

Desse modo, temos a solucao:

v =2+ 121 + /2 - y—12L.

Contudo, Cardano nao conseguiu converter a expressao acima em 4, que ele tinha
conhecimento ser uma das raizes que procurava. Contudo, a conexao entre a raiz natural 4

e a raiz da equagao no formato da férmula continuou a intrigar os matematicos até o ano
de 1572.

O algebrista bolonhés Rafael Bombelli (1526-1572) foi um notéavel diletante da
matemética que publicou um livro intitulado Algebra em 1572. Este livro apresenta pela
primeira vez uma teoria dos niimeros complexos bem organizada, inclusive com uma

notacao especifica, introduzindo pela primeira vez os niimeros complexos e apresentando



uma primeira introducao ao tema. E precisamente neste livro que descreve de maneira
didatica as ideias de Cardano. Durante o ano de 2018, Rafael Bombelli dedicou 74 paginas
de sua L’Algebra ao estudo das leis algébricas que orientavam o calculo das quantidades
a +b-+/—1. Especificamente, demonstrou que: as quatro operacdes aritméticas sobre

nimeros "sofisticos"(como eram conhecidos naquela época) eram possiveis.

Bombelli optou por agir como se as raizes quadradas de nimeros negativos
representassem ntmeros reais. Ele entende que a raiz ctbica de /2 ++/—121 é um

"numero” representado por a + +/—b. Em tal cenario, a situacao é diferente.

V2+vV-121 =a+by/-1
V2—v-121=a—b/-1

Logo,

2—-v-1)P3=2-11y/-1=2—--121

Substituindo os valores na equacao obtemos:

=24 V20 42— V20 =24 /—T4+2— =1 =4

Donde ele deduzir que :
C+vV-1)P=2+3-22-/-1T+3-2- (V=1 + (V-1)’ =
84+12v/—1+43-2-(—=1)+(vV=1)? = 8+12y/=1—-6—+y/—1 = 2+11\/—1 = 2+/—121.

Portanto, mesmo com o desconforto de lidar com niimeros que parecem "ilegais',

no final, se alcancava um resultado legitimo. Esta é apenas uma das circunstancias,
possivelmente a de maior relevancia, onde se justifica a utilizacao de raizes quadradas de

niumeros negativos.

Em 1637, com a publicacao de La Géométrie, René Descartes introduziu os conceitos

de parte real e parte imaginaria.

Albert Girard introduziu o simbolo /—1 em 1969, e um pouco mais tarde, em
1777, o matematico suico Leonhard Euler estabeleceu ¢ = y/—1, que foi impresso pela
primeira vez em 1794. A letra i s6 comegou a ser usada para representar a raiz quadrada

de -1 a partir de 1777 por Leonhard Fuler, o genial suico.

Em 1798, o século XVIII chegava ao fim quando Gauss retomou o conceito de
Argand em 1831, considerando os ntimeros a + by/—1 como coordenadas de um ponto
em um plano cartesiano, resultando em (a,b). Também foi realizada uma interpretagao
geométrica para os simbolos de adi¢cdo e multiplicacao. Esta representagao geométrica
permitiu que os matematicos se sentissem mais confortaveis com os nimeros imaginarios,
uma vez que agora podiam ser visualizados considerando que cada ponto, representa um

nimero complexo no plano.

Jean Robert Argand e Caspar Wessel, de forma auténoma, inspirados pela geometria



e topografia, representaram geometricamente os complexos de forma intuitiva e pratica,
utilizando pontos e vetores em um plano cartesiano. Gauss descreveu os niimeros complexos

da seguinte maneira: a + bi, onde a e b sdo nimeros reais e 1> = —1.

A representacao geométrica desses niimeros como pontos no plano foi o passo crucial
para formalizar o conceito de nimero complexo. Gauss foi o primeiro matematico a ter uma
compreensao clara dessa representacao e a utiliza-la em seus estudos. como fica evidente,
mesmo que implicitamente, em sua tese redigida em 1799. No entanto, Gauss s6 tornou
suas ideias publicas em 1831, com a inten¢ao de introduzir os inteiros gaussianos.Hamilton

definiu rigorosamente o corpo dos niimeros complexos em 1837.

Jean-Robert Argand (1768-1822) é o autor da publicagao de 1806 que apresenta a
interpretacao geométrica atual e definitiva dos niimeros complexos, denominada Diagrama

de Argand. O projeto de Argand-Gauss é bastante ambicioso.

Como é evidente, a origem dos nimeros complexos esta intimamente ligada a dos
polinémios, ja que a "criacao"desses niimeros ocorreu ao analisar as solugoes de certas
equagoes polinomiais. No entanto, o estudo das raizes das equacoes polinomiais também
se baseou em numeros complexos, culminando na demonstracao do Teorema Fundamental

da Algebra de Gauss.

Em 1837, Sir Willian Rowan Hamilton chegou ao final dessas descobertas reconhecendo
os nimeros complexos como um par ordenado de niimeros reais e reescreveu as defini¢oes

geométricas de Gauss na forma algébrica.

A partir dai, nimeros complexos, até entao supostamente inexistentes, tornaram-se
um objeto matematico. Hoje, a teoria dos nimeros complexos, tem ampla aplica¢ao nos
estudos mais avancados de eletricidade, engenharia, eletromagnetismo, fisica quantica,

teoria do caos.



3 NUMEROS COMPLEXOQS

Quando pensamos sobre a representacao dos niimeros reais, imaginamos uma reta
numérica (reta horizontal) no sentido negativo e positivo em relagao ao zero, o ponto
inicial das semirretas subsequentes. Escolhemos um comprimento padrao, denominado
unidade, e duas regras distintas para realizar duas operacoes na reta, denominadas adigao
e multiplicagdo de niimeros reais. O objetivo é gerar um terceiro ponto como resultado.
Observamos que as operagoes estabelecidas possuem diversas propriedades tteis, como a

comutatividade, associatividade e outras.

Seja R? = {a,b)|a,b € R?}, o conjunto dos pares ordenados de ntimeros reais
sujeitos as regras e leis das operacoes de adi¢ao e multiplicagao usuais de nimeros reais,

definidas a seguir.
Sejam (ag,b;) e (ag, be) dois nimeros complexos nao nulos, entao:
(1) (a1, b1) + (az, ba) = (a1 + az, by + by)

Regra da adicao de pares ordenados: Dados dois pontos coordenados z; = (ay, b;)
e zp = (ag, by) € R?, somam-se as primeiras e as segundas coordenadas separadamente dos

numeros dados.
(2)(6L1751) : (Cl2, 52) = (fl1 “ag — by - b2,a1 ~by +ay - bl)

Regra da multiplicagdo de pares ordenados: dados dois pontos (ay, b1) e (az, by) € R?,
calculamos a diferenca entre os produtos das primeiras e das segundas coordenadas
respectivamente e depois calculamos a soma dos produtos da primeira coordenada do

primeiro niimero pela segunda coordenada do segundo ntimero e vice-versa ordenadamente.

Exemplo 3.1. a) Calcule (2,5)+ (7,8) = (2+ 7,5+ 8) = (9,13).
b) Determine (3,4) - (1,2):
(3,4) (1,2) = (3-1-4-2,3-24+4-1) = (3— 8,6 +4) = (-5, 10)

Definicao 3.1: Chamamos de niimero complexo o par ordenado dos pontos
(a,b) € R? convencionalmente denotado por z = (a, b), sujeito as regras e leis das operacoes

de adi¢ao e multiplicacao usuais de niimeros reais definidos.

De acordo com essa defini¢cao, devemos nos atentar que todo niimero complexo
(a,0) com a segunda coordenada nula pode ser associado a um nimero real a de tal forma

que (a,0) = a.

Dessa forma, os niimeros complexos (0, 0) e (1,0) podem ser associados aos niimeros

reais 0 e 1 respectivamente. Ou seja, (0,0) =0 e (1,0) = 1.



Em particular, os elementos 0 = (0,0) e 1 = (1, 0) sao, respectivamente, os elementos

neutros da adi¢ao e da multiplicacao.

Agora, o nimero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e é representado
por i. Notemos que: i = i-i = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —(1,0) = —1

Portanto, 7> = —1.(relacio fundamental)

Com as identificagoes citadas, (1,0) =1 e (0,1) = i, podemos escrever os nimeros
complexos (a, b), em uma nova forma, dada pela expressao z = a + bi. Para obter essa nova
notacao, observamos inicialmente a correspondéncia de nimeros complexos, dado na forma
de par ordenado, com numeros reais, e aplicando a definicao de adi¢ao e multiplicacao,

podemos escrever qualquer ntimero complexo z = (a,b) € R? da seguinte forma:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b.0 — 0.1,b.1 4+ 0.0) = (a,0) + (b,0).(0,1),
como (a,0) = a,(0,b) =be (0,1) =i, podemos escrever:
z=(a,b) =a+biou z = a+ bi.

Os nameros complexos, em geral, sao dados por sua forma algébrica, sendo
representados por z = a + bi e por sua forma geométrica representada no plano cartesiano,

fazendo a utilizacao das coordenadas a e b, dos eixos das abcissas e ordenadas respectivamente.
a)z = (2,3) =(2,0)+(0,3) = (2,0)+(3.0—0.1,3.140.0) = (2,0)(3,0)-(0,1) = 2+3i
b) z=(-1,4) = (-1,0) + (0,4) = (—1,0) + (4.0 — 0.1,4.1 + 0.0)
= (=1,0) + (4,0) - (0,1) = =1 4 4
c) z=(5;-2) = (5,0)+ (0,-2) = (5,0) + (—2.0 — 0.1, —2.1 4+ 0.0)
= (5,0) + (=2,0) - (0,1) = 5 — 0, 2i
d) z=(-1,-3)=(-1,0) 4+ (0,-3) = (—1,0) + (—=3.0 — 0.1, —3.1 4+ 0.0)
=(—1,0) 4+ (=3,0)-(0,1) = —1 — 3i.

Assim, todo niimero complexo dado na forma de par ordenado de niimeros reais z =
(a, b) pode ser escrito na forma z = a+ bi, chamada de forma algébrica ou forma cartesiana
sendo, o nimero real a, chamada parte real, e denotado por Re(z), b, denominado de

parte imaginaria, sendo indicado por I'm(z) e i a unidade imaginéria.

Se z = (0,b) = (b,0) - (0,1) =b-i =0+ b-1i, ou seja, se a parte real for nula,
entdo z é chamado de imaginario puro. Jé se z = (a,0) = a + 0i = a apresentar a parte
imaginaria nula, ele é considerado um ntimero real puro. Logo, todo nimero real é um
caso particular de nimero complexo com parte imaginaria igual a zero, o que significa
dizer que o conjunto de nimeros complexos é, na pratica, um nimero complexo z = (a, b)

é representado na forma z = a + bi = Re(z) + Im(z) - i

Assim, cada niimero complexo (ndo real) z = (a,b) pode ser escrito como a soma



de um ndimero real e um nimero complexo puro z = (a,b) = a + bi.

Como consequéncia da forma algébrica, pode-se escrever a multiplicagao de dois
numeros complexos usando a multiplicacao distributiva, considerando a relacao fundamental

i? = —1.

(a1 +0b1-1) - (ag+by-i) = (a1 -az — by - ba) + (a1 - by +az - by) - i
Exemplo 3.2. a) z = 3+ 0i é um ndmero real, pois Re(z) =3 e Im(z) =0

b) z =T+ 4i é um nimero complezo, pois Re(z) =7 e Im(z) =4

c) z =0+ bi € um nidmero imagindrio puro, pois Re(z) =0 e Im(z) = —5

d) z=—2+4 0i é um nimero real, pois Re(z) = =2 e Im(z) =0

e) z=0+4 0i é um namero real, pois Re(z) =0 e Im(z) =0

Segundo ( Fundamentos da Matematica Elementar, 2015) denomina-se conjunto
dos niimeros complexos o conjunto C de todos os pares ordenados de ntimeros reais que

satisfazem as seguintes defini¢oes,de tal modo que as propriedades de associatividade,

comutatividade e distributividade usuais sejam preservadas:
(i). Igualdade: (a,b) = (¢,d) <= a=ceb=d.
(ii). Adicao: (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(iii). Multiplicacao: (a,b)-(¢,d) = (a-c—b-d,a-d+b-c).
Assim, z € C = Z = (a,b), em que ac Re b € R.

Com isso, o conjunto dos nimeros complexos pode ser representado por:

C={(a,b)|a,b e R;}

No conjunto C, o nimero —1 possui uma raiz quadrada, uma vez que foi concebida
a unidade imaginaria i = (0, 1) e aplicando a definigdo de produto de pares ordenados,
temos a propriedade basica do algarismo imagindrio, i2 = —1 e, portanto, C é uma extensao
do conjunto R na qual o elemento —1 = (—1,0) tem raiz quadrada i € C e escrevemos
i= =1

Como todo nimero real a estd associado com o par ordenado a = (a,0), podemos
dizer que o conjunto dos nimeros reais R é visto como um subconjunto dos ntimeros

complexos C. Portanto, R C C e distributividade usuais sejam preservadas.

C ={(a,b)|a,b € R}



No conjunto C, o nimero —1 possui uma raiz quadrada, uma vez que foi concebida

a unidade imaginéria ¢ = (0, 1) e aplicando a defini¢do de produto de pares ordenados,

2:

temos a propriedade basica do algarismo imaginario, ¢ —1 e, portanto, C é uma extensao

do conjunto R na qual o elemento —1 = (—1,0) tem raiz quadrada i € C e escrevemos
1=+/—1.
Como todo o ntmero real a estd associado com o par ordenado a = (a,0),

podemos dizer que o conjunto dos niimeros reais R é visto como um subconjunto dos

numeroscomplexos C. Portanto, R C C.

Prosseguindo nosso estudo, vamos introduzir em C outras duas operagoes, semelhantes

a subtracao e a divisao de ntimeros reais.
Dados 21,29 € 23 € C
A subtracao é o inverso da adicao
21— 29 =23 = 21 = 23+ 23 ou (T2, y2) + (x3,y3) = (21, y1)
Assim,
21—z = (v1 — 22,41 — Ya2) = (T1 — @2) + (Y1 — Ya)i
Ja a divisao ¢ o inverso da multiplicacao
Dadosz, z0 € 23 € C

Pra dividir dois nimeros complexos na forma de par ordenado, escrevemos a divisao
na forma fracionaria.

(z1: 29) = ﬂ, com 2y # 0
22

Dividir dois nimeros complexos significa obter um outro niimero complexo z3, tal

que 23 = 21 - 22
(211 29) = 23 8€ 21 = 29 - 23, (220 # 0) ou
(T2 T3 — Y2 Y3, T2 Y3 + T3 Y2) = (T1,91)
Encontramos o valor de z; = (9 - 3 — Yo * Y3, T2 - Y3 + T3 - Yo)

Portanto,z; : 2z»,

A1 (T2~ 23 — Y2 - Y3, T2 - Y3 + T3 - Ya2)

) ($27 y2)

Logo, igualando os pontos correspondentes, temos:

Ty =Ty T3 — Y2 Y3 €Y1 = T2 Y3+ T3 Y2
Montando o sistema de equagoes,em relagao a x3, ys,
L2T3 —Y2-Ys =211

S =
To Y3+ T3 Yo =11



Resolvendo o sistema, obtemos as coordenadas de x3 e y3, dados por
L — (T129 + Y132) o ys = (Toy1 — 21Y2)i

3=~V 5 o Y3 = ——F 5 5

(23 +3) (3 +y3)

Com esse ultimo resultado, escrevemos a divisao de z; por zo,
21 T+ yiye Tayr — Tiye, (01T +1y2) | (Tays — T1yp)
— == 33 )= 2. .2 T s b7l
&) T3 + Y3 3 + Y3 T3 + Y3 T3 + Y3

No decorrer do trabalho, iremos introduzir novos conceitos, como a existéncia do

inverso multiplicativo e do conjugado de um nimero complexo, de modo a facilitar o

resultado da divisao de dois niimeros complexos por outros métodos mais simples.

Exemplo 3.3. Determine o valor da expressdao:
(—=1,3)(1,2)
(27 _1)

Solugao:

+(0,2)

Primeiro, multiplicamos 0s numeros complexos no numerador:
(_1?3) ’ (172) = (_77 1)

Agora, para dividir (=7,1) por (2,—1) significa obter um numéro z = (a,b) de

coordenadas desconhecidas

E;S; —(a,b) — (2,—1)-(a,b) = (=7, 1)
Para Determinar as coordenadas de z, montamos e resolvemos o sistema de equagcoes
gerado,
20 4+b= -7
{—a +2b=1
Portanto, de a = —3 e b =1 obtemos as coordenadas de z = (—3,1).

Finalmente, somamos (—3,1) + (0,2) = (=3,1) = =3+

Uma curiosidade sobre o conjunto dos niimeros complexos é que nao existe relagao

de ordem, ou seja, nao existe nimero complexo maior que outro.

3.1 Propriedades da adicao dos nimeros complexos

Para quaisquer z1, 29 € z3 € C | onde z; = (z,y), 22 = (a,b) ez3 = (¢, d), a operagao
de adicao definida em C atende as seguintes propriedades:

(i) Propriedade Associativa: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

(ii)Propriedade Comutativa: z; + 25 = 29 + 21

(iii) Propriedade do Elemento Neutro:



0 = 0+ 40 é elemento neutro da soma: 21 +0 =0+ 27 =
(iv) Existéncia do Elemento Simétrico:

—z = —a — bi é negativo de z = a + bi; ou seja, z+ (—z) =0
Demonstracao:

Para quaisquer 21,z e z3 € C , onde z1 = (z,9), 22 = (a,b) e z3 = (¢, d), a operagao

de adicao definida em C atende as seguintes propriedades:
(i) Propriedade associativa.
21+ (22 + 23) = (z,y9) + [(a,b) + (¢, d)]
= (z,y) + (a+c¢,b+d)
=(x+a+cy+b+d).
=((z+a)+c(y+b)+d
=(z+a,y+b)+ (c,d)
= (21 + 22) + 2.
(ii) Propriedade comutativa.
2+ 20 = (x,y) + (a,b)
= (z+a,y+b).
(a+z,0+y)
= (a,b) + (,y)
= 29 + 21.

Conforme descrito acima, utilizamos as propriedades dos niimeros reais, estendendo-

as aos numeros complexos.
(iii) Propriedade do elemento neutro.
2o = (a,b) € C tal que
atz=xn = (z,y)+(a,b) =(zr,y) = (@+ay+b)=(zy)
Montando um sistema de equagoes:
rta=x =0
{ y+b=y - { y=20
Portanto,zy = (a,b) = (0,0) = 0,

Portanto existe, zo = (a,b) = (0,0) = 0, chamado elemento neutro para a adigao,

que somado a qualquer niimero complexo z da como resultado o proprio z,isto é, z+0 = z

(iv) Propriedade do elemento simétrico.



Dado o niimero complexo z, queremos encontrar z; € tal que
21 +Z2 =0. = ($7y) + (a’ab) = (070)
=(r+ay+b=(00) =
Motando o sistema de equcoes:
r+a=0 a=—x
—
y+b=0 y=-y

A propriedade do elemento simétrico para nimeros complexos é fundamental. Para
qualquer nimero complexo z = (x,y), existe um nimero complexo v = (—x, —y) tal que

z4+v=0ousea z+ (—z) = (z,y) + (—z,—y) = (0,0).

Portanto, —z é chamado de simétrico ou inverso aditivo de z.

3.2 Propriedades da multiplicacao dos nmeros complexos

Para quaisquer z1,29 e 23 € C, a operacao de adicao definida em C atende as
seguintes propriedades:

(i) Propriedade Associativa: (21 - 29) - 23 = 21 - (22 - 23)

(ii) Propriedade Comutativa: 21 - z9 = 29 - 2

(iii) Existéncia do Elemento Neutro:

1 =1+ 0i é elemento neutro do produto: z-1 =z

(iv) Existéncia do Elemento Inverso: z - 27! =1

(v) Propriedade Distributiva: z; - (20 + 23) = 21+ 22 + 21 - 23

Essas propriedades garantem que a multiplicacao de niimeros complexos é bem

definida e segue regras semelhantes as dos niimeros reais.
Demonstracao:

Para quaisquer z1, 23 e z3 € C , onde z; = (z,9), 22 = (a,b) e z3 = (¢, d), a operacao

de adicao definida em C atende as seguintes propriedades: (i) Propriedade Associativa
A propriedade associativa da multiplicacdo é demonstrada como:
(z1-29) 23 = 21 - (22 - 23)
= [(z,y) - (a,0)] - (¢, d) = (z,y) - [(a,]) - (¢, d)]
= (z,y) - (a,b) = (za — yb, xb + ya)]
= [(xa — yb,xb+ ya) - (¢,d)
[(za —yb)c — (b + ya)d, (va — yb)d + (xb + ya)c]



Usando a distributividade dos ntimeros reais, simplifique:
[(zac — ybe — xbd — yad, zad — ybd + xbe + yac)]
Reorganize os termos:

[z(ac — bd) — y(bc + ad), x(ad 4 be) + y(ac — bd)]

= [(z,y)(ac = bd, ad + be) = (x,y)[(a, b)(c, d)]

=2z - (22 . 23)

Portanto, a propriedade associativa é verificada.

(ii). Propriedade Comutativa

212 = (2,9) - (a,b)

Portanto, a propriedade comutativa é verificada.
(iii). Existéncia do Elemento Neutro

Para qualquer nimero complexo z; = (z,y), existe um elemento neutro zo = (1,0)

tal que:

21 20 =2 = (x,¥) -(a,b) = (z,y) = (xa —yb,xb+ ya) = (v,y) =
xa—yb==x a=0

{ 2b+ya =y :>{ b=0 '
Portanto, zo = (a,b) = (1,0) = 1, que é o elemento neutro para a multiplicacao.
(iv) Existéncia do Elemento Inverso
Seja z = (a,b) coma #0)oub#0.e 27! = (z,y) talque z- 27! = 1. =
(a,b) - (z,y) = (1,0) = (ax — by, ay + bx) = (1,0)
D
Portanto, o inverso multiplicativo é:

1)71 _ a —b
- (l2+b2 9 a2+b2

(v). Propriedade Distributiva
Z1 (22 +Z3) = <x7y) ’ (G+C,b—|—d)
=x(a+c)-yb+d),x(b+d +ya+c



= (ra + zc — yb — yd, zb + xd + ya + yc)

Aplicando a associatividade dos niimeros reais, temos:
(xa —yb) + (zc — yd), (xb + ya) + (zd + yc)

= (zxa — yb, xb+ ya) + (xc — yd, xd + yc)

= (z,y) - (a,b) + (z,y) - (¢,d) = 21 - 22+ 21 - 23

Portanto, a propriedade distributiva é verificada. Essas propriedades sao fundamentais

para a algebra dos niimeros complexos.

Todas essas propriedades decorrem diretamente da definicao de igualdade e das
operacoes de adicao e multiplicacdo em C. Com a definicao dessas operagoes, podemos

definir subtragao e divisdo de maneira usual:
Subtragao: z; — 22 = 21 + (—29)

s~ A — . Sy . .
Divisio: — = 21 - 25 1, se v # 0 Inclusive a potenciacio ¢ definida de maneira usual:
<2

20 = (xuy>0 =1= (170)
=z-z-... 2z (repitimos o fator z n vezes)

1

z =zt 27t . 27! (repetimos o fator 27! n vezes),sez #0en > 1

Essas propriedades mostram que muitas operagoes aritméticas validas para nimeros

reais também sao validas para ntimeros complexos.

3.3 O conjugado de um nimero complexo

Conjugado de um niimero complexo, z = a + bi é denotado por Z e é dado por
Z = a—bi. Assim, para encontrarmos o conjugado de um nimero complexo, basta trocarmos

o sinal da parte imaginaria.
Valem entao as relagoes:
Re(z) = Re(z) e Im(z) = —Im(Z).

Isso significa que a parte real de um ntimero complexo z é igual a parte real do seu

conjugado Z, e a parte imaginaria de z é o oposto da parte imaginaria do seu conjugado.

Assim, por exemplo o nimero complexo Z = 3—5t, é conjugado do niimero complexo
z =3+ o1
3.4 Propriedades do conjugado

Uma das propriedades do conjugado é que o produto entre um ntimero complexo e

seu conjugado é sempre igual a um ntmero real nao negativo.



O produto de um niimero complexo pelo seu conjugado é igual & soma dos quadrados

da parte real com a parte imaginaria do nimero complexo.
zz=(x+yi) (x—yi)=2>— (yi)> =22 —y* =22 —y? - (—1) = 2?2 + ¢*

Exemplo 3.4. Dados z = 3+ 5i;Z = 3 — bi. Mostre que o produto de z pelo seu conjugado

¢ de fato um niumero real.

2Z=(5+3i)(5—3i) =5"+3*=25+9 = 34.

Conheca outras propriedades importantes:

(i) A parte real de z é a metade da soma de z com seu conjugado

z2+z
Re(z) = R
Verificacao:
Re(2) = 24z _(at+bi)+(a—bi) (at+a)+(b—0)i
2 2 9
- 2a;m = 27a = a = Re(z)

(ii) A parte imaginaria de z corresponde ao quociente da subtragao entre z e seu

conjugado e o numero 2.

(-2
[ =
m(z) 5
Verificagao:
Im(z) = z—.z _ (a + bi) —.(a—bz) _ a+ bi _.Cb—i-bl)
21 2 2
(a—a)+ (b+b)i  Oa+ 2bi
= ; -7
2bi
=l =b=1Im(2)

(iii) O conjugado da soma de dois nimeros complexos é a soma dos conjugados:
21+ 29 = Z1 + 29.
Verificacao:

Considere z; = a + bi e 29 = ¢+ di, com a, b, ced € R.

21+ z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i=
(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =721+ Z.
(iv) O conjugado do produto de dois niimeros complexos é o produto dos conjugados:

21 Rg = 21" 22.

Verificacao:



Z1 22 = (a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad + be)i
=(a—b)-(c—di) =71+ 2.

(v) Poténcia de um conjugado: Se n é um inteiro positivo,

Zh = 2"
Verificacao:

Aplicando a definicao de potenciacao,multiplicando o fator Z n vezes,

ZhN=Z-Z-... Z=Z-Z ... zZ=2"

3.5 O plano de Argand-Gauss e a representacao geométrica dos

nimeros complexos

Conhecemos como plano de Argand-Gauss, ou plano complexo, um Plano Cartesiano,
constituido de dois eixos orientados e perpendiculares entre si com um ponto em comum

entre os dois eixos denominado Origem, O(0,0).

Para representar geometricamente um nimero complexo utilizamos o plano de
Argand-Gauss, e fazemos semelhante a representar um ponto formado pelas coordenadas
(a,b) em R2. No plano de Argand-Gauss o eixo horizontal (eixo das abscissas) é identificado
como o eixo da parte real, denotado por Re(z) de um niimero complexo, e o eixo vertical(eixo
das ordenadas) é identificado como eixo imaginério, I'm(z). Logo, o nimero complexo

z = a + bi é representado pelo ponto P(a,b).

Vimos que um nimero complexo z pode ser escrito como um par ordenado z = (a, b)
e na forma algébrica z = a + bi, com a,b € R. Assim, cada par ordenado de ntimeros
reais (a,b) pode ser representado no plano cartesiano por um unico ponto em que, P
de coordenadas a e b, ou seja, P(a,b), podemos associar um tnico nimero complexo

z = a + bi, e vice-versa.

A imagem do complexo z = a + bi é o ponto (a,b) do plano cartesiano. Podemos,
também, chamar o segmento orientado que liga a origem do plano a imagem de z de vetor
representativo desse niimero complexo; vetor esse, O? concomponentes a e b. Mais adiante,
daremos énfase a como calcular o comprimento desse vetor para determinar o médulo de

um ntmero complexo.



Figura 1 — Plano de Argan-Gauss
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Fonte: www.obaricentrodamente.com/2010/05/numeros-complexos.html

O ponto P(a,b) representado no Plano de Argand, em que a é a parte real do
complexo z = a + bi e representa-se no eixo Oz (eixo real) e b é o coeficiente da parte
imagindria e representa-se no eixo Oy (eixo dos imaginarios puros). Denominada imagem

de z e sua representacao no plano é chamada afixo de P.

Os ntimeros no eixo de Oz sao da forma (a,0) = a + 07, ou seja, sdo nimeros reais
puros. Por isso, esse eixo é chamado de eixo real e serd denotado por Re(z); enquanto os
numeros no eixo de Oy sao da forma 0+ bt = b.7, sdo nimeros imaginarios puros. Por isso,
esse eixo é chamado de eixo imaginario. Ja, um nimero complexo z = a + bi é plotado
como o par ordenado (a, b) no plano complexo. O plano onde sao representados os nimeros
complexos é chamado de plano complexo ou plano de Argand. Vamos conhecer um pouco

da historia de Argand e sua contribui¢ao sobre os niimeros complexos.
Nesse plano, o eixo das abscissas é o eixo real, indicado por Re(z), o eixo das

ordenadas, eixo imaginario indicado por I'm(z).

Exemplo 3.5. Vamos representar o nimero complexo z = 2+4+8i no plano de Argand-

Gauss



Figura 2 — Plano de Argand Gauss
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Fonte: www.profcardy.com

Jean-Robert Argand foi um matemdtico suico amador mais conhecido como
um dos primeiros a fornecer uma descri¢io geométrica dos numeros complexos. Argand
publicou em 1806 uma interpretagcdo geométrica dos niumeros complexos, o Diagrama de
Argand. Esta descri¢io geométrica dos numeros complexos também € associada ao nome de

Gauss, embora anteriormente a Gauss, Caspar Wessel também tenha descrito o diagrama.

Figura 3 — Plano de Argand Gauss

e TR L

Fonte:www.biografias.es/famosos/carlo-fontana.html

3.6 Operacoes basicas com nimeros complexos

Adicdo de dois nimeros

Para realizarmos a adig¢do de dois nimeros complexos, z1 e z9, faremos a soma das
partes reais e a soma das partes imagindrias. Ou seja, soma-se parte real com parte real e

parte imagindria com parte imagindria, respectivamente.



Seja:

z1=a+ bi

2 =c+di

24+ 2=(a+c)+ (b+d)i

Seja:
21 =a++ bi
29 = C+ di

21+ 20=(a+c)+ (b+d)i

Exemplo 3.6. Realizacao da soma de z1 e z5.

Dados zy =2+ 3i e zo =1+ 2
2+20=02+1)+(3+2)
21+22:3+5Z

Exemplo 3.7. Realizacio da soma de z; e 2.

Dados 21 =5—21 e zp=-3+2i

21+ 20=(5+(-3))+ (=24 2)i
21+2’2:(5—3)+0’L

21+22:2+0i:2

Quando representada no plano de Argand-Gauss, a soma de dois nimeros complezos

corresponde a soma de dois vetores pela regra do paralelogramo.

Figura 4 — soma de dois nimeros no plano complexo

Im

Subtragao de dois nimeros

www.obaricentrodamente.com

Re



A subtracao seque o mesmo principio da adi¢do. Subtraem-se as partes reais e as
partes imaginarias separadamente, porém € necessario compreender que” zy € 0 oposto de

um numero complexo, o que torna necessdrio a realizacao da regra de sinal.

Exemplo 3.8. Realizacao da subtracdao de z, e zo.
=24+
29 =14 20
21—20=02-1)+(3-2)i
H—2z=14+1li=141

Exemplo 3.9. Realizacao da subtracio de zy e z».
21=5—2
29 =—3+2i
21—z =1[0—(=3)]+(-2—-2)i
21—z = (5+3)+ (—4)i
2 — 29 = 8+ (—4)i

21—22:8—4i

Moultiplica¢dgo de dois niumeros

Vamos utilizar a propriedade distributiva para efetuar a multiplicacao de dois

numeros complexos. Ou seja. Em outras palavras, cada termo do primeiro numero é

multiplicado pelos termos do sequndo e, quando necessdrio, a propriedade i> = —1 €
aplicada:
21 =a++ bt

zo = ¢+ di, entao

o produto:

21 - 29 = (a + bi).(c + di),

aplicando a propriedade distributiva,
21 - 29 = ac + adi + cbi + bdi?,

mas, como vimos, i> = —1

21 - 29 = ac + adi + cbi — bd

21 - 29 = (ac — bd) + (ad + cb)i

Utilizando-nos dessa formula, é possivel encontrarmos o produto de quaisquer dois

numeros complexos, mas, de modo geral, ela nao precisa ser decorada, ji que, para o



cilculo em questao, basta aplicarmos a propriedade distributiva.

Exemplo 3.10. Cdlculo do produto de (2 + 3i) - (1 — 44)
Aplicando a multiplicagdo distributiva, obtemos:

(24 30) - (1 — 4i) =2 — 8 + 3i — 1242

lembrando que i> = —1:
(24+3i)-(1—41)=2—-8i+3i—12-(—1)
(243i)- (1 —4i) =2—-8i+3i+ 12
(24+3i)- (1 —4i)=(2+4+12) + (-8 +3):
(24+3i)- (1 —4i) =14 —5i

Divisdao de dois nimeros complexos

Usamos o conjugado do divisor para dividir dois nimeros complexos. O resultado

da multiplicacao de um nimero complexo z = x4+ yi € Z = x — yi.

Ao multiplicar o numerador e o denominador pelo seu conjugado, assequramos que
o denominador se transforme em um niumero real, jd que sempre que dividimos um nimero
complexo pelo seu conjugado, o denominador se torna um niumero real.

Sejam z1 = a + bi e zo = ¢+ di dois numeros complexos.

I . .

A divisdao Z—Z,é feita da sequinte forma:

Para dividir dois nimeros complezxos, é possivel obter o quociente escrevendo-o como
uma fracdo; em sequida, de maneira semelhante a usada para racionalizar o denominador de
uma fracao, deve-se multiplicar ambos os termos da fracio pelo conjugado do denominador.

21 a+bi o c—di

2 c+di c—di

Aplicamos a distributiva no numerador e no denominador:

(a+bi)(c —di)  (ac+ bd)+ (bc — ad)i

(c+di)(c—di) 2+ d?

Portanto, a divisdio de zy por zy resulta em:

z1 ac+bd be—ad.

2o 2+ d2 + c2+d21

Exemplo 3.11. Vamos a um exemplo prdtico:

Sez1 =3+ 41 e zg=1—2i, a divisao serd:
34+4i 344 1+2
1—2 1-2 1+2
(3 -+ 44)(1 + 21)
T (1= 20)(1 +2i)




_ 3+6i+4i+ 8
B 1+4
34 10i — 8
5
—54 10i
5
=1+ 2

Exemplo 3.12. Cdlculo da divisao de (6 — 47) : (4 + 21)

Resolugao:

Vamos escrever a divisdo dos niumeros na forma de fra¢do, para aplicar a regra da
divisao:

Multiplicamos o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.

6—4i  (6—4d).(4— 2i)

4+20 (4+26).(4 — 2i)

(24 —8) + (=12 —16)i

16 — 442
16+ (—12 —16)i
16 —4- (1)
16— 28
16 + 4
16 — 28i)
20
16 28
20 20
4
5 5
Lembre-se que: i* = —1

3.7 Poténcias da unidade imaginaria

A partir da definicio de i> = —1, podemos calcular a poténcia da unidade imagindria,

comn € N, tomando i"i?*, se n for par, ou seja, se n for forma n=2k ei" = i?F+1

2k + 1.Assim,

sen forimpar, ouseja, :

. ik n = 2k
"
iy =2k + 1

Vamos calcular i° e i', pela definicio descrita acima:

Para calcular i® n=0 = 2k=0 = k=0.

Logo,



Para calcular i*, vamos tomarn =1 => 2k+1=1 = k = 0.Logo,

§20+1 — (22)022 (_1)022 1-72=1.

Observe que i =1 e i* = { est4 em consonancia com as propriedades dos ntimeros
reais,uma vez que, todo niimero real diferente de zero,levado a zero ¢é igual a 1 e todo
numero elevado a um ¢ igual ao proprio ntimero.

Exemplo 3.13. Calcular i*'4
Solugdo: Como n =214 — 2k =214 — k = 107,logo

(214 = 2107 — (2)107 — (_1)107 —

Para n sendo fmpar: Calcular 4%

Solugao: Como n =403 — 2k + 1 =403 = k = 201, logo

Z'403 — ?:2~201 — (7/'2)201 L= (_1)201 i=—=1-7=—4

3.8 Moddulo de um nimero complexo

Definiremos o médulo de um nimero complexo z = a + bi € C denotado por |z| ao
numero real nao negativo, dado pela raiz quadrada da soma dos quadrados das partes real

e imaginéria:

2| = |a + bi] = Va? + b2
Com a defini¢ao de modulo de um niimero complexo z, temos algumas propriedades

importantes envolvendo o conjugado de um nimero complexo, dentre elas:

O produto de um nimero complexo z pelo seu conjugado % é igual ao quadrado do

seu modulo, ou seja,

z-Z=a’+b = |z

O inverso de um numero complexo z pode ser expresso como

1 zZ a b

B L




3.9 Interpretacdo geométrica do modulo de um ndmero complexo

Para representar matematicamente o médulo de um niimero complexo, identificamos
o afixo do nimero z = (a, b) no plano. Tracamos um segmento que conecta o afixo a origem
do plano. Notamos que ha um triangulo retangulo cuja medida da hipotenusa corresponde
a distdncia da origem O ao afixo z, representada aqui por |z| ou p, como é comumente
visto em livros de ensino médio.

O médulo de z é determinado pelo Teorema de Pitagoras, que estabelece: O cateto

nn

horizontal mede a parte real do nimero complexo "a", enquanto o cateto vertical representa a

parte imaginaria "b"do mesmo nimero complexo "z". Assim, aoutilizaroteoremade Pitagoras, obtemos.
a® + b? significa que |z| = Va® + b2.

Assim, por exemplo para representar o moédulo do nimero complexo z = 3 + 41,
localizamos o ponto (3,4) e tragamos um segmento de reta unido ao ponto (3,4) a origem
0(0,0) do plano complexo e desenhamos um tridngulo retdngulo com lados de catetos
iguais a 3 e 4. Para determinar a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo, calculamos
algebricamente a raiz quadrada da soma dos quadrados das medidas dos catetos 3 e 4

respectivamente.

2| =34+ 4i| =32+ 42 =0+ 16 =125=5

Desse modo, se z = a + bi é um nimero complexo, entao a medida da hipotenusa

é, por definicdo, o moédulo do niimero com complexo z, denotado por:

2| = Va2 + b2

Observe na imagem que a féormula do |z| ou p é obtida através da aplicagao do

Teorema de Pitagoras.

3.10 Propriedades do modulo

Ja que definimos médulo e conjugado de niimeros complexos, é possivel verificar
algumas propriedades que facilitam os calculos envolvendo esses niimeros.

(i) Re(z) < |Re(z)] < z] e Im(z) < [Imz] < |2].

(i)]z]* = 2 - Z,|z| = [2] e|21 - 22| = |21] - |22

(iii) |21 4 22| < [z1] + [22].

(iv) |21 + 22 2 [[21] = [22]].

A desigualdade (iii) é conhecida como desigualdade triangular.

Demonstracao:



(i) Se z = z + yi, entdo |z| = V22 + y? > |Re(2)| > Re(z).

Analogamente, |z| = /22 +y2 > [Im(z)| > Im(z).

(ii) Se z = = + yi, entao |z|? = z* + y? Por outro lado, como z = z — yi, temos
27 = (xv +yi)(x — yi) = 2° + o2,

concluimos que

Observe, também, que |z| = (/22 + (—y?) = |7|
Agora, se 21 = x 4+ yi e 20 = a + bi, temos:
21 - 29 = (xa — yb) + (zb + ya)i

Entao,

|21 - 2] = \/(xa —yb)? + (zb + ya)?

Expandindo os termos dentro da raiz quadrada, obtemos:

|21 - 22| = Va2a? — 2zayb + y?b? + 226 + 2xbya + y*a?
Agrupando os termos semelhantes, temos:

|21 2] = \/22(a2 + 1) + y2(a2 + 1?)

Fatorando a? + b%, obtemos:

|21 2| = /(22 + 2) (a2 + 1?)

Finalmente, podemos separar as raizes quadradas:
|21 - 22| = V22 + 42 - Va2 + 12

Como |21] = Va2 + 42 e | 22| = Va® + 12,

concluimos que:

|21 - 22| = [21] - [ 22]

(iii) Note que,

|21 + 22|? = (21 + 22) - (21 + 22)

Expandindo, obtemos:

(z14+20)2=(214+2) FZA+2) =2-Z1+21 Z2+22-Z1+ 2%
=|z2P 4 (21 -+ 2 7) + |2

= [zl + (21 7 + 22 71) + |22

= [ml* + (- + 7 2) + [l = |2l +2(0 - R) £ |2l

=|z1|* + 2|21 - 72| + | 22)?



=|z1[* + 2|21 - 22| + | 22]?
=(|z1] + | 22])?

Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

a desigualdade desejada.

\/|21 + 22 < \/(|zl| + |22])? obtemos:

|21 + 22| < [21] + |22

(iv) Usando a desigualdade triangular, temos:

|z1] = [(21 + 22) — 22| < |21 + 22| + | = 22| = |21 + 22| + |22]
Portanto,

|21 + 22| > |21| — |22|.

Trocando os papéis de z; e 25 na desiguldade acima, obtemos:
|21+ 22| 2 |22] — |21

Como

[z1] = |z2ll = [21] = [22] se (|z1] = |22]) e [[21] = [22]] = |22] — |21]) se (J22] = [21],
concluimos que, em qualquer caso:

|21 + 22| > [[21] = |22

Esses passos mostram que a desigualdade triangular é valida para qualquer par de

nimeros complexos z; e 2.

Para um nimero complexo z # 0, podemos reescrever a primeira igualdade do item

(ii) da seguinte forma:

|2]2 =2 271

ou seja,
-1_

z FEl

Essa identidade mostra que, representando graficamente z, 2~! aponta na mesma
direcao de z e tem valor absoluto —. Isso significa que 2! é o inverso multiplicativo de z

2|

no plano complexo, mantendo a direcao, mas ajustando o comprimento.

3.11 Argumento de um nimero complexo

Utilizaremos conceitos geométricos e trigonométricos para apresentar o argumento
de um ntmero complexo em C de maneira intuitiva. Estamos cientes de que qualquer

ponto no plano complexo representa a representagao geométrica de um valor complexo.



Um ntimero z € C*, z = a+ bi, tem afixo P(a,b) € R? que projetado sobre o circulo
S = {(a,b) € R*: a® + b* = |z|*} com centro na origem do plano complexo, de raio igual
ao valor do médulo de z determina um angulo 6 € [0, 27) medido em radianos, formado
entre o segmento OP (vetor de z) e o eixo real no sentido anti-horério, ¢ denominado

argumento do niimero complexo e indicado por arg z = 6.

A medida do angulo pode ser determinada utilizando conceitos basicos de trigonometria,
tomando conhecimento de que por construcao o lado oposto é sempre o componente

imaginario e o lado adjacente é sempre o componente real, visualizando a estrutura

geométrica do niimero complexo no plano complexo..

Figura 5 — Tridngulo retangulo

(Im)

Fonte: www.obaricentrodamente.com/2010/05/numeros-complexos.

Pelas defini¢des da trigonometria circular temos as trés relagoes fundamentais:

sn@) =2 Y
2l Var s
cos(f) = a4 _ T
o 2 Ve

b

t _ 2

an(0) "

Dividindo o ntiimero z = (a,b) pelo seu médulo |z| acima podemos relacionar as
razoes trigonométricas.

z a b a b

— = (—,—) = , = (cosf,sinf) = (cosf + i - sinf) logo

temos

z=|z| - (cosf +i-sinf).

Com base em nossa experiéncia, percebemos que é mais eficaz empregar o cosseno

ou o seno do angulo para definir adequadamente o argumento.

Qualquer valor de a na forma o« + 2kw, onde k € 7Z é um argumento de z,

devido a periodicidade das fung¢oes seno e cosseno. Assim, concluimos que z tem infinitos



argumentos, uma vez que cos = cos « e sin § = sin o implicam 6§ = o 4 2k7w. A totalidade

dos argumentos de z é:

arg z = {a+ 2km : k € Z}.

O argumento principal de z no intervalo | — 7, 7] é identificado como Arg z .

Com as defini¢oes e determinacao definidas para médulo e agumento, é possivel,
por meio de relagoes trigonométricas basicas, estabelecer uma nova representagao de um

nimero complexo, denominada forma polar (ou trigonométrica).



4 A FORMA TRIGONOMETRICA DE
NUMEROS COMPLEXOS

A representacdo de um nuimero complexo na forma trigonométrica ou polar é feita
através do dngulo e do raio do ponto(mddulo de z). Ela indica a posi¢do de um ponto em
um plano complexo através do dngulo 6 e do raio |z|. O raio |z| representa a distancia do
ponto até a origem, enquanto o angulo 6 representa o angulo que o ponto forma com o

eixo real positivo.

Definigao: Seja z € C*, o par (|z|,arg(z) é uma representagao (ou forma) polar de

z.A forma polar de um nimero complexo z é definida por:

z = |z|(cos @ + isinf)
Em que |z| representa o médulo e # representa o argumento de z. Isso pode ser
reescrito da seguinte maneira:
z=|z|-cosf+1i-|z| sinb.

Considerando que a = Re(z) = |z|cos# e b = Im(z) = |z|sinf. Assim, podemos
expressar a parte real a e a parte imaginaria b de z em termos do modulo e do argumento

de z.

z=|z| - (cosf +i-sinf)

onde |z| representa o médulo de z (a distdncia de z até a origem) e 6 representa o argumento

de z (o dngulo formado com o eixo real).

Utilizando a expressao algébrica z = a + bi de um ntimero complexo e relacionando

os termos a e b com as relagoes de cosseno e seno do argumento, obtemos: a = |z| - cos(6)

eb=|z| - (sin(6)).

Substituindo a foma algébrica, chegamos a foma trigonométrica:

z=1z|(cosf +i-sinb)

Por exemplo, se tivermos (z = 1+ 1), temos a = 1;b =1

omédulo é |z| = VI24+12 =T +1 =12

argumento é tanf = 2 =1

T
0 =arctanl = —.
arctan 1



Portanto, a forma trigonométrica de z é:

m T
— V2. Z 4. sin=
z=1/2 (COS4+Z sm4)

4.1 Operacoes com a foma trigonométrica

Em certas situagoes, a representacao algébrica de um ntimero complexo pode nao
ser tao 1util e a representacao trigonométrica de um niimero complexo surge como uma
excelente alternativa. Assim, primeiramente, localizamos no plano complexo o prefixo do
numero complexo para determinar a qual quadrante ele pertence. Em seguida, usamos os
valores reais de a e b para calcular o médulo, o seno e o cosseno do angulo, substituindo

esses valores na forma trigonométrica.

Agora que compreendemos a transformagao de ntmeros complexos da forma
algébrica para a trigonométrica, vamos aprender a executar operagdes em nuimeros
complexos na forma trigonométrica. Essas operagoes com niimeros complexos na forma
trigonométrica simplificaram consideravelmente o manuseio de produtos, quocientes,

poténcias e raizes em comparagao com a aritmética tradicional.

4.2 Produtos de nimeros complexos na forma trigonométrica

Considere dois nimeros complexos quaisquer, escritos na forma trigonométrica:
21 = |z1| - (cos@ +isinf) e 2o = |z (cosa+i-sina)

O produto entre z; e zy pode ser feito da seguinte forma:

21 - 29 = |z1| - |22] - [cos(0 4+ ) + i - sin(0 + «)

Para ntimeros complexos, z1, 29, ..., 2, na forma polar: z; = px(cos(fy) + i sin(0)

Isso sugere, por inducdo, que ao multiplicar nimeros complexos na forma polar, os
modulos p sao multiplicados e os angulos 6 sao adicionados. A soma de ntimeros complexos

é expressa por:

21 29 2y =p1pP2---polcos(by + 0+ ...+ 0,) +isin(0y + 0+ ...+ 6,)]

Note que o produto requer a soma dos modulos e a adi¢do dos angulos. Portanto,
¢é possivel notar que "a multiplicacdo de ntimeros complexos na forma trigonométrica
corresponde a multiplicacao de seus modulos e a adi¢ao de seus argumentos'. Isso ainda se

aplica a multiplicacao de nimeros complexos com mais de dois digitos.

Tal fato é garantido pela adigao de arcos trigonométricos: sin(f + «) = sin 6. cos o +

sin av. cos 6



cos(f + a) = cosf - cosa — sinf - sin «

Exemplo 4.1. Dados os niumeros complexos

21 = 6-c0s(30° + -8in30°) e 2z = 3+ (cos15° + i-sin 15°), calcule o valor de 2 - zs.

Solucao: Ao aplicar a férmula da multiplicagdo de nimeros complexos na forma
trigonométrica,obtemos:

21 - 29 =63+ [cos(30°4 15° )+i-sin(30°+ 15°)]

21+ 25 = 18 - (cos45° + i-sin45° )

zl~22:18‘(§+i~§)

Exemplo 4.2. Dados z; =5 (cos§ +i-sinf) e zo =4 - (cos § +i-sin ). Determine o

numero complexo gerado pelo produto zi - zs.
21 29 ="5-4-[cos(§ + &) +i-sin(§ + %)

B e
z1-29=20-(cos§ +1i-sinf)

4.3 Quocientes de niimeros complexos na forma trigonométrica

A primeira etapa para executar a divisao na forma trigonométrica é determinar a

forma trigonométrica de z .

1 z—yt __ z ’ ,
= T T e Também é

J& aprendemos que z = a + bi(z # 0), seu inverso é z~

: 14 sz
conhecido que z7" é igual a R

Note que o moédulo do conjugado corresponde ao médulo de z, pois ambos sao
iguais. Portanto, como |z| = |z|.

—1 _ JzZl _ 1
27 = =y

1 comecamos por assumir z =

Para determinar a representagao polar de z~
|z|[cos(#) + isin(#)], onde z é um nimero complexo nao nulo. Da trigonometria, sabemos

que
cos(—0) = cos(f) e sin(—0) = —sin(h).
Portanto, podemos escrever z~1 = é[cos(—@) + i sin(—0)].
Com base na representacio trigonométrica de 2! e na regra do produto de dois

nimeros complexos, conforme discutido anteriormente, chegamos a seguinte conclusao:

21zt = |z|[cos(0) +isin(0)] - |25 | (cos(—02) + isin(—6))



Simplificando, obtemos:
21zt = |z - |zt - [cos(0) — 0y) 4 isin(6; — 05)]

Isso nos da a seguinte formula de divisao:

22t =2 % =2 = Iz—;i - [cos(0; — Oy) + isin(0; — 6,)].

Exemplo 4.3. Dados z =22 - (cos120° + ¢ -sin120°) e w = 11-(cos90° + i - sin 90°),

4.4

Determine o valor de i

Solucgao: Pela formula da divisao de complexos na forma trigonométrica, temos que:

2 =2 . 1c0s(120° — 90°) 4 i - sin(120° — 90°)] = 2 - (c0s30° + i - sin 30°)
2 =9 (L gly =34

Potenciacdo de niimeros complexos na forma trigonométrica

Dado um ntimero complexo escrito na forma algébrica z = x + 1y, podemos calcular

a n-ésima poténcia de z pela definicdo, ou seja,

z=(@+iwy)" =@+ (x+iy) (z+iy) ... (z+1y)
(aplicamos a defini¢cao de potenciac¢do, ou seja, repetimos n vezes (z + 1y)),

Mas, quando n for grande, essas operagoes podem ser muito trabalhosas! Este

problema pode ser contornado escrevendo o niimero complexo z na forma trigonométrica.

Vejamos como fazer isso. Observe que se z = |z| - (cos 0 + isin )

Assim, utilizando a regra de multiplicacdo de dois niimeros complexos na forma

trigonométrica, sabemos que basta mutliplicar os moédulos dos nimeros complexos dados

e somar os argumentos, podemos concluir que 2" = (|z])" - [cos(n - 0) + i - sin(n - 6)].

Dado um niimero complexo, nao — nulo na forma:

z = |z| - [cos (0) + isin (0)]

, nao nulo e um numero inteiro n.

Vamos demonstrar a dedugao da regra da potenciagao de nimeros complexos com

dois casos particulares e, em seguida, generalizamos para o caso geral. Aplicando a defini¢ao

de potenciacao, vamos calcular 2" .com z na forma trigonométrica, onde n =1,2.3....
bl ) ) 2=

Para n = 1, teremos:
2! =2 =z|.(cosf + isinh)
Para n = 2, teremos:

22 =22 =|z].(cosf +isinh) - |z|.(cos @ + isin )



22 = |z| - |2|.(cos @ - cos @ +icosf - sin@ + icosf -sinf + isin @ - isin )
2? = |z|*.(cos? 0 + i - 2sin 6 - cos O + i? sin 0),
Como, 2 = —1,
2% = |2]?.(cos?* 0 + i - 2sinf - cos§ — sin? )
2? = |z]?.[cos? 0 — sin® O + i(2sin 6 - cos 6)]
Lembrando das féormulas de arcos duplos em trigonometria:
sin26 = 2 -sinf - cosf
{ cos 20 = cos? § — sin? 0
Logo temos:
2% = |2]?.(cos 20 + i sin 20)
Para n = 3, teremos:
23 =z2-2=|z2|.(cos@ +isinf) - |z|.(cos§ + isinf) - |z|.(cos @ + if)
23 =|z| - |z|. - |2] - (cos 20 + i - sin 20) - (cos O + i sin 6)
23 =|2® (cos20 - cos + cos20 - i -sinh + i - sin20 - cosf + i - sin 26 - i sin H)

Aqui, faremos uma mudanca de variaveis, onde:

23 =23+ (cosa-cosb+cosa-i-sinb+i-sina-cosb+i-sina-isinb)
23 = |z (cosa-cosb+i-cosa-sinb+i-sina-cosb+i*-sina-sinb)

Pelo fato de i? = —1,

23 =|2]* - (cosa - cosb+i-(cosa-sinb+-sina-cosb) —sina - sinb)

Vejam que:

cosa-cosb—sina-sinb =cos(a+b) e cosa-sinb+ -sina-cosb=sin(a+ b)

No entanto, as variaveis:

Substituindo na equacao acima, teremos:
23 =|z* - (cos (a+b) +i-sin (a+ b))
Vejam que: 20 =aef =0

Temos entao:

23 =z - (cos (20 + 0) + i - sin (260 + 0))



Logo:
23 = |23 (cos 30 + i - sin 36)

De modo analogo, podemos calcular a poténcia de um nimero complexo na forma

polar paran =4, 5, 6, ... Assim, podemos generalizar uma féormula, chegando a 1* Féormula
de De Moivre:

2" =|z|" - [cos(n - 0) 4 i - sin(n - 0)]

Essa relacao ¢ chamada de 12 lei de Moivre em Homenagem ao matematico

francés Abragan De Moivre. Ela também é valida para expoentes inteiros negativos.

Exemplo 4.4. Calcule (1 ++/3)%

4.5

Vamos analisar a solucao passo a passo:
Identificacao do maodulo e argumento:

O mimero complezo (14 v/3i) tem mddulo |z| =2 e argumento 6 = %.

Expressdo em forma polar:

1+ +/3i = 2[cos (5) +isin (7)]).

Elevacio d poténcia 20:

(1+v3i)2 = (2[cos (5) +isin (£)])”

Usando a 1% férmula de De Moivre:

(12 [cos (%) +isin (£)])% = 220 [cos (22) +isin (X7)] |
Simplificacio do argumento:

2 — 6m + 2.

Como cos e sin sdo fungoes periodicas com periodo 2w, podemos simplificar:

cos (67T + 2{) = cos (%’r) ,] e [sin (67r + 2{) = sin (%”) :

Resultado final:
(1 +/30)%0 = 2% {cos <2§) + isin (%)})
Sabemos que cos (%’r = —% e sin (%’r = ?, entao:

(1+V3i)2 =220 (=1 4433) =21 (—1+iV/3).

Radiciacao de nimeros complexos na forma trigonométrica

Dado um nimero complexo (z = x + yi), queremos encontrar suas raizes enésimas.

A segunda férmula de Moivre nos diz que um niimero complexo (u) é uma raiz enésima de



Z Se.

Zy =%

A 22 féormula de Moivre é muito importante em problemas para efetuarmos a radiciacao

de niimeros complexos em sua forma trigonométrica.

Dado um nimero complexo, z em sua forma trigonométrica (z = |z| - [cos(0) +

isin(#)]) chamamos o nimero z; como raiz n-ésima de z, se e somente se:
(1) 2z = z paran > 2
Entao, se:
z = |z| - [cos(0) + isin(B)]
Sua raiz n-ésima sera:

{L/|z| - [cos(0) + isin(f)] =z

Seja o nimero complexo z = x + yi em sua forma polar e seja uma de suas raizes

n-ésimas:
(2) 2 = |zk|" - (cos(n - Ok) + i - sin(n - ;)
Pela definigao, (1), podemos aplicar a 1* Formula de De Moivre :
2" =|z|" - (cos(n - 0) + i - sin(n - 9))
2 =|z| - [cos(8) + isin(6)]
Desta ultima igualdade, temos que:
(3) al" = |2l se |zx] = §/l2]

Onde: {/|z| é a raiz n-ésima do ntmero real e positivo |z|.

{ cos(n - Or) = cos(0)
sin(n - ;) = sin(0)

Onde:

(4) nby, = 6 + 2k7 logo,
0, = (9+2k7r)

ou

ek ) + 2km

Como 6y, é o argumento de z, este deve pertencer ao intervalo

[0; 27

Se substituirmos (3) e (4) em (2), obteremos:



2 = W [cos(% + %Tﬂ) +isin(¢ + 2'%)]

onde:

|z| é o médulo de z.

0 ¢é o argumento de z.

k varia de 0 a (n-1).

Passo a passo para utilizar a 2% formula de De Moivre:

Inicialmente calculamos o modulo em seguida determinamos o argumento do nimero

complexo ja previamente identificado o quadrante em que o afixo pertence plano complexo

Apos fazer isso substitua os valores na férmula e varie o valor de k£ que satisfacam

uma volta no circulo ji que as demais sao repetigdes.Os valores de k varia de 0 a (n-1).

0  2km .. 0 2k
2 = \/m [cos(n—i—n)—l—zsm(n—i—n)]

Por exemplo, se quisermos calcular a raiz quadrada de um ntmero complexo z,

usamos a segunda férmula de De Moivre com (n = 2):

0 2k 0 2k
7 = y/J2] - eos(5 + ) +isin(g + =50

Exemplo 4.5. Vamos fazer uma aplicacao da 2° formula de De Moivre, para determinar

as raizes de um numero complexo qualquer:

Dado um nimero complezo z = —2 — 2v/3 . Vamos determinar as raizes quartas

deste numero e representd-las no Plano Argand — Gauss.

Encontramos aqui um seno e cosseno negativos. Se analisarmos o circulo trigonométrico

abaizo, podemos observar que este angulo estad localizado no 3° quadrante.

Modulo:

2] = (=2)2 + (—2v/3)2 = V16 = 4

Argumento :

-2
= arctan ( \2/§> = arctan \/§

"=3

Se analisarmos o circulo trigonométrico abaixo, podemos observar que este angulo

estd localizado no 3° quadrante.



vamos escrever z na forma trigonométrica:

4 (47r> Lisi <47r)
z=4-cos|— isin | —
3 3

Aplicando a formula a 29 formula de Moivre obtemos as raizes (n)-ésimas de um

nimero complexo z sao : Para as raizes quartas ((n = 4), temos:
= \/7 [COS (4” + Qlﬂ) + 4 sin (% + Q’fT”)]

Simplificando temos:

2z, = \/M [cos(g + %”) + i sin (% + %”)]

logo,

2k = V2 - [cos(ZAIETY 4 gin (2TEERT)]

onde: (k=10,1,2, ..., n-1).

Substituindo (k = 0, 1, 2,3), obtemos as quatro raizes de z.

Para as raizes quartas (n = 4), temos:

(I) Raiz 1: (Atribuimos o valor k=0)

z1 = V2 - {cos (W) + 2sin (W)]

Z1 = \/5[ cos( ) —l—zsm(zgﬂ

Z = V2 - [cos( ) + 2sin (%)]

a=V2-(5+i @)

z7 = g + i@
(II) Raiz 2: (Atribuimos o valor k=1)
=2 {cos (W) + isin (W)}
29 = \/5[ cos( ) —l—zsm(g’g)}
n=V2-(-§+i%)

(I1I) Raiz 3: (Atribuimos o valor k=2)
2y = \/5 {cos (27r+63-2~71'> + isin <2Tr+63'2~7r)}
23 = \/§[cos LUREE zsm(g")]
23 = \/i[cos o4 isin(?”)]
_ 47
“3 = \/§ [COS ( ) -Hsln(T’r)

z3 = \/Q[COS% + isin(%’r)] 273 =12 (—

D=
[\&)



= — Y20

(IV) Raiz 4: (Atribufmos o valor k=3)
=V [eos (22885 4 sin (2307)
= V2 feos(142) + din (1)
a=vV2-(—1—i¥%)

Z4 = 5 — 1

oIS
+

Resp.:

Observacao: Os afixos 4 raizes zg, 21, 22 € z3 pertencem a circunferéncia de raio
centrada na origem. Eles dividem o Plano de Argand — Gauss em 4 partes congruentes e

sao os vértices de um quadrado inscrito a circunferéncia:

Figura 6 — Quadrado inscrito a circunferéncia

"'y Im

A3

Fonte:www.obaricentrodamente.com/2010/05 /aplicacao-da-2-formula-de-de-moivre

De um modo geral, os afixos z; de um complexo z sdo vértices de um poligono
l2l
n

regular de n lados com o mesmo modulo,=inscrito em uma circunferéncia com centro na

origem e raio {/|z| no plano complexo.



Figura 7 — Raizes inscrito a circunferéncia

Fonte: www.matematicasimplificada.com /numeros-complexos-forma-polar

Observe ainda por esta figura que dando valores inteiros para k, os argumentos

crescem em progressao aritmética de razao %”, 0 que nos mostra que as raizes estao

uniformemente distribuidas na circunferéncia.

4.6 Raizes complexas da unidade

As raizes complexas en-ésimas de 1 sdo chamadas de raizes enésimas da unidade.
O que é equivalente a 2" = 1.

Considere z =1 = z = cos0+isin(

Logo, as raizes n-ésimas da unidade:

n _ k .. k

Wz = [cos (27”) + isin (27“)]

Quando localizamos as raizes n-ésimas da unidade no plano complexo como os

vértices geramos de um poligono regular de n lados.

4.7 Férmula da raiz quadrada de qualquer nimero complexo

Para determinar as raizes quadradas de um ntimero complexo z > 0, siga as etapas
a seguir:

Escreva o nimero complexo na forma trigonométrica.

z=|z|-[cosf +i-sind]



Finalmente, aplicando a férmula de 1* De Moivre para determinar as raizes

quadradas:

Vz = \/|?] [COS (“%) + i -sin (”%)}

Simplifique as raizes quadradas:

Vz = \/m [COS(%—I—I{??T) +i-sin<g+k7r>}

Vamos escrever esta ultima igualdade da seguinte forma:
Vz = \/Q [cos(2ar) + i - sin(2c)].

Simplificagdo das Raizes:

As raizes quadradas sao simplificadas para

z= \/m [cos(a + km) + isin(a + k).

Vamos considerar os valores de k:

Para encontrar duas raizes complexas, k assume os valores 0 e 1.
Lembrando de duas identidades trigonométricas: Utiliza-se

cos(a+ 180°) = —cos « e sin(a + 180°) = — sin . Obtemos:

Para &k = 0:
Vz=1/]z] - {cosg —i—z’-sing}
Para k = 1:

_ 0 1 i win @
Vz=—/]z] - {cos 5 +i-sin 5}
Portanto, a férmula para encontrar as raizes quadradas de um nimero complexo

z = |z| - [cosf + i -sin 6] é dada por:

o .0
\/E—i\/m-[0052+1-81n2]

Exemplo 4.6. Determinar as raizes quadradas do niumero complero z = 5 — 121,
Inicialmente, vamos converter z da forma algébrica para a forma trigonométrica: Primeiro,

encontramos o modulo de z:

2] = /5% + (—12)? = /25 + 144 = /169 = 13

Em sequida, calculamos

_ 5 _ 12
cos(20) = 3 e (20) = — 13
Como 0 < 20 < 27 indica que (20) pode estar em qualquer quadrante.
Com base nos valores de seno e cosseno, deduzimos que 260 estd no quarto quadrante.

Agora, utilizando as relagoes trigonométricas:



COS(Q) _ /1+c§s29 e sm(é’) — /1—c§s26

Substituindo

cos(20) = 3 = cos(0) = 1+2% =V =1/5= \/% e em
sinf=—12 = sinf=/"8 =\ [E = [T =2
Portanto:

cos(f) = —\/% e sin(f) = \/%

Lebrando da a: formula de De Moivre as raizes quadradas de z:

\/E:\/M- {cos(%)+i-sin<%)} onde k =0, 1.

Substituindo os valores obtidos na formula de De Moivre as raizes quadradas de z

sao dadas por:

V= 12i= V13 [~ +i- Al = £(-3 +2i)



5 Polinomios em uma variavel

Definigao: Um polinémio em C é uma soma formal f = f(x) do tipo f(x) =
ag - TF tap_ TNt ag 2t ar T+ ag = g apa”

Para algum & € N e a; # 0 chamada polinémio ou fun¢do polinémial na
variavel(indeterminada) x. Onde os nimeros complexos {ag,a,as,...,axt C C sdo
denominados coeficientes (constantes). Os nimeros indicados nos expoentes e nos indices

{k,;k—1,k—2,...,1,0} € N e a varidvel x podem assumir qualquer valor complexo.

Cada uma das parcelas formadas pelo produto de um niimero por uma poténcia

n-ésima positiva da varfavel z: aiz®, ar_12*71, ..., a1z, ay sdo chamadas de termos ou

mondmios do polinémio. O coeficiente a; # 0 é chamado coeficiente lider. O termo aq é

chamado de termo independente do polinémio.

Obs.: Um caso especial é aquele em que os coeficientes deste polindémio sao todos

numeros reais.

O maior valor do expoente da variavel x entre os termos de coeficientes nao nulos
¢ denominado grau do polinomio. Utilizamos a notacao grf = k, para dizer que o grau de
fék, sea,#0.

Observe que, na defini¢cdo de polinémios, incluimos a fungao constante p(z) = ao,

que possui grau zero se ag # 0 e a fungdo afim p(z) = ag + a1z, que possui grau um se
ay % 0.

Quando o grau gr f > 0, dizemos que f é um polinémio nao-constante.

Essas defini¢coes ajudam a classificar os polindémios de acordo com seus graus e

coeficientes.

Exemplo 5.1. Considere o polinomio f(z) = 2x3 + 5% — 4.
Os coeficientes de f(x) sao 2,5,0,—4.

Portanto, f(x) é um polinémio de grau 3.

Observagoes:

Se ay # 0, dizemos que f(z) tem grau k.

Um nimero complexo a é uma raiz do polindémio se f(«) = 0.
O polindmio f(x) = 22 + 1 tem grau 2 e suas raizes sdo z = =i.

Polindémio identicamente nulo Definigdo: O polinémio f(z) = 0z" + 0x™ +

...+ 02% + 0x + 0 = 0 é denominado o polinémio identicamente nulo (ou polinémio nulo)



sobre C. Assim, denotaremos por 0 polinémio identicamente nulo.
Polinémios Idénticos

Defini¢ao: Assumiremos que os polinémios f(z) = Y js0 axz® e g(x) = Ypso bpa”

sobre C sao iguais se, e somente se, ap = by para todo k > 0.

Polindémios constante: Dado o € C, denotaremos o polinémio f(z) = a + 02" +

02" + ... + 022 + 0z + 0 simplismente por a e o denominamos o polindmio constante «

5.1 Operacoes com polinémios

Vamos definir sobre ¢ as operagoes adicao e multiplicagdo. Soma e produto de
polinémios

Defini¢do: Dados dois polindmios nao constantes f(z) = Yo axz® e g(x) =

2 k>0 bix* sobre C a soma e o produto de f e g denotados respectivamentes por f + g e

f - g, sdo os polinomios:
[+ 9=so0lar + b))z
e
f 9= Trsolar - b)a* = Thzo cra®, onde o = T aib;
A seguir, vejamos algumas propriedades da adi¢ao e multiplicacaode polinémios.

Consideremos f, g e h polindbmios quaisquer. A operagao de adigdo possui as seguintes

propriedades:
Associativadade: (f+g)+g=f+(g+h)e(f-9)-9=f-(g-h)
Comutativadade: f+g=g+fef-g=9-f
Existéncia de elemento neutro (aditivo e multiplicativo):
Existe g € C tal que f + g = f; e f-g = f para todo polinémio.
Existéncia de inverso aditivo:
Existe —g € C tal que f + (—g) = 0, para todo polindémio.

Obs.: O polindémio 0 (polinémio identicamente nulo) é o elemento neutro da
adi¢ao de polindémios e o polindmio constantef(x) = 1 é chamado de elemento neutro da

multiplicagao de polinémios.
Distributividade: f-(g+h)=f-g+ f-h)

As demonstragoes dessas propriedades se encontram em lezzi (2013, p.52 e 53).



5.2 Valor numérico dos polinomios

Dado um polinémio nio constante f(z) = ay-x*+ap_1 -2 1+.. . +az-22+a;-x+ag
com a; # 0, temos que valor numérico é um valor que se obtém substituindo a variavel z
por a, Va € C. Dessa forma, concluimos que o valor numérico de P(«) corresponde a f(x)

onde z = o

Exemplo 5.2. Dado o polinémio f(x) = 423 — 92 + 8x — 10, determine o valor numérico
de p(3).
=4-3*-9-32+8-3-10

4-27-9-9424-10

O wvalor de f(x) = 42® — 92 4+ 8z — 10 para f(3) € 41.

5.3 Raiz de um Polindbmio

Defini¢ao: Dado um polinémio nao constante f e um niimero complexo a tal que

f(a) =0, dizemos que « é uma raiz ou zero de f.

Exemplo 5.3. Observe o polinomio f(x) = x*> — 6z + 8 quando aplicamos f(2).

Dessa forma, percebemos que o nimero 2 é raiz do polinomio f(x) = x* — 6z + 8,

pois temos que f(2) = 0.

As raizes polinomiais sdo fundamentais na elaboracao de graficos de polinémios(
fungoes polinomiais), pois sao elas que nos permitem identificar os pontos em que o grafico

intersecta o eixo das abscissas (eixo ).

Normalmente, problemas relacionados a raizes polinomiais surgem de duas formas.
Em uma situagao, verifica-se se a informagao fornecida para a varidavel resultara no valor
numeérico zero, isto é, se este valor representa a raiz do polindomio. Por outro lado, deve-se

determinar a raiz do polinémio.

E importante enfatizar que o nimero de raizes de um polinémio esta diretamente

ligado ao seu grau. Por exemplo, um polinémio de grau 2 s6 pode ter no maximo duas raizes,



independentemente de serem ntimeros complexos ou nao. Por outro lado, o polinémio de

grau 3 terd apenas 3 raizes possiveis.

Exemplo 5.4. Verifique se 1 é a raiz do polinomio f(x) = x® + 22* — 2z — 1.
Caso 1 seja raiz, teremos que f(1) = 0.

Vamos verificar se isso é verdade.

F)=1342-12-2.1-1
f)=1+2-1-2-1
f)=1+2-2-1
f1) =

Portanto, o valor x =1 é uma das raizes do polinomio f(x) = 2® + 22* — 2z — 1.

Este polinomio pode ter até 3 raizes, mas isso serd discutido mais a frente.

Para grande utilidade do algoritmo da divisao de polindomios nos teoremas e
proposigoes sobre raizes de polinomios, discuriremos agora o enredo de sua demonstracao
(GONCALVES,Adilson, 2007).

5.4 Algoritmo da divisao para polinémios

Teorema do Algoritmo da Divisao para Polinémios:

Dados dois polinémios f(z) e g(z) (Sobre R ou sobre C) com d(x) # 0, existem

polinémios ¢(z) e r(x), que sdo chamado de quociente e resto, respectivamente, tais que:
f(x) =g(x) - q(x) +r(z)
r(z) =0 ou o grau de gr(r(x)) < g(x)
Além disso, os polindémios ¢(x) e r(z) sdo unicos.
Demonstracgao:
Primeiro demonstraremos a existéncia de ¢(z) e r(x).
Seja f(z) = ap2™ + ap_ 12" ...+ a1z +ag, de grf =ne
g(z) = bpx'm) + byp_12™ 1 + .+ bz + b0) de gr(g) =m

Se f(z) = 0 (polinémio nulo), entdo 0 = 0 - g(z) + 0; logo, tanto ¢ como r também

sao o polinémio zero.

Agora suponha que f(z) # 0.Assim gr(f(z)) = n. Se m > n, entao g(x) =0 e

Podemos agora supor que n > m.



Agora seja fi(z) o polindmio definido por:

fx) = gzan™m - g(x) + ri(2)
E facil ver que gr(f1) < gr(f(z). Vamos demonstrar o teorema por inducio sobre
gr(f) =n.

Sen=0,n>m = m = 0 e portanto f(x) = ag,g(x) = by # 0 e teremos

f(x) =32 - g(x) e basta tomar g(z) = ¢ e r(z) = 0.

Pela igualdade fi(z) = f(z) — 22" ™"g(z) e grfi(z) < grf(x) = n temos pela
hipétese de indugao que existe gi(z),r1(x) tais que fi(z) = q1(x) - g(x) + r1(x) onde
grri(z) = 0 ou o grau de ri(z) < gr(g(z)) . Dai segue imediatamente que: f(x) =

(q1(x) + 322" ~™)g(x) + ri(x), e portanto tomando g(x) = q1(z) + ;2 Tp—p € r1(z) = r(2).

m m

Agora vamos provar a unicidade.

Sejam ¢1(x), g2(x), 71(2) e ro(x) tais que fi(x) = qi(z) - g(x) +11(z) = g2(2) - g(2) +
ro(x) onder;(z) = 0 ou gr(r;(z)) < gr(g(z)),i =1,2.

Daf segue: (q1(x) — ¢2(2)) - g(x) = r2(2) — ri(x) Mas qi(x) # ra(x) o grau do
polinémio do lado esquerdo da igualdade acima é maior ou igual ao grau de g(z) enquanto
og(ra(x) —r(x)) < grg(x) o que é uma contradigdo. Logo ¢1(z) = ¢2(x) e dai segue
ri(z) = f(z) —q@) - g(x) = f(x) — g2(x) - g(x) = ra(x) como queriamos demonstrar.

O algoritmo da divisdo para polinémios nos diz que se vocé tem dois polinémios
f(x)e g(x), com g(z) # 0, e precisa dividir f(x) por g(z), entdo vocé conseguird encontrar
um quociente ¢(z) e um resto r(z), tnicos, tais que f(x) = g(x)-q(z)+r(z) onde r(x) =0
ou gr(r(z)) < gr(g(x)).

No caso em que, na divisdo de f(z) por g(x) obtivermos r(z) = 0 , ou seja, o resto

da divisao é o polinémio nulo, dizemos que g(x) divide f(x).

5.5 Teorema do resto

Teorema: Dado um dividendo polinomial f(z) e um divisor polinomial diferente

de zero, (z — k) onde o grau de d(z) é menor ou igual ao grau de f(z).O resto da divisao
de f(z) por (z — k) é igual a f(k).
Demonstracao

De acordo com a definigdo de divisao f(z) = (x — k) - g(z) + r(z) .Sendo o divisor
(x — k) linear(bindmio do 1°, o restante serd uma constante, r pois ao testarmos o valor

numérico (x = k) em f(z), obtemos:
f(k) = (k= k) -q(k) +7=0-q(k) +r=r
Portanto, f(k) é o resto da divisdao de f(x) por (x — k).



Exemplo 5.5. Use o Teorema do Resto para determinar o resto da divisio de f(x) =
6zt — 2® — 1522 + 22 — 7 por (z — 2).

Solgao: Pelo teorema basta calcular f(2),

f(2)=6-21—2%—-15.2242.2 -7

(2
f(2)=6-16—-8—15-4+4—7
f(2)=96—-8—-60+4—7

(2

£(2) =100 — 75
F(2) =25

O Teorema do Resto é um recurso eficaz que torna o cdlculo do resto na divisdo de
um polinomio f(x) por um binomio da forma (z — k). O teorema estabelece que o saldo
dessa divisao corresponde ao valor de f(k). Ou seja, para descobrir o resto, basta substituir

'k' na expressio do polinomio f(x) e calcular o resultado.



6 Equacoes Equacoes Algébricas

Definigcao: Denominamos equagoes polinomiais ou equacoes algébricas,toda equagcdo
que pode ser reduzida d forma: f(x) =0, em que f(x) = apa™+a,_ 12, 1+. . . Fa1x+ag, a, #
0 é um polinomio qualquer de grau n. Entdao, de forma geral, uma equacao polinomial pode

ser representada por:
A" + 12" 4 Fagr? +ax+ag =0
O coeficiente a, que acompanha a varidvel de maior expoente, que determina o

grau da equagdo € chamado de coeficiente dominante e o termo ag € o termo independente.

Exemplo 6.1. Dado o polindmio de grau 3, f(z) = 92> —362? +29x — 6 fazendo f(x) =0

temos a equagdio cibica. 923 — 362% +29x — 6 =0

Exemplo 6.2. 22 +22 —2 —1=0
52° — 5x* — 80z + 80 = 0

6.1 Raiz de uma equacao polinomial

Proposicdo: Dado um polinomio f(x) = apz™ + ap_ 12" '+ ...+ a1 + ag, a, #

0.Dizemos que o € C € uma raiz ou zero do polindmio f,se f(a) =0 isto é:
fla) = apa™ + ap_1(a)" P+ ...+ a1(a) + ag,a, #0=0
Demonstracao

Do Teorema da divisao Euclidiana seque que existem polinomios q(z) e r(x) em
C tais que f(x) = (x — a) - q(x) + r(x), onde r(x) =0 ou gr(r(x)) < gr((z —a)) = 1.
Portanto, podemos escrever f(x) = (v — a)q(x) + r9,onde 1o € C. Calculando f(x) em «a,
temos f(a) = (a — a)q(a) + 1o, de onde seque que ro = f(a). Assim, se (x — «) divide

f(z), entao f(a) =0, e reciprocamente

6.2 Multiplicidade de uma raiz

Defini¢ao: A multiplicidade de uma raiz a de um polinomio f(x) = 0 indica o
numero de vezes que essa raiz € aparece na decomposicao do polinomio. Em outras palavras,
afirmamos que a representa a raiz da multiplicidade m > 1 da equagio f(x) = 0 se, e
somente se, essa multiplicidade for igual a 1. f(z) = (z —a)™ - q(x), onde a é a raiz da
multiplicidade m de f(x) = 0. Se uma, duas, trés ou mais raizes forem iguais, elas sdo

chamadas de raizes simples, duplas, triplas e assim por diante.



Exemplo 6.3. A equagio f(r) = x* — 53 + 622 + 4z — 8 = 0, admite a raiz simples
—1 e raiz 2 com multiplicidade 3. Logo, podemos escrever f(z) = (z + 1) - (z — 2)? =

(x4+1)-(z—=2)-(x—2) (x —2)
Portanto, a equagdo € de 4° grau, porém, o conjunto solugdo so tem dois elementos

S ={-1,2}

6.3 Conjunto solucao de uma equacao polinomial

Definigdo: Chama-se conjunto solu¢io ou conjunto verdade da equagao f(z) =0

em C o conjunto S ou V' cujos elementos sao as raizes complexas da equagdo.

Exemplo 6.4. Com relagio a equagio x® + 2?> —x — 1 =0, temos que v = —1 também é
raiz pois (—1)* + (—=1)> = (=1) =1 =—-1+41+1—1=0. Por ora, acredite que x = +1
sdo suas unicas raizes, sendo x = —1 uma raiz dupla. Desta forma, seu conjunto solugdo,

muitas vezes denotado por S, € dado por

S={-1,1} ouV ={-1,1}.

OBS: Resolver uma equagdo polinomial € obter o seu conjunto verdade.

6.4 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (TFA) afirma que todo polinémio f(z) =0
de grau n > 1 admite pelo menos uma raiz complexa, seja ela real ou nao. Este teorema
foi demonstrado por Carl Friedrich Gauss em sua tese de doutorado em 1799, quando ele
tinha apenas 21 anos. A demonstragao de Gauss é um marco importante no estudo das
equagoes algébricas e na matematica em geral. OBS: Equagoes de 5° grau ou maiores nao

possuem féormulas para a sua solucao direta.

Para a demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, é necessario um

conhecimento avangado em matematica, geralmente abordado em cursos de graduacao.

6.5 Teorema da Decomposicao ou teorema do fator

O Teorema da decomposicao é uma aplicagdo do TFA que nos garante que todo
polinémio f(x) = a,z™ + ap_1Tp_1 + ... + @12 + ag,a, # 0 de grau n > 1 pode ser
decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é f(z) = a, - (x —x1)(x —23) - .. .- (x — 21),

em que xy,Ts, ..., T, sao as raizes de f(x).

Teorema:Todo polindmio f nao-constante de grau n > 1 e coeficiente dominante

a, # 0 pode ser fatorado como o produto de n fatores do 1° grau (fatoragao linear):



Demonstracao

Como f(z) é um polindmio de grau n > 1, pelo Teorema Fundamental da Algebra
(T.F.A), f(z) admite pelo menos uma raiz complexa z;. Assim pelo teorema do resto
f(z1) = 0 o que significa que f(z) é divisivel por (z — x;).Entao existe um polinémio

¢ ().

f(@) = (& —21) - qu(2)
em que ¢;(z) é um polindémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,, ( pois o

divisor x — x; tem coeficiente dominante unitario). Temos:

(i) Se n = 1, entao ¢;(x) é um polindémio de grau 1-1=0, ou seja ¢;(z) é um
polinémio constante, dado por ¢;(z) = a,. Substituindo em f(x) = (x — x1) - ¢1(x),vem

f(z) =a, - (x — x1) e o teorema fica demonstrado.

(ii) Se n > 2, entdao n — 1 > 1.Assim, podemos aplicar, podemos aplicar o TFA
ao polindémio g;(x). isto é ¢1(z) tem ao menos uma raiz complexa xy. Assim ¢;(z2) =0 e

¢ (x) é divisivel (x — z3):

q(z) = (z — z2) - ¢2()

em que ¢z(x) é um polindmio de grau n—2 e coeficiente dominante a,, ( pois o divisor
x — x9 tem coeficiente dominante unitario). Substituindo em f(z) = (z — 1) - 1 (x),resulta

em:

f(x)=(z —21) - (x — 22) - q2()

(i) Se n = 2, entdo ¢z(x) é um polindémio de grau 0, dado por ¢(z) = a,.
Substituindo em f(z) = (z — x1) - (x — 22) - g2(x),vem f(x) =a, - (r —x1) - (x —23) €0

teorema fica demonstrado.

Aplicando sucessivas vezes o T.F.A.,obtemos, obtemos:

fle)=(z—x1) - (x —22) ... (x — xy) - gu(T)

em que ¢,(x) é um polindémio de grau n — n = 0, dado por ¢,(z) = a,.

Obs.:Pela definigao de identidade de polinémios, o coeficiente a,, de f(x) deve ser
igual a g, ().

Portanto:

fl@)=an - (r—mx) (x —x2) ... (. — )

Isso mostra que qualquer polinémio de grau n pode ser decomposto em n fatores

lineares, cada um associado a uma raiz complexa do polinémio.



Entao, f(x) pode ser decomposto em n fatores do 1° grau sob a forma:

flx)=an - (r—21) (x —x2) ... (¥ — ),
em que xy, Ty, ..., T, sdo raizes de f(z) e a, é o coeficiente dominante de f(x).
Observacgoes
(1) Dizemos que cada um dos polindémios de 1° grau, x — x1, 2 — xa,..., T — x, &

um fator de f(x).

(2) f(x) é divisivel por cada um de seus fatores, individualmente ou por qualquer

produto desses fatores.

Exemplo 6.5. Fatore f(x) = 52° — 5a* — 80z + 80 = 0 sabendo que suas raizes sio
1,-2,2,—-21 e 21.

Resolugao:

Nas condigoes do Teorema da decomposicao, temos que

n=>5a,=as=5,x1 =129 =—-2,23=2,04 =—21 € x5 = 2.

Assim

f(@) = as(z — 21)(x — 22) (7 — @3) (7 — w4) (2 — 25)

=5z —1(z+2)(z—2)(x+2i)(xr—2i) =0
Exemplo 6.6. Use o teorema da decomposicao em fatores lineares para encontrar os zeros
de um f(z) = 23 + 42* — 4z — 16 dado que (x — 2) € um fator do polindmio.

Solucao:

Os zeros sdo 2,—2 e —4.

6.6 O Teorema das Raizes Racionais

Teorema: Seja f(z) = a 2™ + ap_ 12" ' + ... + as2* + a1 + ag, com a,, # 0 um
polindmio com coeficientes inteiros, se o niimero g, comp € Zeq€eZ* comp e q primos
entre si, é raiz da equacao, entao p é divisor do termo independente ag e ¢ é divisor do

termo dominante a,,.
Demonstracao

Como £ € raiz do polindmio f(z),temos

P =an(®) +an () ot a (2) 4 () + =0

q q

Multiplicando ambos os lados da equacao por ¢", obtemos:



F(B)=anp” +anap"™ g+ ... +ap? "2+ ag" + apq" =0,
Podemos reescrever a equac¢ao como:

an P = —q(an_1p" "+ A aap? - ¢ 4 a1+ apg™ ).

Da equacao acima, vemos que q divide a,p.

Como mdc(p, q) = 1, isso implica que ¢ deve dividir a,,.
Similarmente, podemos reescrever a equa¢ao como:

ao q" = —planp" "+ agp® - ¢+ a " Y)

Da equacao acima, vemos que p divide agg"™. Como mdc(p, ¢) = 1, isso implica que

p p deve dividir ag.

Portanto, se % é uma raiz racional do polinémio P(z) entdao p é divisor de ag e g é
divisor de a,,.
Exemplo 6.7. Determine as raizes da equacdo x* — 623 + 1422 — 162+ 8 = 0

Solucao:

Pelo teorema das n raizes de uma equagdo polinomial de grau n, a equagdo dada
tem 4 raizes e utilizando o teorema das raizes racionais sabemos que as possiveis raizes
racionais sao +1,4+2, +4 +8.

Pelo método de divisao sintética, as raizes da equagao sao 1 +1i,1 —i,2(dupla).

6.7 Raizes complexas:

Teorema: Se um numero complexo nao-real, z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma
equacao polinomial com coeficientes reais, entao seu conjugado, Z = a — bi, também ¢é raiz

dessa equacao.

Em Matematica, o Teorema Fundamental da Algebra afirma que qualquer polindmio
f(x) com coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1 possui alguma raiz

complexa.

Exemplo 6.8. A equacio z* = 4x — 3, tem as sequintes raizes no conjunto dos nimeros

complexos:

L1, -14ivV2 e —1—1iV2.

Demonstracao

Para a demonstracao do teorema das raizes conjugadas vamos utilizar as propriedades

do conjugado de um nimero complexo ja apresentada e discutidas.



Seja a equacdo f(z) = @™ + ap12" ' + ...+ agz? + a1x + a9 = 0, onde

ag, ay, as, . . ., a, sao seus coeficientes sao reais e z é raiz de f(x), isto é, f(z) = 0.
Provemos que o conjugado de z também é raiz dessa equagao, isto é, f(z) = 0.

Dados dois nimeros complexos z; ezs e considerando seus conjugados z €z, temos:

(

(

iii) z; = Z se, e somente se z; é real
(iii) :

(

iv) 27 =z

=7
Vamos verificar que Z, na equagao f(x).

fE)=a, Z"+a, 12" +...+a1-Z+ ao.

Lembrando que o conjugado de um niimero real puro a ¢ igual a ele proprio,
f(Z)

f@=a, 2"4+a,1-2""'+... +a-z2+a

Up 2"+ 01 2" 4. a2+

f@)=a, - 2"+a,1-2""'+.. . +a-z+a=p-(2)=0=0.

Com isso, podemos concluir rapidamente a prova deste teorema.

Portanto, Z também ¢ raiz.
Exemplo 6.9. Se z =2+ 3i é uma raiz de p(z) = 2% — 4z + 13, mostre que z =2 — 3i ¢
outra raiz.

Solucao:

Sabemos que se z € a raiz de um polinémio, devemos ter f(z) = 0. Portanto,

podemos usar z = 2 — 3i no polindmio e verifica a igualdade de f(Z) = 0.

Se verificar a igualdade entao f(Z) também é uma raiz de f(z).

F(2=3i)=(2-3i)2—4(2—3i)+ 13
F(2-3)=4-12i + 9 -8 +12i + 13
F(2=3i) =9+9(=1)
F2=3)=9+9-(-1)
f2=3)=9-9

f(2=3i)=0

Obtemos zero apds substituir z = 2 — 3¢ no polindémio. Isso significa que z = 2 — 3¢
é uma raiz de f(z),provando a validade do teorema das raizes conjugadas de polinémios

de coeficientes reais.



Observacoes

(1) Se o nimero complexo z = a + bi,b # 0, é raiz com multiplicidade m de
uma equagao polinomial, entao seu conjugado Z = a — bi,b # 0 também é raiz com

multiplicidade m dessa equagao.

(2) Esse teorema nos garante que, em uma equagao polinomial de coeficientes reais,
as raizes complexas nao reais sempre ocorrem aos pares. Dessa forma, uma equacao de grau
fmpar apresenta ao menos uma raiz real. Assim por exemplo,a equacio ax®+bx?+cx+d = 0,
(com a, b, ¢ e d reais) adimite uma ou trés raizes reais, pois o nimero de raizes complexas

nao reais é par.



7 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi apresentar o surgimento dos niimeros complexos
oferecendo uma perspectiva histérica do surgimento desses niimeros a partir da invencao
da unidade imaginaria na resolugdo de equagoes quadraticas e ctibicas, pois, acreditarmos
na possibilidade da historia dos nimeros complexos e mais amplamente que a histéria
da matematica possa despertar nos professores e nos alunos uma nova perspectiva para
ajuda-los no processo de ensino e aprendizado deste contetido relevante e desmitificar a
ideia de que Matematica é direcionada apenas uma pratica docente diferenciada, menos
centrada em uma matematica de resultados prontos, e mais em uma matematica de
descobertas e conexoes. Dessa forma concluimos que a Historia da Matematica é uma
ferramenta fundamental no ensino-aprendizagem dos contetudos, por trazer resultados

positivos em sala de aula.

Com essa percepcao os alunos e professores além de compreender melhor sobre
o conteido, conseguem também assimilar de forma significativa. Apresentar contetidos
matematicos através da historia acrescenta bastante na bagagem do aluno e facilita
muito para que o aluno nao esquega das principais defini¢bes. Através dessa abordagem
sugere-se a aplicacao da historia da matematica no ensino de outros contetidos como
geometria, trigonometria e o estudo de aplicagoes desse contetdo ao longo do tempo e

suas contribuigoes para o futuro.
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A INTRODUCAO

Apresentar o surgimento dos nimeros complexos de forma contextualizada e
didatica por meio do estudo de equagoes algébricas como foco na Histéria da matemaética
foi que motivou a escolha do tema deste trabalho, devido a sua grande importancia
no ensino aprendizagem. Diante dessa abordagem histérica,introduziremos as defini¢oes
e propriedades importantes como a representacao do ntimero imaginario ¢ a partir da
resolucao de equagoes quadraticas e cibicas. A determinacao da solugao de uma equagao
do segundo grau com discriminante negativo parece ter sido sempre evidente para os
matematicos que se depararam com o problema, uma vez que nao ha raiz quadrada de
um numero negativo, como indicado na féormula de Bhaskara para resolucao. Portanto, se
durante o processo de resolucao surgisse uma raiz quadrada de um ntimero negativo, isso era
visto apenas como um sinal de que a questao originalmente proposta nao possuia solucgao.

Ao resolver equacoes do terceiro grau, foi necessario lidar com niimeros imaginarios.

Desde que os babilonios aprenderam a resolver equagoes quadraticas, ja se passaram
mais de 3000 anos desde que a férmula que fornece as raizes das equagoes de terceiro grau

foi identificada.

S Ry PNy (A1)
Vamos exemplificar a dedugao da formula mencionada, empregando a técnica de

remover o termo de grau dois da equacao geral de 3° grau.

No entanto, ao utilizar a férmula (1.1) atualmente conhecida na equacao x® = 15z + 4,

obtemos:

v =2+ 121 + 2 — 121

Geralmente, ao iniciarmos o estudo de niimeros complexos no Ensino Médio, os
percebemos como pares ordenados de niimeros reais, sujeitos as normas de duas operagoes
bem definidas: a adi¢do, obtida pela soma das coordenadas, e a multiplicacao, realizada

por meio da lei distributiva e da regra que afirma que i? =

—1. Depois de definir essas
defini¢oes, o ponto (0,1) é definido como a unidade imaginaria. Com base nessa deducao,
é possivel representar as coordenadas de ntimeros reais através da formula z = a + bi,
também chamada de forma algébrica ou cartesiana, com base no conceito de multiplicagao

de coordenadas, determina-se que i> = —1, o que leva a expressdo i = /—1.

Ao contrario dos ntimeros reais, que sao representados por pontos numa linha
horizontal real, eles nao sao representados por pontos, onde cada ntmero é dado pela

combinag¢ao de uma parte real e uma parte imaginaria.



Ao longo da histéria, foi bastante frequente a expansao de um conjunto numérico
para um novo conjunto. Ocorre que, ao longo do tempo, a matematica evoluiu e, para
satisfazer as demandas da época, percebeu-se que havia nimeros que nao faziam parte do

conjunto numérico ao qual se referia.

Tal como aconteceu com o surgimento dos conjuntos numéricos de inteiros, racionais,
irracionais e reais, o mesmo ocorreu com a necessidade de ampliar o conjunto de nimeros
reais para abranger os nimeros complexos. Na tentativa de solucionar equagoes do segundo
grau, ¢ comum encontrarmos a raiz quadrada de um nimero negativo, algo que nao tem
solucdo no conjunto dos niimeros reais. Assim, a necessidade de ampliar o conjunto dos

nimeros que comportem as solugoes das equagoes algébricas.

Os nuimeros complexos se desenvolveram como um extensao dos nimeros reais,
possibilitando o surgimento da unidade imaginaria, simbolizada por "¢". Esta unidade

imagindria é caracterizada pela raiz quadrada de —1, isto é, 1 = /—1.

Na matematica e na fisica, os nimeros Complexos desempenham um papel crucial,
representando quantidades que nao podem ser expressas apenas por numeros reais.O
conceito de nimero complexo se desenvolveu gradativamente, como ocorreu com os demais
tipos de numeros. Havia séculos que se sabia da inviabilidade de resolver a equacao
2% + a = 0 quando a era positivo no século XVI,, pois para os estudiosos da época a raiz
negativa nao existia mas as tentativas de superar os obstaculos levaram tempo para ocorrer.
Com o passar dos anos, alguns matematicos viram o mesmo problema para equacoes do
32, onde foi possivel perceber que os niimeros reais nao eram suficientes para resolver este

tipo de equagao.

“Os ntimeros complexos sao frequentemente associados a resolucao de equagoes
quadraticas cujas solugoes sao expressas por raizes quadradas de ntimeros negativos.
Evocasse um contexto historico para justificar a necessidade de se introduzir estes nimeros

na matematica, ainda que a sua histéria nao seja detalhada” (PINTO, 2009, p. 11).

Os ntimeros complexos comecaram a ser desenvolvidos por Scipione del Ferro. Ele
desenvolveu uma teoria para a solucao das equacdes do tipo 2® + px + ¢ = 0, mas acabou
nao publicando sua teoria. Apenas a revelou a dois discipulos seus: Della Nave e Antonio

Fior, dando a demonstragao apenas ao primeiro.



B ASPECTO HISTORICO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

No século XIX, o italiano Girolamo Cardano (1501-1576) foi o primeiro matematico
a trabalhar com nimeros complexos, ao invés de simplesmente rejeita-los. A partir desse
momento, os matematicos comegaram a aceitar e formalizar esses niimeros. Girolamo
Cardano, que nasceu em Pavia em 1501 e faleceu em Roma em 1576, foi um cientista
de grande versatilidade e controvérsia. E o autor do livro Liber De Ludo Aleae (Livro
dos Jogos de Azar), onde de maneira brilhante apresentou a nogao de probabilidade que
é utilizada atualmente. Além disso, ensinou técnicas para burlar os jogos. Mesmo com
caracteristicas pessoais nada apelativas, Cardano deixou para a historia um livro que,
naquele tempo, era indiscutivelmente a maior obra de Algebra j& publicada: a Artis Magnae

Sive de Regulis.

Cardano, ao tentar solucionar o desafio de dividir um segmento de 10 cm em
dois segmentos, cujo produto desses segmentos seja igual a 40. Em outras palavras,

transformando o desafio em uma equagao, obtemos:
40 =z - (10 — ).
Vamos determinar os valores de x:
0=z-10—2)=x>-10r =40 = x> - 10z —40=0
emque a=1,b=—10 e ¢ = —40.

Para calcular vamos usar a férmula resolutiva de "Bhaskara'

. —b+ Vb? — 4dac

2a

Aplicando essa férmula,

—(—10) & /(—10)2 — 4.1.(—40)
2.1

xr =

. 10 + /100 — 160
n 2

10+ /=60

v 2



~ 10+/=2235

i
2
10 £ —2v/—=3.5
r =
2
2(5 + /—15)
r=———"

2

r=5++v—15

As quais sdo: x =5+ /—15.

Resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em duas partes cujo produto é 40,
provou que os nimeros sao: 5 ++/—15 e 5 — /—15.

Supoe-se que a incapacidade dos niimeros complexos foi primeiramente notada
ao solucionar equagoes de terceiro grau. No livro "Ars Magna', de 1545, escrito por
Girolano Cardano, é apresentado um método para solucionar algumas equacoes de terceiro
grau, conhecido atualmente como Férmula de Cardano-Tartaglia, que se baseia em raizes

quadradas de ntimeros complexos.

Niccolo Fontana, também chamado de Tartaglia, desempenhou um papel significativo
na histéria da Matematica. Tartaglia, que nasceu em Bréscia em 1501, superou obstaculos
na fala devido a cicatrizes na boca e se sobressaiu por suas contribuigoes matemaéticas,

particularmente em calculos de artilharia e equagoes cuibicas.

Cardano ¢ creditado pela criacdo de uma férmula para solucionar equagoes do tipo,
2+ pr +q.

Ao examinar a técnica criada por Tartaglia, percebemos a origem das referidas

raizes de nimeros negativos.

Tartaglia criou um método para solucionar equagoes ctibicas, que posteriormente
foi adotado por Cardano. A equacao cubica utiliza a formula de Cardano-Tartaglia para

determinar raizes reais.
Vamos examinar o método de Tartaglia:
vamos tomara equacgao geral cubica:
ar® +bx? 4+ cx +d =0, com a # 0
Vamos trocar x por y + m e, posteriormente, eliminar o termo quadratico,
aly+m)?+bly+m)®+cly+m)+d=0

Descomplicando e ampliando:



ay® + (3am + b)y? + (3am? + 2bm + ¢)y + am® + bm* + em + d = 0.

Para eliminar o termo quadratico, procedemos da seguinte maneira:

b
3am +b=0=— 3am = -b — m:_:?
a
Substituindo m, obtemos: ay® + <3ac — %) Y+ W = 0.
Simplificando, obtemos a forma:
v’ +py+q=0,sendop=3ac— & e g= 2=0abetad

Vamos supor z = A+ B = x3 = A% + B3 + 3ABu.
Comparando com a equacao cubica,
y® + py + ¢ = 0, obtemos:

A3+ B3=—qe3AB=—p :>A3B3:_12L7‘

Essas relacdes permitem encontrar A e B, e consequentemente, as raizes da equacio
cubica.
3
Sendo A® + B* = —q e A’B* = —L..
3
Substituindo B? = —¢ — A3 na equacao A3B? = —% = A3(—q— A3 = —%

— A g = L = AS AP =T = (A2 g -2 =0

Esta ¢ uma equacao do tipo quadrética em termos de A3.

. ~ ~ 3
Vamos definir © = A3, entdo a equacio se torna: u? + qu — =0

Resolvendo esta equacao quadratica para u obtemos:

2 3
Lo IEVT R
2
Vamos tomar
2
3
u—_q—l- ¢+ %7
2 2
U 5 + 4—1—27 U

Portanto,



Finalmente como z = A + B, temos:

3 —q ? P o4 —q ¢ p?
x_Jer 4+27+J2 13

Uma caracteristica unica na equacao de Cardano (Tartaglia!) é que ela nao oferece
solucoes complexas para a equacao do terceiro grau; deve ser utilizada na busca por uma

raiz real.

Cardano se deparou com um problema: "Um carpinteiro tem a intengao de construir
duas caixas, uma em formato de cubo de aresta x, e a outra em formato de paralelepipedo
de base retangular, com dimensoes de 3 m e 5 m, e altura igual a altura do cubo."A escolha

de x deve assegurar que o volume do cubo supere o do paralelepipedo em 4m?3.

Ele utilizou a formula para validar a resposta de x = 4 que ja sabia, chegando a

conclusao de que x = 4 era a resposta correta, um desfecho inesperado.
Vamos seguir o processo de dedugao da férmula realizado por ele.
Fazendo z = A + B, e utilizando o raciocinio de Tartaglia :
2% = A3 4+ B? + 3ABx.Igualando os termos: A3 + B3 4+ 3ABx = 15z + 4
Entdo, A3B? =125 ¢ A% + B?® =4, de onde A3(4 — A3) = 125 ou seja:
(A2 - A3+ 125 =0 = A® =2+ /121 e B3=2— /121

Desse modo, temos a solucao:

v =2+ 121 + /2 - y—12L.

Contudo, Cardano nao conseguiu converter a expressao acima em 4, que ele tinha
conhecimento ser uma das raizes que procurava. Contudo, a conexao entre a raiz natural 4

e a raiz da equagao no formato da férmula continuou a intrigar os matematicos até o ano
de 1572.

O algebrista bolonhés Rafael Bombelli (1526-1572) foi um notéavel diletante da
matemética que publicou um livro intitulado Algebra em 1572. Este livro apresenta pela
primeira vez uma teoria dos niimeros complexos bem organizada, inclusive com uma

notacao especifica, introduzindo pela primeira vez os niimeros complexos e apresentando



uma primeira introducao ao tema. E precisamente neste livro que descreve de maneira
didatica as ideias de Cardano. Durante o ano de 2018, Rafael Bombelli dedicou 74 paginas
de sua L’Algebra ao estudo das leis algébricas que orientavam o calculo das quantidades
a +b-+/—1. Especificamente, demonstrou que: as quatro operacdes aritméticas sobre

nimeros "sofisticos"(como eram conhecidos naquela época) eram possiveis.

Bombelli optou por agir como se as raizes quadradas de nimeros negativos
representassem ntmeros reais. Ele entende que a raiz ctbica de /2 ++/—121 é um

"numero” representado por a + +/—b. Em tal cenario, a situacao é diferente.

V2+vV-121 =a+by/-1
V2—v-121=a—b/-1

Logo,

2—-v-1)P3=2-11y/-1=2—--121

Substituindo os valores na equacao obtemos:

=24 V20 42— V20 =24 /—T4+2— =1 =4

Donde ele deduzir que :
C+vV-1)P=2+3-22-/-1T+3-2- (V=1 + (V-1)’ =
84+12v/—1+43-2-(—=1)+(vV=1)? = 8+12y/=1—-6—+y/—1 = 2+11\/—1 = 2+/—121.

Portanto, mesmo com o desconforto de lidar com niimeros que parecem "ilegais',

no final, se alcancava um resultado legitimo. Esta é apenas uma das circunstancias,
possivelmente a de maior relevancia, onde se justifica a utilizacao de raizes quadradas de

niumeros negativos.

Em 1637, com a publicacao de La Géométrie, René Descartes introduziu os conceitos

de parte real e parte imaginaria.

Albert Girard introduziu o simbolo /—1 em 1969, e um pouco mais tarde, em
1777, o matematico suico Leonhard Euler estabeleceu ¢ = y/—1, que foi impresso pela
primeira vez em 1794. A letra i s6 comegou a ser usada para representar a raiz quadrada

de -1 a partir de 1777 por Leonhard Fuler, o genial suico.

Em 1798, o século XVIII chegava ao fim quando Gauss retomou o conceito de
Argand em 1831, considerando os ntimeros a + by/—1 como coordenadas de um ponto
em um plano cartesiano, resultando em (a,b). Também foi realizada uma interpretagao
geométrica para os simbolos de adi¢cdo e multiplicacao. Esta representagao geométrica
permitiu que os matematicos se sentissem mais confortaveis com os nimeros imaginarios,
uma vez que agora podiam ser visualizados considerando que cada ponto, representa um

nimero complexo no plano.

Jean Robert Argand e Caspar Wessel, de forma auténoma, inspirados pela geometria



e topografia, representaram geometricamente os complexos de forma intuitiva e pratica,
utilizando pontos e vetores em um plano cartesiano. Gauss descreveu os niimeros complexos

da seguinte maneira: a + bi, onde a e b sdo nimeros reais e 1> = —1.

A representacao geométrica desses niimeros como pontos no plano foi o passo crucial
para formalizar o conceito de nimero complexo. Gauss foi o primeiro matematico a ter uma
compreensao clara dessa representacao e a utiliza-la em seus estudos. como fica evidente,
mesmo que implicitamente, em sua tese redigida em 1799. No entanto, Gauss s6 tornou
suas ideias publicas em 1831, com a inten¢ao de introduzir os inteiros gaussianos.Hamilton

definiu rigorosamente o corpo dos niimeros complexos em 1837.

Jean-Robert Argand (1768-1822) é o autor da publicagao de 1806 que apresenta a
interpretacao geométrica atual e definitiva dos niimeros complexos, denominada Diagrama

de Argand. O projeto de Argand-Gauss é bastante ambicioso.

Como é evidente, a origem dos nimeros complexos esta intimamente ligada a dos
polinémios, ja que a "criacao"desses niimeros ocorreu ao analisar as solugoes de certas
equagoes polinomiais. No entanto, o estudo das raizes das equacoes polinomiais também
se baseou em numeros complexos, culminando na demonstracao do Teorema Fundamental

da Algebra de Gauss.

Em 1837, Sir Willian Rowan Hamilton chegou ao final dessas descobertas reconhecendo
os nimeros complexos como um par ordenado de niimeros reais e reescreveu as defini¢oes

geométricas de Gauss na forma algébrica.

A partir dai, nimeros complexos, até entao supostamente inexistentes, tornaram-se
um objeto matematico. Hoje, a teoria dos nimeros complexos, tem ampla aplica¢ao nos
estudos mais avancados de eletricidade, engenharia, eletromagnetismo, fisica quantica,

teoria do caos.



C NUMEROS COMPLEXQS

Quando pensamos sobre a representacao dos niimeros reais, imaginamos uma reta
numérica (reta horizontal) no sentido negativo e positivo em relagao ao zero, o ponto
inicial das semirretas subsequentes. Escolhemos um comprimento padrao, denominado
unidade, e duas regras distintas para realizar duas operacoes na reta, denominadas adigao
e multiplicagdo de niimeros reais. O objetivo é gerar um terceiro ponto como resultado.
Observamos que as operagoes estabelecidas possuem diversas propriedades tteis, como a

comutatividade, associatividade e outras.

Seja R? = {a,b)|a,b € R?}, o conjunto dos pares ordenados de ntimeros reais
sujeitos as regras e leis das operacoes de adi¢ao e multiplicagao usuais de nimeros reais,

definidas a seguir.
Sejam (ag,b;) e (ag, be) dois nimeros complexos nao nulos, entao:
(1) (a1, b1) + (az, ba) = (a1 + az, by + by)

Regra da adicao de pares ordenados: Dados dois pontos coordenados z; = (ay, b;)
e zp = (ag, by) € R?, somam-se as primeiras e as segundas coordenadas separadamente dos

numeros dados.
(2)(6l1751) : (Cl2, 52) = (fl1 “ag — by - b2,a1 ~by +ay - bl)

Regra da multiplicagao de pares ordenados: dados dois pontos (ay, by) e (as, by) € R?,
calculamos a diferenca entre os produtos das primeiras e das segundas coordenadas
respectivamente e depois calculamos a soma dos produtos da primeira coordenada do

primeiro niimero pela segunda coordenada do segundo ntimero e vice-versa ordenadamente.

Exemplo C.1. a) Calcule (2,5)+ (7,8) = (2+ 7,5+ 8) = (9,13).
b) Determine (3,4) - (1,2):
(3,4)-(1,2) =(3-1—4-2,3-2+4-1) = (3—8,6+4) = (—5, 10)

Definicao 3.1: Chamamos de niimero complexo o par ordenado dos pontos
(a,b) € R? convencionalmente denotado por z = (a, b), sujeito as regras e leis das operacoes

de adi¢ao e multiplicacao usuais de niimeros reais definidos.

De acordo com essa defini¢cao, devemos nos atentar que todo niimero complexo
(a,0) com a segunda coordenada nula pode ser associado a um nimero real a de tal forma

que (a,0) = a.

Dessa forma, os niimeros complexos (0,0) e (1,0) podem ser associados aos niimeros

reais 0 e 1 respectivamente. Ou seja, (0,0) =0 e (1,0) = 1.



Em particular, os elementos 0 = (0,0) e 1 = (1, 0) sao, respectivamente, os elementos

neutros da adi¢ao e da multiplicacao.

Agora, o nimero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e é representado
por i. Notemos que: i = i-i = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —(1,0) = —1

Portanto, 7> = —1.(relacio fundamental)

Com as identificagoes citadas, (1,0) =1 e (0,1) = i, podemos escrever os nimeros
complexos (a, b), em uma nova forma, dada pela expressao z = a + bi. Para obter essa nova
notacao, observamos inicialmente a correspondéncia de nimeros complexos, dado na forma
de par ordenado, com numeros reais, e aplicando a definicao de adi¢ao e multiplicacao,

podemos escrever qualquer ntimero complexo z = (a,b) € R? da seguinte forma:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b.0 — 0.1,b.1 4+ 0.0) = (a,0) + (b,0).(0,1),
como (a,0) = a,(0,b) =be (0,1) =i, podemos escrever:
z=(a,b) =a+biou z = a+ bi.

Os nameros complexos, em geral, sao dados por sua forma algébrica, sendo
representados por z = a + bi e por sua forma geométrica representada no plano cartesiano,

fazendo a utilizacao das coordenadas a e b, dos eixos das abcissas e ordenadas respectivamente.
a)z = (2,3) =(2,0)+(0,3) = (2,0)+(3.0—0.1,3.140.0) = (2,0)(3,0)-(0,1) = 2+3i
b) z=(-1,4) = (-1,0) + (0,4) = (—1,0) + (4.0 — 0.1,4.1 + 0.0)
= (=1,0) + (4,0) - (0,1) = =1 4 4
c) z=(5;-2) = (5,0)+ (0,-2) = (5,0) + (—2.0 — 0.1, —2.1 4+ 0.0)
= (5,0) + (=2,0) - (0,1) = 5 — 0, 2i
d) z=(-1,-3)=(-1,0) 4+ (0,-3) = (—1,0) + (—=3.0 — 0.1, —3.1 4+ 0.0)
=(—1,0) 4+ (=3,0)-(0,1) = —1 — 3i.

Assim, todo niimero complexo dado na forma de par ordenado de niimeros reais z =
(a, b) pode ser escrito na forma z = a+ bi, chamada de forma algébrica ou forma cartesiana
sendo, o nimero real a, chamada parte real, e denotado por Re(z), b, denominado de

parte imaginaria, sendo indicado por I'm(z) e i a unidade imaginéria.

Se z = (0,b) = (b,0) - (0,1) =b-i =0+ b-1i, ou seja, se a parte real for nula,
entdo z é chamado de imaginario puro. Jé se z = (a,0) = a + 0i = a apresentar a parte
imaginaria nula, ele é considerado um ntimero real puro. Logo, todo nimero real é um
caso particular de nimero complexo com parte imaginaria igual a zero, o que significa
dizer que o conjunto de nimeros complexos é, na pratica, um nimero complexo z = (a, b)

é representado na forma z = a + bi = Re(z) + Im(z) - i

Assim, cada niimero complexo (ndo real) z = (a,b) pode ser escrito como a soma



de um ndimero real e um nimero complexo puro z = (a,b) = a + bi.

Como consequéncia da forma algébrica, pode-se escrever a multiplicagao de dois
numeros complexos usando a multiplicacao distributiva, considerando a relacao fundamental

i? = —1.

(a1 +0b1-1) - (ag+by-i) = (a1 -az — by - ba) + (a1 - by +az - by) - i
Exemplo C.2. a) z = 3+ 0i € um nimero real, pois Re(z) =3 e Im(z) =0

b) z =T+ 4i é um nimero complezo, pois Re(z) =7 e Im(z) =4

c) z= 0+ bi € um nidmero imagindrio puro, pois Re(z) =0 e Im(z) = =5

d) z=—2+4 0i é um nimero real, pois Re(z) = =2 e Im(z) =0

e) z=0+4 0i é um namero real, pois Re(z) =0 e Im(z) =0

Segundo ( Fundamentos da Matematica Elementar, 2015) denomina-se conjunto
dos niimeros complexos o conjunto C de todos os pares ordenados de ntimeros reais que

satisfazem as seguintes defini¢oes,de tal modo que as propriedades de associatividade,

comutatividade e distributividade usuais sejam preservadas:
(i). Igualdade: (a,b) = (¢,d) <= a=ceb=d.
(ii). Adicao: (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(iii). Multiplicacao: (a,b)-(¢,d) = (a-c—b-d,a-d+b-c).
Assim, z € C = Z = (a,b), em que ac Re b € R.

Com isso, o conjunto dos nimeros complexos pode ser representado por:

C={(a,b)|a,b e R;}

No conjunto C, o nimero —1 possui uma raiz quadrada, uma vez que foi concebida
a unidade imaginaria i = (0, 1) e aplicando a definigdo de produto de pares ordenados,
temos a propriedade basica do algarismo imagindrio, i2 = —1 e, portanto, C é uma extensao
do conjunto R na qual o elemento —1 = (—1,0) tem raiz quadrada i € C e escrevemos
i= =1

Como todo nimero real a estd associado com o par ordenado a = (a,0), podemos
dizer que o conjunto dos nimeros reais R é visto como um subconjunto dos ntimeros

complexos C. Portanto, R C C e distributividade usuais sejam preservadas.

C ={(a,b)|a,b € R}



No conjunto C, o nimero —1 possui uma raiz quadrada, uma vez que foi concebida

a unidade imaginéria ¢ = (0, 1) e aplicando a defini¢do de produto de pares ordenados,

2:

temos a propriedade basica do algarismo imaginario, ¢ —1 e, portanto, C é uma extensao

do conjunto R na qual o elemento —1 = (—1,0) tem raiz quadrada i € C e escrevemos
1=+/—1.
Como todo o ntmero real a estd associado com o par ordenado a = (a,0),

podemos dizer que o conjunto dos niimeros reais R é visto como um subconjunto dos

numeroscomplexos C. Portanto, R C C.

Prosseguindo nosso estudo, vamos introduzir em C outras duas operagoes, semelhantes

a subtracao e a divisao de ntimeros reais.
Dados 21,29 € 23 € C
A subtracao é o inverso da adicao
21— 29 =23 = 21 = 23+ 23 ou (T2, y2) + (x3,y3) = (21, y1)
Assim,
21—z = (v1 — 22,41 — Ya2) = (T1 — @2) + (Y1 — Ya)i
Ja a divisao ¢ o inverso da multiplicacao
Dadosz, z0 € 23 € C

Pra dividir dois nimeros complexos na forma de par ordenado, escrevemos a divisao
na forma fracionaria.

(z1: 29) = ﬂ, com 2y # 0
22

Dividir dois nimeros complexos significa obter um outro niimero complexo z3, tal

que 23 = 21 - 22
(211 29) = 23 8€ 21 = 29 - 23, (220 # 0) ou
(T2 T3 — Y2 Y3, T2 Y3 + T3 Y2) = (T1,91)
Encontramos o valor de z; = (9 - 3 — Yo * Y3, T2 - Y3 + T3 - Yo)

Portanto,z; : 2z»,

A1 (T2~ 23 — Y2 - Y3, T2 - Y3 + T3 - Ya2)

) ($27 y2)

Logo, igualando os pontos correspondentes, temos:

Ty =Ty T3 — Y2 Y3 €Y1 = T2 Y3+ T3 Y2
Montando o sistema de equagoes,em relagao a x3, ys,
L2T3 —Y2-Ys =211

S =
To Y3+ T3 Yo =11



Resolvendo o sistema, obtemos as coordenadas de x3 e y3, dados por
L — (T129 + Y132) o ys = (Toy1 — 21Y2)i

3=~V 5 o Y3 = ——F 5 5

(23 +3) (3 +y3)

Com esse ultimo resultado, escrevemos a divisao de z; por zo,
21 T+ yiye Tayr — Tiye, (01T +1y2) | (Tays — T1yp)
— == 33 )= 2. .2 T s b7l
&) T3 + Y3 3 + Y3 T3 + Y3 T3 + Y3

No decorrer do trabalho, iremos introduzir novos conceitos, como a existéncia do

inverso multiplicativo e do conjugado de um nimero complexo, de modo a facilitar o

resultado da divisao de dois niimeros complexos por outros métodos mais simples.

Exemplo C.3. Determine o valor da expressao:
(—=1,3)(1,2)
(27 _1)

Solugao:

+(0,2)

Primeiro, multiplicamos 0s numeros complexos no numerador:
(_1?3) ’ (172) = (_77 1)

Agora, para dividir (=7,1) por (2,—1) significa obter um numéro z = (a,b) de

coordenadas desconhecidas

E;S; —(a,b) — (2,—1)-(a,b) = (=7, 1)
Para Determinar as coordenadas de z, montamos e resolvemos o sistema de equagcoes
gerado,
20 4+b= -7
{—a +2b=1
Portanto, de a = —3 e b =1 obtemos as coordenadas de z = (—3,1).

Finalmente, somamos (—3,1) + (0,2) = (=3,1) = =3+

Uma curiosidade sobre o conjunto dos niimeros complexos é que nao existe relagao

de ordem, ou seja, nao existe nimero complexo maior que outro.

C.1 Propriedades da adicao dos nimeros complexos

Para quaisquer z1, 29 € z3 € C | onde z; = (z,y), 22 = (a,b) ez3 = (¢, d), a operagao
de adicao definida em C atende as seguintes propriedades:

(i) Propriedade Associativa: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

(ii)Propriedade Comutativa: z; + 25 = 29 + 21

(iii) Propriedade do Elemento Neutro:



0 = 0+ 40 é elemento neutro da soma: 21 +0 =0+ 27 =
(iv) Existéncia do Elemento Simétrico:

—z = —a — bi é negativo de z = a + bi; ou seja, z+ (—z) =0
Demonstracao:

Para quaisquer 21,z e z3 € C , onde z1 = (z,9), 22 = (a,b) e z3 = (¢, d), a operagao

de adicao definida em C atende as seguintes propriedades:
(i) Propriedade associativa.
21+ (22 + 23) = (z,y9) + [(a,b) + (¢, d)]
= (z,y) + (a+c¢,b+d)
=(x+a+cy+b+d).
=((z+a)+c(y+b)+d
=(z+a,y+b)+ (c,d)
= (21 + 22) + 2.
(ii) Propriedade comutativa.
2+ 20 = (x,y) + (a,b)
= (z+a,y+b).
(a+z,0+y)
= (a,b) + (,y)
= 29 + 21.

Conforme descrito acima, utilizamos as propriedades dos niimeros reais, estendendo-

as aos numeros complexos.
(iii) Propriedade do elemento neutro.
2o = (a,b) € C tal que
atz=xn = (z,y)+(a,b) =(zr,y) = (@+ay+b)=(zy)
Montando um sistema de equagoes:
rta=x =0
{ y+b=y - { y=20
Portanto,zy = (a,b) = (0,0) = 0,

Portanto existe, zo = (a,b) = (0,0) = 0, chamado elemento neutro para a adigao,

que somado a qualquer niimero complexo z da como resultado o proprio z,isto é, z+0 = z

(iv) Propriedade do elemento simétrico.



Dado o niimero complexo z, queremos encontrar z; € tal que
21 +Z2 =0. = ($7y) + (a’ab) = (070)
=(r+ay+b=(00) =
Motando o sistema de equcoes:
r+a=0 a=—x
—
y+b=0 y=-y

A propriedade do elemento simétrico para nimeros complexos é fundamental. Para
qualquer nimero complexo z = (x,y), existe um nimero complexo v = (—x, —y) tal que

z4+v=0ousea z+ (—z) = (z,y) + (—z,—y) = (0,0).

Portanto, —z é chamado de simétrico ou inverso aditivo de z.

C.2 Propriedades da multiplicacao dos nimeros complexos

Para quaisquer z1,29 e 23 € C, a operacao de adicao definida em C atende as
seguintes propriedades:

(i) Propriedade Associativa: (21 - 29) - 23 = 21 - (22 - 23)

(ii) Propriedade Comutativa: 21 - z9 = 29 - 2

(iii) Existéncia do Elemento Neutro:

1 =1+ 0i é elemento neutro do produto: z-1 =z

(iv) Existéncia do Elemento Inverso: z - 27! =1

(v) Propriedade Distributiva: z; - (20 + 23) = 21+ 22 + 21 - 23

Essas propriedades garantem que a multiplicacao de niimeros complexos é bem

definida e segue regras semelhantes as dos niimeros reais.
Demonstracao:

Para quaisquer z1, 23 e z3 € C , onde z; = (z,9), 22 = (a,b) e z3 = (¢, d), a operacao

de adicao definida em C atende as seguintes propriedades: (i) Propriedade Associativa
A propriedade associativa da multiplicacdo é demonstrada como:
(z1-29) 23 = 21 - (22 - 23)
= [(z,y) - (a,0)] - (¢, d) = (z,y) - [(a,]) - (¢, d)]
= (z,y) - (a,b) = (za — yb, xb + ya)]
= [(xa — yb,xb+ ya) - (¢,d)
[(za —yb)c — (b + ya)d, (va — yb)d + (xb + ya)c]



Usando a distributividade dos ntimeros reais, simplifique:
[(zac — ybe — xbd — yad, zad — ybd + xbe + yac)]
Reorganize os termos:

[z(ac — bd) — y(bc + ad), x(ad 4 be) + y(ac — bd)]

= [(z,y)(ac = bd, ad + be) = (x,y)[(a, b)(c, d)]

=2z - (22 . 23)

Portanto, a propriedade associativa é verificada.

(ii). Propriedade Comutativa

212 = (2,9) - (a,b)

Portanto, a propriedade comutativa é verificada.
(iii). Existéncia do Elemento Neutro

Para qualquer nimero complexo z; = (z,y), existe um elemento neutro zo = (1,0)

tal que:

21 20 =2 = (x,¥) -(a,b) = (z,y) = (xa —yb,xb+ ya) = (v,y) =
xa—yb==x a=0

{ 2b+ya =y :>{ b=0 '
Portanto, zo = (a,b) = (1,0) = 1, que é o elemento neutro para a multiplicacao.
(iv) Existéncia do Elemento Inverso
Seja z = (a,b) coma #0)oub#0.e 27! = (z,y) talque z- 27! = 1. =
(a,b) - (z,y) = (1,0) = (ax — by, ay + bx) = (1,0)
D
Portanto, o inverso multiplicativo é:

1)71 _ a —b
- (l2+b2 9 a2+b2

(v). Propriedade Distributiva
Z1 (22 +Z3) = <x7y) ’ (G+C,b—|—d)
=x(a+c)-yb+d),x(b+d +ya+c



= (ra + zc — yb — yd, zb + xd + ya + yc)

Aplicando a associatividade dos niimeros reais, temos:
(xa —yb) + (zc — yd), (xb + ya) + (zd + yc)

= (zxa — yb, xb+ ya) + (xc — yd, xd + yc)

= (z,y) - (a,b) + (z,y) - (¢,d) = 21 - 22+ 21 - 23

Portanto, a propriedade distributiva é verificada. Essas propriedades sao fundamentais

para a algebra dos niimeros complexos.

Todas essas propriedades decorrem diretamente da definicao de igualdade e das
operacoes de adicao e multiplicacdo em C. Com a definicao dessas operagoes, podemos

definir subtragao e divisdo de maneira usual:
Subtragao: z; — 22 = 21 + (—29)

s~ A — . Sy . .
Divisio: — = 21 - 25 1, se v # 0 Inclusive a potenciacio ¢ definida de maneira usual:
<2

20 = (xuy>0 =1= (170)
=z-z-... 2z (repitimos o fator z n vezes)

1

z =zt 27t . 27! (repetimos o fator 27! n vezes),sez #0en > 1

Essas propriedades mostram que muitas operagoes aritméticas validas para nimeros

reais também sao validas para ntimeros complexos.

C.3 O conjugado de um nimero complexo

Conjugado de um niimero complexo, z = a + bi é denotado por Z e é dado por
Z = a—bi. Assim, para encontrarmos o conjugado de um nimero complexo, basta trocarmos

o sinal da parte imaginaria.
Valem entao as relagoes:
Re(z) = Re(z) e Im(z) = —Im(Z).

Isso significa que a parte real de um ntimero complexo z é igual a parte real do seu

conjugado Z, e a parte imaginaria de z é o oposto da parte imaginaria do seu conjugado.

Assim, por exemplo o nimero complexo Z = 3—5t, é conjugado do niimero complexo
z =3+ o1
C.4 Propriedades do conjugado

Uma das propriedades do conjugado é que o produto entre um ntimero complexo e

seu conjugado é sempre igual a um ntmero real nao negativo.



O produto de um niimero complexo pelo seu conjugado é igual & soma dos quadrados

da parte real com a parte imaginaria do nimero complexo.
zz=(x+yi) (x—yi)=2>— (yi)> =22 —y* =22 —y? - (—1) = 2?2 + ¢*

Exemplo C.4. Dados z = 3+ 51;Z = 3— 5i. Mostre que o produto de z pelo seu conjugado

¢ de fato um niumero real.

2Z=(5+3i)(5—3i) =5"+3*=25+9 = 34.

Conheca outras propriedades importantes:

(i) A parte real de z é a metade da soma de z com seu conjugado

z2+z
Re(z) = R
Verificacao:
Re(2) = 24z _(at+bi)+(a—bi) (at+a)+(b—0)i
2 2 9
- 2a;m = 27a = a = Re(z)

(ii) A parte imaginaria de z corresponde ao quociente da subtragao entre z e seu

conjugado e o numero 2.

(-2
[ =
m(z) 5
Verificagao:
Im(z) = z—.z _ (a + bi) —.(a—bz) _ a+ bi _.Cb—i-bl)
21 2 2
(a—a)+ (b+b)i  Oa+ 2bi
= ; -7
2bi
=l =b=1Im(2)

(iii) O conjugado da soma de dois nimeros complexos é a soma dos conjugados:
21+ 29 = Z1 + 29.
Verificacao:

Considere z; = a + bi e 29 = ¢+ di, com a, b, ced € R.

21+ z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i=
(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =721+ Z.
(iv) O conjugado do produto de dois niimeros complexos é o produto dos conjugados:

21 Rg = 21" 22.

Verificacao:



Z1 22 = (a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad + be)i
=(a—b)-(c—di) =71+ 2.

(v) Poténcia de um conjugado: Se n é um inteiro positivo,

zZ" = ",

Verificacao:
Aplicando a definicao de potenciacao,multiplicando o fator Z n vezes,

ZhN=Z-Z-... Z=Z-Z ... zZ=2"

C.5 O plano de Argand-Gauss e a representacdo geométrica dos

nimeros complexos

Conhecemos como plano de Argand-Gauss, ou plano complexo, um Plano Cartesiano,
constituido de dois eixos orientados e perpendiculares entre si com um ponto em comum

entre os dois eixos denominado Origem, O(0,0).

Para representar geometricamente um nimero complexo utilizamos o plano de
Argand-Gauss, e fazemos semelhante a representar um ponto formado pelas coordenadas
(a,b) em R2. No plano de Argand-Gauss o eixo horizontal (eixo das abscissas) é identificado
como o eixo da parte real, denotado por Re(z) de um niimero complexo, e o eixo vertical(eixo
das ordenadas) é identificado como eixo imaginério, I'm(z). Logo, o nimero complexo

z = a + bi é representado pelo ponto P(a,b).

Vimos que um nimero complexo z pode ser escrito como um par ordenado z = (a, b)
e na forma algébrica z = a + bi, com a,b € R. Assim, cada par ordenado de ntimeros
reais (a,b) pode ser representado no plano cartesiano por um unico ponto em que, P
de coordenadas a e b, ou seja, P(a,b), podemos associar um tnico nimero complexo

z = a + bi, e vice-versa.

A imagem do complexo z = a + bi é o ponto (a,b) do plano cartesiano. Podemos,
também, chamar o segmento orientado que liga a origem do plano a imagem de z de vetor
representativo desse niimero complexo; vetor esse, O? concomponentes a e b. Mais adiante,
daremos énfase a como calcular o comprimento desse vetor para determinar o médulo de

um ntmero complexo.



Figura 8 — Plano de Argan-Gauss
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Fonte: www.obaricentrodamente.com/2010/05/numeros-complexos.html

O ponto P(a,b) representado no Plano de Argand, em que a é a parte real do
complexo z = a + bi e representa-se no eixo Oz (eixo real) e b é o coeficiente da parte
imagindria e representa-se no eixo Oy (eixo dos imaginarios puros). Denominada imagem

de z e sua representacao no plano é chamada afixo de P.

Os ntimeros no eixo de Oz sao da forma (a,0) = a + 07, ou seja, sdo nimeros reais
puros. Por isso, esse eixo é chamado de eixo real e serd denotado por Re(z); enquanto os
numeros no eixo de Oy sao da forma 0+ bt = b.7, sdo nimeros imaginarios puros. Por isso,
esse eixo é chamado de eixo imaginario. Ja, um nimero complexo z = a + bi é plotado
como o par ordenado (a, b) no plano complexo. O plano onde sao representados os nimeros
complexos é chamado de plano complexo ou plano de Argand. Vamos conhecer um pouco

da historia de Argand e sua contribui¢ao sobre os niimeros complexos.
Nesse plano, o eixo das abscissas é o eixo real, indicado por Re(z), o eixo das

ordenadas, eixo imaginario indicado por I'm(z).

Exemplo C.5. Vamos representar o niumero complexo z = 243i no plano de Argand-

Gauss



Figura 9 — Plano de Argand Gauss
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Fonte: www.profcardy.com

Jean-Robert Argand foi um matemdtico suico amador mais conhecido como
um dos primeiros a fornecer uma descri¢io geométrica dos numeros complexos. Argand
publicou em 1806 uma interpretagcdo geométrica dos niumeros complexos, o Diagrama de
Argand. Esta descri¢io geométrica dos numeros complexos também € associada ao nome de

Gauss, embora anteriormente a Gauss, Caspar Wessel também tenha descrito o diagrama.

Fonte:www.biografias.es/famosos/carlo-fontana.html

C.6  Operacoes basicas com niimeros complexos

Adicdo de dois nimeros

Para realizarmos a adig¢do de dois nimeros complexos, z1 e z9, faremos a soma das
partes reais e a soma das partes imagindrias. Ou seja, soma-se parte real com parte real e

parte imagindria com parte imagindria, respectivamente.



Seja:
21 =a++ bt

zo = c+di

24+ 2=(a+c)+ (b+d)i

Seja:
21 =a++ bi
29 = C+ di

21+ 20=(a+c)+ (b+d)i

Exemplo C.6. Realizagio da soma de z; e 2.

Dados zy =2+ 3i ezo =1+ 2

21+20=02+1)+(3+2)

21+22:3+5Z

Exemplo C.7. Realizagio da soma de z; e 2.

Dados z1 =5 — 21

e zZp=-3+2

21+ 20=(5+(-3))+ (=24 2)i

21+2’2:(5—3)+0’L

21+22:2+0i:2

Quando representada no plano de Argand-Gauss, a soma de dois nimeros complezos

corresponde a soma de dois vetores pela regra do paralelogramo.

Figura 11 — soma de dois niimeros no plano complexo

Im

www.obaricentrodamente.com

Subtragao de dois nimeros

Re



A subtracao seque o mesmo principio da adi¢do. Subtraem-se as partes reais e as
partes imaginarias separadamente, porém € necessario compreender que” zy € 0 oposto de

um numero complexo, o que torna necessdrio a realizacao da regra de sinal.

Exemplo C.8. Realizacao da subtracao de z, e zs.
21 =24+3%
29 =14 20
21—20=02-1)+(3-2)i
H—2z=14+1li=141

Exemplo C.9. Realizacao da subtracio de zy e 2.
21=5—2
29 =—3+2i
21—z =1[0—(=3)]+(-2—-2)i
21—z = (5+3)+ (—4)i
2 — 29 = 8+ (—4)i

21—22:8—4i

Moultiplica¢dgo de dois niumeros

Vamos utilizar a propriedade distributiva para efetuar a multiplicacao de dois

numeros complexos. Ou seja. Em outras palavras, cada termo do primeiro numero é

multiplicado pelos termos do sequndo e, quando necessdrio, a propriedade i> = —1 €
aplicada:
21 =a++ bt

zo = ¢+ di, entao

o produto:

21 - 29 = (a + bi).(c + di),

aplicando a propriedade distributiva,
21 - 29 = ac + adi + cbi + bdi?,

mas, como vimos, i> = —1

21 - 29 = ac + adi + cbi — bd

21 - 29 = (ac — bd) + (ad + cb)i

Utilizando-nos dessa formula, é possivel encontrarmos o produto de quaisquer dois

numeros complexos, mas, de modo geral, ela nao precisa ser decorada, ji que, para o



cilculo em questao, basta aplicarmos a propriedade distributiva.

Exemplo C.10. Cdlculo do produto de (24 3i) - (1 — 4i)
Aplicando a multiplicagdo distributiva, obtemos:

(24 30) - (1 —4i) =2 — 8 + 3i — 1242

lembrando que i> = —1:
(24+3i)-(1—41)=2—-8i+3i—12-(—1)
(243i)- (1 —4i) =2—-8i+3i+ 12
(24+3i)- (1 —4i)=(24+12) + (-8 +3):
(24+3i)- (1 —4i) =14 —5i

Divisdao de dois nimeros complexos

Usamos o conjugado do divisor para dividir dois nimeros complexos. O resultado

da multiplicacao de um nimero complexo z = x4+ yi € Z = x — yi.

Ao multiplicar o numerador e o denominador pelo seu conjugado, assequramos que
o denominador se transforme em um niumero real, jd que sempre que dividimos um nimero
complexo pelo seu conjugado, o denominador se torna um niumero real.

Sejam z1 = a + bi e zo = ¢+ di dois numeros complexos.

I . .

A divisdao Z—Z,é feita da sequinte forma:

Para dividir dois nimeros complezxos, é possivel obter o quociente escrevendo-o como
uma fracdo; em sequida, de maneira semelhante a usada para racionalizar o denominador de
uma fracao, deve-se multiplicar ambos os termos da fracio pelo conjugado do denominador.

21 a+bi o c—di

2 c+di c—di

Aplicamos a distributiva no numerador e no denominador:

(a+bi)(c —di)  (ac+ bd)+ (bc — ad)i

(c+di)(c—di) 2+ d?

Portanto, a divisdio de zy por zy resulta em:

z1 ac+bd be—ad.

2o 2+ d2 + c2+d21

Exemplo C.11. Vamos a um exemplo prdtico:

Sez1 =3+ 41 e zg=1—2i, a divisao serd:
34+4i 344 1+2
1—2 1-2 1+2
(3 -+ 44)(1 + 21)
T (1= 20)(1 +2i)




_ 3+6i+4i+ 8
B 1+4
34 10i — 8
5
—54 10i
5
=1+ 2

Exemplo C.12. Cdlculo da divisio de (6 — 47) : (4 + 2i)

Resolugao:

Vamos escrever a divisdo dos niumeros na forma de fra¢do, para aplicar a regra da
divisao:

Multiplicamos o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.

6—4i  (6—4d).(4— 2i)

4+20 (4+26).(4 — 2i)

(24 —8) + (=12 —16)i

16 — 442

16+ (—12 —16)i
16 —4- (1)
16— 28
© 16+4
16 — 28i)
20
16 28
20 20
4

5 5
Lembre-se que: i* = —1

C.7 Poténcias da unidade imaginaria

A partir da definicio de i> = —1, podemos calcular a poténcia da unidade imagindria,

comn € N, tomando i"i?*, se n for par, ou seja, se n for forma n=2k ei" = i?F+1

2k + 1.Assim,

sen forimpar, ouseja, :

. ik n = 2k
"
iy =2k + 1

Vamos calcular i° e i', pela definicio descrita acima:

Para calcular i® n=0 = 2k=0 = k=0.

Logo,



Para calcular i*, vamos tomarn =1 => 2k+1=1 = k = 0.Logo,

§20+1 — (22)022 (_1)022 1-72=1.

Observe que i =1 e i* = { est4 em consonancia com as propriedades dos ntimeros
reais,uma vez que, todo niimero real diferente de zero,levado a zero ¢é igual a 1 e todo

numero elevado a um ¢ igual ao proprio ntimero.

Exemplo C.13. Calcular i***
Solugdo: Comon =214 — 2k =214 — k =107, logo

G214 = 2107 — (32)107 — (_1)107 =

Para n sendo fmpar: Calcular 4%

Solugao: Como n =403 — 2k + 1 =403 = k = 201, logo

Z'403 — ?:2~201 — (7/'2)201 L= (_1)201 i=—=1-7=—4

C.8 Modulo de um nimero complexo

Definiremos o médulo de um nimero complexo z = a + bi € C denotado por |z| ao
numero real nao negativo, dado pela raiz quadrada da soma dos quadrados das partes real

e imaginéria:

2| = |a + bi] = Va? + b2
Com a defini¢ao de modulo de um niimero complexo z, temos algumas propriedades

importantes envolvendo o conjugado de um nimero complexo, dentre elas:

O produto de um nimero complexo z pelo seu conjugado % é igual ao quadrado do

seu modulo, ou seja,

z-Z=a’+b = |z

O inverso de um numero complexo z pode ser expresso como

1 zZ a b

B L




C.9 Interpretacao geométrica do mddulo de um ndmero complexo

Para representar matematicamente o médulo de um niimero complexo, identificamos
o afixo do nimero z = (a, b) no plano. Tracamos um segmento que conecta o afixo a origem
do plano. Notamos que ha um triangulo retangulo cuja medida da hipotenusa corresponde
a distdncia da origem O ao afixo z, representada aqui por |z| ou p, como é comumente
visto em livros de ensino médio.

O médulo de z é determinado pelo Teorema de Pitagoras, que estabelece: O cateto

nn

horizontal mede a parte real do nimero complexo "a", enquanto o cateto vertical representa a

parte imaginaria "b"do mesmo nimero complexo "z". Assim, aoutilizaroteoremade Pitagoras, obtemos.
a® + b? significa que |z| = Va® + b2.

Assim, por exemplo para representar o moédulo do nimero complexo z = 3 + 41,
localizamos o ponto (3,4) e tragamos um segmento de reta unido ao ponto (3,4) a origem
0(0,0) do plano complexo e desenhamos um tridngulo retdngulo com lados de catetos
iguais a 3 e 4. Para determinar a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo, calculamos
algebricamente a raiz quadrada da soma dos quadrados das medidas dos catetos 3 e 4

respectivamente.

2| =34+ 4i| =32+ 42 =0+ 16 =125=5

Desse modo, se z = a + bi é um nimero complexo, entao a medida da hipotenusa

é, por definicdo, o moédulo do niimero com complexo z, denotado por:

2| = Va2 + b2

Observe na imagem que a féormula do |z| ou p é obtida através da aplicagao do

Teorema de Pitagoras.

C.10 Propriedades do modulo

Ja que definimos médulo e conjugado de niimeros complexos, é possivel verificar

algumas propriedades que facilitam os calculos envolvendo esses niimeros.
(i) Re(z) < |Re(z)] < z] e Im(z) < [Imz] < |2].
(i)]z]* = 2 - Z,|z| = [2] e|21 - 22| = |21] - |22
(iii) |21 4 22| < [z1] + [22].
(iv) |21 + 22 2 [[21] = [22]].
A desigualdade (iii) é conhecida como desigualdade triangular.

Demonstracao:



(i) Se z = z + yi, entdo |z| = V22 + y? > |Re(2)| > Re(z).

Analogamente, |z| = /22 +y2 > [Im(z)| > Im(z).

(ii) Se z = = + yi, entao |z|? = z* + y? Por outro lado, como z = z — yi, temos
27 = (xv +yi)(x — yi) = 2° + o2,

concluimos que

Observe, também, que |z| = (/22 + (—y?) = |7|
Agora, se 21 = x 4+ yi e 20 = a + bi, temos:
21 - 29 = (xa — yb) + (zb + ya)i

Entao,

|21 - 2] = \/(xa —yb)? + (zb + ya)?

Expandindo os termos dentro da raiz quadrada, obtemos:

|21 - 22| = Va2a? — 2zayb + y?b? + 226 + 2xbya + y*a?
Agrupando os termos semelhantes, temos:

|21 2] = \/22(a2 + 1) + y2(a2 + 1?)

Fatorando a? + b%, obtemos:

|21 2| = /(22 + 2) (a2 + 1?)

Finalmente, podemos separar as raizes quadradas:
|21 - 22| = V22 + 42 - Va2 + 12

Como |21] = Va2 + 42 e | 22| = Va® + 12,

concluimos que:

|21 - 22| = [21] - [ 22]

(iii) Note que,

|21 + 22|? = (21 + 22) - (21 + 22)

Expandindo, obtemos:

(z14+20)2=(214+2) FZA+2) =2-Z1+21 Z2+22-Z1+ 2%
=|z2P 4 (21 -+ 2 7) + |2

= [zl + (21 7 + 22 71) + |22

= [ml* + (- + 7 2) + [l = |2l +2(0 - R) £ |2l

=|z1|* + 2|21 - 72| + | 22)?



=|z1[* + 2|21 - 22| + | 22]?
=(|z1] + | 22])?

Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

a desigualdade desejada.

\/|21 + 22 < \/(|Zl| + |22])? obtemos:

|21 + 22| < [21] + |22

(iv) Usando a desigualdade triangular, temos:

|z1] = [(21 + 22) — 22| < |21 + 22| + | = 22| = |21 + 22| + |22]
Portanto,

|21 + 22| > |21| — |22|.

Trocando os papéis de z; e 25 na desiguldade acima, obtemos:
|21+ 22| 2 |22] — |21

Como

[z1] = |z2ll = [21] = [22] se (|z1] = |22]) e [[21] = [22]] = |22] — |21]) se (J22] = [21],
concluimos que, em qualquer caso:

|21 + 22| > [[21] = |22

Esses passos mostram que a desigualdade triangular é valida para qualquer par de

nimeros complexos z; e 2.

Para um nimero complexo z # 0, podemos reescrever a primeira igualdade do item

(ii) da seguinte forma:

|2]2 =2 271

ou seja,
-1_

z FEl

Essa identidade mostra que, representando graficamente z, 2~! aponta na mesma
direcao de z e tem valor absoluto —. Isso significa que 2! é o inverso multiplicativo de z

2|

no plano complexo, mantendo a direcao, mas ajustando o comprimento.

C.11 Argumento de um nimero complexo

Utilizaremos conceitos geométricos e trigonométricos para apresentar o argumento
de um ntmero complexo em C de maneira intuitiva. Estamos cientes de que qualquer

ponto no plano complexo representa a representagao geométrica de um valor complexo.



Um ntimero z € C*, z = a+ bi, tem afixo P(a,b) € R? que projetado sobre o circulo
S = {(a,b) € R*: a® + b* = |z|*} com centro na origem do plano complexo, de raio igual
ao valor do médulo de z determina um angulo 6 € [0, 27) medido em radianos, formado
entre o segmento OP (vetor de z) e o eixo real no sentido anti-horério, ¢ denominado

argumento do niimero complexo e indicado por arg z = 6.

A medida do angulo pode ser determinada utilizando conceitos basicos de trigonometria,
tomando conhecimento de que por construcao o lado oposto é sempre o componente

imaginario e o lado adjacente é sempre o componente real, visualizando a estrutura

geométrica do niimero complexo no plano complexo..

Figura 12 — Triangulo retangulo

(Im)

Fonte: www.obaricentrodamente.com/2010/05/numeros-complexos.

Pelas defini¢des da trigonometria circular temos as trés relagoes fundamentais:

sn@) =2 Y
2l Var s
cos(f) = a4 _ T
o 2 Ve

b

t _ 2

an(0) "

Dividindo o ntiimero z = (a,b) pelo seu médulo |z| acima podemos relacionar as
razoes trigonométricas.

z a b a b

— = (—,—) = , = (cosf,sinf) = (cosf + i - sinf) logo

temos

z=|z| - (cosf +i-sinf).

Com base em nossa experiéncia, percebemos que é mais eficaz empregar o cosseno

ou o seno do angulo para definir adequadamente o argumento.

Qualquer valor de a na forma o« + 2kw, onde k € 7Z é um argumento de z,

devido a periodicidade das fung¢oes seno e cosseno. Assim, concluimos que z tem infinitos



argumentos, uma vez que cos = cos « e sin § = sin o implicam 6§ = o 4 2k7w. A totalidade

dos argumentos de z é:

arg z = {a+ 2km : k € Z}.

O argumento principal de z no intervalo | — 7, 7] é identificado como Arg z .

Com as defini¢oes e determinacao definidas para médulo e agumento, é possivel,
por meio de relagoes trigonométricas basicas, estabelecer uma nova representagao de um

nimero complexo, denominada forma polar (ou trigonométrica).



D A FORMA TRIGONOMETRICA DE
NUMEROS COMPLEXOS

A representacdo de um nuimero complexo na forma trigonométrica ou polar é feita
através do dngulo e do raio do ponto(mddulo de z). Ela indica a posi¢do de um ponto em
um plano complexo através do dngulo 6 e do raio |z|. O raio |z| representa a distancia do
ponto até a origem, enquanto o angulo 6 representa o angulo que o ponto forma com o

eixo real positivo.

Definigao: Seja z € C*, o par (|z|,arg(z) é uma representagao (ou forma) polar de

z.A forma polar de um nimero complexo z é definida por:

z = |z|(cos @ + isinf)
Em que |z| representa o médulo e # representa o argumento de z. Isso pode ser
reescrito da seguinte maneira:
z=|z|-cosf+1i-|z| sinb.

Considerando que a = Re(z) = |z|cos# e b = Im(z) = |z|sinf. Assim, podemos
expressar a parte real a e a parte imaginaria b de z em termos do modulo e do argumento

de z.

z=|z| - (cosf +i-sinf)

onde |z| representa o médulo de z (a distdncia de z até a origem) e 6 representa o argumento

de z (o dngulo formado com o eixo real).

Utilizando a expressao algébrica z = a + bi de um ntimero complexo e relacionando

os termos a e b com as relagoes de cosseno e seno do argumento, obtemos: a = |z| - cos(6)

eb=|z| - (sin(6)).

Substituindo a foma algébrica, chegamos a foma trigonométrica:

z=1z|(cosf +i-sinb)

Por exemplo, se tivermos (z = 1+ 1), temos a = 1;b =1

omédulo é |z| = VI24+12 =T +1 =12

argumento é tanf = 2 =1

T
0 =arctanl = —.
arctan 1



Portanto, a forma trigonométrica de z é:

m T
— V2. Z 4. sin=
z=1/2 (COS4+Z sm4)

D.1 Operacoes com a foma trigonométrica

Em certas situagoes, a representacao algébrica de um ntimero complexo pode nao
ser tao 1util e a representacao trigonométrica de um niimero complexo surge como uma
excelente alternativa. Assim, primeiramente, localizamos no plano complexo o prefixo do
numero complexo para determinar a qual quadrante ele pertence. Em seguida, usamos os
valores reais de a e b para calcular o médulo, o seno e o cosseno do angulo, substituindo

esses valores na forma trigonométrica.

Agora que compreendemos a transformagao de ntmeros complexos da forma
algébrica para a trigonométrica, vamos aprender a executar operagdes em nuimeros
complexos na forma trigonométrica. Essas operagoes com niimeros complexos na forma
trigonométrica simplificaram consideravelmente o manuseio de produtos, quocientes,

poténcias e raizes em comparagao com a aritmética tradicional.

D.2 Produtos de niimeros complexos na forma trigonométrica

Considere dois nimeros complexos quaisquer, escritos na forma trigonométrica:
21 = |z1| - (cos@ +isinf) e 2o = |z (cosa+i-sina)

O produto entre z; e zy pode ser feito da seguinte forma:

21 - 29 = |z1| - |22] - [cos(0 4+ ) + i - sin(0 + «)

Para ntimeros complexos, z1, 29, ..., 2, na forma polar: z; = px(cos(fy) + i sin(0)

Isso sugere, por inducdo, que ao multiplicar nimeros complexos na forma polar, os
modulos p sao multiplicados e os angulos 6 sao adicionados. A soma de ntimeros complexos

é expressa por:
21 29 2y =p1pP2---polcos(by + 0+ ...+ 0,) +isin(0y + 0+ ...+ 6,)]

Note que o produto requer a soma dos modulos e a adi¢do dos angulos. Portanto,
¢é possivel notar que "a multiplicacdo de ntimeros complexos na forma trigonométrica
corresponde a multiplicacao de seus modulos e a adi¢ao de seus argumentos'. Isso ainda se

aplica a multiplicacao de nimeros complexos com mais de dois digitos.

Tal fato é garantido pela adigao de arcos trigonométricos: sin(f + «) = sin 6. cos o +

sin av. cos 6



cos(f + a) = cosf - cosa — sinf - sin «

Exemplo D.1. Dados os niumeros complezxos

21 = 6-c0s(30° + -8in30°) e 2z = 3+ (cos15° + i-sin 15°), calcule o valor de 2 - zs.

Solucao: Ao aplicar a férmula da multiplicagdo de nimeros complexos na forma

trigonométrica,obtemos:
21 - 29 =63+ [cos(30°4 15° )+i-sin(30°+ 15°)]
21+ 25 = 18 - (cos45° + i-sin45° )
zl~22:18‘(§+i~§)

Exemplo D.2. Dados z; =5 (cos g +i-sin%) e zo =4 (cos§ +i-sin

s

&). Determine o

numero complexo gerado pelo produto zi - zs.
21 29 ="5-4-[cos(§ + &) +i-sin(§ + %)

B e
z1-29=20-(cos§ +1i-sinf)

D.3 Quocientes de nimeros complexos na forma trigonométrica

A primeira etapa para executar a divisao na forma trigonométrica é determinar a

forma trigonométrica de z .

1 z—yt __ z ’ ,
= T T e Também é

J& aprendemos que z = a + bi(z # 0), seu inverso é z~

: 14 sz
conhecido que z7" é igual a R

Note que o moédulo do conjugado corresponde ao médulo de z, pois ambos sao
iguais. Portanto, como |z| = |z|.

—1 _ JzZl _ 1
27 = =y

1 comecamos por assumir z =

Para determinar a representagao polar de z~
|z|[cos(#) + isin(#)], onde z é um nimero complexo nao nulo. Da trigonometria, sabemos

que
cos(—0) = cos(f) e sin(—0) = —sin(h).
Portanto, podemos escrever z~1 = é[cos(—@) + i sin(—0)].
Com base na representacio trigonométrica de 2! e na regra do produto de dois

nimeros complexos, conforme discutido anteriormente, chegamos a seguinte conclusao:

21zt = |z|[cos(0) +isin(0)] - |25 | (cos(—02) + isin(—6))



Simplificando, obtemos:
21zt = |z - |zt - [cos(0) — 0y) 4 isin(6; — 05)]
Isso nos da a seguinte formula de divisao:

-1 _ 1 =z |2

22 = =2 = Iz;i - [cos(0; — Oy) + isin(0; — 6,)].

Exemplo D.3. Dados z =22 - (cos 120° 4 i - sin 120°) e w = 11+ (cos90° + i - sin 90°),

Determine o valor de Z.

Solucgao: Pela formula da divisao de complexos na forma trigonométrica, temos que:
2 =2 . 1c0s(120° — 90°) 4 i - sin(120° — 90°)] = 2 - (c0s30° + i - sin 30°)

=2 (L +il)=V3+i

g v

D.4 Potenciacao de nimeros complexos na forma trigonométrica
Dado um ntimero complexo escrito na forma algébrica z = x + 1y, podemos calcular
a n-ésima poténcia de z pela definicdo, ou seja,
z=(@+iwy)" =@+ (x+iy) (z+iy) ... (z+1y)
(aplicamos a defini¢cao de potenciac¢do, ou seja, repetimos n vezes (z + 1y)),

Mas, quando n for grande, essas operagoes podem ser muito trabalhosas! Este
problema pode ser contornado escrevendo o niimero complexo z na forma trigonométrica.

Vejamos como fazer isso. Observe que se z = |z| - (cos 0 + isin )

Assim, utilizando a regra de multiplicacdo de dois niimeros complexos na forma
trigonométrica, sabemos que basta mutliplicar os moédulos dos nimeros complexos dados

e somar os argumentos, podemos concluir que 2" = (|z])" - [cos(n - 0) + i - sin(n - 6)].

Dado um niimero complexo, nao — nulo na forma:
z = |z| - [cos (0) + isin (0)]
, nao nulo e um numero inteiro n.

Vamos demonstrar a dedugao da regra da potenciagao de nimeros complexos com
dois casos particulares e, em seguida, generalizamos para o caso geral. Aplicando a defini¢ao
de potenciagao, vamos calcular 2™ ,com z na forma trigonométrica, onde n =1,2,3,...

Para n = 1, teremos:

2! =2 =z|.(cosf + isinh)

Para n = 2, teremos:

22 =22 =|z].(cosf +isinh) - |z|.(cos @ + isin )



22 = |z| - |2|.(cos @ - cos @ +icosf - sin@ + icosf -sinf + isin @ - isin )
2? = |z|*.(cos? 0 + i - 2sin 6 - cos O + i? sin 0),
Como, 2 = —1,
2% = |2]?.(cos?* 0 + i - 2sinf - cos§ — sin? )
2? = |z]?.[cos? 0 — sin® O + i(2sin 6 - cos 6)]
Lembrando das féormulas de arcos duplos em trigonometria:
sin26 = 2 -sinf - cosf
{ cos 20 = cos? § — sin? 0
Logo temos:
2% = |2]?.(cos 20 + i sin 20)
Para n = 3, teremos:
23 =z2-2=|z2|.(cos@ +isinf) - |z|.(cos§ + isinf) - |z|.(cos @ + if)
23 =|z| - |z|. - |2] - (cos 20 + i - sin 20) - (cos O + i sin 6)
23 =|2® (cos20 - cos + cos20 - i -sinh + i - sin20 - cosf + i - sin 26 - i sin H)

Aqui, faremos uma mudanca de variaveis, onde:

23 =23+ (cosa-cosb+cosa-i-sinb+i-sina-cosb+i-sina-isinb)
23 = |z (cosa-cosb+i-cosa-sinb+i-sina-cosb+i*-sina-sinb)

Pelo fato de i? = —1,

23 =|2]* - (cosa - cosb+i-(cosa-sinb+-sina-cosb) —sina - sinb)

Vejam que:

cosa-cosb—sina-sinb =cos(a+b) e cosa-sinb+ -sina-cosb=sin(a+ b)

No entanto, as variaveis:

Substituindo na equacao acima, teremos:
23 =|z* - (cos (a+b) +i-sin (a+ b))
Vejam que: 20 =aef =0

Temos entao:

23 =z - (cos (20 + 0) + i - sin (260 + 0))



Logo:
23 = |23 (cos 30 + i - sin 36)

De modo analogo, podemos calcular a poténcia de um nimero complexo na forma
polar paran =4, 5, 6, ... Assim, podemos generalizar uma féormula, chegando a 1* Féormula
de De Moivre:

2" =|z|" - [cos(n - 0) 4 i - sin(n - 0)]

Essa relacao ¢ chamada de 12 lei de Moivre em Homenagem ao matematico
francés Abragan De Moivre. Ela também é valida para expoentes inteiros negativos.
Exemplo D.4. Calcule (1 ++/3)%

Vamos analisar a solu¢do passo a passo:

Identificacao do maodulo e argumento:

O mimero complezo (14 v/3i) tem mddulo |z| =2 e argumento 6 = %.
Expressao em forma polar:
14++3i=2 [cos (%) + 7 sin (%)})

Elevacao a poténcia 20:

(1++/30)% = (2 [cos (g) + isin (g)DQO.

Usando a 1° formula de De Moivre:

([2 [cos (%) + isin (%)})QO =220 {cos (207”) + isin (QOT’T” ]
Sitmplificagao do argumento:

QOT” = 67 + %’r

Como cos e sin sdo fungoes periodicas com periodo 2w, podemos simplificar:

cos (67T + 2{) = cos (%’r) ,] e [sin (67r + 2{) = sin (%”) :

Resultado final:
(1 +/30)%0 = 2% {cos <2§) + isin (%)})
Sabemos que cos (%’r = —% e sin (%’r = ?, entao:

(1+V3i)2 =220 (=1 4433) =21 (—1+iV/3).

D.5 Radiciacao de nilmeros complexos na forma trigonométrica

Dado um nimero complexo (z = x + yi), queremos encontrar suas raizes enésimas.

A segunda férmula de Moivre nos diz que um niimero complexo (u) é uma raiz enésima de



Z Se.

Zy =%

A 22 féormula de Moivre é muito importante em problemas para efetuarmos a radiciacao

de niimeros complexos em sua forma trigonométrica.

Dado um nimero complexo, z em sua forma trigonométrica (z = |z| - [cos(0) +

isin(#)]) chamamos o nimero z; como raiz n-ésima de z, se e somente se:
(1) 2z = z paran > 2
Entao, se:
z = |z| - [cos(0) + isin(B)]
Sua raiz n-ésima sera:

{L/|z| - [cos(0) + isin(f)] =z

Seja o nimero complexo z = x + yi em sua forma polar e seja uma de suas raizes

n-ésimas:
(2) 2 = |zk|" - (cos(n - Ok) + i - sin(n - ;)
Pela definigao, (1), podemos aplicar a 1* Formula de De Moivre :
2" =|z|" - (cos(n - 0) + i - sin(n - 9))
2 =|z| - [cos(8) + isin(6)]
Desta ultima igualdade, temos que:
(3) al" = |2l se |zx] = §/l2]

Onde: {/|z| é a raiz n-ésima do ntmero real e positivo |z|.

{ cos(n - Or) = cos(0)
sin(n - ;) = sin(0)

Onde:

(4) nby, = 6 + 2k7 logo,
0, = (9+2k7r)

ou

ek ) + 2km

Como 6y, é o argumento de z, este deve pertencer ao intervalo

[0; 27

Se substituirmos (3) e (4) em (2), obteremos:



2 = W [cos(% + %Tﬂ) +isin(¢ + 2'%)]

onde:

|z| é o médulo de z.

0 ¢é o argumento de z.

k varia de 0 a (n-1).

Passo a passo para utilizar a 2% formula de De Moivre:

Inicialmente calculamos o modulo em seguida determinamos o argumento do nimero

complexo ja previamente identificado o quadrante em que o afixo pertence plano complexo

Apos fazer isso substitua os valores na férmula e varie o valor de k£ que satisfacam

uma volta no circulo ji que as demais sao repetigdes.Os valores de k varia de 0 a (n-1).

0  2km .. 0 2k
2 = \/m [cos(n—i—n)—l—zsm(n—i—n)]

Por exemplo, se quisermos calcular a raiz quadrada de um ntmero complexo z,

usamos a segunda férmula de De Moivre com (n = 2):

0 2k 0 2k
7 = y/J2] - eos(5 + ) +isin(g + =50

Exemplo D.5. Vamos fazer uma aplicacao da 2% formula de De Moivre, para determinar

as raizes de um numero complexo qualquer:

Dado um nimero complezo z = —2 — 2v/3 . Vamos determinar as raizes quartas

deste numero e representd-las no Plano Argand — Gauss.

Encontramos aqui um seno e cosseno negativos. Se analisarmos o circulo trigonométrico

abaizo, podemos observar que este angulo estad localizado no 3° quadrante.

Modulo:

2] = (=2)2 + (—2v/3)2 = V16 = 4

Argumento :

-2
= arctan ( \2/§> = arctan \/§

"=3

Se analisarmos o circulo trigonométrico abaixo, podemos observar que este angulo

estd localizado no 3° quadrante.



vamos escrever z na forma trigonométrica:

4 (47r> Lisi <47r)
z=4-cos|— isin | —
3 3

Aplicando a formula a 29 formula de Moivre obtemos as raizes (n)-ésimas de um

nimero complexo z sao : Para as raizes quartas ((n = 4), temos:
= \/7 [COS (4” + Qlﬂ) + 4 sin (% + Q’fT”)]

Simplificando temos:

2z, = \/M [cos(g + %”) + i sin (% + %”)]

logo,

2k = V2 - [cos(ZAIETY 4 gin (2TEERT)]

onde: (k=10,1,2, ..., n-1).

Substituindo (k = 0, 1, 2,3), obtemos as quatro raizes de z.

Para as raizes quartas (n = 4), temos:

(I) Raiz 1: (Atribuimos o valor k=0)

z1 = V2 - {cos (W) + 2sin (W)]

Z1 = \/5[ cos( ) —l—zsm(zgﬂ

Z = V2 - [cos( ) + 2sin (%)]

a=V2-(5+i @)

z7 = g + i@
(II) Raiz 2: (Atribuimos o valor k=1)
=2 {cos (W) + isin (W)}
29 = \/5[ cos( ) —l—zsm(g’g)}
n=V2-(-§+i%)

(I1I) Raiz 3: (Atribuimos o valor k=2)
2y = \/5 {cos (27r+63-2~71'> + isin <2Tr+63'2~7r)}
23 = \/§[cos LUREE zsm(g")]
23 = \/i[cos o4 isin(?”)]
_ 47
“3 = \/§ [COS ( ) -Hsln(T’r)

z3 = \/Q[COS% + isin(%’r)] 273 =12 (—

D=
[\&)



(IV) Raiz 4: (Atribuimos o valor k=3)
=12 {cos (27r+63-3~7r> + §sin (27r+6343~7r)

21 =2 - {cos (HT") + 7 sin (HTWH

2
5 \6
=g Ty
2 6 2 6 2 6 2 6
Resp.: 2 + %5 — % +i9% = @ —iou P — i)

Observacao: Os afixos 4 raizes zg, 21, 22 € z3 pertencem a circunferéncia de raio
centrada na origem. Eles dividem o Plano de Argand — Gauss em 4 partes congruentes e

sao os vértices de um quadrado inscrito a circunferéncia:

Figura 13 — Quadrado inscrito a circunferéncia

"'y Im

A3

Fonte:www.obaricentrodamente.com/2010/05 /aplicacao-da-2-formula-de-de-moivre

De um modo geral, os afixos z; de um complexo z sdo vértices de um poligono
l2l
n

regular de n lados com o mesmo modulo,=inscrito em uma circunferéncia com centro na

origem e raio {/|z| no plano complexo.



Figura 14 — Raizes inscrito a circunferéncia

Fonte: www.matematicasimplificada.com /numeros-complexos-forma-polar

Observe ainda por esta figura que dando valores inteiros para k, os argumentos

crescem em progressao aritmética de razao %”, 0 que nos mostra que as raizes estao

uniformemente distribuidas na circunferéncia.

D.6 Raizes complexas da unidade

As raizes complexas en-ésimas de 1 sdo chamadas de raizes enésimas da unidade.
O que é equivalente a 2" = 1.

Considere z =1 = z = cos0+isin(

Logo, as raizes n-ésimas da unidade:

n _ k .. k

Wz = [cos (27”) + isin (27“)]

Quando localizamos as raizes n-ésimas da unidade no plano complexo como os

vértices geramos de um poligono regular de n lados.

D.7 Férmula da raiz quadrada de qualquer niimero complexo

Para determinar as raizes quadradas de um nimero complexo z > 0, siga as etapas

a seguir:
Escreva o nimero complexo na forma trigonométrica.

z=|z|-[cosf +i-sind]



Finalmente, aplicando a férmula de 1* De Moivre para determinar as raizes

quadradas:

Vz = \/|?] [COS (“%) + i -sin (”%)}

Simplifique as raizes quadradas:

Vz = \/m [COS(%—I—I{??T) +i-sin<g+k7r>}

Vamos escrever esta ultima igualdade da seguinte forma:
Vz = \/Q [cos(2ar) + i - sin(2c)].

Simplificagdo das Raizes:

As raizes quadradas sao simplificadas para

z= \/m [cos(a + km) + isin(a + k).

Vamos considerar os valores de k:

Para encontrar duas raizes complexas, k assume os valores 0 e 1.
Lembrando de duas identidades trigonométricas: Utiliza-se

cos(a+ 180°) = —cos « e sin(a + 180°) = — sin . Obtemos:

Para &k = 0:
Vz=1/]z] - {cosg —i—z’-sing}
Para k = 1:

_ 0 1 i win @
Vz=—/]z] - {cos 5 +i-sin 5}
Portanto, a férmula para encontrar as raizes quadradas de um nimero complexo

z = |z| - [cosf + i -sin 6] é dada por:

o .0
\/E—i\/m-[0052+1-81n2]

Exemplo D.6. Determinar as raizes quadradas do nimero complexo z = 5 — 124,
Inicialmente, vamos converter z da forma algébrica para a forma trigonométrica: Primeiro,

encontramos o modulo de z:

2] = /5% + (—12)? = /25 + 144 = /169 = 13

Em sequida, calculamos

_ 5 _ 12
cos(20) = 3 e (20) = — 13
Como 0 < 20 < 27 indica que (20) pode estar em qualquer quadrante.
Com base nos valores de seno e cosseno, deduzimos que 260 estd no quarto quadrante.

Agora, utilizando as relagoes trigonométricas:



COS(Q) _ /1+c§s29 e sm(é’) — /1—c§s26

Substituindo

cos(20) = 3 = cos(0) = 1+2% =V =1/5= \/% e em
sinf=—12 = sinf=/"8 =\ [E = [T =2
Portanto:

cos(f) = —\/% e sin(f) = \/%

Lebrando da a: formula de De Moivre as raizes quadradas de z:

\/E:\/M- {cos(%)+i-sin<%)} onde k =0, 1.

Substituindo os valores obtidos na formula de De Moivre as raizes quadradas de z

sao dadas por:

V= 12i= V13 [~ +i- Al = £(-3 +2i)



E Polinomios em uma variavel

Definigao: Um polinémio em C é uma soma formal f = f(x) do tipo f(x) =
ag - TF tap_ TNt ag 2t ar T+ ag = g apa”

Para algum & € N e a; # 0 chamada polinémio ou fun¢do polinémial na
variavel(indeterminada) x. Onde os nimeros complexos {ag,a,as,...,axt C C sdo
denominados coeficientes (constantes). Os nimeros indicados nos expoentes e nos indices

{k,;k—1,k—2,...,1,0} € N e a varidvel x podem assumir qualquer valor complexo.

Cada uma das parcelas formadas pelo produto de um niimero por uma poténcia

n-ésima positiva da varfavel z: aiz®, ar_12*71, ..., a1z, ay sdo chamadas de termos ou

mondmios do polinémio. O coeficiente a; # 0 é chamado coeficiente lider. O termo aq é

chamado de termo independente do polinémio.

Obs.: Um caso especial é aquele em que os coeficientes deste polindémio sao todos

numeros reais.

O maior valor do expoente da variavel x entre os termos de coeficientes nao nulos
¢ denominado grau do polinomio. Utilizamos a notacao grf = k, para dizer que o grau de
fék, sea,#0.

Observe que, na defini¢cdo de polinémios, incluimos a fungao constante p(z) = ao,

que possui grau zero se ag # 0 e a fungdo afim p(z) = ag + a1z, que possui grau um se
ay % 0.

Quando o grau gr f > 0, dizemos que f é um polinémio nao-constante.

Essas defini¢coes ajudam a classificar os polindémios de acordo com seus graus e

coeficientes.

Exemplo E.1. Considere o polinomio f(x) = 223 + 5x? — 4.
Os coeficientes de f(x) sao 2,5,0,—4.

Portanto, f(x) é um polinémio de grau 3.

Observagoes:

Se ay # 0, dizemos que f(z) tem grau k.

Um nimero complexo a é uma raiz do polindémio se f(«) = 0.
O polindmio f(x) = 22 + 1 tem grau 2 e suas raizes sdo z = =i.

Polindémio identicamente nulo Definigdo: O polinémio f(z) = 0z" + 0x™ +

...+ 02% + 0x + 0 = 0 é denominado o polinémio identicamente nulo (ou polinémio nulo)



sobre C. Assim, denotaremos por 0 polinémio identicamente nulo.
Polinémios Idénticos

Defini¢ao: Assumiremos que os polinémios f(z) = Y js0 axz® e g(x) = Ypso bpa”

sobre C sao iguais se, e somente se, ap = by para todo k > 0.

Polindémios constante: Dado o € C, denotaremos o polinémio f(z) = a + 02" +

02" + ... + 022 + 0z + 0 simplismente por a e o denominamos o polindmio constante «

E.1 Operacées com polindmios

Vamos definir sobre ¢ as operagoes adicao e multiplicagdo. Soma e produto de
polinémios

Defini¢do: Dados dois polindmios nao constantes f(z) = Yo axz® e g(x) =

2 k>0 bix* sobre C a soma e o produto de f e g denotados respectivamentes por f + g e

f - g, sdo os polinomios:
[+ 9=so0lar + b))z
e
f 9= Trsolar - b)a* = Thzo cra®, onde o = T aib;
A seguir, vejamos algumas propriedades da adi¢ao e multiplicacaode polinémios.

Consideremos f, g e h polindbmios quaisquer. A operagao de adigdo possui as seguintes

propriedades:
Associativadade: (f+g)+g=f+(g+h)e(f-9)-9=f-(g-h)
Comutativadade: f+g=g+fef-g=9-f
Existéncia de elemento neutro (aditivo e multiplicativo):
Existe g € C tal que f + g = f; e f-g = f para todo polinémio.
Existéncia de inverso aditivo:
Existe —g € C tal que f + (—g) = 0, para todo polindémio.

Obs.: O polindémio 0 (polinémio identicamente nulo) é o elemento neutro da
adi¢ao de polindémios e o polindmio constantef(x) = 1 é chamado de elemento neutro da

multiplicagao de polinémios.
Distributividade: f-(g+h)=f-g+ f-h)

As demonstragoes dessas propriedades se encontram em lezzi (2013, p.52 e 53).



E.2 Valor numérico dos polinémios

Dado um polindémio ndo constante f(z) = ay 2" +ap_1-2* 1 +.. . +az-22+a;-x+ag
com a; # 0, temos que valor numérico é um valor que se obtém substituindo a variavel z
por a, Va € C. Dessa forma, concluimos que o valor numérico de P(«) corresponde a f(x)

onde z = o

Exemplo E.2. Dado o polinomio f(x) = 4x® — 92 +8x — 10, determine o valor numérico

de p(3).

O wvalor de f(x) = 42® — 92 4+ 8z — 10 para f(3) € 41.

E.3 Raiz de um Polinomio

Defini¢ao: Dado um polinémio nao constante f e um niimero complexo a tal que

f(a) =0, dizemos que « é uma raiz ou zero de f.

Exemplo E.3. Observe o polinémio f(x) = x? — 6z + 8 quando aplicamos f(2).

Dessa forma, percebemos que o nimero 2 é raiz do polinomio f(x) = x* — 6z + 8,

pois temos que f(2) = 0.

As raizes polinomiais sdo fundamentais na elaboracao de graficos de polinémios(
fungoes polinomiais), pois sao elas que nos permitem identificar os pontos em que o grafico

intersecta o eixo das abscissas (eixo ).

Normalmente, problemas relacionados a raizes polinomiais surgem de duas formas.
Em uma situagao, verifica-se se a informagao fornecida para a varidavel resultara no valor
numeérico zero, isto é, se este valor representa a raiz do polindomio. Por outro lado, deve-se

determinar a raiz do polinémio.

E importante enfatizar que o nimero de raizes de um polinémio esta diretamente

ligado ao seu grau. Por exemplo, um polinémio de grau 2 s6 pode ter no maximo duas raizes,



independentemente de serem ntimeros complexos ou nao. Por outro lado, o polinémio de

grau 3 terd apenas 3 raizes possiveis.

Exemplo E.4. Verifique se 1 ¢ a raiz do polinémio f(x) = 23+ 22% — 2z — 1.
Caso 1 seja raiz, teremos que f(1) = 0.

Vamos verificar se isso é verdade.

F)=1342-12-2.1-1
f)=1+2-1-2-1
f)=1+2-2-1
f1) =

Portanto, o valor x =1 é uma das raizes do polinomio f(x) = 2® + 22* — 2z — 1.

Este polinomio pode ter até 3 raizes, mas isso serd discutido mais a frente.

Para grande utilidade do algoritmo da divisao de polindomios nos teoremas e
proposigoes sobre raizes de polinomios, discuriremos agora o enredo de sua demonstracao
(GONCALVES,Adilson, 2007).

E.4 Algoritmo da divisao para polinémios

Teorema do Algoritmo da Divisao para Polinémios:

Dados dois polinémios f(z) e g(z) (Sobre R ou sobre C) com d(x) # 0, existem

polinémios ¢(z) e r(x), que sdo chamado de quociente e resto, respectivamente, tais que:
f(x) =g(x) - q(x) +r(z)
r(z) =0 ou o grau de gr(r(x)) < g(x)
Além disso, os polindémios ¢(x) e r(z) sdo unicos.
Demonstracgao:
Primeiro demonstraremos a existéncia de ¢(z) e r(x).
Seja f(z) = ap2™ + ap_ 12" ...+ a1z +ag, de grf =ne
g(z) = bpx'm) + byp_12™ 1 + .+ bz + b0) de gr(g) =m

Se f(z) = 0 (polinémio nulo), entdo 0 = 0 - g(z) + 0; logo, tanto ¢ como r também

sao o polinémio zero.

Agora suponha que f(z) # 0.Assim gr(f(z)) = n. Se m > n, entao g(x) =0 e

Podemos agora supor que n > m.



Agora seja fi(z) o polindmio definido por:

fx) = gzan™m - g(x) + ri(2)
E facil ver que gr(f1) < gr(f(z). Vamos demonstrar o teorema por inducio sobre
gr(f) =n.

Sen=0,n>m = m = 0 e portanto f(x) = ag,g(x) = by # 0 e teremos

f(x) =32 - g(x) e basta tomar g(z) = ¢ e r(z) = 0.

Pela igualdade fi(z) = f(z) — 22" ™"g(z) e grfi(z) < grf(x) = n temos pela
hipétese de indugao que existe gi(z),r1(x) tais que fi(z) = q1(x) - g(x) + r1(x) onde
grri(z) = 0 ou o grau de ri(z) < gr(g(z)) . Dai segue imediatamente que: f(x) =

(q1(x) + 322" ~™)g(x) + ri(x), e portanto tomando g(x) = q1(z) + ;2 Tp—p € r1(z) = r(2).

m m

Agora vamos provar a unicidade.

Sejam ¢1(x), g2(x), 71(2) e ro(x) tais que fi(x) = qi(z) - g(x) +11(z) = g2(2) - g(2) +
ro(x) onder;(z) = 0 ou gr(r;(z)) < gr(g(z)),i =1,2.

Daf segue: (q1(x) — ¢2(2)) - g(x) = r2(2) — ri(x) Mas qi(x) # ra(x) o grau do
polinémio do lado esquerdo da igualdade acima é maior ou igual ao grau de g(z) enquanto
og(ra(x) —r(x)) < grg(x) o que é uma contradigdo. Logo ¢1(z) = ¢2(x) e dai segue
ri(z) = f(z) —q@) - g(x) = f(x) — g2(x) - g(x) = ra(x) como queriamos demonstrar.

O algoritmo da divisdo para polinémios nos diz que se vocé tem dois polinémios
f(x)e g(x), com g(z) # 0, e precisa dividir f(x) por g(z), entdo vocé conseguird encontrar
um quociente ¢(z) e um resto r(z), tnicos, tais que f(x) = g(x)-q(z)+r(z) onde r(x) =0
ou gr(r(z)) < gr(g(x)).

No caso em que, na divisdo de f(z) por g(x) obtivermos r(z) = 0 , ou seja, o resto

da divisao é o polinémio nulo, dizemos que g(x) divide f(x).

E.5 Teorema do resto

Teorema: Dado um dividendo polinomial f(z) e um divisor polinomial diferente

de zero, (z — k) onde o grau de d(z) é menor ou igual ao grau de f(z).O resto da divisao
de f(z) por (z — k) é igual a f(k).
Demonstracao

De acordo com a definigdo de divisao f(z) = (x — k) - g(z) + r(z) .Sendo o divisor
(x — k) linear(bindmio do 1°, o restante serd uma constante, r pois ao testarmos o valor

numérico (x = k) em f(z), obtemos:
f(k) = (k= k) -q(k) +7=0-q(k) +r=r
Portanto, f(k) é o resto da divisdao de f(x) por (x — k).



Exemplo E.5. Use o Teorema do Resto para determinar o resto da divisao de f(z) =
6zt — 2® — 1522 + 22 — 7 por (z — 2).

Solgao: Pelo teorema basta calcular f(2),

f(2)=6-21—2%—-15.2242.2 -7

(2
f(2)=6-16—-8—15-4+4—7
f(2)=96—-8—-60+4—7

(2

£(2) =100 — 75
F(2) =25

O Teorema do Resto é um recurso eficaz que torna o cdlculo do resto na divisdo de
um polinomio f(x) por um binomio da forma (z — k). O teorema estabelece que o saldo
dessa divisao corresponde ao valor de f(k). Ou seja, para descobrir o resto, basta substituir

'k' na expressio do polinomio f(x) e calcular o resultado.



F Equacoes Equacoes Algébricas

Definigcao: Denominamos equagoes polinomiais ou equacoes algébricas,toda equagcdo
que pode ser reduzida d forma: f(x) =0, em que f(x) = apa™+a,_ 12, 1+. . . Fa1x+ag, a, #
0 é um polinomio qualquer de grau n. Entdao, de forma geral, uma equacao polinomial pode

ser representada por:
A" + 12" 4 Fagr? +ax+ag =0
O coeficiente a, que acompanha a varidvel de maior expoente, que determina o

grau da equagdo € chamado de coeficiente dominante e o termo ag € o termo independente.

Exemplo F.1. Dado o polinomio de grau 3, f(x) = 923 — 3622429z — 6 fazendo f(x) =0

temos a equagdio cibica. 923 — 362% +29x — 6 =0

Exemplo F.2. 23+ 22 —2—-1=0
52° — 5% — 80z + 80 = 0

F.1 Raiz de uma equacao polinomial

Proposicdo: Dado um polinomio f(x) = apz™ + ap_ 12" '+ ...+ a1 + ag, a, #

0.Dizemos que o € C € uma raiz ou zero do polindmio f,se f(a) =0 isto é:
fla) = apa™ + ap_1(a)" P+ ...+ a1(a) + ag,a, #0=0
Demonstracao

Do Teorema da divisao Euclidiana seque que existem polinomios q(z) e r(x) em
C tais que f(x) = (x — a) - q(x) + r(x), onde r(x) =0 ou gr(r(x)) < gr((z —a)) = 1.
Portanto, podemos escrever f(x) = (v — a)q(x) + r9,onde 1o € C. Calculando f(x) em «a,
temos f(a) = (a — a)q(a) + 1o, de onde seque que ro = f(a). Assim, se (x — «) divide

f(z), entao f(a) =0, e reciprocamente

F.2 Multiplicidade de uma raiz

Defini¢ao: A multiplicidade de uma raiz a de um polinomio f(x) = 0 indica o
numero de vezes que essa raiz € aparece na decomposicao do polinomio. Em outras palavras,
afirmamos que a representa a raiz da multiplicidade m > 1 da equagio f(x) = 0 se, e
somente se, essa multiplicidade for igual a 1. f(z) = (z —a)™ - q(x), onde a é a raiz da
multiplicidade m de f(x) = 0. Se uma, duas, trés ou mais raizes forem iguais, elas sdo

chamadas de raizes simples, duplas, triplas e assim por diante.



Exemplo F.3. A equacgio f(x) = z* — 52% + 62 + 4x — 8 = 0, admite a raiz simples
—1 e raiz 2 com multiplicidade 3. Logo, podemos escrever f(z) = (z + 1) - (z — 2)? =

(x4+1)-(z—=2)-(x—2) (x —2)
Portanto, a equagdo € de 4° grau, porém, o conjunto solugdo so tem dois elementos

S ={-1,2}

F.3 Conjunto solucao de uma equacao polinomial

Definigdo: Chama-se conjunto solu¢io ou conjunto verdade da equagao f(z) =0

em C o conjunto S ou V' cujos elementos sao as raizes complexas da equagdo.

Exemplo F.4. Com relagio a equacdo x3 + 2% — 2 — 1 =0, temos que x = —1 também é
raiz pois (—1)* + (—=1)> = (=1) =1 =—-1+41+1—1=0. Por ora, acredite que x = +1
sdo suas unicas raizes, sendo x = —1 uma raiz dupla. Desta forma, seu conjunto solugdo,

muitas vezes denotado por S, € dado por

S={-1,1} ouV ={-1,1}.

OBS: Resolver uma equagdo polinomial € obter o seu conjunto verdade.

F.4 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (TFA) afirma que todo polinémio f(z) =0
de grau n > 1 admite pelo menos uma raiz complexa, seja ela real ou nao. Este teorema
foi demonstrado por Carl Friedrich Gauss em sua tese de doutorado em 1799, quando ele
tinha apenas 21 anos. A demonstragao de Gauss é um marco importante no estudo das
equagoes algébricas e na matematica em geral. OBS: Equagoes de 5° grau ou maiores nao

possuem féormulas para a sua solucao direta.

Para a demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, é necessario um

conhecimento avangado em matematica, geralmente abordado em cursos de graduacao.

F.5 Teorema da Decomposicdo ou teorema do fator

O Teorema da decomposicao é uma aplicagdo do TFA que nos garante que todo
polinémio f(x) = a,z™ + ap_1Tp_1 + ... + @12 + ag,a, # 0 de grau n > 1 pode ser
decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é f(z) = a, - (x —x1)(x —23) - .. .- (x — 21),

em que xy,Ts, ..., T, sao as raizes de f(x).

Teorema:Todo polindmio f nao-constante de grau n > 1 e coeficiente dominante

a, # 0 pode ser fatorado como o produto de n fatores do 1° grau (fatoragao linear):



Demonstracao

Como f(z) é um polindmio de grau n > 1, pelo Teorema Fundamental da Algebra
(T.F.A), f(z) admite pelo menos uma raiz complexa z;. Assim pelo teorema do resto
f(z1) = 0 o que significa que f(z) é divisivel por (z — x;).Entao existe um polinémio

¢ ().

f(@) = (& —21) - qu(2)
em que ¢;(z) é um polindémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,, ( pois o

divisor x — x; tem coeficiente dominante unitario). Temos:

(i) Se n = 1, entao ¢;(x) é um polindémio de grau 1-1=0, ou seja ¢;(z) é um
polinémio constante, dado por ¢;(z) = a,. Substituindo em f(x) = (x — x1) - ¢1(x),vem

f(z) =a, - (x — x1) e o teorema fica demonstrado.

(ii) Se n > 2, entdao n — 1 > 1.Assim, podemos aplicar, podemos aplicar o TFA
ao polindémio g;(x). isto é ¢1(z) tem ao menos uma raiz complexa xy. Assim ¢;(z2) =0 e

¢ (x) é divisivel (x — z3):

q(z) = (z — z2) - ¢2()

em que ¢z(x) é um polindmio de grau n—2 e coeficiente dominante a,, ( pois o divisor
x — x9 tem coeficiente dominante unitario). Substituindo em f(z) = (z — 1) - 1 (x),resulta

em:

f(x)=(z —21) - (x — 22) - q2()

(i) Se n = 2, entdo ¢z(x) é um polindémio de grau 0, dado por ¢(z) = a,.
Substituindo em f(z) = (z — x1) - (x — 22) - g2(x),vem f(x) =a, - (r —x1) - (x —23) €0

teorema fica demonstrado.

Aplicando sucessivas vezes o T.F.A.,obtemos, obtemos:

fle)=(z—x1) - (x —22) ... (x — xy) - gu(T)

em que ¢,(x) é um polindémio de grau n — n = 0, dado por ¢,(z) = a,.

Obs.:Pela definigao de identidade de polinémios, o coeficiente a,, de f(x) deve ser
igual a g, ().

Portanto:

fl@)=an - (r—mx) (x —x2) ... (. — )

Isso mostra que qualquer polinémio de grau n pode ser decomposto em n fatores

lineares, cada um associado a uma raiz complexa do polinémio.



Entao, f(x) pode ser decomposto em n fatores do 1° grau sob a forma:

flx)=an - (r—21) (x —x2) ... (¥ — ),
em que xy, Ty, ..., T, sdo raizes de f(z) e a, é o coeficiente dominante de f(x).
Observacgoes
(1) Dizemos que cada um dos polindémios de 1° grau, x — x1, 2 — xa,..., T — x, &

um fator de f(x).

(2) f(x) é divisivel por cada um de seus fatores, individualmente ou por qualquer

produto desses fatores.

Exemplo F.5. Fatore f(x) = 52° — 5z* — 80x + 80 = 0 sabendo que suas raizes sio
1,-2,2,—-21 e 21.

Resolugao:

Nas condigoes do Teorema da decomposicao, temos que

n=>5a,=as=5,x1 =129 =—-2,23=2,04 =—21 € x5 = 2.

Assim

f(@) = as(z — 21)(x — 22) (7 — @3) (7 — w4) (2 — 25)

=5z —1(z+2)(z—2)(x+2i)(xr—2i) =0
Exemplo F.6. Use o teorema da decomposicao em fatores lineares para encontrar os zeros
de um f(z) = 23 + 42* — 4z — 16 dado que (x — 2) € um fator do polindmio.

Solucao:

Os zeros sdo 2,—2 e —4.

F.6 O Teorema das Raizes Racionais

Teorema: Seja f(z) = a 2™ + ap_ 12" ' + ... + as2* + a1 + ag, com a,, # 0 um
polindmio com coeficientes inteiros, se o niimero g, comp € Zeq€eZ* comp e q primos
entre si, é raiz da equacao, entao p é divisor do termo independente ag e ¢ é divisor do

termo dominante a,,.
Demonstracao

Como £ € raiz do polindmio f(z),temos

P =an(®) +an () ot a (2) 4 () + =0

q q

Multiplicando ambos os lados da equacao por ¢", obtemos:



F(B)=anp” +anap"™ g+ ... +ap? "2+ ag" + apq" =0,
Podemos reescrever a equac¢ao como:

an P = —q(an_1p" "+ A aap? - ¢ 4 a1+ apg™ ).

Da equacao acima, vemos que q divide a,p.

Como mdc(p, q) = 1, isso implica que ¢ deve dividir a,,.
Similarmente, podemos reescrever a equa¢ao como:

ao q" = —planp" "+ agp® - ¢+ a " Y)

Da equacao acima, vemos que p divide agg"™. Como mdc(p, ¢) = 1, isso implica que

p p deve dividir ag.

Portanto, se % é uma raiz racional do polinémio P(z) entdao p é divisor de ag e g é
divisor de a,,.
Exemplo F.7. Determine as raizes da equag¢io x* — 62° + 1422 — 162 +8 =0

Solucao:

Pelo teorema das n raizes de uma equagdo polinomial de grau n, a equagdo dada
tem 4 raizes e utilizando o teorema das raizes racionais sabemos que as possiveis raizes
racionais sao +1,4+2, +4 +8.

Pelo método de divisao sintética, as raizes da equagao sao 1 +1i,1 —i,2(dupla).

F.7 Raizes complexas:

Teorema: Se um numero complexo nao-real, z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma
equacao polinomial com coeficientes reais, entao seu conjugado, Z = a — bi, também ¢é raiz

dessa equacao.

Em Matematica, o Teorema Fundamental da Algebra afirma que qualquer polindmio
f(x) com coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1 possui alguma raiz

complexa.

Exemplo F.8. A equacio z* = 4 — 3, tem as sequintes raizes no conjunto dos nimeros

complexos:

L1, -14ivV2 e —1—1iV2.

Demonstracao

Para a demonstracao do teorema das raizes conjugadas vamos utilizar as propriedades

do conjugado de um nimero complexo ja apresentada e discutidas.



Seja a equacdo f(z) = @™ + ap12" ' + ...+ agz? + a1x + a9 = 0, onde

ag, ay, as, . . ., a, sao seus coeficientes sao reais e z é raiz de f(x), isto é, f(z) = 0.
Provemos que o conjugado de z também é raiz dessa equagao, isto é, f(z) = 0.

Dados dois nimeros complexos z; ezs e considerando seus conjugados z €z, temos:

(

(

iii) z; = Z se, e somente se z; é real
(iii) :

(

iv) 27 =z

=7
Vamos verificar que Z, na equagao f(x).

fE)=a, Z"+a, 12" +...+a1-Z+ ao.

Lembrando que o conjugado de um niimero real puro a ¢ igual a ele proprio,
f(Z)

f@=a, 2"4+a,1-2""'+... +a-z2+a

Up 2"+ 01 2" 4. a2+

f@)=a, - 2"+a,1-2""'+.. . +a-z+a=p-(2)=0=0.

Com isso, podemos concluir rapidamente a prova deste teorema.

Portanto, Z também ¢ raiz.
Exemplo F.9. Se 2 = 2+ 3i é uma raiz de p(z) = * — 4x + 13, mostre que 2 =2 — 3i ¢
outra raiz.

Solucao:

Sabemos que se z € a raiz de um polinémio, devemos ter f(z) = 0. Portanto,

podemos usar z = 2 — 3i no polindmio e verifica a igualdade de f(Z) = 0.

Se verificar a igualdade entao f(Z) também é uma raiz de f(z).

F(2=3i)=(2-3i)2—4(2—3i)+ 13
F(2-3)=4-12i + 9 -8 +12i + 13
F(2=3i) =9+9(=1)
F2=3)=9+9-(-1)
f2=3)=9-9

f(2=3i)=0

Obtemos zero apds substituir z = 2 — 3¢ no polindémio. Isso significa que z = 2 — 3¢
é uma raiz de f(z),provando a validade do teorema das raizes conjugadas de polinémios

de coeficientes reais.



Observacoes

(1) Se o nimero complexo z = a + bi,b # 0, é raiz com multiplicidade m de
uma equagao polinomial, entao seu conjugado Z = a — bi,b # 0 também é raiz com

multiplicidade m dessa equagao.

(2) Esse teorema nos garante que, em uma equagao polinomial de coeficientes reais,
as raizes complexas nao reais sempre ocorrem aos pares. Dessa forma, uma equacao de grau
fmpar apresenta ao menos uma raiz real. Assim por exemplo,a equacio ax®+bx?+cx+d = 0,
(com a, b, ¢ e d reais) adimite uma ou trés raizes reais, pois o nimero de raizes complexas

nao reais é par.



G CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi apresentar o surgimento dos niimeros complexos
oferecendo uma perspectiva histérica do surgimento desses niimeros a partir da invencao
da unidade imaginaria na resolugdo de equagoes quadraticas e ctibicas, pois, acreditarmos
na possibilidade da historia dos nimeros complexos e mais amplamente que a histéria
da matematica possa despertar nos professores e nos alunos uma nova perspectiva para
ajuda-los no processo de ensino e aprendizado deste contetido relevante e desmitificar a
ideia de que Matematica é direcionada apenas uma pratica docente diferenciada, menos
centrada em uma matematica de resultados prontos, e mais em uma matematica de
descobertas e conexoes. Dessa forma concluimos que a Historia da Matematica é uma
ferramenta fundamental no ensino-aprendizagem dos contetudos, por trazer resultados

positivos em sala de aula.

Com essa percepcao os alunos e professores além de compreender melhor sobre
o conteido, conseguem também assimilar de forma significativa. Apresentar contetidos
matematicos através da historia acrescenta bastante na bagagem do aluno e facilita
muito para que o aluno nao esquega das principais defini¢bes. Através dessa abordagem
sugere-se a aplicacao da historia da matematica no ensino de outros contetidos como
geometria, trigonometria e o estudo de aplicagoes desse contetdo ao longo do tempo e

suas contribuigoes para o futuro.
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