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Resumo

Nesta tese, estudamos a mecanica quantica em referenciais nao inerciais em dois cendrios
diferentes. Primeiro, estudamos os efeitos de rotacado no problema de Aharonov-Bohm (AB)
nao relativistico para particulas de spin-1/2 para estados ligados. Usamos uma técnica baseada
no método de extensao auto-adjunta e determinamos uma expressao para as energias dos esta-
dos ligados. A inclusao do elemento de spin na Hamiltoniana garante a existéncia de solugoes
de estados ligados. Apresentamos uma andlise numérica das energias e verificamos que tanto
os graus de liberdade de rotagao como os de spin afetam as energias da particula. O principal
efeito que observamos nesta andlise é um valor de corte, manifestado no parametro de fluxo
de AB, que limita os valores das energias positivas e negativas. Em seguida, consideramos os
efeitos da rotacao no movimento quantico nao relativistico de uma particula carregada confi-
nada a um anel 2D na presenca do efeito AB e de um campo magnético uniforme. Comegamos
por formular a equagao de Schrodinger com um acoplamento minimo, incluindo o campo de
calibre para o referencial em rotagao e o vetor potencial do campo eletromagnético. Resolvendo
a equacao do movimento, determinamos os autovalores e as autofungoes da particula. Anali-
samos a distribuicao de probabilidades em funcao da variacao dos valores dos parametros de
rotacao e observamos uma mudanca notavel na distribuicao. Esta mudanca indica uma maior
probabilidade de localizar os elétrons nas bordas do anel. Em seguida, passamos a investigar os
efeitos da rotacao nas propriedades opticas lineares e nao lineares do sistema. Em particular,
estudamos as alteragoes lineares, nao lineares e totais do indice de refracao, bem como os coe-
ficientes de absorcao optica. Através de andlise numérica, demonstramos efeitos significativos
da rotagao nos niveis de energia e nas propriedades épticas. Os nossos resultados indicam que,
para os parametros fisicos considerados, o efeito da rotacao nas propriedades opticas torna-se

proeminente em valores da ordem de alguns terahertz.

Palavras chave: Mecanica quantica, referenciais nao inercias, efeito Aharonov-Bohm, anéis

quanticos, optica nao linear



Abstract

In this thesis, we study quantum mechanics in non-inertial reference frames in two different
scenarios. First, we study the effects of rotation in the spin-1/2 non-relativistic Aharonov-Bohm
problem for bound states. We use a technique based on the self-adjoint extension method and
determine an expression for the energies of the bound states. Including the spin element in
the Hamiltonian guarantees bound state solutions. We perform a numerical analysis of the
energies and verify that both the rotation and the spin degrees of freedom affect the energies of
the particle. The main effect we observe in this analysis is a cut-off value manifested in the AB
flux parameter, which limits the values of the positive and negative energies. We then consider
the effects of rotation on the nonrelativistic quantum motion of a charged particle confined to
a 2D ring in the presence of the AB effect and a uniform magnetic field. We first formulate
the Schrodinger equation with minimal coupling, including the rotating frame gauge field and
the electromagnetic field’s potential vector. By solving the equation of motion, we determine
the eigenvalues and eigenfunctions of the particle. We analyze the probability distribution as a
function of varying rotation parameter values and observe a noticeable shift in the distribution.
This shift indicates a higher probability of locating the electron at the ring’s edges. We then
investigate the effects of rotation on the system’s linear and nonlinear optical properties. In
particular, we study the linear, nonlinear, and total refractive index changes and the optical
absorption coefficients. We demonstrate significant rotation effects on energy levels and optical
properties through numerical analysis. Our results indicate that, for the physical parameters
considered, the effect of rotation on the optical properties becomes prominent at values of the

order of a few terahertz.

Keywords: Quantum mechanics, non-inertial references, Aharonov-Bohm effect, quantum

rings, non-linear optics
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CAPITULO 1

Introducao

Nos ultimos anos, as nanoestruturas semicondutoras, em particular os anéis quanticos, tém
sido objeto de intensa investigacao tanto por seu interesse tedrico quanto por suas promisso-
ras aplicacoes. Os anéis quanticos sao nanoestruturas circulares ou anelares que apresentam
propriedades épticas e eletronicas interessantes resultantes do confinamento de portadores de

carga em duas dimensoes.

Source

500 nm

Figura 1.1: a) Micrografia do anel tirada com AFM apds a gravacao da estrutura. b) Esboco

esquemaético do anel [1].

Alguns exemplos dessas aplicagoes incluem o desenvolvimento de dispositivos eletronicos,



optoeletronicos e em spintronica [2-7]. O confinamento proporcionado por esses anéis resulta
em niveis de energia bem definidos e estados de spin de elétrons estaveis, minimizando interacoes
com o ambiente e mecanismos de flip de spin. Isso leva a tempos de coeréncia relativamente lon-
gos, tornando-os candidatos promissores para a producao de qubits de estado sélido com tempos
de decoeréncia suficientes para a implementacao de dispositivos utilizados em computacao e in-
formacgao quantica. [8] Além das aplicagoes tecnoldgicas, os anéis quanticos também despertam
interesse tedrico devido a fenomenos como o efeito AB [9] e correntes persistentes, que surgem
do confinamento quantico de portadores de carga e da quantizacao de fluxos magnéticos em
estruturas anelares[10-13].

O efeito Aharonov-Bohm (AB) [9] é um fendomeno quantico intrigante que desafia nossa
compreensao tradicional da interacao entre particulas carregadas e campos eletromagnéticos.
Ele demonstra que a presenga de um campo magnético, mesmo em regioes onde a intensidade
do campo é zero, pode afetar o comportamento de particulas carregadas, como elétrons. Esse
efeito é observado quando as particulas percorrem trajetérias ao redor de uma regiao onde
um campo magnético estd presente, mas sem realmente entrar nessa regiao. Durante esse
movimento, a particula adquire uma fase adicional em sua funcao de onda, o que pode levar a
padroes de interferéncia observaveis, mesmo sem uma forca magnética direta sobre a particula.
A compreensao deste fenomeno tem gerado debates sobre os fundamentos da mecanica quantica,
especialmente em relacao ao papel dos potenciais eletromagnéticos e a questao da nao localidade
[14].

Além de ser observado nos anéis quanticos, outros experimentos ja haviam comprovado a
existéncia do efeito AB. Nesse ponto, vale a pena observar que, em seu famoso manuscrito, Aha-
ronov e Bohm propuseram dois tipos de experimentos, consistindo em um efeito AB magnético
e sua contraparte elétrica. Apesar disso, a versao magnética atraiu mais atencao. Portanto,
nesta tese, usaremos o “efeito AB” para nos referirmos a sua versao magnética.

O efeito AB pode ser interpretado como uma fase geométrica que surge em particulas
confinadas a topologias nao triviais, o que faz com que este fenomeno esteja presente em varios
campos de pesquisa, e varios efeitos andlogos tenham sido propostos. Por exemplo, Aharonov
e Casher [15] previram que é possivel obter uma fase quantica para uma particula neutra que
tenha um momento magnético. Nesse caso, hd um campo elétrico devido a uma linha de carga,

mas nao ha forca agindo sobre a particula. Esse efeito é conhecido como efeito ” Aharonov-



Casher”. Da mesma forma, uma particula obrigada a se mover em uma regiao na qual nao ha
curvatura pode ser influenciada por efeitos de curvatura provenientes de uma regiao inacessivel
a ela, o que corresponde a uma versao de um analogo gravitacional [16, 17]. Outras versoes
de andlogos gravitacionais também foram investigadas [18]. Outro exemplo de efeito andlogo
consiste em um efeito hidrodinamico, no qual as ondas sonoras sao espalhadas por um vértice
quantizado em um hélio superfluido [19]. Além disso, hd um anélogo ptico no contexto de
metamateriais [20] e um analogo fotonico, que surge das interagdes féton-fonon [21]. Uma
versao do efeito AB para campos nao abelianos também foi apresentada [22].

O estudo do efeito AB nao esta restrito ao caso de estados quanticos de espalhamento
e experimentos de interferometria. A influéncia de um fluxo eletromagnético também pode
afetar uma particula quantica no caso de estados ligados. Pode-se dizer que a presenca de um
fluxo magnético, por exemplo, pode afetar os autovalores de energia de uma particula para
estados ligados, mesmo que nao haja um campo eletromagnético agindo sobre esses estados de
energia [23]. O efeito AB para estados ligados foi analisado em muitos cenarios diferentes. Por
exemplo, ele pode ocorrer em anéis de grafeno [24], afetando sua degenerescéncia de vale [25].
Em nanotubos de carbono, o efeito AB também pode estar relacionado a estruturas de excitons
[26].

Apesar de o efeito AB ter sido originalmente pensado para elétrons, a influéncia que o
spin da particula poderia ter s6 foi estudada anos mais tarde. Em uma sequéncia de trabalhos
pioneiros, Hagen demonstrou que é necessario levar em conta o surgimento de um termo Zeeman
contendo uma interagdo d quando o grau de liberdade de spin esta presente [27-29]. Esse tipo
de interagao modifica o Hamiltoniano, introduzindo uma singularidade. Portanto, é necessario
empregar técnicas apropriadas para lidar com ela. Podemos usar o método de extensoes auto-
adjuntas para tratar esse problema [30, 31].

Em referenciais nao inerciais, as leis convencionais da fisica, estabelecidas em referenciais
inerciais, sofrem modificacoes devido a presenca de aceleracoes ou rotacoes. Essas modificacoes
introduzem fenomenos unicos e abrem novos caminhos para investigar a interacao entre a
mecanica quantica e o movimento. Por exemplo, em referenciais acelerados, o efeito Unruh [32]
preve que um observador percebera um banho térmico de particulas mesmo no espaco vazio,
um efeito semelhante a radiagdo Hawking em buracos negros. Isso implica que o simples fato

de um observador estar acelerado pode dar origem a consequéncias observaveis em sistemas



quanticos. A investigacao dos efeitos de rotagao na mecanica quantica tem um longo historico
de pesquisas extensas. Tsai e Neilson [33] também mostraram que o efeito de interferéncia
quantica em referenciais rotativos é andlogo ao conhecido como efeito Aharonov-Bohm (AB)
[9]. Obter uma compreensao mais profunda de como a rotagao influencia os sistemas quanticos
oferece percepcoes valiosas sobre o comportamento fundamental das particulas. No entanto,
a investigacao dos efeitos rotacionais em sistemas como anéis quanticos é um tépico recente.
Investigagoes analiticas abordaram recentemente os efeitos rotacionais em sistemas de anéis
quanticos [10, 34]. Além disso, investigagoes numéricas recentes mostraram efeitos rotacionais
notdveis em estados eletronicos, correntes persistentes e magnetizacao em anéis quanticos [11,
12]. Em geral, o impacto da rotagao no estudo de anéis quanticos tem implicagdes interessantes
nos niveis de energia e no comportamento quantico fundamental do sistema, como mudancas nos
estados fundamentais [10-12, 34]. Portanto, o estudo da distribuigao espacial das particulas
e das propriedades Opticas dos anéis quanticos sob efeitos de rotagao ainda é um tépico em
aberto. Futuras investigacoes sobre esse tépico avancam nosso entendimento tedrico e sao
promissoras para o progresso de dreas como a optica quantica, a optoeletronica e suas aplicacoes.
Além disso, atualmente, o maior desafio da fisica é a formulagao de uma teoria quantica da
gravidade. A maior dificuldade para atingir esse objetivo é a falta de testes experimentais
que possam orientar os fisicos. Estima-se que a deteccao direta da gravidade quantica deva
ocorrer em escalas de comprimento e energia proximas a escala de Planck, algo ainda distante
do alcance de nossa tecnologia atual. Uma alternativa mais factivel é realizar experimentos
com sistemas quanticos em escalas de energia menores em referenciais nao inerciais e campos
gravitacionais e tentar obter evidéncias da estrutura quantica do espago-tempo de maneira
indireta. Pioneiros nesse sentido, experimentos de interferometria com néutrons detectaram a
influéncia da gravidade nos padroes de interferéncia destas particulas [35-37]. A pesquisa por
assinaturas de gravidade quantica em campos fracos e em referenciais nao inerciais se tornou
um campo de pesquisa bastante ativo e interessante e motivam o estudo de sistemas quanticos
nestes cenarios [38, 39, 39-48, 48-52].

A éptica nao linear é um ramo da fisica que estuda materiais nos quais a resposta a luz
é nao linear, ou seja nao é proporcional ao campo elétrico incidente [53-57]. Em vez disso,
esses materiais exibem fenomenos Opticos nao lineares, nos quais as respostas do material sao

mais complexas e resultam em uma variedade de efeitos como geracao de harmonicos, mistura



de frequéncias, soma e subtracao de frequéncias, entre outros. A Optica nao linear tem seu
inicio na década de 1960, com a criacao do laser, e desde entao esse campo se tornou foco
de intensa pesquisa tedrica e experimental devido ao reconhecimento de que esses fenomenos
podem ter muitas utilidades praticas; por exemplo, a dobra de frequéncia permite a geracao de
luz coerente em comprimentos de onda diferentes dos lasers disponiveis [53-56].

Nanoestruturas semicondutoras também exibem propriedades 6pticas nao lineares, como
pode ser demonstrado pelo célculo de coeficientes de absorgao dptica (do inglés OAC’s) e mu-
dangas no indice de refracao (do inglés, RIC’s). Tais propriedades dpticas sofrem influéncias
do confinamento dos portadores de carga e da geometria dessas estruturas, o que torna esses
materiais candidatos a possiveis aplicacoes inovadoras. Em particular para anéis quanticos, po-
demos citar o estudo dos efeitos sobre as propriedades épticas de pontos quanticos cilindricos
influenciados pela temperatura e pressao [58], o calculo das propriedades épticas de pontos
quanticos esféricos com potenciais de confinamento combinados [59] e a pesquisa das proprie-
dades 6pticas do disco quantico com distor¢ao azimutal que podem ser tuteis em dispositivos
optoeletronicos [60] e fotonicos [61].

Neste trabalho, vamos estudar dois tipos de sistemas em referenciais nao inerciais. O pri-
meiro é o problema de AB para estados ligados em um referencial girante; no segundo, estu-
damos as propriedades 6pticas nao lineares de um anel quantico semicondutor também em um
referencial girante. Nosso estudo é original, pois, até onde sabemos, nao ha trabalhos anteri-
ores que abordem esses sistemas especificos nas condi¢oes mencionadas, proporcionando uma
nova perspectiva sobre as dinamicas e caracteristicas destes sistemas em referenciais girantes.
No capitulo 2, faremos uma revisao do efeito AB, passando por sua histéria, discussoes acerca
do seu significado e uma interpretacao matematica usando topologia e geometria diferencial.
No capitulo 3, estudaremos a mecanica quantica de particulas com spin em um referencial nao
inercial. Partiremos da equacgao de Dirac em um referencial nao inercial e chegaremos a equacao
de Pauli-Schrédinger, utilizando o método de Foldy-Wouthuysen-Tani. Estes resultados serao
utilizados no capitulo 4, para estudar o espectro de energia de uma particula confinada em um
potencial de AB em um referencial nao inercial. Veremos que a inclusao do grau de liberdade
de spin da particula resulta na adicao de um termo singular no Hamiltoniano; vamos utilizar
o método de extensao auto-adjunta para regulariza-lo. Em seguida, no capitulo 5, faremos

uma breve revisao de Optica nao linear. Apresentaremos um pouco do formalismo do operador
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densidade na mecanica, que utilizaremos no céalculo das susceptibilidades 6pticas nao lineares
de um sistema de dois niveis interagindo com um campo elétrico intenso. De posse das suscep-
tibilidades, poderemos obter as mudancas no indice de refracao e os coeficientes de absorgao
lineares e nao lineares do sistema. Depois, no capitulo 6, iremos calcular os RIC’s e OAC’s
de um anel quantico bidimensional sob o efeito de um potencial de AB em um referencial nao

inercial. No ultimo capitulo apresentamos as conclusoes.
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CAPITULO 2

Efeito Aharanov-Bohm

Na mecanica quantica, a presenca dos potenciais escalar e vetorial (denotados como ¢ e A,
respectivamente) é essencial de uma forma que nao é necessaria na fisica classica. Na fisica
classica, eles sao apenas ferramentas matematicas para calcular as quantidades fisica de inte-
resse, os campos E e B; porém, na mecanica quantica esses potenciais aparecem explicitamente
na equacgao de Schrodinger. No entanto, as transformacoes de calibre aplicadas aos potenci-
ais se combinam com as transformacoes de fase locais da funcao de onda quantica e a teoria
permanece invariante sob estas transformagoes. Porém, em 1959 [9], Aharonov e Bohm, ela-
boraram dois experimentos mentais para mostrar que a inevitavel presenga dos potenciais na
formulacao matematica da mecanica quantica poderia ter consequéncias fisicas surpreendentes.
Em tais experimentos, as particulas carregadas poderiam ser afetadas pelos potenciais mesmo
quando se move por regioes onde E e B sao nulos. Este fenomeno ficou conhecido como efeito
AB. A questao que fica é: Quantidades que sdo invariantes de calibre podem conter algum
significado fisico? Antes de aprofundarmos-nos nesta questao vamos discutir os potenciais, as
transformacoes de calibre e como eles sao incorporados a mecanica quantica via acoplamento

minimo.

12



2.1 Transformacoes de calibre

Os potenciais elétricos e magnéticos nao sao univocamente definidos e podemos altera-los
desde que resultem nos mesmos campos observados. A este tipo de transformacao, damos o
nome de transformacoes de calibre; a esta parcial arbitrariedade de escolha dos potenciais da-
se o nome de liberdade de calibre. Tendo sido surgido como forma de simplificar equagoes no
eletromagnetismo, a invariancia de calibre tem um papel fundamental na mecanica quantica,
no Modelo Padrao da fisica de particulas. Além disso, é parte importante da controvérsia que
envolve o efeito AB. Nesta secao, vamos fazer uma breve revisao da eletrodinamica cléssica e
dos potenciais antes de nos aprofundarmos no efeito Aharonov-Bohm.

Tais transformagoes assumem significados distintos na eletrodinamica classica e na mecéanica
quantica. Na eletrodinamica classica, essas transformagoes sao simplesmente redefinigoes dos
potenciais eletromagnéticos que nao afetam os campos elétrico e magnético observados. Elas
refletem a liberdade de escolha na descricao do campo eletromagnético, permitindo selecionar
uma formulacao conveniente para resolver problemas especificos. Por outro lado, na mecanica
quantica, as transformagoes de calibre tém implicacoes mais profundas. Elas nao apenas repre-
sentam diferentes descrigoes dos potenciais, mas também influenciam diretamente as proprie-
dades fisicas.

A eletrodinamica cléssica é descrita pelas quatro equagoes de Maxwell [62]

vV-E=2 (2.1)
€0
V-B =0, (2.2)
0B
OE
VxB= ,U()J + ,U()EOE, (24)

que estabelecem as relagoes entre os campos elétricos e magnéticos e suas fontes, as densidades

de cargas p e as densidades de correntes J, pela equacao de continuidade

dp
L J =2t 2.
VeJ=—o (2.5)
pela forca de Lorentz
F=q(E+vxB), (2.6)

que rege o movimento de cargas de prova sob a acao de campos eletromagnéticos. Estas

equagoes contém os principios da eletrodinamica cldssica (no vacuo). E conveniente, em muitos
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casos, introduzir os potenciais escalar ¢ e vetorial A. Reescrevendo os campos em funcao dos

potenciais, temos

B=VxA, (2.7)
0A

Os potencias escalar e vetorial simplificam bastante os célculos no eletromagnetismo classico;
em vez de calcular as seis componentes dos vetores E e B, calculamos as quatro componentes
de ¢ e A e depois obtemos os campos através de derivadas. Também, podemos chegar a (2.6)

derivando as equagoes de Hamilton do Hamiltoniano [63]
1 2
H=— (p — EA) + e, (2.9)
c

Esses potenciais nao sao determinados de maneira univoca. Os campos E e B nao mudam

com as transformacoes

OA
ot’

onde A é uma fungao arbitraria da posi¢ao e do tempo. Estas transformagoes nos potenciais sao

¢ — P — A —» A+ VA, (2.10)
chamadas de transformacoes de calibre. Devido a esta arbitrariedade na escolha dos potenciais,
diz-se que apenas que os campos possuem significado fisico e os potenciais (grandezas que nao
podem ser medidas diretamente) sdo apenas quantidades mateméticas auxiliares para obter
os campos E e B, que sao as quantidades dotadas de realidade fisica. Na mecanica cldssica
descrever o movimento de uma particula sujeita a campos eletromagnéticos a partir de (2.6)
ou (2.9) é uma questao de conveniéncia.

Por outro lado, o uso dos potenciais é necessario na teoria quantica, ja que devemos partir de
um Hamiltoniano. A dinamica quantica de uma particula é descrita pela equacao de Schrodinger

z’haa—f = Hy, (2.11)
onde o Hamiltoniano (2.9) agora representa o operador Hamiltoniano H, e (z,t) é a fungio
de onda da particula. Deste modo, a equacao de movimento para uma particula carregada de
massa m e carga e em um campo magnético externo é dada por

i @a—‘f - [% (p - §A>2 + 6@251 ¥. (2.12)
Portanto, na mecanica quantica quem aparece explicitamente na equacao de movimento sao os

potenciais ¢ e A, e nao os campos B e E. Porém, a mecanica quantica ainda é invariante de
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calibre. Se aplicarmos as transformagoes (2.10) em (2.12), obteremos uma func¢ao de onda para

o Hamiltoniano transformado que difere apenas por uma fase de 1 (z,t) dada por

- A(x,t)

Pz, t) = (x,t)e’ re . (2.13)

Tais transformacoes sao chamadas de transformacoes de fase locais, e nao alteram a probabi-
lidade nem os valores esperados. Assim, podemos dizer que ¥(x,t) e ¢'(z,t) sdo fisicamente
equivalentes. Deste modo, podemos afirmar que a teoria é invariante sob transformacoes de
calibre. Devido a sua origem classica, seria natural supor que a invariancia de calibre no con-
texto quantico representa apenas a nocao de que apenas os campos, mas nao os potenciais, tem

significado fisico.

2.2 Efeito Aharonov-Bohm

Foi visto na segao anterior que os potenciais no eletromagnetismo classico sao quantidades
matematicas auxiliares opcionais no electromagnetismo cléssico, mas sao indispensaveis na
mecanica quantica, ja que aparecem explicitamente na equagao de movimento. Entretanto,
eles nao podem ser observados diretamente e as transformacoes de calibre apenas adicionam
uma de fase na fungao de onda.

Esta situacao intrigou David Bohm. Ele acreditava que essas peculiaridades dos potenciais
na mecanica quantica representavam uma falha na teoria. Em 1959, ele e seu aluno de doutorado
Yakir Aharonov, em um artigo de grande influéncia, propuseram experimentos para demonstrar
que na mecanica quantica os potenciais ¢ e A parecem influenciar o movimento de uma particula
carregada mesmo em uma regiao onde os campos elétrico e magnético sao nulos. Este efeito

puramente quantico ficou conhecido como efeito AB [9], em homenagem aos dois pesquisadores.

2.2.1 O efeito Aharonov-Bohm elétrico

O primeiro experimento proposto por Aharonov e Bohm para demonstrar a importancia
dos potenciais na mecanica quantica [9, 63, 64], consiste de um arranjo no qual um feixe
coerente de elétrons é dividido em duas partes, cada uma das quais passando por um cilindro
condutor, como é mostrado na Fig. 2.1. Estes cilindros funcionam como gaiolas de Faraday,

mantendo os feixes completamente isolados de campos elétricos externos. Quando os feixes
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estao completamente dentro dos cilindros, voltagens Vp(t) = e/(hop(t)) e Vg(t) = ehpp(t) sdo
aplicadas no cilindro direito e esquerdo, respectivamente, durante o intervalo em que os elétrons
viajam dentro deles. Antes que os feixes deixem os tubos, as voltagens sao desligadas. Por
fim, os feixes sao reunidos novamente, formando um padrao de interferéncia em uma tela. O
objetivo deste arranjo é garantir que os pacotes de onda sejam submetidos aos potenciais sem

nunca entrarem em contato com campos elétricos. A equacao de Schrodinger dos elétrons que

Ve

Feixes de V Telade
elétrons D Interferéncia

Figura 2.1: Esquema ilustrativo do efeito AB elétrico. Um feixe de elétrons é dividido, guiado
através de duas caixas metalicas, que funcionam como gaiolas de Faraday, e finalmente os feixes
sao reunidos formando um padrao de interferéncia numa tela. O padrao de interferéncia na
tela depende dos potenciais, mesmo que os elétrons se propaguem em regioes em que 0 campo

elétrico é nulo.

passam no cilindro esquerdo é escrita como

L O
~E_pg
? 8t EwEa

= [Ho + Ve (t)|YE, (2.14)

onde Hy ¢ o Hamiltoniano na auséncia dos potenciais. Se 9% (x,t) ¢ a solucao de Hy, entao a
solugao de (2.14) é

Vp(x,t) = P%e™? (x, 1), (2.15)
que difere da solugao na auséncia de potenciais pelo fator de fase Sgp = ¢ [ ¢dt . Analogamente,

a equacao de Schrodinger para o pacote de onda que passa pelo cilindro do lado direito é dada

16



por

.0
i %ZHDiﬁE

= [Ho + Vb (t)l¢p, (2.16)

e sua solucio é escrita como ¥p(x,t) = ¥%eP(x,t), que difere da solucio da equagao de
movimento com o Hamiltoniano livre de potenciais, representada por ¥%(x,t), e com um fator
de fase Sp = £ [ ¢dt.

Se os pacotes de onda entram nos cilindros em uma superposicao ¢ = (% + %)/ V2, eles

deixam o cilindro em uma superposicao
¥ = (Upe’® + ¢he’™) V2. (2.17)

Neste caso, a diferenca de fase é dada por

(SQDZSE—SD, (2.18)
_ etA¢
== (2.19)

onde t é o tempo necessario para que os feixes atravessem os cilindros. Como consequéncia,
observamos um deslocamento nas linhas do padrao de interferéncia a partir das posi¢oes quando
nao ha diferenca de potencial. Este é um resultado surpreendente: ainda que os elétrons nao
tenham passado por regioes em que houvesse campo elétrico, seu movimento foi afetado pela
presenca do potencial. O efeito é, obviamente, puramente quantico, ja que ele s6 pode ser
observado em um experimento de interferéncia.

Podemos ainda interpretar as integrais Sg e Sp como integrais de caminho ao longo de
trajetérias no espaco-tempo, e a diferenca de fase como uma integral ao longo de um caminho

fechado no espago-tempo
e
- dt. 2.20
S o (2.20)

A generalizacao relativistica de (2.20) é

%fQM_Ajﬁ, (221)

onde a integral de caminho é realizada ao longo de um circuito fechado no espago-tempo. A

partir desta generalizagao, é legitimo pensar que deve existir um efeito analogo para o caso de
um potencial vetor na auséncia de um campo magnético. Este caso foi proposto por Aharonov

e Bohm no mesmo artigo, e sera discutido na proxima secao.
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2.2.2 Efeito Aharonov-Bohm magnético

A seguir, analisamos o efeito AB magnético [63—66]. Este caso é o mais conhecido e, na
maioria dos tratamentos encontrados na literatura, ele é apresentado como a tinica versao do
efeito AB.

O arranjo experimental proposto tem como base um experimento de fenda dupla. Uma
fonte emite um feixe coerente de elétrons que é dividido em duas partes, cada uma passando
por uma das fendas (veja a Fig. 2.2). Atras do anteparo entre as duas fendas, é posicionado
um solenoide longo de raio R perpendicularmente ao plano da figura, de modo que um campo
magnético B na direcao z ¢ criado no interior do solenoide, enquanto na regiao exterior o campo
é nulo. Além disso, podemos cerca-lo com um escudo cilindrico impenetravel para as particulas.
Desta forma, os elétrons nao entram em contato com o campo. No entanto, o potencial vetor

A nao é nulo. Em coordenadas cilindricas, as componentes do potencial vetor sao dadas por

]B;éo

Feixes de
elétrons Telade

Interferéncia
Figura 2.2: Esquema ilustrativo do efeito AB magnético. Um feixe de elétrons é divido em
dois, cada um passando ao lado de um solenoide com um campo magnético em seu interior. O
padrao de interferéncia das particulas depende do fluxo magnético do solenoide, mesmo que os

elétrons se propaguem por regioes onde o campo magnético é nulo.

Ar = Az = 07
Br Dentro do solenoide, (2.22)
Ay = —
2
e
A=A, =0,
BR Fora do solenoide. (2.23)
A, =
2r
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O campo magnético é obtido diretamente usando a relacao B =V x A, e é dado por

B, =B, =0,
(Dentro do solenoide) (2.24)
e —
e
B =0. (Fora do solenoide) (2.25)
Veja a figura abaixo 2.3.
B

Figura 2.3: Figura esquemaética representado as linhas de campo e potencial magnéticos criados

no solenoide.

Por fim, os feixes sao combinados na tela para formar um padrao de interferéncia.
Para o feixe que passa na fenda a esquerda, vy = %2, onde 1% é a solucao para A = 0, e
) E ) E )
Sg = % J A -dx, com a integral tomada ao longo do caminho percorrido pelos elétrons, satisfaz

a equacao de Schrodinger

) 1
ihsrtp(x,1) = 2 (—mv - ZA) V. (2.26)

Analogamente, para o lado direito, a funcdo de onda é escrita como 1p = 1)%e™*P | e satisfaz a
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equacao de Schrodinger

o 1
ihsrbp(x.t) = 2 (—mv - SA) U, (2.27)

onde Sp = % J A -dx. O padrao de interferéncia depende da diferenca de fase d¢ = Sg — Sp,
que é equivalente a uma integral de caminho ao longo de um caminho fechado C' que envolve o

solenoide, e pode ser calculada como

5¢:%( A - dx — A-dx),
Cg Cp
—E%A dx
=57 ’
e ep
—— | B-ds= -2, 2.2
h/ ds=1 (2.28)

O resultado (2.28) nos diz que a diferenca de fase entre os feixes serd determinada pelo fluxo
magnético dentro do solenoide. Qualquer alteracao no campo magnético do solenoide resultara
em uma mudanca no padrao de interferéncia observado. Esse fendmeno é conhecido como o
efeito AB magnético, onde um campo magnético que nao interage diretamente com as particulas
produz uma mudanga mensuravel em seu comportamento. Isso levanta questoes sobre a na-
tureza da interacao entre campos e particulas, sugerindo que os potenciais podem ser mais
fundamentais do que os proprios campos. Na proxima secao, fazemos uma breve revisao das

interpretacoes do efeito AB e dos experimentos realizados para confirmar sua existéncia.

2.2.3 Interpretacoes fisicas do efeito Aharonov-Bohm e experimen-

tos

Desde sua publicacao, o artigo de Aharonov e Bohm recebeu muita atencao por se tratar
de um fenomeno intrigante, que questiona aspectos fundamentais da mecanica quantica. A
existéncia do efeito nao foi amplamente aceita logo de inicio e seu significado foi e ainda é
bastante discutido [67-79, 79, 79-81, 81-83]. O efeito consiste na produgao de uma mudanga
de fase relativa entre dois feixes de elétrons envolvendo um tubo de fluxo magnético, mesmo que
os elétrons estejam totalmente excluidos da regiao em que o campo magnético esta confinado.

Duas interpretacoes para esse efeito sao possiveis:

e Os campos E e B sao as tnicas quantidades fisicas relevantes, mas interagem de forma

nao local com as particulas;
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e Os feixes nao sao afetados pelos campos, ja que estes nao interagem localmente. Em vez
disso, eles sao afetados localmente pelos potenciais ¢ e A, os quais deixam de ser apenas

quantidades matematicas e adquirem status de grandeza fisica.

Aceitar a hipdtese de interacao nao local entre campos e particulas significava ignorar o conceito
relativistico de localidade, o que foi rechacado por Aharanov e Bohm. Concluiram entao que
os feixes de elétrons interagem localmente com potenciais e que os mesmos devem ser tomados
como grandezas fisicas mais fundamentais que os campos. Essa interpretacao foi endossada e
muito divulgada por Feynman, Leighton e Sands [84], que na famosa cole¢ao de livros didaticos
“Licoes de Fisica”apresentam o efeito AB como evidéncia da realidade fisica do potencias.
Em meados da década de 1970, o interesse foi renovado no significado fisico do efeito AB,
especialmente a luz do desenvolvimento da teoria dos campos de calibre proposta em 1954 por
Yang e Mills [85] e em 1956 por Utiyama [86], muito por conta da unificacdo bem-sucedida do
eletromagnetismo e da forca fraca por Weinberg e Salam, o que dava ainda mais importancia aos
potenciais. Nesse contexto, Wu e Yang [87] propuseram uma extensao do efeito AB que poderia
ser usada como um teste definitivo para a existéncia do campo de calibre de spin isotépico.
Essa extensao do efeito AB foi concebida como um experimento em que um solenoide seria
substituido por um cilindro girando em torno de seu eixo, feito de elementos pesados com
um excesso de néutrons. Esta proposta visava explorar a natureza do campo de calibre, cuja
existéncia ainda nao havia sido comprovada experimentalmente até aquele momento.

No entanto, a proposta de elevar os potencias ao status de campos reais é confrontada
com uma dificuldade. Estes campos sao invariantes de calibre . Isto significa que os poten-
ciais nao sao unicos e podem ser modificados utilizando fungoes escalares sem que os campos
E e B e, portanto, nao podemos medir ¢ e A. Assim, uma segunda possivel interpretacao
para o efeito AB é considerar que os campos E e B influenciam as cargas de forma nao lo-
cal. Vérios autores deram suporte a esta ideia. Dewitt [88] propds que a teoria que descreve
a interagao de particulas carregadas e campos eletromagnéticos poderia ser reformulada em
termos apenas dos campos E e B tornando os potenciais dispensaveis. Mais tarde, até mesmo
Aharonov adotou a interpretacao de agao nao local dos campos eletromagnéticos, abandonando
a hipdtese de que os potenciais possuem uma realidade fisica [89]. Em meio as controvérsias
entre tedricos, experimentos realizados confirmavam a existéncia do efeito AB. O primeiro deles

foi realizado por Chambers [90], em 1960, logo apds a publicagao do artigo de Ahronov e Bohm.
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Outros experimentos com diferentes configuragoes foram realizados e continuaram a atestar a
existéncia do fenoémeno [91-93]. Ainda assim, alguns autores como Bocchieri e Loinger [73]
ainda questionavam a existéncia do fenomeno do posto de vista tedrico e experimental. Entre
outros argumentos, os autores alegaram que os elétrons nao estavam totalmente protegidos
dos campos. Para pacificar a questao, Tonomura et al. [94, 95] usaram um campo magnético
confinado em solenoide toroidal revestido por um supercondutor, evitando qualquer fuga de
campo magnético. Uma revisao completa da longa histéria de debates e experimentos envol-
vendo o efeito AB deixaria o texto longo e fora do escopo deste trabalho. Por este motivo,

recomendamos a leitura do trabalho de revisao realizado por Peshkin e Tonomura [96].

2.2.4 Topologia, geometria diferencial e o efeito Aharonov-Bohm

Nesta secao, vamos analisar o efeito AB do ponto de vista da teoria de conexoes em fibrados
principais (ver apéndice A). Esta é uma abordagem interessante para se estudar o efeito, pois
a diferencga de fase surge de maneira bastante natural.

Como podemos descrever o efeito AB geometricamente? O sistema pode ser considerado
como essencialmente bidimensional, ja que ha uma simetria ao longo do eixo do solenoide.
Portanto, podemos considerar que o feixe de elétrons estd em um plano bidimensional com a
origem removida, M = R — {0}. O grupo de calibre do eletromagnetismo é o grupo U(1) de
matrizes unitarias de ordem 1. Portanto, o fibrado principal de interesse é P(M,U(1)), onde
M ¢ a variedade de base e o grupo U(1) é o grupo estrutural e seus elementos formam a fibra.
O outro fibrado de interesse é o fibrado vetorial associado £ = P xy 1) C, onde U(1) age em C
como o grupo de rotagoes. O fibrado E é um fibrado de linha complexa sobre M, e as secoes
o desse fibrado estao relacionadas as fungoes de onda ).

Definimos uma 1-forma com valores na algebra de Lie A = ¢A = iA,dz". A derivada
covariante associada com esta conexao local é D = d + A, onde A é dado por 2.23. Ja que
dA = F = 0, essa conexao é localmente plana. Vamos considerar o circulo unitdrio S! que
envolve o solenoide na origem. Parametrizamos S' como e 0 < § < 27 e escrevemos a conexao
em S! como

P
=1—d#. 2.2
A b (2.29)

A equacao acima é obtida de fazendo r = 1. A funcao é transportada paralelamente ao longo
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de S'. Assim, temos a equacao diferencial

D(0) = (d + ¢3d9> w(0) = 0, (2.30)
2m
cuja solucao é
p(0) = e '3, (2.31)

onde fy é uma contante. A funcao de onda - um ponto da fibra - é transportada paralelamente

ao longo do circulo na base por 6 : 0 — 27 como

¥(0) — ¥(0)e”. (2.32)

A curva na fibra correspondente nao fecha, e a holonomia ocorre. Entao, geometricamente, a

funcao de onda corresponde a uma holonomia no fibrado.
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CAPITULO 3

Mecanica quantica em referenciais ndo inerciais

Na mecanica classica, é muitas vezes mais conveniente, ou até mesmo necessario, escolher
sistemas de referéncia nao inerciais para descrever o movimento de uma particula. Quando
usamos um referencial fixo na Terra para descrever o movimento de uma particula, em alguns
casos, € preciso levar em consideracao que ela esté acelerando em sua érbita e girando em seu
eixo. Portanto, o referencial da Terra é nao inercial e muitos efeitos importantes surgem da
natureza nao inercial do sistema de coordenadas da Terra. Por exemplo, os efeitos da forca de
Coriolis sao evidentes em sistemas meteorolégicos e na trajetoria de projéteis. Além disso, o
efeito centrifugo, que também resulta da rotacao da Terra, faz com que objetos pesem ligei-
ramente menos no equador comparado aos polos. Outro exemplo é encontrado no movimento
de satélites, onde é necessario usar referenciais nao inerciais para calcular corretamente suas
orbitas e corrigir suas trajetorias, considerando a rotagao da Terra e as variacoes de gravidade.
Sistemas de navegacao, como o GPS, também dependem de calculos que levam em conta a
natureza nao inercial do referencial terrestre para fornecer localizagoes precisas [97-100].

Da mesma forma, surgem efeitos interessantes quando analisamos sistemas quanticos em
referenciais nao inerciais. Em particular para a rotagao, podemos citar como exemplo uma
mudanca na fase de néutrons em experimentos de interferéncia devido a rotagao da Terra de-
tectada por Colella, Overhauser, e [35, 36, 101]. No contexto de anéis quanticos, trabalhos

recentes revelam a influéncia da rotagdo em niveis de energia, correntes persistentes e magne-

24



tizacao.

Neste capitulo, vamos tratar do movimento de particulas de spin-1/2 em referenciais gi-
rantes. Comecamos a partir do caso geral da equacao de Dirac covariante sujeita a efeitos de
aceleracao e rotagao, para em seguida nos concentrarmos no limite nao relativistico em um

referencial girante.

3.1 Particulas com spin-1/2 em referenciais nao inerciais

Nesta secao, estudamos a mecanica quantica de uma particula de spin-1/2 em um referencial
com rotagao. Basicamente, seguimos o procedimento desenvolvido nas Refs. [102-104].

Partimos da equacao de Dirac covariante
(y'V, —m)¢ =0, (3.1)

onde 1 é uma funcao de onda espinorial de quatro componentes. A derivada covariante é
definida como

Vy=0,+T,, (3.2)
onde a conexao afim espinorial I', é dada pela relacao

? 1 i b
L= _Zw&iwaab - §waiwhaa Vb]7 (3:3)

onde w,; ¢ a conexao de spin, o = i[yd,vi’] é a representacao espinorial dos geradores
das transformacdoes de Lorentz e as matrizes 7% sdo as matrizes de Dirac em coordenadas locais
rotuladas por indices latinos, com a = 0,1,2,3. Elas estao relacionadas com as matrizes de
Dirac v* em coordenadas globais, rotuladas com indices gregos, com pu = 0, 1,2, 3, através dos

vierbeins e, pela férmula

7= e (3.4)

Os vierbeins sao definidos como as matrizes de transformacao entre as bases globais e as
bases tetradas, que sdo um conjunto de bases ortonormais {e;} definidas em cada ponto do
espaco-tempo como

ea = e;l'e,. (3.5)
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Os vierbeins inversos e sao definidos como as matrizes inversas dos vierbeins, tal que

ete =0y, eluel =07 (3.6)

Se a variedade for localmente lorentziana, d,, deve ser substituido pela métrica n,; =

(+,—, —, —). Como sao ortonormais entre si, o produto interno entre as tetradas deve satisfazer
9. = 9(a, l;) = ed"’ei)"‘gw = Ogps (3.7)

onde g,, ¢ o tensor métrico. A inversa da equacao acima ¢ dada por
G = €, 0 (3.8)

As bases locais duais {#%} sao definidas por (6%, ¢;) = (5;’ {02} estd relacionada as bases

1-formas globais dz* (veja o apéndice A) através dos vierbeins
0" = ¢ da’. (3.9)
Em termos de 6, a métrica é dada por
g = gudrtdr” = 540" ® 0. (3.10)
As matrizes y* satisfazem a dlgebra de Clifford
{7} = 29" (3.11)

Vamos definir um campo de tetradas e; para um observador que se move com aceleracao propria
a(T) e rotagao prépria w(r), onde 7 é o tempo préprio. Escolhemos o vetor tipo-tempo e; = u#
de modo que ele seja idéntico a 4-velocidade do observador; os outros e;, com 1 =1,2,3, sdo
definidos de maneira que sejam ortogonais a e; e rotacionem com rotagdo angular w(r). A

tetrada é transportada ao longo da linha de universo de acordo com a expressao

de."
d; = OQMe;,, (3.12)
onde Q" é o tensor de aceleracao antissimétrico, Q" = —Q¥*. que é dividido em uma parte

Fermi-Walker trasportada (sem rotagao) Q4" e uma parte de rotagao Q"

O = QY + QF (3.13)
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onde
O = (afu” — a’u")/c?, (3.14)
Q= u&w;)e&i’“”/c, (3.15)
em que at é a 4-aceleragao e w* é 4-rotacao do observador e €1 & o tensor de Levi-Civita. E
interessante observar que existe uma analogia entre o tensor de aceleragao e o tensor de campo
eletromagnético F'*¥, em que Fjy = E; é a parte elétrica e Fj; = €;;,B8;. No caso do tensor de
aceleracao, a parte “elétrica” corresponde a aceleracao linear do observador, Qoz = a;, enquanto
que a parte “magnética”’ corresponde a velocidade angular, Qg; = €
A relagao das tetradas locais do observador com as tetradas de coordenadas e, = d, ¢ dada

por

e; = e;. (3.16)
De posse da equagao (3.16), podemos obter as bases de 1-forma duais, a saber
00 = (1+a-r/c®)da’,
0" = da’ + [(w/c) x r]da’. (3.17)
Utilizando as bases duais, encontramos a métrica
ds? =00 x 00 — 01 x 01 — 6% x 6% — 6° x 6° = g, da"da”,
= (d2°)’[1+2a v/ + (a-1/*)?* + (w-r/c)* + (w-w/*)((r 1))
—2d2°dr - (w/c) x r — dr - dr.

As componentes da conexao com a respeito a (3.16) sao dadas por

B eijkwk/c
B0 1
at/c?
Foio = Vi = =13 ax (3.18)
Lisi = Togo = 0
Substituindo as equagoes (3.16), (3.17) e (3.18) na equagao (3.2), temos
1 0 n 1 3
5 —+—a- a——w
07 14ar 920 2¢ ch ’
0
V.= —, 3.19
= (3.19)
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onde

1
J=L+S=rx(—ih)V + éha (3.20)

¢ o momento angular total da particula e & = %y sao as matrizes de Dirac. Substituindo a

equacao (3.19) na equacao (3.1), podemos reescrever a equagao de Dirac covariante na forma

i %—f = Hv, (3.21)
com o Hamiltoniano dado por
H = pmc* +0+ €&, (3.22)
onde
O=ca-p+ o (@ )P a)t(p-a)a ) (3.23)
representa o operador impar, e
E=pm(a-r)—w- - (L+S) (3.24)

o operador par.

No contexto da equagao de Dirac, os termos do Hamiltoniano podem ser classificados como
pares ou ifmpares. Os termos pares comutam com a matriz 3, enquanto os termos impares
anticomutam com (. Em outras palavras, termos pares (£) sao aqueles que comutam com
B, ou seja, {#,E€} = 0. Esses termos normalmente correspondem a energias ou massas que
nao misturam os componentes de particula e antiparticula. J& os termos impares (O) sao
aqueles que anticomutam com 3, ou seja, {5,0} = O + O = 0. Esses termos geralmente
envolvem operadores que misturam componentes de particula e antiparticula, como operadores
de momento.

Para analisar o limite nao relativistico, aplicamos a transformacao de Foldy-Wouthuysen-
Tani. Esta transformagao é uma técnica que permite separar os componentes de alta e baixa
energia do operador Hamiltoniano, tornando-o mais adequado para a interpretacao fisica em
termos de particulas e antiparticulas distintas. O procedimento consiste em realizar uma série de
transformagoes unitarias que simplificam o Hamiltoniano, geralmente trés, de modo a eliminar
os termos que misturam esses componentes [105-107].

Apés aplicar trés transformagoes de Foldy-Wouthuysen-Tani o Hamiltoniano no limite nao
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relativistico, ignorando termos de ordem O(1/m?), é dado por

?
H:ﬁmczjtﬁ%%—ﬁ(a-r)

a-r

h
e (a X p). (3.25)

Aqui, cada termo tem um significado fisico claro. O termo —w - L esta relacionado ao efeito

+6%-( S >-p—w-(L—I—S)+

Sagnac. O termo —w-S descreve o acoplamento do spin com a rotacao. O termo 41202 o-(axp)

representa o acoplamento spin-érbita.

3.2 Equacao de Pauli-Schrodinger em um referencial gi-

rante

Nesta segao, consideramos o caso particular de uma particula de spin-1/2 em um referencial
girante na presenga de um campo eletromagnético sem aceleracao translacional. Partimos da
equagao de Dirac covariante (3.1) e incluimos os efeitos do campo eletromagnético através do

acoplamento ndo minimo do campo de calibre A, = (Ay, A). Ficamos entao com

(Y, —m) ¥ =0, (3.26)
onde

V,=0,+T,—1qA,. (3.27)
Vamos definir a tetrada para um observador em um referencial rotacionando da mesma
forma que fizemos na secao anterior, com a diferenca de que agora @ = 0. FKEscolhemos a
tetrada, como na secao anterior, como estando sempre tangente a linha de mundo da particula
e = uM, onde u* é a sua quadrivelocidade e a triade espacial e; é definida de forma que os vetores

sejam ortogonais a e; e rotacionem com velocidade angular w(7). A relacdo que estabelece a

conexao entre as tetradas locais a as coordenadas gerais é dada por

1
ey = |eo — E(w xr)fe,| .

e; = é;. (3.28)
Da equagao acima, obtemos as bases de 1-formas duais
00 = dz®,

5 ) 1
0" = dax’' + = (w x r)dz°. (3.29)
c
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A métrica é entao obtida da relacao
ds®> =00 x 00 — 01 x 0" — 0% x 0> — 0° x 0> = g, dutda”, (3.30)

que pode ser escrita mais explicitamente como

2 012 w2 0 w
ds® = (da) 1—|—(’r-—> — 2dx dr-(—)xr—dr-dr. (3.31)
c c
A conexao de spin com respeito a (3.28) é dada por
w-S
0 %2 ) 0 (3 3 )

Usando as equagoes (3.28), (3.29) e (3.32), a equacao de Dirac no referencial girante pode ser

escrita como

ih%—qf = Hy, (3.33)
com o Hamiltoniano dado por
H = pmc* +0+ €, (3.34)
com
O =ca-p, (3.35)
E=pm(a-r)—w: (w-(rxm)+9), (3.36)

onde m = p — ¢A é o momento candnico de uma particula carregada em um campo eletro-
magnético. O termo w - (r x 7) produz as forcas inerciais centrifuga, de Coriolis e de Euler, e
o termo w - S é o acoplamento do spin com a rotagao.

Para acessar o limite nao relativistico da equacao de Dirac, novamente, usamos a trans-
formacao de Foldy-Wouthuysen. Depois de aplicacoes sucessivas dessas transformacoes e de-
pois ignorando os termos de ordem maiores a 1/m, obtemos o seguinte Hamiltoniano para as

componentes superiores dos espinores de Dirac em um referencial girante:

O

h— = H' )
e Y, (3.37)
H/:HK+H2+H[, (338)
onde
Hi = -+ gA (3.39a)
K—2m7T qAo, 093
HZ:/LBO"B, (339b)
H=w-(rxm+8), (3.39¢)
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com
_qh
om’

KB (3.40)

Nas trés equagoes anteriores, o termo Hg contém o termo cinético e o potencial escalar; H
contém o termo associado ao efeito Zeeman, enquanto H; é o termo que contém a interacao do
momento angular total com a rotacao.

De acordo com o capitulo 17 da Ref. [108], uma maneira mais simples de obter a equacao
(3.38) ¢ incluir os efeitos eletromagnéticos e da rotagao na equagao de Schrodinger através dos

campos de calibre A%, = (A° A) e A, = (—(w x 1)?/2,w X r) por meio do acoplamento

pl‘ _>p/‘f_A“

ele

AL, (3.41)

e, subsequentemente, ignorar os termos de correcao relativistica. Observe que a equagao (3.38) é
o Hamiltoniano de Pauli que descreve o movimento de elétrons em um campo eletromagnético
acrescido dos termos relacionados aos efeitos nao inerciais. No limite em que a velocidade

angular é nula, obtemos o Hamiltoniano de Pauli usual [109].
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CAPITULO 4

Estados ligados para o problema de Aharonov-Bohm para particula de

Spin-1/2 em um referencial girante

Neste capitulo, aplicando o que foi desenvolvido nos capitulos anteriores, estudamos o mo-
vimento quantico nao relativistico de uma particula carregada de massa m, em um referencial
girante na presenca do efeito AB, levando em conta os efeitos de spin.

Os resultados desse estudo levaram a publicacao do nosso primeiro artigo, na revista Uni-

verse [110].

4.1 A equacao de movimento

A equagao que descreve o movimento nao relativistico de particulas de spin-1/2 em campos
eletromagnéticos é a equacao de Pauli-Schrodinger. Uma maneira de obter esta equacao é
partir da equacgao relativistica de Dirac e em seguida aplicar sucessivas transformacoes de
Foldy-Wouthuysen-Tani [109], como fizemos no capitulo anterior para uma particula em um
referencial nao inercial. A expansdao do Hamiltoniano para a ordem de 1/m, contém a energia
independente do spin (energia cinética e energia potencial) e a energia de interacao (energia do
dipolo magnético, acoplamento spin-rotagao e a energia devido aos efeitos inerciais). A expansao

da ordem 1/m? contém termos com corregoes relativisticas, como o acoplamento spin-érbita.
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Para nossos propdsitos, ¢ suficiente considerar o Hamiltoniano somente até a ordem 1/m..
Podemos justificar isso observando que a primeira ordem ja fornece os termos que envolvem o
grau de liberdade do spin e a rotacao. Em um dos artigos que motiva esta tese [110], seguimos
o modelo alternativo apresentado no Capitulo 17 da Ref. [108], que leva em conta apenas o
spin e a rotacao sem a inclusao de termos de correcao relativistica e inclui os efeitos da rotacao

por meio de um acoplamento minimo
1 2
pt = p —m. A", AF = —§(w><r) ,wXT), (4.1)

com A" sendo o campo de calibre para o referencial em rotacao, w a velocidade angular e
@ =0,1,2,3. Para incluir o efeito AB, devemos considerar a particula interagindo com o campo
de calibre eletromagnético, A* = (A° A), que pode ser introduzido na equagao de Schrodinger
usando a substituicao minima, conforme definido acima. Definimos o tubo de fluxo magnético

para o problema de AB como

cA = (o,—%,o) , eB= (0,0,—(;5@) , (4.2)

com V-A =0, A% = 0. A quantidade ¢ = e®/27h = —® /P, estd relacionada ao fluxo de
AB, no qual ® denota o fluxo magnético e &5 = h/e indica o quantum do fluxo magnético.
Em seguida, para implementar as substituicoes acima na equagao de Schrodinger, usamos a
substituicao p* — p* — m, A* — eA*. Como o problema de AB tem invariancia translacional
na dire¢ao z, podemos excluir o grau de liberdade z impondo p, = z = 0 [27, 30, 111, 112].
Depois de adicionar o termo de rotacao de spin ao Hamiltoniano de Schrodinger, chegamos

a equacao de movimento de Pauli-Schrédinger
Hy = £, (43)

onde

1 1 h h
o (p—eA —m xr)’ — §me<Q x1)? — ;meo. ‘B — 50w (4.4)

H =

é o Hamiltoniano do sistema e o = (0%, 0¥, 0%) sdo as matrizes Pauli padrao. A interpretagao
dos termos no Hamiltoniano (4.4) é dada da seguinte forma. O primeiro termo corresponde ao
cinético, enquanto o segundo termo corresponde ao potencial escalar relacionado a rotagao. O
terceiro termo descreve a interacao Zeeman, enquanto o ultimo é o acoplamento spin-rotacao.

Neste ponto, vale a pena fazer um breve comentdrio sobre o termo de Zeeman sendo pp = —po o
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momento magnético dos elétrons e u = eh/2m, = 2e/mc/S, onde S = ho /2 é operador de spin.
O fator giromagnético é normalmente considerado como sendo g = 2. No entanto, se conside-
rarmos o magnético andmalo dos elétrons, teremos g = 2(1 + a), com a = 0,001 159 652 18279
[113]. Ele corresponde ao desvio com relagao ao caso usual (valor do desvio no ano de 2008.).
Dessa forma, podemos fazer a substitui¢ao p — (1 + a). Em nossa andlise numérica abaixo,
usamos o valor de g acima. Esse valor é crucial para o aparecimento das curvas das energias
dos estados ligados. Como esse desvio é pequeno, ele também justifica a consideracao somente
até a ordem 1/m..

Voltando ao problema, vamos assumir que a velocidade angular w esta ao longo do eixo z,
ou seja, w = 2Z. Em coordenadas cilindricas, a coordenada radial é identificada como r = p p,
de modo que 2 x r = Qp@. Considerando essas definigoes, o Hamiltoniano da Equacao (4.4)

assume a forma de

H =

h h
(p° + €2 A2 — 2e A p, — 2mQpp, + 2em A Qp) — (Q) < "B — Zo*Q (4.5)

om, 2/) 2m, 2

Agora, usando as configuragoes de campo e potencial da Equagao (4.2) no Hamiltoniano (4.5),

h? B} 1 /0 N\ 10
H= 2me [pap (pa_p) - (% +Z¢) + 2m69%%]

i ( 9 (p) 2. +2meﬂ¢)’

encontramos

2m. 2 h h (4.6)

Além dos termos envolvendo o campo magnético e a rotacao, separadamente, podemos observar
que o tltimo termo na expressao (4.6) acima corresponde a um efeito combinado entre a rotagao
e o campo magnético. Conforme apontado na Ref. [27], a fungao § nao pode ser negligenciada no
tratamento do modelo se queremos resolver o problema levando em conta o spin da particula. De
fato, a auséncia do termo de interagao Zeeman na Equacao (4.4) leva ao efeito AB para particula
sem spin, em que a solugao do problema para estados ligados nao é mais possivel, a menos que
outras imposicoes sejam realizadas. Um exemplo disso, seria considerar o solenoide dentro de
um cilindro de raio fixo, exigindo que as funcoes de onda se anulem na superficie lateral do
cilindro. Contudo, isso levaria a um mais simplificado. A questao mais importante que deve ser
enfatizada nesse momento é que estados ligados aparecem naturalmente no problema quando o
spin da particula é levado em conta. Deste modo, a partir da Equacao (4.3), podemos observar

que ¥ é uma autofuncao de ¢*, cujos autovalores sao s = +1, satisfazendo o*y = +1¢ = s1).
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Assim, assumindo autofungoes de (4.6) da forma

b (p,p) = f(p)e™?, (4.7)
em que m = 0,£+1,4+2,+3,... é o nimero quantico do momento angular, obtemos a equacao
radial

Hf(p) = K*f(p), (4.8)
onde
1 )
H=Ho+ zgs¢ ) (4.9)
2 P
¢ 2
1d d (m+ ¢)
__- 2, = AUASLIR #28 4.1
Ho pdp <pdp> T (4.10)
2m.E  2m,f) s
2 e e °
K= s = <m+¢+2>. (4.11)

Como podemos ver na Equagao (4.9), a inclusao do spin da particula na abordagem implica
em um termo adicional no Hamiltoniano. Esse termo representa uma singularidade na origem.
Com a presenca dele, o operador perde a propriedade de auto-adjunticidade. A partir da
teoria das extensoes auto-adjuntas, sabemos que a auto-adjunticidade de um operador em
mecanica quantica é uma propriedade crucial, pois somente operadores autoadjuntos tém uma
decomposicao espectral. Devemos resolver a Equacao (4.8) usando uma técnica baseada no
método de extensao auto-adjunta de operadores na mecanica quantica. Faremos isso na proxima
secao. H& varios exemplos de trabalhos na literatura, incluindo o que usamos aqui, que utilizam
as extensoes auto-adjuntas em vérios contextos fisicos, abordando o problema para estados

ligados e de espalhamento [114-128].

4.2 Extensoes auto-adjuntas de operadores e o Método

de Kay-Studer

A base matematica sobre a qual a mecanica quantica esta alicercada é a da teoria de espagos
de Hilbert. Assim, os observaveis sao operadores lineares autoadjuntos que atuam no espaco
de estados do sistema em consideracao. Esse formalismo é essencial para conectar as ideias
puramente tedricas e as medidas realizadas em laboratorio, ja que é capaz de descrever a

natureza probabilistica da teoria quantica.
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Na maioria dos livros-texto de mecanica quantica, os termos “hermitiano”e “auto-adjunto”
sao frequentemente usados como sinénimos ao se referir aos operadores correspondentes a ob-
servaveis fisicos. No entanto, existe uma sutil, mas importante, diferenca entre esses dois
conceitos que é muitas vezes deixada de lado nos cursos bésicos.

Essa distincao € importante porque as propriedades necessarias para que um operador repre-
sente um observavel fisico — como ter autovalores reais, a unitariedade da evolucao temporal dos
estados — sao garantidas apenas para operadores auto-adjuntos, além de alguns paradoxos na
resolucao de problemas quando nao avaliamos se, de fato, um operador é autoadjunto em um
determinado dominio. Portanto, embora os termos “hermitiano”e “auto-adjunto”sejam usa-
dos de forma intercambiavel em contextos introdutorios, compreender essa diferenca é crucial
[129, 130].

Para um matematico, um operador atuando em um espaco de Hilbert é definido por sua
acao e por seu dominio. A acao é definida pelo que o operador faz em um estado, enquanto que
seu dominio é o conjunto de fungdes nas quais ele pode atuar. A literatura de mecanica quantica
ignora (com algumas poucas excegoes [131]) a definicdo do dominio na construgao de operadores
autoadjuntos. Porém, como veremos em breve, é ai que estd a diferenca entre operadores
hermitianos (ou simétricos, na literatura matematica) e autoadjuntos. Esta distin¢ao, que pode
parecer apenas preciosismo, pode ser fonte de algumas inconsisténcias na solucao de problemas
de mecanica quantica. E motivado por um desses problemas, a aparicao de termos singulares
em Hamiltonianos. Para lidar com Hamiltonianos singulares, utilizamos o método da extensao
auto-adjunta de operadores.

Nesta secao, vamos revisar alguns conceitos e resultados importantes da teoria de von-
Neumann-Krein de extensoes auto-adjuntas de operadores. Primeiro, vamos introduzir algumas
definicoes bésicas, que serao usadas em seguida para estabelecer critérios para a definicao de
um operador autoadjunto e para a existéncia de extensoes auto-adjuntas de operadores lineares.
Por fim, vamos discutir o método de Kay-Studer, que sera utilizado para encontrar a familia

de extensoes auto-adjuntas adequadas do Hamiltoniano que iremos estudar.

4.2.1 O método de extensao auto-adjunta

Sejam A e B dois operadores. Se o dominio de A contém o dominio de B, ou seja, D(A) C

D(B), e no dominio de B os operadores sao iguais, entao dizemos que A é uma extensao de B.
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O dominio de um operador A é chamado de denso se, para cada vetor 1 neste dominio, existir
uma sequeéncia v, tal que ¥, — . Se um operador A possui um dominio denso, o dominio
do seu adjunto A é o conjunto de todos os vetores ¢ para os quais existe um vetor Af) que
satisfaz

(¢, ATp) = (A, 1p) para todos os vetores ¢ € D(A). (4.12)

A equagao (4.12) define AT. Por outro lado, um operador com dominio denso A ¢é simétrico se
(¢, Ap) = (Ag,1) para cada ¢ e ¥ em seu dominio. (4.13)

Neste caso, AT é definido como AT = A para todo 1 € D(A), e AT é dito ser uma extensao de
A. Se AT = A, entdo A é chamado autoadjunto. E interessante comentar que na fisica é comum
assumir que Hermitiano é o mesmo que autoadjunto. No entanto, sao conceitos diferentes na
literatura matematica e apenas a palavra Hermitiano pode ser usada para simétrico.

Um ponto importante aqui é que um operador simétrico pode nao ser um operador auto-
adjunto. Para que A seja um operador autoadjunto, ele precisa ser simétrico, A = AT, e os
dominios do operador e do seu adjunto também precisam ser iguais, D(A) = D(AT). Assim, da
mesma forma que uma funcao precisa de uma regra, um dominio e um contradominio para ser
definida, um operador precisa ndo apenas de sua agao, mas também de seu dominio (espago de
Hilbert) para ser completamente definido.

Teorema de Weyl-Von Neumann

Seguindo o conceito de extensao autoadjunta, a questao que queremos responder é quantas
extensoes, se houver, sao admitidas por um operador. A resposta para essa pergunta reside no
conceito de indice de deficiéncia de um operador. Seja A um operador simétrico com dominio
D(A) e o operador adjunto correspondente A" com dominio D(A'). Os subespacos de deficiéncia

N4 sao definidos por
No = {vr € DAY : AlY = 29, Tm(=) 2 0}, (4.14)

com dimensao dim Ni = ny. O par de inteiros nao negativos (ny,n_) é chamado de indices de
deficiéncia de A. O valor exato de z4 nao é importante desde que z; (z_) pertenca ao semiplano
superior (inferior) do plano complexo. Por simplicidade, escolhemos zL = +izy, com zy um
nimero real positivo arbitrario, usado por razoes dimensionais. Dessa forma, para acessar os

indices de deficiéncia, tudo o que precisamos fazer é resolver a equacao de autovalor
Al = +izg,
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e entao contar o nimero de solucoes linearmente independentes que pertencem ao dominio do
operador adjunto no espago de Hilbert em questao, ou seja, aquelas que sao integraveis ao

quadrado.
Teorema 4.2.1. Considere um operador A com indices de deficiéncia (ny,n_):
1. Seny =n_, A € essencialmente autoadjunto;

2. Seny =n_ =n>1, A possui um numero infinito de extensoes autoadjuntas para-
metrizadas por uma matriz unitdria U : N, — N_ de dimensdo n com n* pardametros

Teals;
3. Seny #n_, A nao admite uma extensao autoadjunta.

Portanto, o dominio de A" é dado por
D(A") =D(A)@ N, © N_.

Portanto, é importante observar que mesmo para operadores hermitianos, A = Af, seus
dominios podem ser diferentes. Dessa forma, a extensao autoadjunta consiste essencialmente
em estender o dominio de A usando os subespacos de deficiéncia Ny para combinar com o
dominio de AT.

Depois da discussao de alguns conceitos gerais sobre a abordagem de extensao autoadjunta,
restringimos nossa discussao ao caso especifico de operadores Hamiltonianos singulares H em
dimensdes (2 4 1). Nesses casos, a singularidade é caracterizada pela presenga de uma fungao
delta bidimensional localizada em r = 0. E bem conhecido na literatura que esses Hamiltonianos
nao sao autoadjuntos e admitem uma familia de extensoes autoadjuntas de um parametro.

Assim, nosso principal objetivo é resolver a equagao de Schrodinger independente do tempo
Hy = Ev,

com H sendo o Hamiltoniano, v a funcao de onda e F a energia.

Para isso, discutiremos o método proposto por Kay e Studer [132] para caracterizar a familia
de extensoes autoadjuntas de H. Neste método, a singularidade da funcao delta é substituida
por uma condi¢ao de contorno na origem. Tal condigao de contorno é uma correspondéncia
das derivadas logaritmicas das solucoes de energia zero para o Hamiltoniano regularizado e as

solucoes para o Hamiltoniano H sem a funcao delta mais uma extensao autoadjunta.
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4.3 O Método de Kay e Studer

Em um artigo publicado em 1991, Kay e Studer investigaram, no contexto de extensoes
autoadjuntas, as condigcoes de contorno para Hamiltonianos singulares em espacos conicos e
campos ao redor de cordas cosmicas. Dentre os problemas estudados, estao os andlogos ao
problema AB em duas dimensoes.

O método KS comeca considerando um procedimento de regularizacao para a interagao
pontual (idealizagao onde a interacdo entre particulas ou objetos é considerada como ocorrendo
em um ponto especifico, sem extensao espacial) na origem. Assim, para o Hamiltoniano regula-
rizado, onde a interacao pontual é deslocada da origem por um raio ry muito pequeno e finito,

o método ¢é aplicado da seguinte maneira [133]:

1. Temporariamente, omitimos a interacao pontual na origem substituindo o Hamiltoniano

singular pelo correspondente nao singular;
2. Resolvemos a Equacao para os espacos de deficiéncia do Hamiltoniano nao singular;

3. As solugoes obtidas no passo anterior sao utilizadas para completar o espaco de solugoes

para o Hamiltoniano nao singular;

4. Por fim, utilizamos uma condicao de contorno que iguala os derivadas logaritmicas das
solucoes de energia zero para o Hamiltoniano regularizado do passo 1 e as solucoes gerais

obtidas no passo 3 é empregada:

/ /
. Togp . Togy
lim — = lim —= emr =ry,
ro—=0T  go ro—=0T g
onde gy sao as solugoes obtidas no passo 3 e gy sao as solucoes de energia zero (¢’ = fl—f).

Agora que discutimos a abordagem de extensao autoadjunta e o método KS, a seguir exem-
plificamos a aplicacao do método ao problema de estados do efeito Aharonov-Bohm para uma

particula com spin % em um referencial girando.

4.4 Solucao utilizando extensoes auto-adjuntas

Nesta segdo, resolvemos a Equagao (4.8) usando a abordagem baseada no método de ex-

tensao auto-adjunta. Utilizaremos o método de Kay-Studer para encontrar as solugoes. O
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método exige que, temporariamente, devemos negligenciar o potencial da funcao d na Equacao

(4.9) e substituir o problema na Equagao (4.8) pela equagao de autovalor para H,
Hofe = K2 [, (4.15)

juntamente com suas extensoes auto-adjuntas. Na Equacao (4.15), a fungao de onda é rotulada
pelo parametro &, denominado de parametro das extensoes auto-adjuntas. Esse parametro esta
relacionado ao comportamento de f; na origem. A préxima etapa da abordagem é exigir que o
operador H, seja convertido em um operador autoadjunto. Isso é feito estendendo seu dominio

de definicao pelo subespago deficiente, que é englobado pelas solu¢oes da equacgao de autovalor.

MY oo = ik f, (4.16)

onde K3 € R é introduzido por razoes dimensionais. Com o dominio de H, estendido, isso nos
garante que ele agora é um operador auto-adjunto e as unicas fungoes quadrado integraveis
sao as fungoes fi. Para encontrar essas fungoes, devemos usar o operador (4.10) em (4.16) e
resolver a equagao

{ 2 1d (m+¢)?

——2—;d—p+—p2 }f:t::l:lC(Q)f:t- (417)

Em seguida, fazemos a mudanca de variavel
r = VFiop — x? = Fikir?, (4.18)

e obtemos novas expressoes para as derivadas

d d dx d
— = 2 EiCa— 4.1
dp dxdp Fiko dx (4.19)
e
d? d (d d?
— = — | = T —. 4.20
dp?> dr (dp) TG (4:20)
Substituindo em 4.17, temos
o d® K2 d . (m+¢)? ,

Depois de multiplicar a equagio acima por F(x?/iKy), ficamos com

2d2 d 2 2
{x@—l—x%—l—x —(m—i—qﬁ)}fizo (4.22)
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cuja solucoes sao dadas em termos das funcgoes de Bessel modificadas do segundo tipo

fr= K|m+¢\(\/ﬁlCo 0), (4.23)

com Im v/=%i > 0. E possivel verificar que as fungoes (4.23) sdo quadrado integraveis somente no
intervalo (m+ ¢) € (—1,1), para o qual Hy nao é autoadjunto. Isso pode ser verificado usando
o comportamento assintético da Equagao (4.23) para p — 0, calculando [ [" [4(p, ©)|> dpdg
e, subsequentemente, verificar sob quais condigoes esse resultado deve ser finito. Nesse caso, a
dimensao do subespago de deficiéncia é (ny,n_) = (1,1) [31, 111, 112, 128]. Dessa forma, o
conjunto D(He o) em L*(RT, pdp) é dado pelo conjunto de fungoes [130]

Je(p) = Fnlp) + C | Kyt (V=iK ) + €Kiy (ViKop) | (4.24)

onde f,(p), com f(0) = f(0) = 0, é a funcdo de onda regular e o parimetro de extensdo
autoadjunta £ € [0,2m) representa uma escolha para a condigdo de contorno. A expressao
(4.24) é uma consequéncia da teoria de von Neumman [130]. Além disso, sabemos que, para
valores diferentes de &, temos dominios diferentes para Hy. A condicao de contorno adequada
serd determinada pelo sistema fisico [114, 121, 122, 134]. Essa propriedade importante nos
permite usar o seguinte procedimento de regularizacao fisica para o vetor potencial do campo
magnético [27, 28, 135, 136]:

_?@7 p > Ra

cA = p (4.25)

0, p <R,
em que substituimos o solenoide de raio nulo temporariamente por um de raio finito R [121, 132],
que é um raio muito pequeno, menor que o comprimento de onda de Compton Ax dos elétrons

[118]. Podemos fazer a seguinte substituigao para a func¢ao d na Equacao (4.9):

o(p)  d(p—R)
P (4.26)

Essa forma regularizada da funcao 6 nos permite determinar uma expressao para o parametro
de extensao auto-adjunta &. Para fazer isto, primeiro consideramos as solugoes de energia zero
fo para Hy e feo para H com a regularizacdo (4.26). Assim, utilizando a equacao (4.26),

reescrevemos (4.9) e (4.10) como

2 2
¢ _1d (mio) 1

& 1d  (mte) op—R)
dp*>  pdp p? 2

7 fo=0, (4.27)

41



2
[_d_2 B R " (4.28)

dp*>  pdp p?

O valor do parametro de extensao autoadjunto ¢ ¢é determinado pela seguinte condigao de

contorno para f(p) na origem:

lim Ré

= lim R@
R—0* fo

p=R R—0* f§70

i (4.29)

O lado esquerdo da Equagao (4.29) pode ser obtido pela integracao direta de (4.27) de 0 a R.
Apo6s realizar esse calculo, obtemos o resultado
. fo 1
1 R— = — . 4.30
Ri{{)17L f() p=R 298¢ ( )

Para calcular o lado direito da Equagao (4.29), buscamos as solugoes de estados ligados de
Ho, que nos permitem obter solugoes de estados ligados para H. No entanto, para encontrar
uma expressao para essas energias de estados ligados, consideramos K como uma quantidade

imaginaria pura, K — ikCy. Dessa forma, temos a equacao de Bessel modificada

[d2 1d ((m;aﬁ)? +/c§>] felp) =0, (4.31)

- + -_
dp* ~ pdp
cuja solucao encontrada é

fe(p) = Kimyo (K p) - (4.32)

Nesse estdgio, podemos observar que a solugao (4.32) pertence a D(Hep). Assim, podemos
assumir uma solugao com a forma (4.24) para alguns ¢ selecionado da fisica do problema. Para
calcular o lado direito da Equacao (4.29), precisamos considerar a representacao assintética de
(4.32) no limite p — 0, dada pela fungao de Bessel

T [ (Kyp)+9
2

2sin(w |m + ¢|) - (4:33)

Kt/ (Kpp) ~ “ImHAT (1 — |m 4 ¢|)  2mHeT (1 + |m +¢|) |

Usando esse resultado da Equagao (4.33) e a Equacao (4.30) e substituindo-os na Equacao

(4.29), chegamos a seguinte expressao:

. f.&() o ./4.+ . 1
1%1_}I{)1+Rf§’0 e g m ol = 2g5¢, (4.34)
com
Ky |m+¢|
Ay = R0 — |m + ¢)) <7) + 2MHIT(1 + |m + o). (4.35)
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Por fim, substituindo X dado na Equagao (4.11) na Equacdo (4.34) e resolvendo para &, en-

contramos a seguinte expressao:

2h2A =

g p—
meR2

e (m Yo+ g) , (4.36)

Ccom
_ Dt fmt-0]) (bgso I+ 0)
T(L—[m+¢l) (Sgso— [m+¢l) ~

Para Q = 0, apenas o primeiro termo na Equagao (4.36) permanece e a dependéncia explicita

A (4.37)

do elemento de spin estd no parametro A.

E importante enfatizar que a energia (4.36) depende apenas dos parametros envolvidos no
modelo. Em outras palavras, nao aparecem parametros arbitrarios provenientes da extensao
auto-adjunta. Isso significa que o parametro de extensao auto-adjunta foi automaticamente
autosselecionado por meio do procedimento de regularizacao fisica para a funcao § na Equacao
(4.26). Entretanto, de acordo com as Refs. [31, 112], é possivel obter uma forma explicita para
a expressao que caracteriza o parametro de extensao autoadjunto em termos dos parametros
fisicos do problema. Em nosso caso, essa expressao é a seguinte

e 1 (%gs¢+|m+¢|)
TR \gso—m+ o)

(4.38)

Essa relagao nos mostra que o parametro £ pode assumir valores diferentes devido a sua
dependéncia explicita de m, ¢, s, g e do raio do solenoide, R. Embora a (4.36) seja uma
expressao simples, se a analisarmos mais detalhadamente, perceberemos que a presenca de
rotacao implica véarios incomuns. Descobrimos que o principal impacto devido a rotacao é o
aparecimento de energias positivas. Quando nao hé rotagao, o espectro (4.36) é puramente
negativo. Na préxima secao, discutiremos em detalhes alguns perfis que podemos acessar a

partir de energy (4.36).

4.5 Analise numérica e discussao dos resultados

Nesta secao, investigamos as mudancas na energia da particula quando os parametros fisicos
do modelo sao variados, em particular, a rotacao e o fluxo de AB. Mostraremos que a energia
(4.36) pode apresentar perfis diferentes, dependendo dos valores dos pardmetros e do nimero

quantico m. Fizemos algumas andlises numéricas para estudar o comportamento de £ como
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uma funcao de ¢ e €2 e autovalores de spin s = —1. Escolhemos este valor de s, pois analisando
(4.9), observa que apenas neste caso hé solugoes de estado ligado. Para 2 = 0, a energia (4.36)
é sempre negativa, independentemente dos valores dos parametros envolvidos. Para €2 > 0, ha
um valor limite que depende dos valores que escolhemos para os parametros, e a energia pode
ser positiva ou negativa. Esse efeito se deve a presenga de rotacao. Na Fig. 4.1, plotamos a
energia como uma fungao do fluxo correspondente ao estado com m = 0. Na Fig. 4.1(a)-(c),
consideramos trés intervalos diferentes para {2 e R = 5 nm. Podemos ver que a energia é zero

quando ¢ = 0,5. No intervalo com € entre 0,85 GHz e 1,0 GHz!. Observamos que a energia

(@ , , (b)

03 0.15
0.2 0.10
0.1 0.05
5\ —_
§ 0.0 b TN ?g 0.00
@ _0 1 Q=0.85GHz o —0.05" —Q=0.1GHz
I o Q =0.90 GHz _010/. = ©=0.2GHz
T — 0=095GHz 015 — 0=0.3GHz
-0.3} == 0=1.0GHz T — 0=04GHz
: : : : : -0.20
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
¢ (hle) @ (h/e)
(c) (d)
0.02 0.00 : :
0.00 -0.02
' -0.04
< -0.02 S -0.06
g 2
= o = -0.08
@ -0.04} T Q=001 MHz N — R =100 nm
— Q=5MHz ~0100 R 2200 nm
~0.06+ = Q=20MHz -0.12} = 'R'='300 Am
o8 — Q=50 MHz -0.14+ — R =400 nm
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢ (hle) ¢ (hle)

Figura 4.1: Energia como fungdo do fluxo. Nas Figs. (a)-(c), consideramos trés faixas de
frequéncia diferentes para m = 0 e R = 5 nm. Na Fig. (d), consideramos alguns valores de R

param =0e 2 =0.

muda mais lentamente (Fig. 4.1(a)). Nesse intervalo, também podemos ver que, para o fluxo
zero, as energias sao positivas, com magnitudes da ordem de 0,3 peV. Quando investigamos o

perfil no intervalo entre 0,1 GHz e 0,4 GHz, os valores de energia para fluxo nulo sao menores

IEscolhemos essa magnitude com base na literatura que envolve a rotacio de nanossistemas. Consulte, por

exemplo, as Refs. [137, 138]
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(a) (b)
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Figura 4.2: Energia como funcao de €2 para dois intervalos diferentes de ¢ com m =0e R =5
nm. Para valores de ¢ menores que 0.5, as energias sao positivas (painel (a)), enquanto para

valores maiores elas sao negativas (painel (b))).

e diferentes em magnitude, assim como as energias para ¢ > 0,5 (Fig. 4.1(b)). Para valores
decrescentes de (), as energias positivas e negativas tendem a diminuir (Fig. 4.1(c)). Na Fig.
4.1(d), mostramos o caso especifico quando € = 0 e alguns valores de R. Podemos ver que,
quando R diminui, a energia tende a aumentar. Para valores de ¢ no intervalo entre 0 e 0, 5,
os valores das energias sao muito pequenos, mas nao nulos. A Tabela 4.1 mostra alguns

Q (GHz)

0
0.2
0.6 0.4

& (neV)
AN
o
o

0.4
0.6

¢(he) 08

Figura 4.3: Energia como uma funcao {2 e ¢ param = 0 e R = 5 nm. Para valores de ¢ maiores
que 0.5, as energias sao negativas, enquanto que para valores menores elas sao positivas. Esse

efeito se deve a presenca de rotacao.

valores de energia nesse intervalo. A segunda coluna refere-se ao caso em que R = 100 nm
(linha azul), enquanto a terceira coluna corresponde a R = 400 nm (linha laranja). Quando
investigamos o comportamento da energia como uma funcao de €2, encontramos um perfil linear
para qualquer valor dos parametros (Fig. 4.2). No entanto, para R e m fixos, hd um valor

limite para ¢ e €2 que pode fornecer energia positiva ou negativa. Isso pode ser facilmente
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Tabela 4.1: Alguns valores para a energia &, correspondentes ao caso exibido na Fig. 4.1(d),
em que consideramos {2 = 0. Na segunda e terceira colunas, mostramos as energias com

R =100nm e R = 400 nm, respectivamente.

¢ (h/e) & (neV) € (neV)

1.0000 x 10~2 0.0000 0.0000

2.0000 x 10~2 —6.2385 x 10717 —3.8990 x 10717
2.9999 x 1072 —5.7152 x 10711° —3.5720 x 107116
4.0000 x 1072 —1.7292 x 107% —1.0807 x 10786
5.0000 x 10~2 —8.4369 x 10768 —5.2731 x 10799
5.9999 x 102 —5.2267 x 10756 —3.2666 x 10757
7.0000 x 10~2 —1.3833 x 10~47 —8.6460 x 10~%9
8.0000 x 1072 —2.8693 x 10~ —1.7933 x 10~
8.9999 x 1072 —2.3479 x 10736 —1.4674 x 10737
0.1000 —1.9991 x 10732 —1.2494 x 10733
0.1100 —3.2825 x 10729 —2.0516 x 1030
0.1200 —1.5685 x 10726 —9.8034 x 10~28
0.1300 —2.8999 x 10~ —1.8124 x 1072
0.1400 —2.5423 x 10722 —1.5889 x 10723
0.1499 —1.2269 x 10720 —7.6686 x 10722
0.1600 —3.6457 x 10717 —2.2785 x 10720
0.1700 —~7.2650 x 1078 —4.5406 x 10~
0.1799 —~1.0377 x 10716 —6.4860 x 10718
0.1900 —1.1199 x 10~1® —6.9995 x 10~17
0.2000 —9.5226 x 10~1° —5.9516 x 10716

identificado pela comparagao direta dos dois termos de energia na Equacao (4.36). A Fig. 4.3
exibe um perfil mais geral da energia como uma funcao do fluxo e da rotacao. Podemos ver o
comportamento linear (exibindo energias positivas e negativas) no plano com ¢ constante e o

perfil linear-parabdlico no plano em que €2 é constante.
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CAPITULO 5

Optica n3o linear

Em cursos convencionais de eletromagnetismo e éptica, consideramos apenas a propagacao
da radiacao eletromagnética em meios lineares, ou seja, situagoes em que as propriedades épticas
nao dependem da intensidade do campo eletromagnético aplicado. Esta aproximagao é valida
apenas para campos de baixa intensidade, que produzem forcas pequenas comparadas as forcas
que ligam os elétrons aos atomos. Quando campos mais intensos sao aplicados, comparaveis
com as forcas atomicas, entramos em um regime chamado de 6ptica nao linear. Neste regime,
as propriedades Opticas do meio variam com a intensidade dos campos elétricos aplicados.

Esta diferenca na variacao das propriedades 6pticas pode ser explicada da seguinte maneira
[55]: Quando uma onda de luz se propaga através de um meio ético, o campo eletromagnético
oscilante exerce uma forca de polarizacao sobre todos os elétrons que compoem o meio. Como
os elétrons internos dos atomos estao fortemente ligados aos nucleos, o principal efeito de
polarizacao é exercido sobre os elétrons externos ou de valéncia. Com fontes de luz comuns,
os campos de radiagao sao muito menores do que os campos que ligam os elétrons aos atomos.
Portanto, a radiacao atua como uma pequena perturbacao. Isso produz uma polarizacao que
¢ proporcional ao campo elétrico da onda de luz. Entretanto, se o campo de radiagao for
comparavel aos campos atomicos, entao a relacao entre a polarizacao e o campo de radiacao
nao ¢ mais linear.

Neste capitulo, faremos uma breve introdugao a optica nao linear. Vamos discutir alguns
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fenomenos épticos nao lineares e como eles sao descritos pelo tensor de susceptibilidade nao
linear. Em seguida, vamos apresentar a teoria quantica da susceptibilidade nao linear para um
sistema de dois niveis interagindo com a luz. Toda a discussao tera como base o formalismo do
operador densidade e, portanto, faremos uma breve revisao desse assunto. Por fim, apresenta-
remos duas quantidades relevantes para o estudo de sistemas 6pticos nao lineares: o coeficiente

de absorcao nao linear e a mudanca no indice de refracao.

5.1 Tensor susceptibilidade nao linear

As propriedades 6pticas de um material sao descritas através das partes real e imaginaria da
constante dielétrica €,.. A constante dielétrica é derivada da polarizacao P do meio de acordo

com [55]

D=¢E+P,

= g€, E. (5.1)

Na optica linear, P depende linearmente do campo elétrico E da onda de luz, de forma que
podemos escrever:

P = c\E, (5.2)

onde x ¢ a susceptibilidade elétrica. Combinando as equagoes (5.1) e (5.2), obtemos a relagao
entre €, e x, a saber:

e =14 x. (5.3)

Na optica nao linear, a resposta optica de um material é descrita por uma generalizacao da

equagao (5.2), expressando a polarizagao como uma série de poténcias da intensidade do campo:

P(t) =P = exE,
=0 XVE®) + XD () + xPVE} ) +...],

= POt)+ PA(t) + POt) + ... (5.4)

Em um meio isotrépico, a polarizacao P é paralela ao campo E, de forma que podemos con-
sidera-los como quantidades escalares. Nesta expansdo, x(!) é apenas a susceptibilidade linear.

As quantidades y® e x® sao as susceptibilidades nao lineares de segunda e terceira ordem,
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respectivamente. A aparicao de efeitos nao lineares esta ligada aos coeficientes de ordem su-
periores. Espera-se que os efeitos nao lineares comecem a se tornar perceptiveis quando o
campo elétrico aplicados no material nao seja totalmente desprezivel em comparacao com os
campos que ligam os elétrons aos dtomos, tipicamente da ordem de E, ~ 5.14 x 10"V/m.
Para obter campos 6pticos de tal magnitude, a intensidade da luz incidente deve ser da ordem
de I, ~ 3.5 x 10'°W/m? [53]. Entretanto, essas altas intensidades ndo sdo necessdrias para
observar muitos efeitos 6pticos nao lineares. Um dos motivos é que, desde que o conjunto de
dipolos induzidos oscile de forma coerente (ou seja, com uma relacdo de fase definida entre eles),
o campo que eles irradiam individualmente pode, em determinadas circunstancias, somar-se de
forma construtiva para produzir uma intensidade total muito maior. Na éptica nao linear, essa
condi¢ao de interferéncia construtiva é conhecida como “conjugacao de fase”[139].

Podemos também estimar a ordem de magnitude das susceptibilidades em (5.4). Em matéria
condensada, Y ~ 1, e esperamos que em condicdes de ndo ressonancia a susceptibilidade de

segunda ordem x® seja da ordem y™M/Fe ou:

x? ~1.94 x 1072m/V. (5.5)

E,

De forma semelhante, esperamos que x® seja da ordem de Y/ 3, ou, numericamente

x® ~ 3.78 x 107 #m?/V2. (5.6)

Vale ressaltar que a expansao em séries de poténcias na Eq. (5.4) ndo é necessariamente
convergente para todas as situacoes. Nesses casos, a resposta nao linear do material ao campo
aplicado deve ser expressa de outra maneira. Espera-se que a expansao perturbativa nao seja
mais quando o campos aplicado possuir intensidade proxima a intensidade dos campos atomicos
I,.

Para um meio cristalino, P e E nao sao necessariamente paralelos. A polarizacao deve entao

ser escrita como

P = ¢ (x(” E+x® EE+X(3)EEEE+-~>, (5.7)

onde agora y!) ¢é o tensor de susceptibilidade usual. Os coeficientes x?, Y, etc. sdo tensores

de ordem superior. A expansao é frequentemente escrita como a soma de dois termos

P = P* + P, (5.8)
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onde

PL = ¢xVE (5.9)

caracteriza a polarizacao linear, enquanto o segundo,
PVL = ¢, (X@) : EE + Y®EEE + -- ) : (5.10)

representa a polarizacao nao linear. De forma explicita, as polarizagoes podem ser escritas

como
Pz(l) = €o Z Xij £ (5.11)
J
P§2) = €p Z XijkEjEka (512)
jk
PEB) = € Z XijklEjEkEl- (513)
gkl

Vemos, entdo, que o tensor de susceptibilidade linear y(!) é uma matriz 3 x 3 e, portanto, tem
9 componentes. Ja as susceptibilidades de segunda e terceira ordem x® e x® possuem 27
e 81 termos, respectivamente. A priori, pode parecer que teriamos que medir 27 quantidades
diferentes para quantificar totalmente a resposta nao linear de segunda ordem de um meio
anisotropico. Ou ainda pior, 81 no caso de respostas de terceira ordem. Felizmente, nao é o
que geralmente acontece, ja que devido ao alto grau de simetria encontrado em cristais exige
que muitas das componentes sejam nulas e muitas sejam iguais [53, 55]. Para os propdsitos
desta tese, € suficiente considerar meios isotropicos e, portanto, vamos utilizar apenas a equagao
(5.4).

No dominio das frequéncias, a equagao (5.4) é reescrita como [54, 56, 140]
P@) = e[ Viw)- Bw) + 3w : Bw)E(w,)

+ xO(w;wi, wj, W) E(wy) B(w))E(wg) + ... |, (5.14)
em que w; sao as frequéncias incidentes e w é a frequéncia resposta do meio. O que a equacao
(5.14) nos diz é que além da polarizacao linear, oscilando com a mesma frequéncia do campo,
teremos termos nao lineares oscilando em combinagoes das frequéncias dos campos. Ou seja,

se o campo consiste de duas ondas oscilando nas frequéncias w; e w;, a polarizacao de segunda

ordem terd componentes que oscilam com frequéncias w = w; + w;. Da mesma forma, quando
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o campo ¢ uma combinagao de trés ondas oscilando com frequéncias w;, w; e wy, a polarizacao
nao linear de terceira ordem oscilard com frequéncias w = w; + w; + wg.
O primeiro termo na equagao (5.14) dé origem a fendmenos lineares comuns como a refragao

e a absorcao. Alguns exemplos de fenomenos de segunda ordem sao:
(i) a geracdo de segundo harménico, @ (2w; w, w);
(ii) a geracdo de soma e diferenca de frequéncias, x? (w; + wj; wi, w;) e X (w; — wjs Wi, w;);
(iii) e a retificacdo optica, 2 (0; —w,w).

A retificagao 6ptica refere-se a geracao de um campo elétrico estatico, ou campo elétrico dc, a

partir de dois campos de frequéncia éptica w. Exemplos de efeitos de terceira ordem sio:
(i) a geracao de terceiro harménico, X(S)(&u; W, w,w);
(ii) geracdo de segundo harménico, x® (2w;w, w, 0);
(iii) mistura de quatro ondas, X (w; + w; + wy; w;, wy, £wy), ete.

Os efeitos Opticos nao lineares de terceira ordem sao encontrados em qualquer material.
No caso em que o material é centro-simétrico - materiais cujas redes cristalinas exibem uma
simetria de inversao com relacao ao seu centro - as susceptibilidades nao lineares pares sao
nulas.

Nesta tese, vamos tratar apenas de fenomenos de terceira ordem. Mais especificamente,
queremos utilizar o coeficiente de absor¢ao nao linear e o indice de refracao nao linear para
estudar propriedades Opticas nao lineares de anéis quanticos bidimensionais. Nas proximas
secoes, vamos estudar como obter as susceptibilidades nao lineares de um sistema de dois niveis
interagindo com um campo elétrico intenso. Para isso, utilizaremos uma abordagem quantica
focada no uso do formalismo da expansao perturbativa da matriz densidade. Em seguida, vamos
mostrar como obter, a partir das susceptibilidades, o coeficiente de absor¢ao e a mudanca do

indice de refracao.

5.2 Teoria quantica da susceptibilidade nao linear

Nesta secao, apresentamos a teoria quantica das susceptibilidades 6pticas nao lineares de

ordem superior para um sistema de dois niveis interagindo com um campo elétrico incidente.
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Na optica nao linear, onde o sistema esta sujeito a varias perturbacoes, a determinagao precisa
do estado do sistema muitas vezes se torna inviavel. Nessas circunstancias, é necessario recorrer
ao formalismo do operador densidade para tratar o sistema de maneira estatistica. Portanto,
antes de prosseguirmos com a derivagao das susceptibilidades, realizaremos uma breve revisao

sobre o conceito e a aplicacao do operador densidade.

5.2.1 Matriz densidade

Na mecanica quantica, geralmente utilizamos kets para definir o estado do sistema, o re-
presentando por uma funcao de onda precisa, quando conhecemos o estado do sistema com
exatidao e podemos preparar ensembles de maneira idéntica. No entanto, ha situacoes em que
nao é possivel conhecer o estado do sistema de forma precisa devido a incertezas classicas.
Nessas situagoes, s6 podemos atribuir probabilidades para o sistema estar em determinados
estados. Para tratar desses casos de mistura estatica, onde temos uma combinacao estatistica
de diferentes estados puros, utilizamos o formalismo de operador densidade.

Na éptica nao linear, além da interacao dos dtomos com os campos elétricos, € preciso
incluir perturbacoes no sistema que causam decoeréncia e processos de relaxagao, que podem
ter varias origens como o contato térmico com ambiente, vibragoes da rede, colisoes com fonons
e elétrons de conducao, etc. O formalismo de operador densidade permite modelar esses efeitos
de maneira precisa, considerando tanto as probabilidades classicas associadas ao meio quanto as
probabilidades quanticas intrinsecas ao sistema. A seguir, vamos apresentar um breve resumo
sobre o operador densidade seguindo as referéncias [141-143].

Agora, seja A um observavel. Se o estado for |¢4), entdao o valor esperado de A serd
(1| Altpy). Mas, se o estado for [ihy), entdo o valor esperado serd (yn|A|s). Para calcular o

valor esperado real de A, precisamos realizar uma média dos valores quanticos esperados:
(A) =" qi{thil Alpy). (5.15)

O importante a ser compreendido é que esse tipo de média ndo pode ser escrito como (¢|A|p)
para algum ket |¢). Se quisermos atribuir um ”estado”ao nosso sistema, devemos generalizar

a ideia de ket. Para isso, utilizamos a Eq. (1.77) para escrever

(Vil Alahi) = tr (Alei) (i) - (5.16)
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Entao, a Eq. (5.15) pode ser escrita como

Zqztr (Al (i) = (AZ%W@ m). (5.17)

Isso nos motiva a definir a matriz densidade como
p= Z Gil i) (il (5.18)
Finalmente, podemos escrever a Eq. (5.15) como
(A) =tr(Ap) (5.19)

que, alids, é igual a tr(pA) devido a propriedade ciclica do trago.

Com o formalismo do operador densidade, podemos reformular todos os postulados da
mecanica quantica [141, 144]. Se uma matriz de densidade puder ser escrita como p = |¥)(¢],
dizemos que temos um estado puro. Nesse caso, nao é necessario usar p. Podemos simplesmente
continuar usando [¢). Por exemplo, a Eq. (5.19) se reduz ao resultado usual: tr(Ap) = (| A|).
Um estado que nao é puro é geralmente chamado de estado misto. Nesse caso, os kets nao sao
suficientes e devemos usar p.

Algumas propriedades gerais do operador densidade merecem ser destacadas. A primeira é

a hermiticidade
ol =p. (5.20)

Em seguida, temos a normalizagao

sztr (Ji) (i) sz =1. (5.21)

Outra propriedade importante que as matrizes de densidades devem satisfazer é serem po-
sitivo semi-definidas, ou, simbolicamente, p > 0. Isto significa que seu valor esperado em

qualquer estado quantico é sempre nao negativo
(dlple) = sz i) > 0. (5.22)

0 que é necessario para interpretacao probabilistica de p.
A matriz densidade de um ensemble puro é claramente o operador projecao e portanto, deve

ser idempotente

P’ =p. (5.23)



Portanto, apenas para ensembles puros é valido que
tr(p?) = 1. (5.24)

Vamos agora estudar como o operador densidade varia com o tempo. Para isto, derivamos

(5.18) com relagao ao tempo
d . .
d_ff) = sz(|¢z><¢z| + i) (il), (5.25)

onde consideramos que as probabilidades classicas p; nao variam com o tempo. Usando a

equagao de Schrodinger

ih%‘w = Hlys), —ih%%\ = (i|H, (5.26)
temos
% = %ZP@'(H|¢¢><¢1‘| + [1hi) (v H), (5.27)
e finalmente z
= ) (5.28)

A equagao (5.28) é chamada de equagao de von Neumann.

5.2.2 Interacao entre um sistema de dois niveis e a luz

Vamos agora utilizar o formalismo da matriz densidade desenvolvido na segao anterior para
calcular as susceptibilidades nao lineares de transicoes Opticas em nanoestruturas em semi-
condutores. A equacao descreve como o sistema evolui no tempo como resultado das in-
teracoes incluidas no Hamiltoniano H. Entretanto, existem algumas interagoes responsaveis
por fenomenos de relaxacao que descrevem decaimento da populacao excitada e das coeréncias.
Estes efeitos podem ser causados por colisdes entre atomos, emissao espontanea de luz, co-
lisoes com fonons, etc. Tais interagoes devem ser incluidas através da adigao de operadores de
amortecimento fenomenoldgicos na equagao (5.28). H& mais de uma maneira de modelar tais
processos de decaimento [53, 57]. Aqui, seguimos a Ref. [145], em que a equagdo que governa
a dinamica do operador densidade do sistema é dada por

dp 1

2 =~ - L= )+ (- 1], (5.29)

2
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onde p(» é o operador densidade na auséncia de interacoes e I' é um operador fenomenoldgico
responsavel pelo amortecimento devido a relaxacao. A representacao de I' na base dos auto-
estados de energia [n) é uma matriz diagonal e seus elementos I',,, sdo o inverso do tempo de
relaxagao 7, para o estado |n). Por simplicidade, vamos nos ater a um sistema de dois niveis,

portanto n = 1,2. Vamos resolver a equagao (5.29) perturbativamente, expandindo rho em

12) — B
i i
VA >

1) v Ey

Figura 5.1: Emissao e absorcao induzidas em um sistema de dois niveis pela interagao com a

luz.

uma série de poténcias. Para isto, vamos supor que o Hamiltoniano H em (5.29) possa ser
dividido em duas partes

H = Hy+\V, (5.30)

em que Hy é o Hamiltoniano livre, diagonal em |1) e |2) com energia E; e Fs, respectivamente,
e V' é o Hamiltoniano de interacao entre o campo elétrico e o sistema de dois niveis dada pela

aproximacao de dipolo elétrico

V=-M-E(t), (5.31)
onde M = —er denota o operador de momento de dipolo elétrico do sistema. Vamos considerar
que o campo elétrico incidente é monocromatico e representado por

) 1 ) 1 ) L L
E(t) — Re(Eoe—zwt) — §Eoe—2wt + 5 Sezwt — Ee—zwt + E*ezwt7 (532)

O parametro real A é a constante de acoplamento que varia entre zero e um e caracteriza a
intensidade da perturbagao. O método consiste em propor uma solugao na forma de uma série
de poténcias em A,

p= p(O) + )\p(l) + >\2p(2) SR (5.33)

onde p(® é a matriz densidade do sistema nao perturbado em equilibrio térmico. Os elementos

diagonais dessa matriz sao as ocupacoes dos niveis em estado de equilibrio representados pela
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distribuigao de Fermi-Dirac [145]. Para que a condigao de normalizagao (5.21) seja satisfeita,
o trago de tr{p®} = 1 e tr{p™},= 0,n > 0 [146]. Substituimos (5.33) em (5.29) e agrupando

os termos de mesma poténcia, obtemos o conjunto de n equacoes diferenciais.

dp® 1
flt = —[H, P, (5.34)
dp' 1 ay 1 1
_ 0V 0O = 2 [Tp® 4,1 5.35
dp® 1 1 1
N 2 e L I VAN ¢ D) Il § AP ¢ BN ) ‘
T = Ho, ] = =V, 0] 2[ p? + p?T], (5.36)
: (5.37)
dpth 1 1
= —[H,, p"t) V. Lot 4 pn 01T 5.38
g~ sl h[P1 5 [P 4 pt T (5.38)

Os n + 1 elementos de (5.38) na base (|1}, |2)) sao dados por

dpyY n 1 n "
Py oY = (MapSh) — Moy o) E(E), (5.39)
Cdt ih
d (n+1) 1 . .
P22 — Do) — —(Marply) — Miop$))E(E), (5.40)
dt ih
dply™ " 1,
gt —I'g szﬂ) h(ﬂg; - P11))M12E( )
1 n
- _h(MH — Ma)E(t)p\3), (5.41)
dpS 1 n L
I [ ) it = Ll - o
1
- %(Mm - M11)0§1)E(t)a (5-42)

onde My, = (m|Mn) e T'1p = Iy = (1 + Tas) = 5(1/71 4+ 1/72) séo as taxas de amorteci-
mento das coeréncias entre os dois estados. A matriz p possui a propriedade de hermiticidade
p12(t) = p3(t). Podemos tentar justificar a forma do operador de amortecimento fenome-
noldgico da seguinte maneira [53]. Seja [(t)) = Y c,(t)|n) o estado do sistema, onde os
coeficiente ¢, (t) sdo as amplitudes de probabilidade de encontrar os sistema em um dos niveis.

A probabilidade de o sistema estar no estado |1) deve decair como

e (®)]* = lea (0)%e ™, (5.43)
e, assim, a amplitude de probabilidade deve variar no tempo como

c1(t) = c1(0)e Frte Tt (5.44)
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Da mesma forma, amplitude de probabilidade de o sistema estar no estado 2 deve variar no

tempo como

co(t) = cp(0)e F2le T2t (5.45)

Assim, a coeréncia entre os dois niveis deve variar como
¢ (t)ea(t) = ¢(0)cy(0) AP e~ T1HT2)t/2 (5.46)

onde AE = FE, — F; é a frequéncia natural de oscilagao dos sistema. Isto significa que o sistema

retorna ao seu estado de equilibrio a uma taxa
Flg - Fl + FQ. (547)

As equagoes (5.39) a (5.42) podem ser resolvidas escrevendo os elementos da matriz densidade
em termos de somas proporcionais a exp(+iwt) e igualando termos em ambos os lados com a
mesma dependéncia temporal. Estamos interessados apenas em solucoes de estado estacionério
- solugoes validas muito tempo depois de os efeitos temporarios que ocorrem logo apds a in-
cidéncia do campo terem se extinguido [53]. Portanto podemos escrever o n-ésimo termo da
série perturbativa como [147]

p(n) — ﬁ(n)efiwt + ﬁ(n)eth. (548)

Comegamos tomando n = 1 em (5.48), e obtemos
p(l) _ ﬁ(l)e—iwt + ﬁ<1)6th, (549)

en =0 em (5.42), o que resulta em

dpy) |1 ow_ 1. 0
a = E(AE) — o] pis — i_h(pll — P22 )M12E<t)
1 0)
— E<Mll — MQQ)E(t)p21 . (550)

Supomos também que ,07(1% = 0,n # m. Isso significa dizer que no equilibrio térmico, o estado

excitado do sistema podem estar populados, mas a excitacao térmica, que espera-se seja um

processo incoerente, nao pode produzir ter nenhuma superposigao coerente de estados [53].
Portanto, fazemos ,0;?) = 0, e encontramos
1
doi’ _

1 1 .
ol |08 T Y = ) — A E, (550

g g
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Substituindo o campo elétrico (5.32) e a expressao (5.49) na (5.51) e igualando os coeficientes

de exp(—iwt), temos

S 1
i) = - |

oy 1 -
—(AE) Pm] P — = (p%) — P ) M B, (5.52)

th

que resolvida para ﬁ%), resulta

~ 0 0
EM21(P§2) - Pg1))

~(1)
= 5.53
P21 (w) (AE—M—ZhF12)7 ( )
Para os termos proporcionais a exp(iwt), obtemos
EM ( (0) (0)>

~(1) 210011 — P22
—Ww) = . 5.54
P (=) (AE + hw — ihlp) (5:54)

Quando w ~ AFE, podemos notar que apenas (5.53) pode entrar em ressonancia com o campo
incidente. Neste caso, o termo nao ressonante (ou contra girante) (5.54) é bem menor que o
termo ressonante e pode ser desprezado. A aproximacao que consiste em desprezar o termo
nao ressonante é conhecida como aprorimacao de onda girante ou secular.

A partir da equagao (5.41), e procedendo de maneira andloga como antes, obtemos

EM ( 0) (0))
~(1) 21(P11 — P22
— 5.55
p12 (w) (AE+hUJ+ZhF12)’ ( )
© - (0) (0)
~(1) _ E My (pn — P22 )

Aplicando mais uma vez a aproximagao de onda girante, podemos desprezar ,5512) (w) (equagao
(5.55)).

Seguindo com (5.39), temos

d,o(l) 1
—m = Tl — = (Mo — M) E(1). (5.57)

Devido ao fato de que pgi) = pgg) = 0, temos

1
dpgl)

1
= —TyptY. (5.58)

Novamente, usando (5.48) e igualando apenas os termos com exp(—iwt), temos

A (@) (T —iw) =0, (5.59)
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0 que nos leva a concluir que p( )( ) = 0. Utilizando os mesmos procedimentos, pode ser
verificado que A} )(— ) = 5 )( ) = 5 )(— )=0
que P (—W) = P (W) = Py (W) = U.

Em seguida vamos calcular o termo de ordem n = 2 em (5.48). Estes termos descrevem a

geracao de segundos harmonicos e a retificacao, fenomeno em que um campo elétrico estatico é

criado no material. Vamos ignorar os harmonicos superiores e considerar apenas a retificacao.

Portanto, termo p(Q) nao variam com tempo. Assim, a (5.39) pode ser reescrita como

2 00a0) + 48 (~10)) — Man (oD () + oD ()] . (5.60)

0= —Tupi? (0
1piy (0) — ih

Utilizamos a aproximacao de onda girante, onde os termos nao ressonantes p%) (w) e pgll)(—w)

podem ser desprezados e resolvemos (5.60) para [)ﬁ)(O), cuja expressao €

52(0) = 2E2| My 2(p — p5) )Tz
1 I [(AE — hw)? + (hl3)?2)

(5.61)

onde |Ms|*> = My M. Repetindo os mesmos passos acima, podemos proceder para encontrar
~§22)(0). Observando que | My |* = |Mj3|?, temos

252 M| (0] — p3)) T2

P 0) = [ AT — o T (hw)) (562)

Retornando a equagdo (5.42) com n = 1 e lembrando que estamos interessados apenas em

termos estaciondrios, ou seja

dpiP(0) 1 1
S = | (AB) =T | p7(0) — (ot — ) E()
1
- %(Mm — My)py E(t). (5.63)

Desde que dpg)(())/dt =0 e tomando ¢t = 0 em (5.48), temos
0= [ =i p(0) = (A0 0) + A () = AP 0) — Y ) M
E

— - (My — M) B () + ) (). (5.64)

Lembrando que demonstramos que ,391) (w) = ﬁgll)(—w) = ﬁ%) (w) = ﬁ%)(—w) = 0 e desprezando

o termo nao ressonante p( )( w), temos
0= Lh<AE> Fw} P (0) - h<M2z — Mi)(p5) (w) + o) (~w)) E, (5.65)
que resulta em

o2 (=) = 22| Moy |2(May — M) (0 — p53)
2 (AE - Zhrlg)(AE — hw + Zhrlg) .

(5.66)
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Agora, escolhemos n = 2 para obter os termos de terceira ordem da expansao. Partindo da

equagao (5.41) e igualando os termos proporcionais a exp(—iwt), temos

. 1 _ 1,
—iwpg (w) = {%mm - ru} pi (@) = = (017(0) = 3 (0) E
1 ~(2) ()
= o (Maz — Mi1)pay (0)E, (5.67)
da qual isolando pg‘?, encontramos
E
(3) (2) 2) (2)
- 0) — 3 (0))May + (Maz — Mi1)p?(0)| 5.68
P21 (AE — hw + ihlp) (i1 (0) = 3z (0)) My + (M2 11)p31 (0) ( )

Agora, podemos calcular a diferenca entre os termos pﬁ)(()) - pg)(O) na (5.68) usando as

equagoes. Partimos de (5.62) e (5.61) para obter o seguinte resultado:

0 0
11 [MaP(p) = p5)Ts

(2) (2) (2
0) — 0) = -2B(—+ — . 5.69
P11 ( ) P22 ( ) (Fll F22>F22[(AE . hw)Q + (hrlg)z] ( )
Substituindo (5.69) e (5.65) em (5.68), temos
3) _ EE My (p) = p5)) [, (1/T11 + 1/Tg) | My: [*Tz
P21 = T AR — hw — ihT1s) |~ (AE — hw)? + (hT1)?
_ 2
- (M — M) . (5.70)
(AE — Zhrlg)(AE — hw — Zth)

Usando o resultado (5.70) e procedendo de modo similar, podemos calcular os termos pﬁ) e pg);)

dados, respectivamente, por

PON 2iEE?| Moy |? (Mas — Mi1)(p1) — p%) (5.71)
1 (AE + ihl'1y) (AE — hw)(AE — hw — il'15) '
¢ nin 0 0
o9 = 2B E?| M |? (Mo — Myy) (P = p3) (5.79)
2 (AE +ihl'y) (AE — hw)(AE — hw — ihT'y5) | ‘

onde Im representa a parte imaginaria. De posse dos resultados acima, podemos encontrar
as quantidades relevantes para analisar as propriedades Opticas nao lineares de um sistema
quantico. Queremos calcular a polarizacao por unidade de volume induzida pelo campo elétrico
incidente em um material, que é definida como o valor esperado por unidade de volume do
operador momento de dipolo. Podemos calcula-la através da definicao de valor esperado no
formalismo da matriz densidade

P(t) = —tr[p(t)M]. (5.73)



onde V' ¢é o volume do sistema. Vamos decompor a polarizagao em suas componentes de Fourier
P(t) = eox(w)Ee™™ + eox(—w)Bel™). (5.74)

Substituindo a equacdo (5.33) em (5.74), a polarizagdo é dada em termos de uma série de

poténcias em A

1

P(t) = %tr[p(o)(t)M] + Vtr[p(l)(t)l\/[] ;2 !

Vtr[p@) (t)YM] + -+ + Vtr[p(”) (t)M] (5.75)

= PO@) + PO@) + -+ PM(2), (5.76)

onde PO = tr[p(®(t)M]/V é independente do campo elétrico e é chamado de polarizacio
elétrica permanente (ou polarizacdo elétrica espontanea) [54], que aparece na auséncia de um
campo 6ptico; tomamos P = 0 ji que ela ndo existe na maioria dos materiais. Podemos
entao encontrar a susceptibilidade de n-ésima ordem por comparagao entre os termos de (5.4)

e (5.76)

P = %tr[p(l)l\/[] = eoxVE, (5.77)
P = %tr[p(z)M] = eox P E?, (5.78)
P® = %tr[p@)M] = eox P E?, (5.79)

(5.80)
P™ = %tr[p(”)l\/ﬂ = cox™ E". (5.81)

Usando a definicao do trago como a soma dos elementos da diagonal de uma matriz, podemos

escrever a polarizacao como

P() = £ [(1pM]1) + (2pM2)] (5.8

Inserindo a relacao de completeza na equacao acima, a polarizagao de n-ésima ordem é dada

por
]_ n n n n
PM = % E [ 51)M11 + pgz)Mlz + /)51)M21 + sz)Mﬂ} (5.83)

n

ou ainda usando a equagao (5.48)

1 ~(n ~(n ~(n ~(n —iw
PO = =37 |0 )M + 515 (@) Mao + 557 (@) Mo + 553 ()Mo | ™ (5.84)
+ termos proporcionais a e, (5.85)
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Tomando n = 1, desprezando os termos nao ressonantes, lembrando que ﬁﬁl) (w) e ﬁY{) (w) sao

nulos e igualando os termos proporcionais a e~ temos

(1 _ ’M21|20u
Eo(AE — hw — ihl—‘lg),

X (5.86)

onde temos definido o, = (ﬁg(i) - ﬁg;))/ V' como sendo a densidade de elétrons no sistema.

Em seguida, tomando n = 3, a susceptibilidade é dada por

(3) E2|M21|20V
X = 5
EO(AE — hw — Zhrlg)
« 2<F—11 + FZQ)FIQ B (M22 — M11)2 (5 87)
(AE — hw)2 + (hl12)2  (AE — il 12)(AE — hw — il 1) '
que pode ser escrita como
X = ;
Eo(AE — hw — ZhF12)
X 2<F_11 + F22)F12 . |M22 - ]\411|2 1 (5 88)
(AE — hw)? + (hl19)? (Mo |2 (AE —ihl)(AE — hw — ifilp) |

Pode ser verificado que o termo envolvendo |Mayy — Myy|* /|Myy|? [145] é pequeno e nao dé
contribuigoes significativas ao coeficiente de absor¢ao para os valores de campo elétrico tipica-
mente utilizados, de modo que pode ser negligenciado. Pelo mesmo motivo, negligenciamos as
contribuicoes de pgl) e p22 Assim, a expressao relevante é

(3) _ E2|M21|4UV 2<F_11 + FQQ)FH
X T o (AE — hw — il (AE — hw)? + (A0 12)2”

De posse das susceptibilidades (5.86) e (5.89), podemos determinar as quantidades relevantes

(5.89)

para o estudo das propriedades opticas do sistema, tais como o coeficiente de absorcao linear
(OAC, na sigla em inglés) e o indice de refracao (RIC, na sigla em inglés). Isso é feito nas

proximas segoes.

5.2.3 Coeficiente de absorcao e mudanca do indice de refragao
A susceptibilidade esté relacionada com o coeficiente de absor¢ao a(w) por

a(w) = w\/glm leox ()], (5.90)

onde 4 é a permeabilidade do sistema. Substituindo (5.86) em (5.90), obtemos o coeficiente de

absorcao de primeira ordem

2
(1) _ ﬂ |M21| Oy 1
W) = RE o — i)+ (D) (5:91)
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Da mesma forma, utilizando (5.89), encontramos o coeficiente de absor¢ao de terceira ordem

(3) _ oo 1 2(Ty; 4 Tao)
™ (w) “y ol ovim [(AE ~hw — ihl12) Tiilas [(AE — hw)? + (hT19)7] (5.92)

Definindo a intensidade I do campo eletromagnético através da equagao

i I
E? = (5.93)

2eon,.C’

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e n, é o indice de refracao do meio, temos

() = —w (LN a2
a(w) w - <2€onr0)| 2170y

- [ 1 2(T'11 + Io)
(AE — hw — ihl'12) T Tag [(AE — w)? + (Al12)?] |

(5.94)

Para tornar a expressao mais simples, escolhemos I';; = I'y9, 0 que implica que I'1; = ['gg = T'y5.

Consequentemente, temos
[a(T1y + o)

=2. 5.95
IREIS (5.95)
Deste modo, depois que destacamos a parte imaginaria e fazemos alguma simplificagoes, che-
gamos a expressao
I 4| My, [*o, AT
a® (W) = —w, /ﬂ( > (Moo, Mo . (5.96)
€r \26on.c) [(AFE — hw)? 4 (hl'12)?]

O coeficiente de absor¢ao nao linear total é dado pela soma de (5.90) e (5.96)
a(w, I) = aM(w) + a®(w, I). (5.97)

A outra propriedade optica de interesse é a mudanca no indice de refracao, que esté relacionada
com a parte real da susceptibilidade por

Anw) _ po (M ) . (5.98)

n, 2n?

Substituindo a equac@o (5.86) na expressao (5.98), obtemos a mudanga no indice de refracao

linear
AnM(w)  |Ma o, AE — hw
n, n 2n%€0 (AE - hCU)Z + (ﬁF12)2 )

Em seguida, para calcular o termo de terceira ordem, substituimos (5.89) em (5.98) e, como

(5.99)

resultado, obtemos

An®) I| Mo %o, AFE — hw + ihD
o) IMaloy g RGN (5.100)
Ty TZTGOC [(AE — hw)2 + (hF12>2]
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que fazendo uso de ¢* = 1/eyu, assume a forma

AnP(w)  |Myl'o,  (AE —hw)ucl (5.101)
ne | ma [(AE—hw)?+ (Ap)f |

Por fim, a mudanga total no indice de refracao é dada em termos de (5.99) e (5.101) pela

expressao

An(w,I)  AnM(w) N An®) (w, I)

5.102
ny Ny Ny ( )

Os resultados desenvolvidos nesse capitulo serao usados no préximo para analisar as proprie-

dades Opticas de um anel quantico bidimensional em um referencial girando.
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CAPITULO 6

Propriedades dpticas de um anel quantico bidimensional em um

referencial girando

Neste capitulo, estudamos o modelo que descreve o movimento de um elétron na presenca de
campos eletromagnéticos sob efeitos de rotacao. Os potenciais envolvidos sao devidos ao efeito
AB e o potencial radial de um anel quantico. Diferente do modelo do estudado Capitulo 4,
aqui, nao consideramos o spin da particula na abordagem. Devemos escrever o Hamiltoniano do
sistema, resolver a equacao de Schrodinger para entao obtermos as energias e func¢oes de onda
da particula. Subsequentemente, devemos estudar as propriedades eletronicas e propriedades
Oticas nao lineares.

Os resultados desse estudo levaram a publicacao do nosso primeiro artigo, na revista Annals

of Physics [148].

6.1 Equacao de movimento

Nesta secao, devemos escrever a equacao de movimento de uma particula interagindo com
um campo magnético uniforme e o potencial de AB. Além disso, a particula também esta sujeita

a um potencial radial confinante e efeitos de rotacao. Os efeitos de rotacao e eletromagnéticos
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sao incluidos na equacgao de Schrodinger através da substituicao

p’ = p' — A, (v=0,1,2,3), (6.1)
onde AY; é o quadripotencial efetivo, que inclui o quadripotencial eletromagnético Ay, e o
campo de calibre para o referencial girando A%, = (A%, A). O quadripotencial eletromagnético

é especificado por A% = (A%, Acg = A; + A,). Como especificaremos a seguir, o potencial
vetorial efetivo A.g é dado em termos do potencial de AB e do potencial potencial devido a
um campo magnético uniforme na direcao z, com V- A, =0 e Agle = (. Definimos o tubo de
fluxo magnético para o problema de AB como

eA, = (0, —g()) , eBy = (0,0, —¢M> . (6.2)

p p

A quantidade ¢ = e®/2rh = ®/P( esta relacionada ao fluxo de AB, onde ® denota o fluxo
magnético e &y = h/e indica o quantum do fluxo magnético. O vetor potencial que gera o
campo magnético uniforme na direcao z é especificado por

1
A, = (o, 5B o) , B,=(0,0,B). (6.3)

A terceira configuragao caracteriza o campo de calibre para o referencial girando

AY = (—% (2 x1)”,Q x r) , (6.4)

em que €2 é a velocidade angular. Aqui, assumimos que €2 tem apenas o componente z, de
modo que, em coordenadas cilindricas o vetor de coordenadas é r = p p e, consequentemente,
escrevemos {2 X r = Qp@. Além disso, é bem conhecido na literatura que o problema de AB
tem invariancia translacional na direcao z, portanto, podemos excluir o grau de liberdade z
impondo p, = z = 0 [27, 111, 112]. Assim, estudaremos o movimento dos elétrons restritos a
se moverem apenas no plano. Portanto, devemos estudar os efeitos combinados que envolvem
a rotacao {2, os potenciais A; e Ay e o campo B,. A equacao de movimento a ser resolvida é
escrita como

1

- (0 = A, — 2 X 1)’ 4 = S X 1)+ V (1) = B, (65

onde V' (r) representa o potencial radial de um anel 2D definido por (consulte a Fig. 5.1)

Vi = (- %) (6.6)
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onde py define o raio médio do anel e também representa o ponto em que o potencial minimo
estd localizado. A quantidade wy caracteriza a for¢a do confinamento transversal. Além de
caracterizar um modelo exatamente soluvel, o potencial radial (6.6) descreve um anel locali-
zado de largura finita, fornecendo uma ferramenta teérica conveniente para estudar estados

eletronicos, bem como sua dependéncia do campo magnético em um anel 2D [149, 150]. Apds

340+

240+

V(p) (meV)

i
(e
T

Il 1 Il 1

0 10 20 30 40 50 60
p(nm)

Figura 6.1: Perfil do potencial radial que descreve um anel de raio médio py = 20 nm e hwy = 40

meV.

substituir as configuragdes de campo e potencial na equagao (4.3), obtemos
Lo (o0 _A[0 N\ i
pOp P dp p? | \idp 4h?

pwe O 2uQ 0V 2uQ e pPwipy  2uE
R A A R (67)

2,,2

2 2,2
o (| pQwe | prwy
v p(4h2+ 72 +4h2)w

+

Supondo que as autofungoes sejam da forma

¥ (p, ) = F(p)e™, (6.8)
em que m = 0,+1,4+2,+3,... é o niimero quantico de momento angular. A fungao F(p) em
(6.8) satisfaz a equacao radial

1d [ dF L? pre?p?
—— | p— ) ——2F - F+kF=0 6.9
pdp (pdp) p* m T ’ (69

em que A = \/A/uw é o comprimento magnético efetiva renormalizada pela rotacao, L,, =

\/(m — ¢) + p2w2pt/4h? é o momento angular efetivo, w = \/w? + 4Quw, + wZ ¢é a frequéncia

ciclotron efetiva, w.= eB/u ¢é a frequéncia ciclotron e
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B =1 (2Q+ we.) (m — @) /h+ 21 (nwi pd JAEw,) /h2. A equagao diferencial (6.9) pode ser

resolvida analiticamente, e suas autofungoes e autovalores sao

1 F'(n+L,+1) p)Lm e — 22 p?
wm (029) = 5 EY " emee i (B (=ny L +1, 2 ), (6.10
Y (£, 0) )\\/2Lm+1n! 0 (L + 1) 7 ()\ e bl g5 ) (610)

2

- 212

h
Eum 2n+L,+1)— B (2Q + we) (m — @) — gwgpg. (6.11)

E importante expressar a energia de forma mais explicita como:

1 2,,2 4 1
Enm = <n+—\/(m—¢)2+ﬂw0p0+—>h

2 4h? 2

h
X w2 w4 40, — 220+ w) (m—¢) - Luisd, (6.12)

Na auséncia de efeitos de rotacao, obtemos:

1 pwips 1 / hw, i

que recupera o resultado na Ref. [149], conforme esperado.

6.2 Analise numérica dos resultados

Nesta secao, investigamos numericamente os resultados obtidos na Segao 6.1 para o caso
de um anel quantico 2D com um raio médio de pg = 20 nm e hwy = 40 meV. Usamos os
dados coletados de uma heteroestrutura 2D de GaAs, que podem ser facilmente encontrados
na literatura. Concluimos nossa analise estudando o impacto da rotacao sobre as propriedades
Opticas lineares e nao lineares de um elétron em um anel quantico 2D. Todos os célculos foram
realizados usando os seguintes parametros fisicos [149, 151]: u = 0,067 p., em que g, = 9, 1094 x
1073! kg é a massa dos elétrons, n, = 3,2 é o indice de refracao, ¢y = 8.854 x 1072 F/m
¢ a permissividade do espago livre, e ¢ = 2,99 x 10®m/s é a velocidade da luz. Também
consideramos os valores especificos: a intensidade éptica incidente I = 40 GW/m?, o tempo de

-3

relaxamento Iy = 1/02 ps, a densidade de estados o, = 5.0 x 102 m~3 e a permeabilidade do

sistema g = 47 x 1077 Tm/A [152, 153].
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Usando a autofun¢ao normalizada (6.10), podemos avaliar a distribuigao de probabilidade
de encontrar a particula em determinados estados n e m. Isso nos permite analisar o compor-
tamento do sistema e entender suas propriedades. A Fig. 6.2 ilustra como a distribui¢ao de
probabilidade muda quando assumimos uma rotacao positiva e estados com (n = 0,m = 0)
e (n = 2,m = 1) (na parte superior, temos uma visualiza¢gdo em 3D do perfil de probabi-
lidade). A medida que a rotagao aumenta, existe uma probabilidade maior da particula ser
encontrada mais proxima do raio interno do anel (borda interna) como ilustrado na Fig. 6.2(a).
A amplitude da probabilidade torna-se mais concentrada e com menos espacamento entre os
valores adjacentes a medida que 2 aumenta. Além disso, observa-se uma maior probabilidade
da particula ser encontrada nas regioes mais préximas do raio externo a medida que m aumenta.

Quando investigamos a probabilidade para n = 2, observa-se que a amplitude do terceiro pico

— Q=80THz — Q=50THz — Q=0THz

0.15¢

0.12r (@
0.09+
0.06
0.03

27p [Woo(p,p)[F nm!

270 21 (psp) P nm!

0 0 20 30 40 50

p (nm)

Figura 6.2: Densidade de probabilidade para rotagoes positivas. Em (a), temos o esbogo para

(n=0,m=0) e, em (b), para (n =2,m = 1).

da onda excede a dos anteriores a medida que nos movemos ao longo do eixo horizontal para
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0.09F
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0.12f
(b)
0.09F

0.061
0.03r

271p a1 (psp))> nm!

0 20 40 60 80
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Figura 6.3: Densidade de probabilidade para rotagoes negativas. Em (a), temos o esbogo para
(n=0,m=0) e, em (b), para (n = 2,m = 1). Nas duas Figs., usamos ¢ = 0.5 (h/e) e B =15
Tesla.

valores crescentes de p. Além disso, observamos um padrao com regioes de maior densidade
de probabilidade a medida que aumentamos a rotacao. Essas regides estao mais afastadas do
centro do anel. Podemos confirmar isso observando as curvas verde (2 = 80 THz), vermelha
(2 = 50THz) e preta (2 = 0THz) na Fig. 6.2(b). Pode ser verificado que esse efeito se repete
para n > 2. Esse comportamento é esperado (veja a Fig. 6.1), pois o potencial na equacao
(6.6) se aproxima do potencial de um oscilador harmonico [154] para valores grandes de p (ou
seja, quando o raio externo for cada vez maior).

A distribuicao de probabilidade também pode ser investigada assumindo valores negativos
de rotagao. Na Fig. 6.3, mostramos como a distribuicao de probabilidade muda quando valores
negativos de rotagado sao considerados para estados com (n = 0,m = 0) e (n = 2,m = 1)

(na parte superior, temos uma visualizagdo em 3D do perfil de probabilidade). A medida que
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a rotacao diminui, a distribuicao muda para valores mais altos de p, indicando que é mais
provavel que a particula seja encontrada mais perto do raio externo do anel (borda externa).
Neste caso, a amplitude da probabilidade torna-se menos localizada, com espacamento maior
entre os valores adjacentes (comparado com as demais curvas) a medida que 2 diminui. Além
disso, também pode ser verificado que quando m aumenta, as distribui¢oes tendem a deslocar-se
para a borda externa do anel. Os perfis para a probabilidade correspondentes a n > 2 nao sao
mostrados nessa tese.

Ao examinar o espectro de energia (6.12), verificamos que os estados eletronicos do sistema
dependem do parametro de rotacao (Fig. 6.4). Para os estados em questdao e o intervalo
de rotagao considerados, observamos que os niveis de energia aumentam com a rotagao. Em
particular, para o estado com (n = 0,m = 0), observamos que ele se torna mais energético do
que os estados com (n =0,m = 1) e (n = 1,m = 2) quando a rotagao atinge valores da ordem
de 40 THz. No intervalo com rotacoes positivas, o nivel de energia mais baixo nao é o Ejy.
Nesse caso, as energias com nuimeros quanticos mais altos, como por exemplo, Fs;, sao mais
energéticas, e por conseguinte, a probabilidade de encontrar a particula é maior perto do centro
do anel devido ao efeito centrifugo. Esse resultado é esperado, pois a rotagao tem um efeito
significativo no espectro de energia como mostrado na Fig. 6.4. Essa modificagao na energia
do sistema devido a rotacao é considerada o resultado mais relevante, e portanto, a motivacao
principal para estudar suas implicacoes fisicas nas propriedades éticas, a saber, mudancas na
absorcao Optica e no indice de refracao. Para analisar as propriedades 6ticas, vamos usar os
resultados obtidos no Cap. 5. Por simplificade, escolhemos os niveis de energia e as fungoes de

onda que fazem parte da transicdo como

1?1 = %0, 1/}2 = 1/}217 AE = E21 - EOU- (614)

As regras de selecao das transicoes Opticas sao calculadas a partir dos elementos da matriz
de dipolo. Pode ser mostrado que as transigdes permitidas sao Am = +1 [155]. Supondo
a polarizacao da radiacao incidente ao longo do eixo x no plano, os elementos da matriz de

transicao do dipolo elétrico sao

My, = <1/12‘,0COS 90|1/11> ) (6-15)

e considerando que no calculo das regras de selecao de dipolo elétrico para M, e Mss aparecerao
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Figura 6.4: Espectro de energia em funcao da rotacao para alguns valores de n e m. Conside-

ramos ¢ = 0.5(h/e) e B = 15 Tesla.

integrais do tipo fOQW cos p dp = 0 (devido a simetria azimutal do sistema), temos que
My, = My = 0. (6.16)

Levando em conta esse resultado (equacao (6.16)), a equagao (5.97) assume a forma
a(w, 1) =a® (W) +a® (w, 1), (6.17)

onde o coeficiente de absorgao linear da equagao (5.91) torna-se

oV (w) = fw, |2 7 Lor [Mon|
& (AE — hw)? + (Al'y)*

(6.18)

e o coeficiente de absor¢ao nao linear de terceira ordem da equagao (5.96) passa a ser escrito

a® (w, 1) = —fw\/E 41 ol [ Mol : (6.19)
€ 260, [(AF — ho)? + (RT21)?]”

De maneira andloga, o coeficiente de refragao total (equagao (5.102)) resulta

CcOo1mo

An(w,I)  An® (w) N An® (w, )

6.20
n, n, n, ' (620
onde os termos no lado direito sao dados, respectivamente, por
An(l) (C&)) B 0'V|M21|2 AE_ﬁCL} (6 21)
n, 2”%60 (AE — ﬁw)2 + (ﬁP21)2’ .
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Figura 6.5: Esboco da absorcao e indice de refragao em funcao da energia do féton. Em
(a), temos o coeficiente de absorgao linear (linha sélida), nao linear de terceira ordem (linha
pontilhada) e total (linha tracejada). Em (b), temos o indice de refrac¢ao linear (linha sélida),
nao linear de terceira ordem (linha pontilhada) e total (linha tracejada). As curvas com suas

respectivas cores referem-se aos valores de rotagoes considerados.

(obtida da equagao (5.99)), e

An® (w,I)  pclo, | Moy [* AFE — hw

n, €on? [(AE — ﬁw)2 + (ﬁrzl)z]z'

(6.22)

(obtida da equagao (5.101)).

Na Fig. 6.5, calculamos numericamente os OACs e os RICs em funcao da energia do féton
para quatro valores diferentes de rotagao, a saber, = 0THz, 2 = 30THz, 2 = 50THz e
) = 80 THz. Nossos cédlculos se concentram no estudo do processo 6ptico envolvido na transicao

entre estados com (n = 0,m = 0) e (n = 2,m = 1). Na Fig. 6.5(a) mostramos os perfis dos
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- 0=-30THz - Q=-25THz - Q=-20THz — Q=0THz

(a)

Abs. coeff. (x10°/m)

Ref. index (x107%)

10 30 50 70 90 110
hiw (meV)
Figura 6.6: Esboco da absorcao e indice de refragao em fungao da energia do féton. Usamos

os mesmos parametros da Fig. 6.5, mas agora considerando rotacoes negativas. Em ambas as

figuras, usamos ¢ = 0.5 (h/e) e B = 15 Tesla.

coeficientes de absor¢ao linear, nao linear de terceira ordem e total em funcao da energia
do féton incidente para alguns valores positivos de rotagao. Podemos ver que o coeficiente de
absorcao linear predomina (maior amplitude), enquanto que o coeficiente de absor¢ao nao linear
de terceira ordem tem uma pequena contribuicgao. A medida que o parametro de rotacao €2
aumenta, os picos ressonantes (também conhecidos como frequéncia de transi¢gao) em hw = AFE
mudam para energias mais altas, e as amplitudes de todos os OACs diminuem.

A Fig. 6.5(b) mostra os indices de refracao linear, nao linear de terceira ordem e o total
para alguns valores positivos de rotagao. Os RICs exibem o mesmo comportamento em relagao
aos efeitos de rotacao que os OACs, com as posigoes de pico mudando para energias mais altas

e resultando em uma mudanca de ressonancia azul em um anel quantico bidimensional. As
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intensidades de pico de todos os RICs diminuem a medida que €2 aumenta. Notavelmente, os
RICs estao localizados no pico de ressonancia iw = AFE dos OACs, como esperado. Além disso,
a influéncia do parametro de rotagao é evidente nas Figs. 6.5(a)-(b), onde as curvas com efeitos
de rotagao (coloridas) s@o separadas das sem efeitos de rotagao (pretas).

Na Fig. 6.6, mostramos os perfis dos OACs e dos RICs em func¢ao da energia do féton para
a transicao entre estados com (n = 0,m = 0) e (n = 2, m = 1). Para este caso, os cdlculos sao
realizados para quatro valores rotagao, incluindo rotagoes negativas, a saber, 2 = 0, 2 = —20
THz, Q2 = —25 THz e Q0 = —30 THz. A Fig. 6.6 revela uma tendéncia semelhante a observada
na Fig. 6.5. Entretanto, é evidente que, a medida que os parametros de rotacao diminuem (até
se tornarem rotagoes negativas), os efeitos nao lineares se tornam mais pronunciados (veja os

coeficientes nao lineares de terceira ordem (linha pontilhada) na Fig. 6.6).
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CAPITULO [

Conclusao

Neste trabalho, investigamos diversos aspectos da mecanica quantica em referenciais nao
inerciais, com um foco particular no efeito Aharonov-Bohm (AB) e suas implicagoes em diferen-
tes contextos fisicos. A tese foi estruturada em seis capitulos, cada um abordando uma parte
especifica da pesquisa. Nesta secao, faremos uma revisao detalhada dos principais resultados
de cada capitulo e discutiremos as perspectivas futuras para a continuacao deste trabalho.

No primeiro capitulo, introduzimos os conceitos fundamentais e os objetivos da tese. Apre-
sentamos uma visao geral do efeito AB, destacando sua importancia tanto tedrica quanto ex-
perimental. Discutimos a motivacao para estudar sistemas em referenciais nao inerciais e os
potenciais impactos desses estudos em diversas areas da fisica, como a 6tica quantica e a opto-
eletronica.

O segundo capitulo foi dedicado a uma revisao extensa do efeito Aharonov-Bohm. Abor-
damos sua historia, desde as primeiras propostas tedricas até as confirmagoes experimentais,
e exploramos as interpretacoes fisicas do efeito, com énfase na fase geométrica adquirida por
particulas em presenca de potenciais vetoriais. Também discutimos variagoes do efeito, como
o efeito Aharonov-Casher, e suas implicagoes em diferentes contextos fisicos.

No terceiro capitulo, focamos na mecanica quantica de particulas com spin em referen-
ciais nao inerciais. Utilizamos a equagao de Dirac em um referencial girante e aplicamos a

transformacao de Foldy-Wouthuysen-Tani para derivar a equagao de Pauli-Schrodinger. Este
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formalismo permitiu-nos incluir os efeitos de rotacao e spin no Hamiltoniano do sistema. Dis-
cutimos detalhadamente o termo de acoplamento spin-rotacao e seus efeitos sobre o espectro
de energia das particulas.

No quarto capitulo, aplicamos os conceitos desenvolvidos anteriormente para estudar o es-
pectro de energia de uma particula confinada em um potencial de AB em um referencial girante.
Utilizamos o método de extensao auto-adjunta para resolver a equacao de movimento radial
para estados ligados, demonstrando que a inclusao do grau de liberdade do spin resulta na
adi¢ao de um termo singular no Hamiltoniano, regularizado pelo método de Kay-Studer. Ana-
lisamos numericamente os autovalores de energia, mostrando que os estados de spin rotulados
por s = 1 tém contribuicoes diferentes para o espectro de energia do problema. Este capitulo
revelou novos aspectos fisicos do efeito AB quando combinado com a rotagao, destacando a
quebra de simetria entre os estados de spin. Observamos também que os efeitos da rotacao
induzem uma dependéncia nao trivial no comportamento das energias dos estados ligados.

No quinto capitulo, revisamos conceitos fundamentais de 6ptica nao linear. Introduzimos
o formalismo do tensor de susceptibilidade nao linear e a teoria quantica da susceptibilidade
optica. Utilizamos a matriz densidade para calcular as susceptibilidades 6pticas nao lineares de
um sistema de dois niveis interagindo com um campo elétrico intenso. A partir desses cédlculos,
derivamos os coeficientes de absorcao e as mudancas no indice de refracao do sistema. Discuti-
mos como esses efeitos nao lineares podem ser explorados em diversas aplicagoes tecnoldgicas,
incluindo comunicagoes Opticas e processamento de sinais.

No sexto capitulo, estudamos as propriedades opticas de um anel quantico bidimensional
sob o efeito de um potencial de AB em um referencial girante. Calculamos os coeficientes de
absorcao optica (OACs) e os indices de refracao (RICs) do sistema, analisando numericamente
os resultados e mostrando que os efeitos de rotacao tém um impacto significativo sobre o com-
portamento do sistema. Observamos uma mudanca para valores mais altos do pico de energia
ressonante e uma diminuicao na amplitude dos picos com o aumento dos efeitos de rotacao. Es-
tes resultados fornecem informacoes valiosas sobre a interacao entre rotacao e comportamento
quantico em anéis quanticos, com potenciais aplicacoes em dptica quantica e optoeletronica.
Demonstramos que a rotagao pode ser usada como um parametro de controle para ajustar
as propriedades épticas do anel, o que pode ser explorado em dispositivos optoeletronicos

avangados.
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Os resultados obtidos nesta tese abrem possibilidades para futuras pesquisas. Como por
exemplo o estudo de outros sistemas quanticos em referenciais nao inerciais, como nanoestru-
turas, pontos quanticos e pocgos quanticos em referenciais girantes ou acelerados, o que pode
revelar novos fenomenos fisicos. Além disso, pode-se investigar como a temperatura e a pressao
afetam os estados quanticos em sistemas rotativos pode fornecer uma compreensao mais com-

pleta das propriedades desses sistemas.
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APENDICE A

Geometria diferencial e topologia

O propdésito deste apéndice é revisar alguns conceitos necessarios para estudar o efeito AB
da perspectiva da teoria de fibrados principais e associados. Em geral, nos baseamos nas Refs.

[156-162]. Ao leitor interessado em se aprofundar, outras referéncias tteis sao [163-176].

A.1 Espacos topolégicos

Definigao A.1.1. Seja X um conjunto e T = {U;|i € I} uma familia de subconjuntos abertos
de X. A tupla (X,T) € um espago topoldgico, se:

(1) 0,X €T;

(ii) Se T € qualquer coleg¢io (finita ou infinita) de I, a familia {U; | j € J} satisfaz U;e, U; €
T;

(111) Se K é qualquer subcolegao finita de I, a familia {Uy | k € K} satisfaz NgexUy € T .

E comum que apenas X seja chamado de espaco topolédgico e que a existéncia de T fique
subentendida. A definicao de espacos topoldgicos é simples, porém bastante abstrata. A fim

de torna-la mais clara, vamos aplica-la a um exemplo simples.
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Exemplo A.1.1. Seja M = {a,b,c}. Entio O = {0,{a}, {b},{a,b},{a,b,c}} € uma topologia

em M ja que:
i) e OeMeO;

ii) Seja C; um dos conjuntos em O. Claramente, C; U C; = {a,b}, M € O. Por exemplo,
{a}U{b} ={a,b} € O, {a} UM =M € O, etc.;

iii) Seja C; € O. E'fdcil notar que C; N Cj = 0,{a,b}, M € O.

Definicao A.1.2. Seja X um espaco topologico. N € uma vizinhanca de x € X se N contém

um conjunto aberto U que contém x:
N(z) D U(x). (A1)

Exemplo A.1.2. Seja X = R com a topologia usual *. O intervalo [—1,1] € uma vizinhanga

de um ponto arbitrdrio x € (a,b).

Definicao A.1.3. Sejam X e Y espagos topologicos. Um mapa f : X — Y € continuo se a

imagem tnversa de um conjunto aberto em'Y € um conjunto aberto em X.

A definicao de continuidade pode aparentar nao ter nenhuma conexao com as nogoes de
continuidade dos cursos de Célculo. Mas vamos mostrar, através de um exemplo, que as duas

sao equivalentes. Seja uma funcao f : R — R definida por

—x+1 sex <0,
fla) = (A2)

—:1:—1—% se x > 0.

Tomamos a topologia usual em R, portanto qualquer intervalo aberto (a,b) é um conjunto
aberto. Em calculo, dizemos que f é descontinua em = = 0. Seja o intervalo aberto (3/2,2) U
Y, o mapa inverso f7((3/2,2)) = (—1,—1/2) é um intervalo aberto em X. Entretanto, se
tomarmos o conjunto aberto (1 —1/4,1+4)U Y, temos f~!((1—1/4,1+4)) = (—1/4,0], que

nao é um conjunto aberto na topologia usual.

Definicao A.1.4. Um espago topoldgico (X,T) é chamado de espago de Hausdorff se, para

dois pontos distintos x e x', sempre existem vizinhangas de U(x) de x e U(x') de o' disjuntas:

Ux)nU(x') = 0. (A.3)

1Seja X = R. Todos os intervalos abertos (a,b) e suas unides definem uma topologia chamada de topologia

usual. Essa nogao pode ser generalizada para R™ utilizando produtos cartesianos (a1,b1) X - -+ X (an,by).
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Exemplo A.1.3. R com a topologia usual é um espaco Hausdorff.

Os espagos Hausdorff desempenham um papel fundamental nas teorias fisicas, proporcio-
nando as bases para a representacao matematica de fenomenos naturais. Entre eles, destacam-
se as variedades e os fibrados, temas centrais que serao abordados em detalhes nas proximas

secoes.”

A.2 Variedades diferenciaveis

As variedades diferenciaveis, ou suaves, sao espacos topologicos que exibem semelhancga local
com o conjunto dos nimeros reais de dimensao m, representado por R™, mas podem diferir
consideravelmente globalmente. Antes de discutirmos formalmente as variedades, é proveitoso
considerar um exemplo simples que ilustre esse conceito de forma intuitiva. Esse exemplo é tao
apropriado que inspira a nomenclatura de estruturas definidas em variedades.

Podemos usar mapas (ou cartas) para representar porgoes da superficie da Terra em su-
perficies planas bidimensionais. Essas cartas sao reunidas em um atlas. No entanto, um tinico
mapa nao é capaz de representar toda a superficie terrestre, ja que esta se assemelha a uma
esfera tridimensional. Cada carta possui partes que se conectam com outras cartas de maneira
continua. Assim, ao usar as cartas de um atlas, conseguimos cobrir toda a superficie da Terra

Essa abordagem de utilizar mapas para representar porcoes da superficie terrestre em su-
perficies planas bidimensionais, juntamente com o conceito de atlas, proporciona uma maneira
intuitiva de compreender a ideia de variedades. Assim como a Terra pode ser representada por
meio de uma colecao de mapas que se conectam de maneira continua, as variedades podem ser
descritas como espacos topoldgicos que podem ser localmente aproximados por R através de
mapas, mesmo que globalmente possuam caracteristicas diferentes. Esta analogia serve como
base para uma compreensao inicial das variedades. A seguir, passemos a definicao formal destes

objetos.

Definicao A.2.1. 1. Uma carta em um espaco topolégico M ¢é um par (U, ¢) onde U € um
aberto em M e ¢ : U — R™ é um homeomorfismo de U em um subconjunto aberto do

espaco Fuclidiano R™ munido da topologia usual.

2. Sejam (Uy, ¢1) € (U, o) com Uy NUy # (. A fungdo de transicao entre as duas cartas
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¢ 0o mapa ¢y o ¢7* do subconjunto aberto o1 (Uy NUy) € R™ para o subconjunto aberto

¢2(U1 N UQ) C R™,
3. Um atlas em M € uma colegao de cartas {(U;, ¢;)} tal que

(a) M € coberto pela colecao de cartas, ou seja, M = U;U;;

(b) cada fungdo de transicdo ¢; o ¢;' é um mapa de classe C* de ¢;(U; N Uy) para

gbj(Ul N UQ) em R™.

Um atlas € dito completo se é mdximo - ou seja, nao estda contido em nenhum outro atlas.
Para um atlas completo, a cole¢ao {U;, ¢;} € chamada de estrutura diferencial em M.

Diz-se entao que o espago topoldgico € uma variedade diferencidvel (ou suave).

4. Um ponto p € U C M, tem coordenadas (¢*(p),...,o"(p)) € R™ com respeito a carta
(U, ), onde as fungoes coordenadas ¢" : U — R, p = 1,2,...,m, sao definidas em

termos das funcoes de projecao u : R™ — R, como

¢ (p) == u"(o(p)). (A.4)
Costuma-se representar as funcoes coordenadas por x*, = 1,2,...,m, e as coordenadas
de um ponto p sdo escritas como uma m-nupla de nimeros reais (x'(p), 2%(p), ..., x™(p)).

O conjunto aberto U C M também ¢é chamado de coordenada local e as fungoes coordenadas
também sao chamadas de sistemas de coordenadas. Se U; e U; se sobrepoem, sao atribuidos dois
sistemas de coordenadas para um ponto p € U; N U;. Portanto, a condicao (b) garante que a
transi¢ao de um sistema de coordenadas para outro seja suave (infinitamente diferencidvel, C'*).
O mapa ¢; atribui m coordenadas z# a um ponto p € R™, enquanto ¢; designa m coordenadas
y”,v =1,...,m, ao mesmo ponto. Representamos as funcoes de transicao ¢, op; ! pelas fungies
de transformagdo de coordenadas x* = x*(y). Assim, definimos em uma variedade o conceito
de diferenciabilidade ja conhecido do calculo: A transformagao de coordenadas é diferenciavel

se cada funcao z#(y) é diferencidvel com respeito a cada um dos y”.

Exemplo A.2.1. O exemplo mais trivial de variedade € o espaco FEuclidiano R™, em que
podemos cobrir todo o espago com uma unica carta (R™,¢) e o homeomorfismo ¢ pode ser a

identidade, 1d : R™ — R™.
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Exemplo A.2.2. Uma esfera n-dimensional ¢ um exemplo de variedade. Para mostrar na
prdtica o uso das definicoes de variedades apresentadas, utilizamos como exemplo o cason = 1

(o circulo de raio unitdrio):
St ={(a1,23) € R?|ai + a3 = 1}. (A.5)

Precisamos de pelo menos duas cartas. Definimos entdo (Uy,p1) com Uy = S1\(1,0) e o mapa

1nverso dado por

o7t (0,2m) — St (A.6)
1" 0 (cos(0),sin(f)) (A.7)

e (Uz, ) com Uy om Uy = S'\(—1,0) e o mapa inverso dado por

oyt (—m, ) — S (A.8)
w5 ' 0 (cos(),sin(8)). (A.9)

1 1 1

Os mapas o admitem inverso. Todos os mapas o1, Pa, @1 € P, sdo continuos, logo

e Yy
.~ —1 —1 00 ~
©1 € o Tepresentam homeomorfismos e 0os mapas de sobreposicao p1 0@, -, p10p, € C sao

suaves. Portanto todas as condigoes de uma variedade sao satisfeitas.

Exemplo A.2.3. O cone, isto €, o conjunto
C = {(x1, 79, 73) € R¥*|2? — 25 — 23 = 0}, (A.10)

nao € uma variedade porque a origem ndao tem uma vizinhanga homeomdrfica a R%. Porém, se

tomarmos x > 0 (meio cone), teremos uma variedade.

Definigao A.2.2. Seja M uma variedade m-dimensional com um atlas (U;, ¢;) e N uma va-
riedade n-dimensional munida de um atlas (V;,1;). Uma variedade produto M x N é uma
variedade m + n-dimensional cujo atlas é dado por {(U; x V;), (¢i,%;)}. Um ponto em M x N
¢ dado por (p,q), ondep € M eq € N, e a imagem da fungdo coordenada (¢;,v;) atuando em

(p, Q) € a coordenada (¢z(p),1/Jj(p)) e Rm+n,

Exemplo A.2.4. O toro bidimensional T? € uma variedade produto de dois circulos, T? =

St x S, com as coordenadas (01,0;) e 6165 € [0, 27).
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Definicao A.2.3. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N uma mapa continuo.
Um ponto p € M € mapeado em um ponto f(p) € N. Sejam as cartas (U, ¢) € M e (V,¢) € N,

em que p € U e f(p) € V. Dizemos que f € diferencidvel em p ou em ¢(p) se o mapa
pofop l:R™ 5 R" (A.11)
¢ infinitamente diferencidvel (C*°). Mapas diferencidveis também sao chamados de suaves

Esta definicao ¢ independente do sistema de coordenadas. Ou seja, se 1o f o ¢~ é dife-
rencidvel em p com respeito as cartas (U, ¢) em que p € U e (V,4) em que f(p) € V, entao
Yo fé~! também serd diferencidvel com respeito as cartas (U, ¢) em que p € U e (V1)) em que
f (p) € V. A propriedade de um mapa ser diferenciavel em um ponto ¢é independente da escolha
de cartas porque escolhemos atlas C'*°-diferenciaveis em que as mudancas de coordenadas sao

C*°-diferencidveis.

Definicao A.2.4. Seja o mapa f : M — N um homeomorfismo. Se ambos f e f~' sdo

diferencidveis, entao f € um difeomorfismo.

Diz-se que M é difeomorfo a N e vice-versa, representado por M = N. Difeomorfismos
formam uma classe de equivaléncia. Assim como homeomorfismos classificam espagos de acordo
com a possibilidade de deformar um espaco no outro continuamente, difeomorfismos classificam
espacos de acordo com a possibilidade de de deformar um espago no outro suavemente.

Antes de encerramos esta secao, vamos apresentar dois tipos de mapas definidos em varie-

dades que serao necessarios para outras definigoes nas secoes subsequentes.

Definicao A.2.5. Uma curva em uma variedade m-dimensional € um mapa ¢ : I — M, onde
I € um intervalo aberto I C R. Em uma carta (U, @) as coordenadas da curva c(t) podem sao

dadas por r = ¢oc: R — R™.

Definicao A.2.6. Uma fun¢do em uma variedade M é um mapa suave f : M — R. Em um

sistema de coordenadas (U, ¢), as coordenadas de f sao dadas por fo ¢! : R™ — R.

O conjunto de fungoes suaves é M é representado por C°(M).

A.2.1 Vetores tangentes, formas e tensores
Definicao A.2.7. Duas curvas ¢ e ¢y sao tangentes em um ponto p em M se
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(1) ¢1(0) = c2(0) =p e

(ii)
dp(ci(t))
dt

dp(ca(t))
dt

t=0 t=0
Esta definicao independe de um sistema de coordenadas. Curvas tangentes em um ponto
sao equivalentes ¢; ~ cy3. O conjunto de todas as curvas tangentes em um ponto define uma

classe de equivaléncia, cujo representante é dado por [¢y].

Definicao A.2.8. espaco tangente T,M a M em um ponto p € M € o conjunto de todos os

vetores tangentes ao ponto p.
Teorema A.2.1. Um espaco tangente tem a estrutura de um espacgo vetorial real.

A prova deste teorema esta disponivel em [159, 161]. Sua importancia reside na defini¢ao
da adigao e da multiplicacao por um escalar de classes de curvas.
Uma outra definicao mais conhecida, e operacionalmente mais 1util, é dada em termos da

derivada direcional de uma fung¢ao ao longo da curva.

Definicao A.2.9. Definimos o vetor tangente em c(0) como a derivada direcional de uma
fungao f(c(t)) ao longo de uma curva c(t) em t = 0. A taza de variagio de f(c(t)) emt =0

ao longo da curva é dada por

df(c(t))| _ da'(c(t)) Of
dt R (4.12)
t=0 t=0
Em termos da coordenada local, temos
dx'(c(t)) Of
o y (A.13)

onde z'(c(t)) = ¢(c(t)) sao as curvas em coordenadas locais, e usamos a notagdo abreviada

0 0 -1
Of _9feer (A.14)
Oxt Oxt

Dito de outra maneira, %it)) ¢ obtido pela atuacao na fungao f do operador diferencial

v =1 (aii) : (A.15)
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onde

, (A.16)

tal que

= o[f]. (A.17)

t=0
O operador v define um vetor tangente a M em p = ¢(0) ao longo da dire¢io da curva c(t).

Assim, podemos identificar a classe de equivaléncia [c] com os vetores tangentes v.

O conjunto de todos os vetores tangentes em p define um espaco tangente 7,M. O espacgo
tangente ¢ um espaco vetorial real em que dim 7,M = dim M. O espaco tangente pode ser

expandido de forma natural na base

{ei} = {aii} , (A.18)

chamada de base coordenada. Esta definicao motiva uma outra utilizando o conceito de de-
rivagdo, em que as classes de curvas [c] = v € T,M podem ser pensadas como um operador

diferencial atuando no espago C>°(M) das fungoes diferencidveis em M.

Definicao A.2.10.

1. Uma derivag¢ao em um ponto p € M € um mapa v : C*°(M) — R tal que

(1) v(f +9) = v(f) +v(g) para todo f,g € C*(M),
v(Af) = M(f) para todo f € C®(M) e X € R.

(i) v(fg) = f(p)v(g) + 9(p)v(f) para todo f,g € C*(M).
2. O conjunto de todas as derivagoes em p € M ¢é representado por D,M.

O termo “derivagao” vem da analogia com a regra de Leibniz do calculo usual. E muito
mais fécil e natural reconhecer a estrutura de um espaco vetorial real em D,M. Na verdade,
existe um teorema que estabelece que um mapa linear entre 7,M e D,M ¢é um isomorfismo. A

prova desse teorema pode ser encontrada nas Refs. [159, 161].

A.2.2 Vetores cotangentes

Ja que T, M ¢ um espaco vetorial, entao deve existir um espaco vetorial dual a T, M, cujos

elementos sao funcoes lineares de 7, M para R. Um vetor dual w : T,M — R ¢é chamado vetor
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cotangente ou, no contexto de formas diferenciais, 1-forma ou uniforma. O conjunto de vetores
cotangentes em um ponto p ¢ chamado de espagco cotangente, e ¢ denotado por Ty M. Seja e,

a base coordenada de T,M, a base dual ¢ denotada por dz*. Por defini¢ao, o produto interno

() TyM x T,M — R, satisfaz
0
78 v

Um vetor expandido na base coordenada é dado por v* -2

(da, =) = o". (A.19)

v

%)

500> € 0 vetor cotangente expandido

na base dual é dado por w = w,dx”. Temos entao

<w, v>: wyv“<dx“, 8i”>: w, vt (A.20)

Um exemplo simples de vetor cotangente é a derivada df de uma funcao f € C°°(M) definida

como

df v df(v) = (df, v) = o(f) = 2L

OxH

para todo v € T,M. Comparando com a equacao (A.20), podemos constatar que as compo-

(A.21)

nentes de df sao de forma que

aw 8
df = f

Interessante observar como esta notagao lembra o gradiente de uma funcao (de fato, o familiar

(A.22)

operador gradiente do cdlculo vetorial pode ser associado com a agao da derivada exterior d em

uma 0-forma no contexto de formas diferenciais, que discutiremos mais adiante).

A.2.3 Tensores

Um tensor do tipo (¢,r) é um mapa multilinear de um produto de espagos vetoriais e
espacos vetoriais duais para os nimeros reais. Se o espacgo vetorial considerado for o espaco
vetorial tangente T, M com espago vetorial dual 77 M, um tensor do tipo (¢,r) em p é o mapa
multilinear

q r
7\ 7\

T:T'Mx - xT;MxT,M x - x T,M = R. (A.23)

O espago vetorial de tensores do tipo (¢,7) em um ponto p é denotado por 17, Podemos

expandir um tensor em termos das bases coordenadas, a saber:

0
p . ) o
T =Tk, oy ® S ® dztr. (A.24)
A acao de T em r vetores e ¢ duais resulta no nimero
T(wy - wgsvr---vp) = TR Wy - W, V1 - U (A.25)
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A.2.4 Campos vetoriais e tensoriais

As definicoes de vetores tangentes que apresentamos estao restritas a um ponto na variedade.

Vamos generalizar essas nocoes para toda a variedade usando o conceito de “campo”.

Definicao A.2.11.

1. Um campo vetorial em uma variedade € uma associagao suave de um wvetor tangente
X € T,M em cada ponto p em M, onde o termo “suave”significa que, para toda func¢ao

feC>, afuncao Xf: M — R definida por
M — R (A.26)
p = (X[)(p) == Xp(f) (A.27)
¢ infinitamente diferencidvel.
2. Um campo vetorial em um subconjunto aberto U de M é definido da mesma maneira,

exceto que a condi¢io da equag¢ao(A.26) deve ser verdadeira para toda f € C>®(U) e

pontos p no subconjunto U C M. Qutra definicao equivalente é a sequinte:

3. Sejam f,g € C*(M). Um campo vetorial X em M é um mapa X : C°(M) — C*(M)

que satisfaz a regra de Leibniz
X(fg) = gX(f) + fX(9)- (A.28)

4. O congunto de todos os vetores em uma variedade, representado por X(M), é munido

naturalmente com a estrutura de um espaco vetorial real.

De maneira andloga, podemos definir um campo tensorial do tipo (g,r) em uma variedade
como uma associagao suave de um tensor 7,2 (M) em cada ponto da p da variedade. O conjunto
de campos tensoriais do tipo (q,r) em M é denotado por 79(M). Casos especiais de campos
tensoriais incluem o de fungoes suaves, T(M) = C>(M), o conjunto de todos os campos

vetoriais T (M) = X(M), e T2(M) = Q' (M), o conjunto de todos os campos vetoriais duais.

A.2.5 Mapa diferencial entre variedades. Pullback e Pushforward

Definicao A.2.12. Sejam M e N wariedades diferenciaveis. Um mapa suave f : M — N
induz naturalmente uma aplicagdao f. : T,M — Ty, M entre os espagos tangentes de M e N.

O mapa f, € denominado de mapa diferencial ou pushforward.
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Se g € N, ou seja, g : N — R ¢ uma funcao diferencidvel, e v € T, M, entao

(fev)lg] = vlg o fl. (A.29)

Em outras palavras, se v é um vetor tangente a curva c(t), tal que v[go f] caracteriza a taxa de
variacao de uma fungao g o f ao longo da curva c(t), entao f,v caracteriza a taxa de variagao
de uma fungao g ao longo da curva imagem f(c(t)). Em termos das cartas locais (U, ¢) em M
e (V,9) em N, as componentes da diferencial do mapa, é dado por

oy
oxr’

(fev)” = 0"

(A.30)

onde © = ¢(p) e y = ¥(f(p)). Observe que as componentes v e (f,v)” sao relacionadas
pelo Jacobiano de f. Obviamente, o termo “pushforward” (“empurrar pra frente”, em inglés)
estd relacionado ao fato de que f, transporta (empurra) vetores tangentes em M para vetores
tangentes em N. Neste trabalho, por questao de simplicidade, usaremos pushforward para nos

referimos ao mapa diferenciavel f,.

Definicao A.2.13. Um mapa f: M — N induz um mapa diferenciavel f* : T]Z“(p)M — N que

leva uma forma w em N chamada também de pullback, definido por

(ffw,v) = (w, fuv) (A.31)
onde v € T,M ew € T}‘(p)N.

Usando coordenadas locais (U, ¢) em M e (V1)) em N para expandir w = w,dy"”, obtemos
uma lei de transformacao para as componentes de f*w, a saber,

9y"
oz’

(') = (A.32)

em que ¥ = ¢(p) e y = P(f(p))-

Enquanto que, como dissemos anteriormente, f

*

empurra” vetores tangentes na mesma

diregdo de f, o mapa f, “puxa” formas na direcao contraria a f. Isto explica a origem do

termo pullback (“puxar pra tras”, em inglés). Por uma questao de simplicidade, iremos utiliza-
) Y

lo para nos referir a f, quando for necessario.

A.2.6 Fluxo induzido por um campo vetorial

Definicao A.2.14. Seja X um campo vetorial em M. Uma curva integral x(t) é uma curva

em M cujo vetor tangente em x(t) € X |-
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Em uma carta local (U, ¢), esta definigdo leva ao conjunto de equagoes diferenciais de

primeira ordem

dat
E = Xn(a(1)), (A.33)
dt

em que z* é a p-ésima componente de ¢(z(t)) e X = X12.

O teorema da existéncia e unicidade das solugoes para uma equacao diferencial ordinéria
garante que (A.33) tem uma solu¢do univoca, pelo menos localmente em uma vizinhanga de
t = 0, uma vez especificada a condicao inicial x#(t = 0) = z. Seja o(t,2") uma curva integral
de X que passa por um ponto xy em t = 0. Representamos as coordenadas locais desta curva

integral por o#(t,2%). A equacio (A.33) entdo fica

d H — YH
0" (1 10) = X" (a(1), (A.34)

e a condicao inicial é escrita como

(0, z0) = xf. (A.35)

Definicao A.2.15. O mapa 0 : R x M — M ¢é chamado de fluxo induzido por um campo
vetorial X € X(M).

Um fluxo satisfaz a propriedade
o(t,o(s,xg)) = o(t+ s, xp) (A.36)

para qualquer s,t € R. Esta propriedade decorre da unicidade das solugoes de equagoes diferen-
ciais ordinarias. Quando fixamos o parametro t € R, o fluxo se torna um difeomorfismo de M
para M, representado por o(t,zo) = oy(x) : M — M. A familia de difeomorfismos {o;|t € R}

é um grupo abeliano, que satisfaz os axiomas de grupo
(i) oi(os(z)) = 0415 =, OU, 04, 0 T5 = Oy
(ii) oy = (o)t e
(iil) o9 = idy.

Esse grupo é denominado de grupo uniparamétrico de transformacoes. Por outro lado,
também ¢é possivel obter o campo vetorial X a partir do grupo uniparamétrico. Se t = € é

infinitesimal, o, mapeia um ponto x de coordenadas x* em

ol (z) = o (e, x) = 2t + e X*(x). (A.37)

€

90



Na equagao acima, fizemos uma expansao em série e depois utilizamos as equagao (A.34) e
(A.35). O campo vetorial X é chamado de gerador infinitesimal da transformagao o;.
Em virtude das propriedades ((i)), ((ii)) e ((iii)) e o fato do fluxo ser a solugao da equagao

(A.34) o fluxo X também é denominado exponenciacao de X, e é denotado por
ot (t,x) = exp(tX)x". (A.38)

A notacao também se justifica pelo seguinte. Facamos uma expansao em série de Taylor de

ot (z) em torno de t = 0:

o (x) = a* + tdisa“(s, x)

s=0 s=0

1 /d\?
_ . %
+2!t(ds) o!(s,7)
d 1 d

_ BT R
{1+tds * 2!tds - }J (s,2)

d
= exp (t%> ot (s, )

A dltima expressao é apenas uma notacao abreviada para a série de Taylor, que também pode

s=0

(A.39)

s=0

ser como o*(t, ) = exp(tX)x*, assim como em A.38. O fluxo satisfaz as seguintes propriedades

que sao caracteristicas das exponenciais:

0(0,z) =z = exp{(0X) }z, (A.40)
(i)
dagft, z) = Xexp(tX)r = %[exp(tX):c], (A.41)

(i)
o(t,o(s,z)) = o(t,exp(sX)x = exp{(tX)} exp{(sX)}x

=exp{[(t + s)X]|}z = o(t + s, 7). (A.42)

A.2.7 Derivadas de Lie

Sejam X e Y dois campos vetoriais em uma variedade M. Estamos interessados em saber

como Y varia ao longo do fluxo o(t,z) induzido pelo campo vetorial X. Entdo temos de

91



comparar o vetor Y no ponto z com o vetor ¥ num ponto préximo z’ = o.(z). Todavia,
nao podemos simplesmente subtrair de Y em dois pontos ja que eles geralmente pertencem a
espagos vetoriais diferentes. Portanto, precisamos mapear o vetor em o.(x) para o ponto x,
preservando sua orientagao. Para isso, usamos o pushforward associado ao inverso do fluxo,

(U,t)* : T(gt(x)M — TxM.

Definicao A.2.16. A derivada de Lie de um campo vetorial Y ao longo de um fluxo induzido

por campo vetorial X € definida por

.1
LxY =lim - [(0-)Y o) — Vo] - (A.43)
Definicoes equivalentes sao:
1
LY = g% - Yo = (0):Y o_y(@)] (A.44)
1
= 11_1)16 E [Y|U€($) — (O’E)*Y’U%)(x)} . (A.45)

Em termos da carta local (U, ¢), a coordenada é dada por x e os vetores podem ser expandidos

como X = X* —8% eY =Y¥# _aiu ¢ derivada de Lie é dada por
9, 0 0
_ — XK _yn -
LxY = <X =X (%WY Y 8x“X> D (A.46)

Poderiamos nos perguntar como, dados dois campos vetoriais X e Y, é possivel obter um
novo campo vetorial? Observe que os produtos XY e Y X nao sao campos vetoriais, ja que
eles sao derivadas de segunda ordem. Para responder a nossa pergunta, precisamos definir um

novo conceito. O colchete de Lie ou comutador é definido por
(X, Y]f = X[Y[f]] = Y[X[/]], (A.A47)

em que f € C°(M). Em termos de coordenadas locais, o comutador é dado por
0 0 0

XY]f=X'—Y -Y'—X ]| —. A4

xvlf = (xe oy - v lx) o (A.43)

Entao, comparando (A.46) e (A.47), podemos concluir que a derivada de Lie do campo vetorial

Y ao longo de X é igual ao colchete de Lie de X e Y,
LxY =[X,Y]f. (A.49)

De forma analoga, podemos obter a derivada de Lie para 1-formas. Seja w € Q'(M) um

campo vetorial cotangente. Definimos uma derivada de Lie ao de X da mesma maneira que para
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vetores, porém agora utilizamos o pullback (o.)* para comparar 1-formas em pontos vizinhos

rex =o(r).

Definicao A.2.17. Definimos a derivada de Lie de uma 1-forma w ao longo do fluxo induzido

pelo campo vetorial X como

1 .
Lxw = lim - [((06) Wl (x) — wH . (A.50)

e—0 €

Com relacao a um dado sistema de coordenadas, temos w = w,dz". Podemos entao encon-

trar as componentes da derivada de Lie de uma 1-forma, a saber

0 0
= (X" - —X" a A5l
Lx ( 5 h T B w,,) dx (A.51)

A derivada de Lie de uma fungao f € C*°(M) ao longo de um fluxo o4 induzido por um campo

vetorial X é dada por

L =l L[/ (0.(@)) — (0) (A.52)
= lim L2+ XA(2) — () (A.53)
= x#@) 90 = x|p) (A54)

que ¢é a derivada direcional de f ao longo de X.

A.2.8 Formas diferenciais

Definicao A.2.18. Uma forma diferencial ou exterior de ordem p (ou p-forma) é um tensor

alternado ou antissimétrico do tipo (0,p):
o€ Sk w(Xoay, o Xogy) = sgn(o)w(Xq, ..., Xi), (A.55)
onde sgn(o) é a fungao sinal da permutacao o:

+1 para uma permutacao par,
sgn(o) = (A.56)

—1 para uma permutacao impar.

O conjunto de todas p-formas em M é representado por QP(M).

Em geral, o produto tensorial de duas formas diferenciais nao é uma forma diferencial.
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Definicao A.2.19. Seja w uma p-forma e o uma q-forma. O produto cunha ou produto exterior

w A a € uma p+ q-forma definida por

1
—' Z Sg’fL(O')w(XU(l), ceey Xg(p))()é(Xa(p+1), ceey Xg(p+q)). (A57)

(WA ) (X1, o, Xpig) = o

0E€Sptq

Se (U, ¢) é uma carta em M, entdao uma p-forma w pode ser decomposta em termos das

suas componentes

W= Wy, AT A - A datr, (A.58)

em que wy, ., sao funcoes suaves e o produto exterior de bases duais

dx"™ N - ANdatr = Z sgn(o)dzhe® A - A dg” ) (A.59)

oESy

forma uma base do espago vetorial de p-formas QF(U).

Definigao A.2.20. Seja w uma p-forma. A derivada exterior d é um mapa d : QP(M) —
QOPTY(M) definido por
p+1
dUJ(Xl,... p+1 ZX Xl;--- 27---7Xp+1))
+ Y (=DM, X, X, X X X ). (A.60)
1<j
onde X; sao campos vetoriais em M e o simbolo ~ representa a omissdo do campo X em

particular.
Exemplo A.2.5. No caso p =1 a forma Q*(M) € dada por
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w[X,Y]. (A.61)

Outra definicao bastante 1til é feita em termos das componentes em um sistema de coorde-

nadas.

Defini¢ao A.2.21. Em uma carta (U, ¢) a derivada exterior € definida por

dw = (%Wul-..up) dz” Ndz" A - N dxtr, (A.62)
ou de forma abreviada,
0
d= dx” A.
al‘y Xr Y ( 63)
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sem esquecer que a derivada parcial atua nas componentes da p-forma w. A derivada exterior

satisfaz a propriedade

d* =0, (A.64)

ou seja, d é nilpotente. Esta propriedade pode ser demonstrada facilmente utilizando direta-

mente a definigdo (A.62). Temos assim

g 0 - 5
dPw = d(dw) = (81:" %Wul-..up) dx® N dx” N\dxt" A - A datr. (A.65)
A expressao acima é nula, pois 88$”%wmm% é simétrico com relacao a o e v enquanto que

dx® A dx¥ é antissimétrico.

A.2.9 Grupos e algebra de Lie

Definicao A.2.22. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel munida de uma estrutura

de grupo de modo que as operagoes de grupo
1. p:GxG—= G, (g1,92) = g1 g2,
2.1:G—=G,g—~ gL

sao diferencidveis.

O elemento identidade é representado por e. A dimensao do grupo de Lie G é definida como

a dimensao de G como uma variedade.

Exemplo A.2.6. O conjunto R é um grupo de Lie com respeito a operagao de adicao. Este
grupo € um grupo abeliano ou comutativo, jd que a operacao de adi¢cao € comutativa. Este

também € chamado de grupo de translagoes unidimensional.
Exemplo A.2.7. O circulo unitdrio no plano complexo,
St={>eClz| =1} (A.66)

munido com multiplicagao usual de niimeros complexos € um grupo de Lie abeliano representado

por U(1).

Os grupos de maior interesse para aplicagoes em fisica sao os subgrupos dos grupos lineares

gerais GL(n,R) e GL(n,C). O conjunto GL(n,R) = {M : R* - R | det M # 0} é o
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conjunto de todas as matrizes reais n x n M que possuem uma inversa. Este conjunto é um
subconjunto da variedade R?" e, portanto, também é uma variedade. Analogamente, o conjunto
GL(n,C)={M :C" — C | det M # 0}, com matrizes complexas M n X n, é um subconjunto
da variedade R2" e, portanto, também ¢é uma variedade.

O teorema a seguir, cuja prova vamos omitir, é de grande importancia pois garante que
subgrupos de (GL(n,R) e (GL(n,C) também sao grupos de Lie. Alguns exemplos importantes
de subgrupos de (GL(n,R) sdo o grupo ortogonal

O(n) ={M € GL(n,C)|MM' = M'M = 1,}, (A.67)
onde t representa a matriz transposta e I, é a identidade; o grupo grupo linear especial;
SL(n,R) ={M € GL(n,R)|detM = 1} (A.68)

e o grupo de Lorentz

O(1,3) = {M € GL(n,R)|MnM" = n}, (A.69)

em que 7 é a métrica de Minkowski n = diag(—1,1,1,1). Alguns exemplos de subgrupos de

(GL(n,C) relevantes sao o grupo unitdrio
U(n) ={M € GL(n,C)|]MM" = MM = 1}, (A.70)
onde t é o conjugado transposto e 1 é a identidade e o grupo grupo linear especial,;

SL(n,C) = {M € GL(n,)|detM =1}. (A.71)

A.2.10 Algebra de Lie

Definicao A.2.23. Sejam g e h elementos de um grupo de Lie G. Definimos os difeomorfismos

translagao a direita Ry G — G e Translagao a esquerda L, : G — G de h por g por

R,h=hg e (A.72)
L,h = gh (A.73)
Ja que R, e L, sao difeomorfismos, eles naturalmente induzem os mapas diferenciais Ry, :

ToG — Thg e Ly : TyG — Ty, que mapeiam um vetor tangente em g para um vetor tangente em

hg e gh, respectivamente. No restante do texto vamos utilizar apenas a translacao a esquerda.

96



Ja que esses mapas sao equivalentes, todos os desenvolvimentos podem ser obtidos para a
translacao a direita de maneira analoga.

Em coordenadas locais, o mapa diferencial é dado por

ox"(gh) 0
= XH*#(qg)——=—2
gh
e
Y 0
Xlgn = X"(gh) 5. (A.75)
Comparando (A.74) e (A.75), percebemos que
9z (gh)
v — j2
X" (gh) = X"(h) (A.76)

onde x#(h) e x¥(gh) s@o as coordenadas h e gh, respectivamente. Ou seja, se conhecemos as
componentes de X|,, podemos calcular as componentes X|,,. Isso significa que um campo
vetorial invariante a esquerda é definido univocamente por seu valor em um tnico ponto. E

natural que o elemento identidade e € G seja usado como referéncia, ja que, seja V = X|, € T.G
Xy = (Lg)«Xe = L, V. (A.77)

Isto significa que podemos obter todo o campo vetorial invariante a esquerda a partir de
um unico vetor tangente em e. Da propriedade de composicao de mapas diferenciais, temos
que Xv|gn = (Lng)s = (LgLi)sV = LguLpV = Ly Xy |, Por outro lado, um campo vetorial
invariante a esquerda X define de maneira univoca o vetor V = X|, € T.G. Representamos o
conjunto de vetores invariantes a esquerda por g. Este conjunto é um espaco vetorial e o mapa
T.G — g ¢ um isomorfismo, T.G ~ g e, portanto, tém a mesma dimensao, dim g = dim 7,G.
Ja que g C X(G), podemos calcular o colchete de Lie. Sejam X e Y € g dois vetores invariantes

a esquerda, se aplicarmos L, a [X,Y], temos
Lg*[Xv Y”h = [LQ*X}“LQ*Yh] = [Xghygh] = [X, Y]gh‘ (A~78)

Ou seja, o colchete de Lie [X,Y] também é um elemento de g. Dizemos que g é fechado sob o

colchete de Lie.

Definicao A.2.24. O conjunto de vetores invariantes a esquerda munido do colchete de Lie

[,]: 9 X g— g € chamado de dlgebra de Lie de um grupo de Lie.

97



Ja que g é isomorfico ao espago tangente a identidade T.G, é comum considerar o segundo
como a algebra de Lie associada com o grupo de Lie. E comum que se represente o grupo de
Lie com letras minusculas em fonte gética. Por exemplo, se o grupo de Lie é SU(2), a algebra

de Lie ¢ representada por su(2).

A.2.11 O Subgrupo uniparamétrico

Como vimos anteriormente, um campo vetorial X € X(M) induz um fluxo em M. Iremos

analisar agora os fluxos gerados por um campo vetorial invariante a esquerda.

Definicao A.2.25. Um subgrupo uniparamétrico de G ¢ : R — G € uma curva integral (um
fluzo) induzida por um campo vetorial invariantes a esquerda e que passa pela identidade e. Ou

seja, ¢ € um homomorfismo que satisfaz as sequintes propriedades
(1) ¢(t)p(s) = (t + 5);
(i) (9)71(t) = o(—1) e

(iii) $(0) = e.

Um vetor V' € g induz um tunico subgrupo uniparamétrico. Por outro lado, dado um

subgrupo paramétrico ¢ : R — G existe um unico campo vetorial que satisfaz a equagao

dopr .
— = X"(0(t). (A.79)

Ou seja, existe uma correspondéncia bijetiva entre um vetor invariante a esquerda (um elemento

da élgebra de Lie) e um grupo uniparamétrico. Isso motiva a seguinte defini¢ao

Definicao A.2.26. Seja G um grupo de Lie e V € T.G. O mapa exponencial é definido por
expV = oy (1) (A.80)

onde ¢y € um subgrupo uniparamétrico de G induzido por vetor invariante a esquerda Xy |, =

(Lg)+V.

E ja que se escalonarmos a parametrizacao t por uma constante, escalonamos também o
vetor, entao temos

exptV = gy (t). (A.81)
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Para um grupo matricial, o mapa exponencial é dado pela exponencial de uma matriz.
Tomemos como exemplo G = GL(n,R). Seja A € gl(n,R). Vamos definir um grupo unipa-

ramétrico por ¢4 : R — GL(n,R) por

t? "
¢A:[n+tA+§A2+...+5A”+.... (A.82)

Na verdade ¢4 (t) € GL(n,R) j& que existe uma inversa ¢4(t)"! = ¢4(—t). E fato também que
Oa(t)pa(s) = da(t + s). Assim, o mapa exponencial é dado por

1 1
¢A:]n+A+5A2+"‘+EAn+"'. (A.83)
A curva gexp{(tA)} que passa por g € G. Temos assim que

Coesp{(tA)}] = (Ly).A= X, (A84)

t=0
onde X 4|, é um campo vetorial invariante a esquerda induzido por A. Para um grupo matricial,

temos entao

Xuly = (Ly) A = gA. (A.85)

A curva gexp{(tA)} define um mapa o, : G — G por o4(g9) = gexp{(tA)} que também é

expresso como uma translacao a esquerda

oi(g) = Ry exp{(t4)}- (A.86)

A.2.12 Constantes de estrutura da algebra de Lie

Seja {V1,...,V,} uma base de T.G em que dim G ¢é finito. J& que o colchete [V,,V,] é

novamente um elemento da base, podemos escrevé-lo como uma combinagao linear

Vi, Vil = ¢, Vi, (A.87)

* sdo chamados de constantes de estrutura. A partir dessa base,

em que os coeficientes ¢,
podemos definir em cada ponto g em G um conjunto de vetores invariantes a esquerda Xi, ... X,

através do pushforward (Lg)., X, = (Lg)«V,. Aplicando (L,). ao colchete de Lie, temos
(Lg)«[Vis Vil = [(Lg)«Viss (Lg)s Vil = [Xulg, Xogl; (A.88)

mas CcOomo

AX, (A.89)

o>

(Lg)*cm,’\V’\ =c

v
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é verdade que

[Xu|gle/|g] = CW)\X/\|g- (A.90)

O que demonstra que as constantes de estrutura sao independentes do ponto g.

A.2.13 Constantes de estrutura da algebra de Lie

Da propriedade de antissimetria do comutador, deduz-se a antissimetria das constantes de

estrutura:

e =—c, (A.91)

E da identidade de Jacobi do comutador, podemos derivar a seguinte propriedade:

e, M+, et (A.92)

T A
C Cp, FC vo Cru

wv “Tp o

Seja g* = TG a élgebra de Lie dual, podemos definir uma base dual {6} tal que

0", X,) =35, *. (A.93)

o
Analogamente aos vetores, uma p-forma w € QP(G) é invariante a esquerda se
Lyw|p = wlg-1n, € (A.94)

invariante a direita se

Riw|n = wlpg—1. (A.95)

O conjunto {#"} forma uma base para as formas invariantes a esquerda. As bases duais satis-

fazem a equacao de estrutura de Maurer-Cartan
dor = Lo wgr p g A
— _§CV>\ /\ . ( .96)
Definicao A.2.27. Definimos uma I1-forma com valores na dlgebra de Lie 0 : T,G — T,G por

0:X — (Ly).X =(L,)," XeT,G. (A.97)

0 é chamada de 1-forma canonica ou forma de Maurer-Cartan em G.

Entao a forma de Maurer-Cartan 6 é a 1-forma com valores na algebra de Lie em que o

vetor tangente X € T,G ¢ levado de volta a unidade.
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Teorema A.2.2. (a) A forma de Maurer-Cartan pode ser expandida como
0=V, " (A.98)
onde {V,} € a base de T.G e {0"} € a base dual de T*G.
(b) A forma de Maurer-Cartan 0 satisfaz a equagao
4o+ %[9 6] = 0. (A.99)

onde df =V, @ do* e
OGN0 =]V, V,]®6" N0 (A.100)

A.2.14 Acoes de grupos de Lie em variedades

Definicao A.2.28. A acao a esquerda de um grupo de Lie em uma variedade € o mapa dife-

rencidvel o : G x M — M tal que
e gle,p)=p Vpe M,ee€d,
e 0(g1,0(92,p)) = 0(9192.p), G192 € G.
Adotando a notagao o(g,p) = gp. Nessa notagao, as condigoes da defini¢ao passam a ser
L. ep=p,

2. g1(g2p) = (9192)p-

Exemplo A.2.8. Considere o grupo G = GL(n,R) e a variedade M = R". Seja A € GL(n,R)
ex € R, entdo a ag¢do de GL(n,R) em R™

o(A,x) = Az (A.101)
€ a multiplicacao de usual de um vetor por uma matriz.
De forma andloga, podemos definir & agao a direita de G em M por o(g,p) = gp com
1. pe =p,
2. (pg1)g2 = p(9192)-
Acao do grupo desloca um dado ponto p € M da variedade para outro
Definicao A.2.29. A orbita através de p sob acao o € definida por
G, =1{0o(g,p)lg € G}. (A.102)
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A.2.15 Campos vetoriais induzidos

Seja G um grupo de Lie que atua em M de forma (g,z) — gx. Um vetor campo vetorial
invariante a esquerda induzido por V € T.G naturalmente induz um campo vetorial em M.

Definimos um fluxo em M por

o(t,z) = exp{(tV)}x, (A.103)

o(t,z) é um grupo uniparamétrico de transformagoes, e define um campo vetorial chamado de
campo vetorial induzido denotado V¥,
4 d
V¥, = pr exp{(tV)}x| . (A.104)

t=0

Assim, obtemos um mapa f : 7.G' — X definido por V ~— V.

Exemplo A.2.9. Grupo SO(2) atuando na variedade. O elemento A da dlgebra de Lie é dado

por

A= . (A.105)

Usando (A.83), temos

cost —sint
exp{(tA)} = | . (A.106)
sint cost

Podemos obter o fluro que passa por x € R usando (A.83),

cost —sint 1

o(x,t) = (A.107)
sint cost Lo

= (2 cost — x?sint, x' sint + 2% cost), (A.108)

assim como campo vetorial induzido

A.2.16 Representagao adjunta
Vamos discutir como um grupo de Lie G age em si mesmo.

Definicao A.2.30. Sejam g, h € G, um grupo de Lie. Definimos um homomorfismo adgy : G —
G através da conjugagao

ady : h — ghg™'. (A.110)
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Este homomorfismo é chamado de representacdao adjunta de G.

O mapa induzido no espago tangente é dado por
(ady)s : TG — Typg—G. (A.111)

Observa-se que como ad,(e) = heh™" = e, se restringirmos o mapa induzido a identidade de G,

obtemos o mapa

Ad, = adyi|r.c- (A.112)

Lembrando que do isomorfismo 7.G = g, obtemos o mapa Ad : G x g — g chamado de mapa
adjunto de G.

Se G é um grupo matricial, a representacao adjunta é apenas uma operagao matricial. Sejam
g € Ge Xy € gesejaoy(t) =exp{(tV)} um subgrupo paramétrico gerado por V € T.G.
Entao ad, atuando em oy (t) = exp{(tV)} resulta em gexp{(tV)}g~' = exp{(tgVg™1)}. J4

para o mapa adjunto, temos

Ad,V = %[adg exp{(tV)}] (A.113)
= %exp{(tg‘/g_l)} =gVgh (A.114)

A.3 Fibrados

Um retangulo em R? pode ser definido como produto topolégico de dois segmentos de linha
I, e I,. Um cilindro pode ser visto como o produto topolégico de um circulo S* pelo segmento
de linha 7. Esses sao exemplos de espacos que sao localmente e globalmente descritos como
produtos de espacos topolégicos. Porém, temos objetos como a fita de Mobius, que localmente
podem ser considerados produtos topoldgicos, mas nao globalmente. Um fibrado, em termos
intuitivos, é uma variedade com um espaco topoldgico ligado a cada ponto dela. A definicao

formal ¢ dada por
Definigao A.3.1. Um fibrado (E, 7, M, F,G) consiste dos sequintes elementos
(1) Um espago topoldgico E chamado de espago total;

(11) Um espago topolégico M chamado de espago base;
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(11i) Uma fungao sobrejetiva m: E — M;

(iv) Um espago F chamado de fibra tipica. A imagem inversa F, = 7' (x) com x € M sao

chamadas de fibras. A fibra tipica € homeomorfa a todas as fibras, F = F,;
(v) Um grupo de Lie de homeomorfismos de F' em si mesmo, chamado de grupo fibrado;

(vi) Uma familia de conjuntos abertos {U;} cobrindo M com homeomorfismos ¢ : U; X F —

7 HU;) tal que 7o ¢(x, f) = x. O mapa ¢; é chamado de trivializagdio local;

(vii) Em um ponto fixo x € M, o mapa ¢; ,(f) = ¢(z, f) = x € um difeomorfismo ¢; .(f) :
F — F,. Em cada sobreposi¢ao U; NU; # (), € necessdrio que g;; = J_i 0Qiz = F
seja um elemento do grupo G, ou seja, g;; - U NU; = G tal que ¢j(x, f) = ¢i(x, 9i5 f)-

As fungoes g;; sao chamadas de funcao de transigao.

Vamos utilizar de agora em diante a notacdo abreviada E = M para representar o fibrado
(E,7, M, F,G).

A ligacao da defini¢do intuitiva na introdugao e da defini¢ao formal A.3.1 é a seguinte.
As trivializagoes locais, como o nome sugere, contém a informacao sobre a topologia local do
fibrado, ou seja, com qual produto o fibrado se parece localmente. J& as fungoes de transicao
sao as que nos informam sobre a topologia global do fibrado, que pode ser bem mais complicada
que localmente. E através delas que determinamos como as fibras serao ”torcidas”e ”coladas”.

As funcoes de transi¢ao devem satisfazer algumas condi¢oes de consisténcia:
(i) gu(x) =1, xe€U;
(ii) gij(x) = gj_il(x), x € U NUj;
(iil) gij(2)gjn(z) = gin(z), =€ U NU;NUj.

Outra propriedade é que podemos ter mais de uma funcao de transicao dando origem ao mesmo
fibrado. Sejam dois fibrados E e E’ com a mesma base M, fibra F' e grupo fibrado G. Sejam
{Ui, ¢;} as coordenadas locais de E e {U;,¢;} as de E’. Em seguida definimos um mapa
Ai == ¢; 0 w;l, que é um homeomorfismo \; : U; x F — U; x F' da fibra F e um elemento
do grupo fibrado G. Assim, as fungoes de transicao g¢;j e g.j de E e E’, respectivamente, sao

relacionadas por

g;j = )\Z’_lgi])\j T € Uz N Uj, (A115)
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ja que
N lgigh =hio gyt ogio ¢t o gy ot = Wbt = gl (A.116)
A condigao \; € G implica que, a medida que g;; varia, o ggj da outra escolha de coordenadas
locais também varia, gerando todos os elementos do grupo G. Dizemos entao que os dois fibrados
E e £’ sao topologicamente equivalentes; eles diferem apenas na escolha de coordenada local
¢i € ;.
Interessante notar que, como veremos nas proximas se¢oes, em aplicagoes na fisica, as funcoes
de transigao g;; sao as transformacoes de calibre que conectam as coordenadas locais, enquanto

que o homeomorfismo \; corresponde aos graus de liberdade de calibre na coordenada.

Defini¢ao A.3.2. Seja E = M um fibrado. Uma secdo é uma aplicacdo suave o : M — E
e satisfaz mo o = id. A imagem de o(p), para p € M, é um elemento de F, = n~1(z). O
conjunto de se¢oes em M € representado por I'(M, F'). Se a secdo € definida apenas sobre um
subconjunto aberto U C M, ela € chamada de secao local. Por exemplo, podemos definir um
campo vetorial em M como uma se¢ao de um fibrado tangente, ou seja, um mapa o : M — T M

tal que moo = id. O conjunto de todos os campos vetoriais em M € representado por T'(M,TM).

Definigao A.3.3. Dado um fibrado (E, 7, M, F,G), se tomarmos a mesma base, as mesmas
fungoes de transi¢ao g;;, mas agora com a fibra idéntica ao proprio grupo de estrutura F' = G,
construimos o chamado fibrado principal, representado por P = M ou P(M,G). Como antes,

as fungoes de transicao atuam a esquerda.

Na maioria das vezes, GG serd um grupo de Lie. Isso nao é verdade apenas para o caso da
fita de Mobius, por exemplo. A acao do grupo fibrado na fibra é agora apenas a multiplicacao
a esquerda do grupo G. Podemos também introduzir uma agao de G em um elemento p € P.

Seja ¢; : U; x G — 7~ }(U;) uma trivializagao local,
¢ (p) = (,9:), x=m=(p). (A.117)
A acao a direita por um elemento a de GG é definida por
pa = ¢i(z, gia). (A.118)

Ja que as acoes a direita e a esquerda comutam, esta acao é independente da escolha de

coordenadas locais. Seja x € U; N Uj, entao
pa = ¢;(z, gja) = ¢;(x, gjia) = d(z, gia). (A.119)
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Logo, podemos definir a ac¢ao a direita como P x G — P : (p,a) + pa, sem fazer referéncia

a escolhas de coordenadas locais.

Defini¢ao A.3.4. Um fibrado vetorial E 5 M €é um fibrado cuja fibra é um espaco vetorial.
Se a fibra € um espaco vetorial n-dimensional real, as funcoes de transicao pertencem ao grupo

GL(n,R).

Definicdo A.3.5. Seja E = M um fibrado vetorial e p uma representacio de G no espaco
vetorial V- = F. Chamamos este fibrado de fibrado associado ao fibrado principal se as fungoes

de transi¢ao sio dadas pela aplicacdo da representacdo as funcgoes de transicao de P, p(¢).

Exemplo A.3.1. O fibrado tangente T M sobre uma variedade de dimensao n é uma uniao

disjunta de todos os espacgos tangentes de M :

E=TM= | T.M. (A.120)
zeM
A projecao w € definida por
TM — M (A.121)
VeT,Mws . (A.122)

A fibra acima de um ponto z € M é homeomorfa ao espaco tangente 7~ '(z) = T, M. A
fibra tipica é F' = R". Para a trivializacao local, precisamos do homeomorfismo ¢; em algum

aberto U; C M. U; é homeomorfo a R", U; ~ R", e também T,M ~ R". Em coordenadas

locais, o vetor tangente v é dado por v = v*(x) aiﬂ tal que o homeomorfismo
g7 N(Uy) = Uy x T, M (A.123)
v (2,0 (z)) (A.124)

e localmente o fibrado tangente tem a estrutura de produto direto
TU; =R" x R™. (A.125)

Dadas duas coordenadas (¢, U,) € (¢g,Up), em um ponto xz € U, N Ug, o vetor v tem duas
representacoes

(A.126)




Elas estao relacionadas pelas funcoes de transicao

oy’
oxd’

ggﬁ = ¢ oy = (A.127)

Assim, o grupo fibrado é dado por G = GL(n,R). Uma se¢ao o : M — T'M em um fibrado tan-
gente ¢ um campo sobre M. O conjunto de todos os campos vetoriais X(M) em M ¢ identificado

com o conjunto de todas as se¢oes em um fibrado tangente T'M, X(M) = ['(M,TM).

A.4 Conexoes em Fibrados e Teoria de Calibre

Nesta secao, abordaremos o conceito de conexoes em fibrados principais. Embora os ma-
tematicos tenham desenvolvido essa teoria de forma independente da fisica, a linguagem de
conexoes em fibrados se tornou indispensavel para a fisica moderna, em especial na teoria de
Yang-Mills e na relatividade geral. A partir das conexdes, poderemos introduzir o transporte
paralelo entre as fibras e o conceito de holonomia, que sao importantes para entender o papel
da topologia em fendmenos quanticos, em particular o efeito AB.

Seja v um elemento de um fibrado principal P(M,G) e G, a fibra acima do ponto p =
m(u) € M, o espaco base. Seja também T,P o espago tangente a P no ponto u. Definimos o
subespago vertical V, P como um subespaco de T;, P que é tangente a G,. Vejamos como V, P é
construido. Tomamos um elemento A € T.G ~ g. Podemos definir uma curva em P que passa

por u pela acao a direita de G em P:
o(t,u) = Rexpi(ta)y = uexp{tA}. (A.128)

J& que m(u) = w(uw)uexp{tA} = p, o fluxo o(t,u) estd ao longo de G,. A agao do grupo

uniparamétrico de transformagoes ¢4 : t — exp{(tA)} induz um campo vetorial

Xaf(u) = %f(u exp{(tA)})]i=o, (A.129)

chamado de campo vetorial fundamental, onde f : P — R é uma funcao suave. Um vetor
A# € X, é tangente a P em u, portanto A# € V, P. Existe entdo um isomorfismo ¢ : g — V, P
dado por ¢ : A+~ A#. O complemento de V,P em T, P é chamado de espaco horizontal H,P

e é unicamente determinado pela escolha de uma conexao em P.
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A.5 Conexoes em Fibrados e Teoria de Calibre

Nesta secao, abordaremos o conceito de conexoes em fibrados principais. Embora os ma-
tematicos a tenham desenvolvido de maneira independente da fisica, a linguagem de conexoes
em fibrados tornou-se indispensavel para a fisica moderna, especialmente na teoria de Yang-
Mills e na relatividade geral. A partir das conexoes, poderemos introduzir o transporte paralelo
entre as fibras e o conceito de holonomia, que sao importantes para entender o papel da topo-
logia em fenomenos quanticos, em particular, o efeito AB.

Seja u um elemento de um fibrado principal P(M,G) e G, a fibra acima do ponto p =
m(u) € M, o espago base. Seja também T, P o espaco tangente a P no ponto u. Definimos o
subespago vertical V,P como um subespaco de T;,P que é tangente a G,,. Vejamos como V, P é
construido. Tomamos um elemento A € T.G ~ g. Podemos definir uma curva em P que passa

através de u pela acao a direita de G em P:

o(t,u) = Rexpreay (u) = uexp{(tA)}. (A.130)

Ja que m(u) = w(w)uexp{(tA)} = p, o fluxo o(t,u) estd ao longo de G,. A acdo do grupo

uniparamétrico de transformagoes ¢4 : t — exp{(tA)} induz um campo vetorial

Xaf(w) = & fluexp{ (t4)}) o (A.131)

chamado de campo wvetorial fundamental, onde f : P — R é uma funcao suave. Um vetor
A# € X4 étangente a P em u e, portanto, A% € V,, P. Existe entdo um isomorfismo ¢ : g — V, P
dado por ¢ : A+ A¥. O complemento de V,P em T, P ¢ chamado de espaco horizontal H,P

e é univocamente determinado pela escolha de uma conexao em P.

Definigao A.5.1. Seja P(M,G) um fibrado principal. Uma conexdo € uma atribui¢ao suave

a cada ponto u € P de um subespaco H,P C T, P tal que
(1) T,P=H,P®&V,P;
(it) HyyP = Ry H,P.

A condicao (i) garante que qualquer vetor tangente X € T, P pode ser separado em uma
componente horizontal X# € H,P e uma vertical XV € V,P tal que X = X7 + XV, J4

a condicao (ii) estabelece que dois subespacos horizontais H,,P e H,P na mesma fibra estao
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relacionados pelo mapa diferencial Ry, induzido pela agao a direita R,. Dessa forma, um
subespaco horizontal H,P em u € P gera todos os subespacos horizontais na mesma fibra.
Isto garante que se um ponto u é transportado paralelamente outro ponto ug, g € G também é
transportado paralelamente.

A definigao acima tem um carater geométrico bem claro e intuitivo. No entanto, precisamos
de outra definicao - que, a principio, pode nao parecer, mas é equivalente - mais adequada para

fazer célculos praticos.

Definicao A.5.2. Uma 1-forma de conexao w € gRQT*P é uma 1-forma com valores na dlgebra
de Lie, definida pela projecao do espaco tangente T, P no subespaco vertical V,, P satisfazendo

as sequintes condigoes
(i) w(A#) = A para A € g;
(i) Ryw = Adg-w.

O mapa R € o pullback (veja a secao A.2.5) da agao a direita e Ad : g — g € a representagdo
adjunta (veja a secio A.2.16) dada por Ad : A — g~tAg. Entdio, para qualquer X € T,P,
temos

R;wug(X) = wug(R;X = g_lwugg). (A.132)

Com esta definicao de 1-forma de conexao, podemos definir o subespago horizontal H, P pelo
nicleo de w,

H,P = {X € T,P|lw(X) = 0}. (A.133)

Vejamos entao como as defini¢oes A.5.1 e A.5.2 sdo equivalentes. A equagao (A.133) leva a
uma separacao de T, P em uma soma direta T,,P = V,, P® H, P, e também satisfaz a propriedade
H,,P = R, H,P. Para demonstrar isso, facamos o seguinte. Tomamos um elemento X € H, P

e construimos Ry, € T, P. Devemos entao demonstrar que R, X é um elemento de H, P:
w(RpX) = Riw(X) = Adg-w(X) = g~ 'w(X)g = 0. (A.134)

Assim, qualquer vetor Y € H, P pode ser expressado como Y = Ry, X para algum X € H,P.

Portanto, as defini¢coes A.5.1 e A.5.2 sao equivalentes.
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A.5.1 1-forma de conexao local e potenciais de calibre

A ponte entre as conexdes em um fibrado principal apresentadas aqui e a linguagem das
teorias de calibre ficard evidente nesta se¢ao. Veremos como a representacao local das 1-formas
de conexao nas variedades de base podem ser identificadas com os potenciais nas teorias de
calibre de Yang-Mills.

Seja {U;} uma cobertura aberta em M. Escolhemos uma segao local o% em U; tal que
o: U — 7 Y U,). (A.135)

Definimos entao uma I1-forma de conexdo A; como uma 1-forma com valores na dlgebra de Lie
em U;, dada por
A =oiwe g QNDy), (A.136)

¢

onde o é o “pullback”de ;. O caminho inverso também é vélido. Ou seja, dada uma 1-forma
local A; em U;, podemos reconstruir uma 1-forma de conexao w, cujo “pullback”é A; = ofw.
A forma explicita é

w; = g; ' T Aigi + g; ' dpg; (A.137)
onde d, ¢ a derivada exterior no fibrado P e g; expressa uma coordenada local do fibrado dada

pela trivializacao local canonica, que é definida pelo homeomorfismo

¢ (U) = Ui x F (A.138)
u (p, 9i), (A.139)

Assim,
¢i(u) = (p,g;) com u=0i(p)gi (A.140)

A prova pode ser encontrada na Ref. [156].

Para que w seja definido de maneira tinica em P, ou seja, para que a decomposicao T, P =
H,P ® V, P seja tinica, devemos ter w; = w; na sobreposi¢ao U; N U; de duas vizinhangas U; e
U;. Como consequéncia, as conexoes locais devem obedecer a uma condi¢ao de compatibilidade
apropriada, a saber

Aj = g5  Aigis + 955" dgij. (A.141)
Consideramos duas cartas U; e U,. Tome duas segoes locais o1 e 0o em U; N Us, tal que

o1(z) = o2(z)g(x). Entao as formas locais A; e As s@o relacionadas por
Az(z) = g~ (2) Ai(2)g(x) + g7 (x)dg(). (A.142)
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Expandindo em termos das componentes, 4y — A, Ay =+ A" e A=A, dz, d = 0,dz*, temos
A'(z) = g~ (2)Ag(z) + g~ (2)0ug (). (A.143)
A equagao (A.143) é a transformagao de calibre bem conhecida na fisica.

Exemplo A.5.1. No caso da eletrodinamica, P é um fibrado com G = U(1) e M = R'3.
Sejam dois abertos U; e U; € M que se sobrepoem e A; e A; seus respectivos potenciais locais.

As fungoes transi¢ao g;; - U; N U; — U(1) sao dadas por
gij(z) = exp{(iA(z))} A(z) € R. (A.144)
As formas locais sao relacionadas por

Aj = g5 (@) A(@)igij(x) + g5 (2)dgy; () (A.145)
— A +id\(). (A.146)

Em func¢ao das coordenadas locais, temos a conhecida expressao

Aj, = Ay + idA (). (A.147)

A.5.2 Levantamento horizontal e transporte paralelo

Definicao A.5.3. Seja PM,G um fibrado e «y : [0,1] — M wuma curva em M. Uma curva
[0,1] — P € chamada de levantamento horizontal de vy se m o5 =7 e o vetor tangente a (1)

sempre pertencem a Hs.

Seja X um vetor tangente a 7. Por definicdo, a condicdo w(f( ) = 0 deve ser satisfeita. Esta
condigao nos leva a uma equagao de diferencial ordinéria (EDO), e o teorema fundamental das

EDO garante a existéncia e a unicidade do levantamento horizontal.

Teorema A.5.1. Seja v : [0,1] — M uma curva e uy € 7 *(7(0)). Entao existe um tinico

levantamento horizontal 4 em P tal que 5(0) = uo.

Seja v uma curva contida uma carta U; e g; uma secao sobre U;. Se existe um levantamento
horizontal, ele pode ser expressado como ¥ = ;(7(t))g;(t), onde g;(t) representa g;(y(t) € G.
Seja X é o vetor tangente a (t) em ~(t), entdo X = 4, X é o vetor tangente a 7 em ug = 7(0).
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J4 que o vetor tangente X é horizontal, deve satisfazer w(X = 0. Utilizando a equacdo (A.137),

obtemos uma EDO [157], a saber

dlt) _ —Aigi(1), (A.148)
dt
cuja solucao para ¢;(0) =€ é
! dxt
9:(7(t)) = P exp (— / A — dt) (A.149)
0

v(t)
= Pexp (—/ A ((1)) dx“) ) (A.150)
7(0)

onde P é o operador de ordenacao de caminhos ao longo de y(t). O levantamento horizontal

é entio dado por y(t) = o,(1(1))g:(1(1))-

Definigao A.5.4. Seja v : [0,1] — M wuma curva. Tome um ponto uy € w 1(v(0)). FEziste
um unico levantamento horizontal v, e portanto um unico ponto u; = 'y(~1) e nl(y). O
ponto uy € chamado de transporte paralelo de ug ao longo da curva . Isto define o mapa
L) : 7 (v(0)) = 71 (~(1)) tal que ug — uy. Se a forma local de (A.150), temos
¥(t)
uy = o;(1)Pexp | — Ai(7(t)) dat | . (A.151)
7(0)
O transporte paralelo comuta com a acao a direita. Isto permite que transportemos pontos

entre as fibras no fibrado principal primeiro aplicando o transporte paralelo e depois a acao a

direita e vice-versa.

A.5.3 Holonomia

Um lago em M é definido como uma curva v com v(0) = (1) = p. Se tomarmos o
levantamento horizontal de v, 4 com 4(0) = wuy nado ha garantias de que ele terminard no
mesmo ponto, ou seja, (1) = u; ndo é necessariamente igual a ug. Porém, a condi¢do de que
m o4 =~ implica que 5(0) e 4(1) pertencem a mesma fibra. Isto significa que 5(0)5(1) = pog
para algum g € G.

Defini¢ao A.5.5. Seja uma conexdao w definida no fibrado principal P(M,G) e seja~y : [0,1] —
M um lago em p € M, isto €, v(0) = v(1) = p. O subgrupo de G

U, = {g € G]7(1) = ugg, para um lago v} (A.152)
¢ chamado de grupo de holonomia no ponto p.
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A.6 Curvatura

Nesta secao, abordaremos o conceito de curvatura em fibrados principais. Para iniciar nossa

discussao, é necessario compreendermos a derivada covariante em um fibrado principal.

A.6.1 Derivada covariante em fibrados principais

Na se¢ao A.2.3, definimos um tensor do tipo (p, q) TP como um mapa multilinear com valores
em R. Vamos generalizar este conceito para que 7P tenha valores em um espago vetorial V' de
dimensao k. Assim, poderemos atuar a derivada exterior d : QP(M) — QPY(M) (segao A.2.8)

em uma p-forma ¢ € Q" (P)® V,
¢:TPA---ATP V. (A.153)
A forma mais geral de ¢ é ¢ = 22:1 O* ® eq, em que {e,} é uma base de V e ¢* € Q"(P).

Definicao A.6.1. Seja p € Q"(P) @V e Xy,...,X,11 € T,P. A derivada covariante de ¢ é
definida por
DO(X1,. .., Xpp1) = dpd(XTT, ., X ), (A.154)

em que d, = ¢° ® e, € X' € a parte horizontal de X;.

Podemos entao definir a curvatura em fibrados principais.

A.6.2 Curvatura
A 2-forma de curvatura é a derivada covariante da 1-forma de conexao w,
Q=DweP(P)eg (A.155)
Proposigao A.6.1. A 2-forma de curvatura satisfaz a propriedade RS2 = Adg- = g 1Qg.
Demonstragao. A prova é simples e pode ser encontrada em [156] na pag. 386. O]
Teorema A.6.1. Sejam X,Y € T,,P. Q) e w satisfazem a equagao de estrutura de Cartan
QX,Y) =dw(X,Y) + [w(X),w(Y)], (A.156)
que também pode ser escrita como
Q=dyw+wAw. (A.157)
Demonstragao. Pagina 387 da Ref. [156]. O
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A.6.3 Forma local da curvatura

Vamos novamente usar, assim como fizemos para a conexao w, uma secao local para repre-
sentar a curvatura €2, que é definida globalmente em P, em uma carta U em M.

A forma local F da curvatura €2 é definida por
F =o*Q. (A.158)
Usando a equacao (A.157) em (A.158), obtemos a curvatura em func¢ao dos potenciais como

F=0"dyw+ o' wAc'w=d,(0"w) +0"wAcw

=dA+ANA. (A.159)

Podemos escrever F e A em termos de coordenadas locais 2# = ¢(p) em U como A = A, dz* e

F = %}"de“ A dz¥. Substituindo em (A.159), encontramos a expressao para as componentes

de Fem U:
Fuw =0, A, —0,A, + A, A (A.160)

A acdo de F em vetores X e Y € Ty, é dada por
F(X,)Y)=dA(X,Y) + [A(X), AY)]. (A.161)

Podemos notar que a forma local da curvatura F esta relacionada com os campos nas teorias
de Yang-Mills, em que G, o grupo do fibrado principal, é o grupo de calibre da teoria. Ja que

F e A sao fungoes com valores em g, podemos expandi-las em termos da base {T,} de g como
A, = ALT,, Fu = FpTh. (A.162)

Lembrando que os vetores de base obedecem a relagao de comutagao [Ty, T, = 1., obtemos

a conhecida expressao

Fo = 9,A% — 9,A% + fo AL A°. (A.163)

Teorema A.6.2. Sejam U; e U; duas cartas em M que se sobrepoem, e F; e F; 0os campos

definidos nas respectivas cartas. Em U; NUj, eles satisfazem a condi¢ao de compatibilidade
F; = ;' Figij- (A.164)

Demonstragao. Basta substituir (A.141) em F; = dA; + A; A A;. Para mais detalhes, consulte
a Ref. [156], pag. 390. O]

114



Se duas se¢bes sao relacionadas por o'(z) = o(x)g(z), os campos correspondentes sao rela-

cionados por

F'(a) = g7\ (2)F(2)g(x). (A.165)

Para demonstrar a equagao acima, basta substituir a lei de transformacao do potencial local

(A.143) em (A.159).

A.6.4 Identidade de Bianchi

A identidade de Bianchi é dada por
DQ = 0. (A.166)

Esta identidade é demonstrada da seguinte forma. Ja que w e 2 tém valores em g, podemos
expandi-las em termos da base {T,} de g como w = w*T, e Q = Q*T,. Assim, a equacao
(A.157) fica

Q% = dyw + flwd A w". (A.167)

Aplicando a derivada exterior na expressao acima, temos
dpQ* = fldw® AWt + frw’ A dyw©. (A.168)
Lembrando que w(X) = 0 para um vetor horizontal X, temos que
DQX,Y, Z) = dyw(X", YT Z1) =0, (A.169)

onde X,Y, Z € T,,P. Assim, a identidade de Bianchi estd demonstrada.
Podemos obter a forma local da identidade de Bianchi usando o “pullback”de o em (A.157).

Do lado esquerdo, entao, temos 0*d,2 = do*Q2 = dF. Do lado direito, temos

o (dpw Nw +w A dyw) = (dyo"w A 0w + o*w A dyo*w) (A.170)

=dANA-—ANAA=FNA—-ANF. (A.171)

Assim, obtemos que

DF =dF + A, F]=0. (A.172)
A agao de D em uma p-forma n com valores em g em M é definida por
Dn=dn+[An). (A.173)
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A.6.5 Derivada covariante em fibrados vetoriais associados

Em linguagem de fibrados, campos de matéria sao associados a secoes em fibrados vetoriais
associados com fibrados principais. Por exemplo, um campo escalar na eletrodinamica quantica
pode ser entendido como uma secao de um fibrado linha complexo que estd associado a um
fibrado principal que descreve a simetria U(1) das interagoes eletromagnéticas. Portanto, é
importante saber diferenciar secoes de maneira covariante. Uma forma de conexao w em um
fibrado principal P oferece uma maneira de definir derivadas covariantes em fibrados vetoriais
associados a P.

Seja P(M,G) um fibrado principal com uma projecao m,. Considere uma carta U; de M,
uma secao o; sobre U; e a trivializagao canonica ¢;(p, e) = o;(p). Seja também 7 o levantamento
horizontal de uma curva v : [0,1] — U; com 7(0) = pg e 7(0) = wy. Associado a P temos um
fibrado vetorial £ = P x, V' com uma projecao mg. Sejam X € T,M um vetor tangente a y(t)
em py e s € ['(M, F) uma se¢ao, ou um campo vetorial em M. Representamos um elemento de
FE como um [(u,v)] = {ug, p(9)"*v|u € P,v € V,g € G}. Escolher um representante da classe

de equivaléncia equivale a “fixar o calibre”. Escolhemos entao a seguinte forma

s(p) = [(ai(p), §(p))] (A.174)

como um representante. Vamos definir o transporte paralelo de um vetor em E ao longo de
uma curva em M. Um vetor é transportado paralelamente se ele é constante com respeito a um
levantamento horizontal 4 de v em P. Em outras palavras, uma secao s(y(t) = [(7(t), n(v(1)))]
é transportada paralelamente se 1 é constante ao longo de v(t). Esta defini¢ao é intrinseca (nao
depende da sec@o) ja que se 4’ é outro levantamento horizontal de ~y, entdo pode ser escrito

como 7' = 7g, g € G, e temos
F.n(®)] = 7,97 n(t)] (A.175)

onde 7(t) representa 7(7y(t)). Portanto, se n(t) é constante ao longo de y(t), entdo seu miltiplo
constante g7 n(t) também é. Agora, podemos definir a derivada covariante. A derivada cova-

riante de s(t) ao longo de y(t) em py = v(0) é definida por

:0)] (170

onde X é o vetor tangente a y(t) em pg. Para que a definigdo apresentada seja realmente

Vs = [(a(o»% ()

intrinseca, nao deve depender da informacao extra, que é o levantamento horizontal. Seja 7' =
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79, g € G, outro levantamento horizontal de v. Se escolhermos 4'(t) como “0” levantamento

horizontal, temos o um representante [((¢), g7 n(t))]. A derivada covariante agora é dada por

:0>] = [(’/(0)9‘1,%{77@)} = 0)] (A.177)

que concorda com (A.176). Logo, Vys depende apenas do vetor tangente X e das segoes

Vxs = [(’/(0% %{g‘ln(t)}

s € I'(M, E) e nao do levantamento horizontal. Nossa defini¢ao depende apenas de uma curva
v e de uma conexao, e nao de trivializagoes locais.

Até agora, definimos a derivada covariante em um ponto py = ¥(0). Estd claro que se
X é um campo vetorial, Vx mapeia uma se¢do s em uma nova secao Vys, entao podemos
considerar Vx como um mapa I'(M, E) — I'(M, E). Para ser mais preciso, tome X € X(M)
cujo valor em p é X, € T, M. Existe uma curva () tal que 7(0) = p e sua tangente em p é X,,.
Assim, qualquer levantamento horizontal ¥(¢) de v nos permite calcular a derivada covariante

Vxs|, = Vx,s. Também definimos um mapa V : I'(M, E) — T'(M, E) ® Q' (M) por

Vs(X)=Vxs XeX(M) sel'(M,E). (A.178)

A.6.6 Expressao local para uma derivada covariante

Para aplicacoes em fisica, é necessario ter uma representacao em coordenadas locais da
derivada covariante. Sejam o fibrado principal P(M,G) e um fibrado vetorial associado E =
P x, V. Definimos uma secao local o; € I'(U;, P) e utilizamos a trivializacao canoénica o; =
oi(p,e). Para v :[0,1] — M uma curva em U; e seu levantamento horizontal ¥, que é escrito
como

7 = oi(t)gi(t), (A.179)

onde ¢;(t) = g;(7(t)) € G. Tomemos uma segao e,(p) = [(0;(p),e?)] de E, em que e,’ é o

a-ésimo vetor de base de V, (¢2)? = §2. Temos

ealt) = [(3()gi(t) ", (e)")] (A.180)
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Observe que g;(t)~! atua em €Y para compensar a mudanca de base ao longo de v. A derivada

)

- <a<o>,gi<o>1{%gz-<t>}gi<0>1%0

covariante de e, é dada por

Vxeq = (&(0)7 %{gi(t>1eao}

)

= (5(0)g:(0) 7", Ai(X)e,,’) . (A.181)
onde usamos (A.148). De (A.181) encontramos a expressao local
Vxea = [(04(0), Ai(X)e, )] - (A.182)

Escrevendo A; em termos das componentes, temos A; = A, dz* = A, %5, onde A, 5 =

A (T,)%5. A segunda entrada de (A.182) é

i

dz* dz*
0 _ 0g4 B — B .0
Ai(X)e, = 5 8 A, L0, = E'Aiu N (A.183)
Substituindo em (A.182), temos
dz# dz#
ou
Veo = Al e (A.185)
Em especial, para uma curva coordenada z*, temos
Voomea = A, o5 (A.186)

Por construcao, a derivada covariante é independente da trivializacao local. Também pode-
mos observar essa independéncia através da forma local de Vxs. Considere o;(p) e 0;(p) secoes

locais em cartas sobrepostas U; e U;. Em U; N Uj, temos que 0;(p) = 0;(p)gij(p). Na i-ésima

)

(9i56) + Ai(X) g6 )]

)] . (A.187)

trivializagao local, temos

dg;

VXS = O'Z'<O), %

+ Ai(X)&

d

= O-Z<0)g7,;17 E

dg;

= || 0;(0), —

+ A;(X)E;
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onde usamos a condigao (A.141). A dltima linha de (A.187) é Vxs expressa na j-ésima trivia-

lizacao.

Exemplo A.6.1. Vamos considerar o campo de calibre U(1) acoplado a um campo escalar
¢. Os fibrados envolvidos sio P(M,U(1)) e o fibrado associado E = P x,C, onde p € a
identifica¢ao natural de um elemento de U(1) com um nimero complero. A expressio local da
conexio w € A; = A, dxt, onde A;(0/0z*) é o potencial vetor da eletrodinamica de Mazwell.
Seja v uma curva em M com X o vetor tangente em ~(0). Tomemos a se¢ao local o; e
escrevemos um levantamento horizontal 7 de v como F(t) = o;(t)e¥®. Se 1 € C € tomado

como vetor base, a se¢ao base é
e = [(e:(p), )] (A.188)

Seja ¢(p) = [(o4(p), P(p))] = P(p)e (P : M — C) uma secao de E, que € identificada com um

campo escalar complexo. Com respeito a 7(t), a se¢cdo é dada por

o(t) = (1)[(3(1), U®) ], (A.189)

onde U(t) = e*). A derivada covariante de ¢ ao longo de ~ ¢

Vx¢ = %[(:}/(O)? U(0)=H)] + @(0)[(3(0), U(0) " Ai(X) - 1))]
= (% + Aw@%) e=X (aa—(f + AWCI>> e. (A.190)
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