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Resumo

Investigamos a existéncia de sélitons BPS em dois modelos C'P(2) calibrados estendidos via
inclusao de impurezas magnéticas. Dessa forma, através da implementacao do formalismo
BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield), observamos que a energia total possui um limite
de Bogomol'nyi bem definido e um fluxo magnético quantizado para as configuracoes
topologicas. Além disso, a andlise verificou que a impureza magnética contribui para
o potencial BPS e aparece na equacao BPS em ambos os modelos. Neste contexto,
introduzimos uma impureza do tipo gaussiana (que é comumente interpretada como uma
tnica barreira /pogo) para os casos topoldgico e nao topologico, e uma impureza senoidal
(uma cadeia de barreiras/pogos) para o caso nao topoldgico apenas (restrito ao cenério
Chern-Simons-C'P(2)). Desse modo, resolvemos as equages autoduais numericamente, de
acordo com as condigoes de contorno correspondentes a cada caso. As solugoes resultantes
apresentam um comportamento ndo monotonico que invertem os campos magnético e
elétrico para o caso topologico. Para o caso nao topoldgico, os principais efeitos causados
pelas impurezas incluem uma grande resposta do setor elétrico, com a formagao de um
perfil periédico que se espalha para o limite assintotico, e um anel magnético multicamadas

que mantém o fluxo magnético confinado a mesma regiao no espaco.

Palavras-chave: Sélitons topologicos; Sélitons nao topologicos; Formalismo BPS; Impu-

reza magnética.



Abstract

We investigated the existence of BPS solitons in two gauged-C'P(2) models extended
via inclusion of magnetic impurities. Thus, through the implementation of the BPS
(Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) formalism, we observe that the total energy possesses a
well-defined Bogomol'nyi bound and a quantized magnetic flux for the topological configu-
rations. Further, the analysis verified that the magnetic impurity contributes to the BPS
potential and appears in the BPS equation in both models. We then introduce a Gaussian
type impurity (which is commonly interpreted as a single barrier/well) for the topological
and non-topological cases, and a periodic impurity (a chain of barriers/wells) for the
non-topological case only (restricted to the Chern-Simons-C'P(2) scenario). Thus, we solve
the self-dual equations numerically, according to the boundary conditions corresponding
to each case. The resulting solutions present a non-monotonic behavior that inverts the
magnetic and electric fields, for the topological case. For the non-topological case, the main
effects caused by impurities include a large electrical sector response, with the formation
of a periodic profile that spreads to the asymptotics and a multilayered magnetic ring

which maintains the magnetic flux confined to the original region in space.

Keywords: Topological solitons; Non-topological solitons; BPS formalism; Magnetic

impurities .



Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —

Figura 4 —

Figura b —

Figura 6 —

Figura 7 —

Figura 8 —

Lista de ilustracoes

Espago interno dos campos relacionado ao modelo C'P(2). Os campos
escalares complexos ¢, formam uma esfera de raio h'/? no espaco C?
ou uma hiperesfera em R®. . . . . . . .. ... ...
Solugbes numéricas para os campos a(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir
das equagoes de primeira ordem (2.61) e (2.62), de acordo com as
condigoes de contorno (2.50) e (2.60), em que fixamos g = h = 1. Na
figura, mostramos os perfis para m = 1 (linha preta solida), m = 2
(linha azul tracejada), m = 3 (linha vermelha ponto-tracejada) e m = 4
(linha laranja sélida). . . . . ... ... Lo
Solugbes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade
de energia BPS ¢(r) (b), obtidas a partir de equagdes (2.51) e (2.53).
As convengoes sao as mesmas da Figura 2. . . . . ... ... ... ...
Solugbes numéricas para os campos «(r) (a) e A(r) (b), obtidas a
partir das equagoes de primeira ordem (3.38) e (3.39), de acordo com
as condigoes de contorno (3.25) e (3.37), onde fixamos h =k = 1 ¢
g = /2. Na figura, mostramos os perfis para os valores: m = 1 (linha
preta solida), m = 2 (linha azul tracejada), m = 3 (linha vermelha
ponto-tracejada) e m = 4 (linha laranja sélida). . . . . .. .. ... ..
Solugbes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade
de energia BPS ¢(r) (b), obtidas a partir de equagdes (3.26) e (3.30).
As convengoes sao as mesmas da Figura 4. . . . . . ... .. ... ...
Solugbes numéricas para o potencial escalar Ay(r) (a) e para o campo
elétrico E(r) (b). As convengoes sao as mesmas da Figura 4. . . . . . .
Solugbes numéricas para os campos a(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir
das equagoes de primeira ordem (4.38) e (4.39), em conformidade com
as condigoes de contorno (2.50) e (4.30), onde fixamos g =h =1, m =1
e d = 1. Na figura, mostramos os perfis para ¢ = —4 (linha vermelha
tracejada), ¢ = —2 (linha azul tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida
- solugao usual, sem impureza), ¢ = +2 (linha azul sélida) e ¢ = +4
(linha vermelha solida). . . . . . . . .. ...
Solugoes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade
de energia BPS ¢(r) (b) relacionadas as configuragbes BPS Maxwell-

CP(2) com impureza. As convengoes sao as mesmas utilizadas na Figura



Figura 9 —

Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Solugbes numéricas para os campos a(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir
das equagdes de primeira ordem (5.31) e (5.32), em conformidade com
as condigoes de contorno (5.20) e (4.30), onde fixamos k = h = 1,
g =12, m=1ed=1. Na figura, mostramos os perfis para ¢ = —4
(linha vermelha tracejada), ¢ = —2 (linha azul tracejada), ¢ = 0 (linha
preta soélida - solugao usual, sem impureza), ¢ = +2 (linha azul sélida)
¢ ¢ = 44 (linha vermelha sélida). . . . . . ... ... 0000 63
Solugoes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade
de energia BPS ¢(r) (b) relacionadas as configuragoes BPS Chern-
Simons-CP(2) com impureza. As convengoes sao as mesmas utilizadas
na Figura 9. . . . . . . ..o 64
Solugoes numéricas para o potencial escalar Ay(r) (a) e para o campo
elétrico E(r) (b) relacionadas as configuragoes BPS Chern-Simons-CP(2)
com impureza. As convencgoes sao as mesmas da Figura 9 . . . . . . .. 65
Solugoes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil a(r), obtidas
via as Eqs. (6.51) e (6.52), para h = x =m =d =1,9g = 2 e
diferentes valores de ¢ < 1. Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta sélida) e
o perfil analitico correspondente (com 7y = 10, linha magenta tracejada).
Direita - (b): ¢ = —0.1 (linha azul tracejada), ¢ = 0.1 (linha vermelha
ponto-tracejada) e (novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida). 75
Solugbes numéricas nao topologicas para a fungao de perfil A(r). Con-
vengoes conforme a Figura 12. . . . . . . .. .. ..o 75
Solugbes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r).
Convengoes conforme a Figura 12. . . . . .. .. ... ... ... ... 76
Solugoes numeéricas nao topolédgicas para o potencial Agy(r). Convengdes
conforme a Figura 12. . . . . . . . . .. ... 7
Solugoes numéricas nao topoldgicas para canpo elétrico F(r). Conven-
¢oes conforme a Figura 12. . . . . . . . .. ... 78
Solugbes numéricas nao topolégicas para a distribuicao de energia epps(7).
Convengoes conforme a Figura 12. . . . . .. ... ... ... ... .. 78
Solugoes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil a(r), obtidas
via as Egs. (6.51) e (6.52), para h=k=m =d =1, g = /2 e para
valores considerdveis de ¢ (diferentes de ¢ < 1). Esquerda - (a): ¢ =0
(linha preta sélida), ¢ = 41 (linha vermelha tracejada) e ¢ = +3 (linha
azul pontilhada). Direita - (b): ¢ = —1 (linha vermelha pontilhada) e
¢ = —3 (linha azul tracejada) e (novamente por comparacao) ¢ = 0
(linha preta solida). . . . . . .. ... Lo 79
Solugbes numéricas nao topolégicas para a fungao de perfil A(r). Con-

vencoes conforme a Figura 18. . . . . . . .. ..o oo 80



Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Solugdes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r).
Convengoes conforme a Figura 18. . . . . . . .. .. ... .. ... ..
Solugbes numéricas nao topoldgicas para o potencial Ag(r). Convengoes
conforme a Figura 18. . . . . . . . . ...
Solugbes numéricas nao topologicas para canpo elétrico E(r). Conven-
¢oes conforme a Figura 18. . . . . . . . .. ..o
Solugoes numéricas nao topologicas para a distribui¢do de energia eyps (7).
Convengoes conforme a Figura 18. . . . . . . .. ... ... ... ...
Solugdes numéricas nao topologicas para o campo magnético B(r) para
h=k=m=d=1, g = +/2 e para valores considerdveis de c
(diferentes de ¢ < 1). Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta sélida) e ¢ = +8
(linha magenta ponto-tracejada). Direita - (b): ¢ = —8 (linha magenta
tracejada) e (novamente por comparacao) ¢ = 0 (linha preta sélida). . .
Solugoes numéricas nao topoldgicas para a distribuicao de energia ep,5(7).
Convengoes conforme a Figura 24. . . . . . ... ... ... ... ...
Solugbes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil «(r), obtidas
via as equagoes (6.64) e (6.65), parak =g=1,h=5, m=1led=1¢e
diferentes valores de ¢ < 1. Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta solida) e o
perfil analitico correspondente (com rq = 10, linha magenta tracejada).

Direita - (b): ¢ = —0.1 (linha azul tracejada), ¢ = 0.1 (linha vermelha

ponto-tracejada) e (novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida). 85

Solugdes numéricas nao topolégicas para a fungao de perfil A(r). Con-
vengoes conforme a Figura 26. . . . . . . .. .. ...
Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r).
Convengoes conforme a Figura 26. . . . . . ... .. ... ... ....
Solugoes numéricas nao topolégicas para o potencial Ag(r) (esquerda-
(a)) e para o campo elétrico E(r) correspondente (direita-(b)). Aqui,
utilizamos os mesmos valores anteriores para os parametros, i.e., Kk =
g=1,h=5 m=1,d=1, além disso, utilizamos ¢ < 1. Em ambos os
perfis, temos os valores: ¢ = 0 (linha preta sélida) e o perfil analitico
correspondente (com rg = 10, linha magenta tracejada). . . . . . . . ..
Solugdes numéricas nao topoldgicas para o potencial Ag(r). Utilizamos
os mesmos valores anteriores para os parametros, k = g = 1, h = b,
m =1, d = 1 e diferentes valores de ¢ < 1, que sdo: ¢ = —0.1 (linha
azul tracejada), ¢ = 0.1 (linha vermelha ponto-tracejada) e (novamente
por comparacao) ¢ = 0 (linha preta sélida) . . . . . .. ... ... ...
Solugbes numéricas nao topoldgicas para o campo elétrico E(r). Con-

vencgoes conforme a Figura 30. . . . . .. .. ..o



Figura 32 — Solugoes numéricas nao topolégicas para a distribuigao de energia ep,s(r).
Convengoes conforme a Figura 26. . . . . .. .. .. ... ... ....

Figura 33 — Solugoes numéricas nao topologicas para a funcao de perfil a(r), obtidas
via as Eqgs. (6.64) e (6.65), parak =g =1, h =5 m=1ed = 1;
para valores consideraveis de ¢ (diferentes de ¢ < 1). Esquerda - (a):
¢ = 0 (linha preta sdlida), ¢ = 1 (vermelha tracejada), ¢ = 3 (azul
tracejada) e ¢ = 5 (verde sélida). Direita - (b): ¢ = —1 (linha vermelha

ponto-tracejada), ¢ = —3 (linha azul tracejada), ¢ = —5 (linha verde

ponto-tracejada) e (novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida). 90

Figura 34 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil A(r). Con-
vengoes conforme a Figura 33. . . . . . . ...
Figura 35 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil a(r), obtidas
via as Eqgs. (6.64) e (6.65), parak =g=1, h=5 m=1ed=1; para
valores consideraveis de ¢ (diferentesde ¢ < 1). Esquerda - (a): ¢ =0
(linha preta soélida), ¢ = 7 (linha azul claro ponto-tracejada), ¢ = 9
(linha laranja tracejada) e ¢ = —7 (linha azul claro ponto-tracejada).
Direita - (b): ¢ = —7 (linha azul claro ponto-tracejada), ¢ = —9 (linha
laranja ponto-tracejada) e (novamente por comparacao) ¢ = 0 (linha
preta solida). . . . . ..
Figura 36 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil A(r). Con-
vengoes conforme a Figura 35. . . . . . . .. ..o
Figura 37 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r).
Convengoes conforme a Figura 33. . . . . .. ... ... ... ... ..
Figura 38 — Solugdo numérica nao topolégicas para o potencial elétrico Ag(r), obtidas
parak =¢g=1,h=5 m=1ed=1, para valores consideraveis de c
(diferentes de ¢ < 1), i.e., ¢ = 0 (linha preta sélida), ¢ = 1 (vermelha
tracejada), ¢ = 3 (azul tracejada) e ¢ = 5 (verde sélida). . . . . . . ..
Figura 39 — Solugbes numéricas nao topolégicas para o potencial Ay(r) para k = g =
1,h=5 m=1,d=1, e para valores considerdveis de ¢ (diferentesde
¢ < 1), que incluem: ¢ = —1 (linha vermelha ponto-tracejada), ¢ =
—3 (linha azul tracejada), ¢ = —5 (linha verde ponto-tracejada) e
(novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida) . . . . ... ..
Figura 40 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o campo elétrico E(r). Con-
vengoes conforme a Figura 38. . . . . . . .. ..o
Figura 41 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para o campo elétrico E(r). Con-
vengoes conforme a Figura 39. . . . . . . .. ... oL
Figura 42 — Solug¢oes numéricas nao topolégicas para a distribuigao de energia ep,s(r).

Convengoes conforme a Figura 33. . . . . .. .. ... ... ... ...



levando
1]. Tais
solugbes sao obtidas via as Egs. (6.64) e (6.65), parak =g =m =d =1,

Figura 43 — Solugoes numéricas nao topolégicas para a fungao de perfil a(r),
>

em conta uma magnitude consideravel para a fungao [a(r)

h = 1.4, ry = 3.2 e para valores varidveis de ¢ . Esquerda - (a): ¢ =0
(linha preta sélida), ¢ = 40.30 (linha roxa sélida), ¢ = +0.40 (linha
laranja sélida), ¢ = 40.48 (linha cinza sélida). Direita - (b): ¢ = —0.30
(linha roxa tracejada), ¢ = —0.40 (linha laranja tracejada) e ¢ = —0.48
(linha cinza tracejada). . . . . . . . ..
Figura 44 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil A(r). Con-
vengoes conforme a Figura 43. . . . . . . .. ..o
Figura 45 — Solugbes numéricas nao topologicas para o campo magnético B(r).
Convengoes conforme a Figura 43. . . . . .. .. ... ... ... ...
Figura 46 — Solugao numérica nao topologicas para o potencial elétrico Ay(r). Con-
vengoes conforme a Figura 43-(a). . . . .. ... ...
Figura 47 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para o potencial Ay(r). Convengoes
conforme a Figura 43-(b). . . . . ... ... Lo
Figura 48 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o campo elétrico E(r). Con-
vengoes conforme a Figura 43-(a). . . . . ... ...
Figura 49 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o campo elétrico E(r). Con-
vengoes conforme a Figura 43-(b). . . . . . ... ...
Figura 50 — Solugoes numéricas nao topolégicas para a distribuigao de energia ep,s(r).

Convengoes conforme a Figura 43. . . . . .. .. ... ... ... ...



2.1
2.2
221

2.3
23.1
23.1.1
23.12

3.1
3.1.1
3.2
321
3.2.1.1
3.2.1.2

4.1

4.1.1
4.2
421

4211
4212

5.1

Sumario

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e et e et e

SOLITONS BPS TOPOLOGICOS EM UM MODELO MAXWELL-
CP(2) v i e e e e e e e e e e e e e e e e e
O modelo CP(2) . . .. . . . . . .
O modelo Maxwell-CP(2) efetivo . . . . . ... ... ... .....
Formalismo BPS aplicado ao modelo Maxwell-CP(2) . . . .. ... .. ..

Sélitons BPS topolégicos oriundos do modelo Maxwell-CP(2) . . . .
Solugdes BPS . . . . . . .
Comportamento aproximado das solucdes na origem . . . . . . . . . .. ...

Comportamento aproximado das solucdes no limite assintético . . . . . . . . .

SOLITONS BPS TOPOLOGICOS EM UM MODELO CHERN-
SIMONS-CP(2) + v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e
O modelo Chern-Simos-CP(2) efetivo . . . ... ... ... ... ..
Formalismo BPS aplicado ao modelo Chern-Simos-CP(2) . . . . . . . . ..
Sélitons topolégicos oriundos do modelo Chern-Simons-CP(2) . . .
Solugdes BPS . . . . . . .
Comportamento aproximado das solucdes na origem . . . . . . . . . .. ...

Comportamento aproximado das solucdes no limite assintético . . . . . . . . .

SOLITONS BPS TOPOLOGICOS EM UM MODELO MAXWELL-
CP(2) COM IMPUREZA MAGNETICA . . . .. .. .........
O cenario Maxwell-C' P(2) estendido pela presenca de uma impureza
magnética . . . . .. L
Formalismo BPS aplicado ao cenério Maxwell-C'P(2) com impureza . . . .
Sélitons topolégicos oriundos do cendrio Maxwell-C'P(2) estendido .

Solucdes BPS na presenca da impureza magnética . . . . . . . .. .. ..

Comportamento aproximado das solucdes na origem . . . . . . . . . .. ...

Comportamento aproximado no limite assintético . . . . . . . . . . . ... ..

SOLITONS BPS TOPOLOGICOS EM UM MODELO CHERN-
SIMONS-CP(2) COM IMPUREZA MAGNETICA . ... ......
O cenario Chern-Simos-CP(2) estendido pela presenca de uma

impureza magnética . . . . . .. ..o



511

5.2
521
5211
5212

6.1

6.1.1

6.2

6.2.1
6.2.2
6.2.2.1
6.2.2.2
6.2.3
6.2.3.1
6.2.3.2
6.3

A.l

B.1
B.2

Formalismo BPS aplicado ao cenério Chern-Simos-C' P(2) com impureza
magnética . . . . . ... 59

Sélitons topolégicos oriundos do modelo Cher-Simons-C P(2) estendido 61

Solucdes BPS na presenca da impureza magnética . . . . . . ... .. .. 62
Comportamento aproximado das solucdes na origem . . . . . . . . . .. ... 65
Comportamento aproximado das solucBes no limite assintético . . . . . . . .. 66

SOLITONS BPS NAO TOPOLOGICOS EM UM MODELO CHERN-
SIMONS-CP(2) COM UMA IMPUREZA MAGNETICA . ..... 67
O cenario Chern-Simos-CP(2) estendido pela presenca de uma
impureza magnética para o caso nao topolégico . . . . . . . . .. .. 67
Formalismo BPS aplicado ao cenario Chern-Simos-C'P(2) com impureza
magnética para o caso ndo topolégico . . . . . . .. .. 68

Sélitons BPS nao topolégico oriundos de um modelo Chern-Simons-

CP(2) . 69
O cenaério aproximado: solucGes analiticas com pequenas amplitudes . . . . 72
O cenério numérico 1: uma impureza localizada . . . . . . .. .. ... .. 74
Ocaso A1 . . . . e 74
O caso geral - impureza consideravel . . . . . . . . ... ... 78
O cenério numérico 2: uma impureza magnética periédica . . . . . . . .. 84
Ocaso A K1 . . . o oo e 84
O caso geral - impureza consideravel . . . . . . . ... ... 89

Solucoes numéricas para uma impureza periddica, tendo em vista

alr) > 10 o 96
CONCLUSOES . . . .. . ittt e e e e e e e 102
REFERENCIAS . . . . . . it i e e e e e e e 106
APENDICES 114
APENDICE A - DETERMINACAO DAS CONDICOES DE CON-
TORNO PARA OS CAMPOS . ... ....... 115
Condicdes de contorno do Capitulo 2 . . . . . . .. ... ... .. .. 116

APENDICE B - RECUPERACAO DAS EQUACOES DE EULER
LAGRANGE A PARTIR DAS EQUACOES BPS. . 119

Recuperacao da Lei de Ampére relacionada ao Capitulo 2 . . . . . . 120

Recuperacdo das equacdes do campo C'P(2) relacionada ao Capitulo 2120



16

1 INTRODUCAO

Defeitos topologicos [1] sao estruturas que resultam a partir de uma transigao de
fase! relacionada a um sistema fisico. Um dos exemplos de formacao de tais estruturas
remonta ao universo primordial, onde o resfriamento, originario do processo de expansao,
conduziu a transigoes de fase. Na interface das diferentes regides dessa transicao, defeitos
topologicos eram formados. Dentre estes defeitos, podemos citar as paredes cdésmicas, as

cordas cosmicas e os monopdlos magnéticos.

De um modo geral, os defeitos topoldgicos sdo estaveis, espacialmente localizados e
apresentam uma energia finita. Além disso, dentre estas configuracoes, existe uma categoria
unica que possui a propriedade especial de manter a sua forma e velocidade ao longo de
sua trajetéria, mesmo apés a colisdo com outros defeitos analogos. Estas configuragoes

recebem o nome de Sdliton.

Neste sentrido, soliton é o nome dado a certos tipos de fendémenos ondulatoérios
nao lineares, altamente estaveis e espacialmente localizados, também chamados de “ondas
solitarias” [2]. Esta peculiaridade foi primeiramente observado em 1834 pelo engenheiro
escocés e filésofo natural John Scott Russell [3,4]. Enquanto cavalgava ao longo de um
estreito canal de embarcacao, situado nas proximidades de Edimburgo, na Escocia, ele se
deparou com uma onda localizada de grande amplitude e altamente estavel que mantinha
sua forma ao se propagar, sem apresentar qualquer tipo de atenuacdo. Apesar desta
descoberta datar de 1834, uma descri¢ao tedrica satisfatoria desse fenomeno foi alcancado
somente em 1895 por Korteweg e de Vries, através de uma equacao nao linear que conseguia

explicar as propriedades dessa onda e que ficou conhecida como equagao KDV [5]

As configuragoes de ondas solitarias estudadas por John Scott Russell sdo retratadas
como soélitons hidrodinamicos, a estabilidade dessas estruturas é garantida pela combinacao
entre efeitos de nao linearidade e dispersao. Em virtude disso, elas conseguem se mover
com velocidade e forma constantes. No entanto, em ambos os lados desse tipo de sdliton,
o estado do meio é o mesmo. Por esse motivo, eles contrastam com uma outra classe de
sélitons [6] que surgem a partir de uma regiao de transi¢ao entre fases distintas de um
sistema, cuja estabilidade é atribuida ao carater topoldgico dessas estruturas. Estes sao

chamados de sélitons topoldgicos [7,8].

No dominio da fisica da matéria condensada, a investigagao acerca dos defeitos

topoldgicos ganhou relevancia com a descoberta da supercondutividade, em 1911, por

1 Nem toda transicdo de fase leva ao aperecimento de um defeito topolégico, no entanto, se hé o

aparecimento, em um dado sistema fisico, de tais estruturas, podemos afirmar que houve uma transicao
de fase.
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Heike Kamerlingh Onnes [9], onde, analisando o comportamento da resisténcia elétrica do
mercirio a baixas temperaturas, ele observou a queda abrupta dessa resiténcia ao atingir

uma temperatura critica de T, ~ 4, 2K.

Uma observagao interessante a respeito do comportamento dos supercondutores,
na presenca de um campo magnético externo, foi levantada pelos alemaes Karl Walther
Meissner e Robert Ochsenfeld em 1933. Eles verificaram que estes materiais, na fase
supercondutora, repeliam o campo magnético no seu interior, se este estivesse abaixo de
um determinado valor critico. Tal comportamento se assemelhando a de uma material

diamagnético perfeito. Este fendmeno ficou conhecido como efeito Meissner [10].

Uma explicagao tedrica bastante relevante para este comportamento foi realizada
pelos irmaos F. e H. London, através de uma teoria fenomenoldgica, publicada dois
anos posteriormente, que ficou conhecida como teoria de London [11]. A equagao de
London, obtida levando-se em consideracao as equacoes de Maxwell do eletromagnetismo,
descreve de forma satisfatoria a auséncia do campo magnético no interior de um material
supercondutor. No entanto, o comportamento peculiar destes materiais nao se restringe
apenas a presenca de um campo magnético, nesse sentido, a teoria de London nao se
demonstrou totalmente eficaz em explicar o estado supercondutor na auséncia do campo

magnético externo.

Diante deste empecilho é que em 1950 é formulada a teoria de Ginzburg-Landau [12],
baseada na Mecéanica Quantica e no processo termodinamico de transi¢ao de fase de segunda
ordem, por L.D. Landau e V.L. Ginzburg, que conseguiu explicar varias propriedades
fundamentais da supercondutividade e serviu como base para o russo A. A. Abrikosov

classificar os supercondutores em tipo I e II, em 1957 [13].

Para esses materiais, existe uma transicdo de fase entre o estado normal e o
supercondutor quando, nao s6 a temperatura, mas também o campo magnético externo
e a corrente elétrica aplicada atingem os seus valores criticos (T,, H. e J.). Para o
supercondutor do tipo I essa transi¢do ocorre de maneira abrupta e nitida, sendo que, no
estado supercondutor, o campo magnético externo, abaixo do valor critico, nao consegue
penetrar no interior do material, o que faz com que eles obedecam perfeitamente ao efeito
Meissner. Para este caso, podemos observar a existéncia de apenas um valor critico para o

campo magnético.

Todavia, para o supercondutor tipo II essa transicdo ocorre de maneira suave,
havendo um estado intermediario, delimitado por dois valores criticos para o campo
magnético (Hy, < H < He). E exatamente nessa zona de transicao que reside uma rede
cristalina de defeitos bidimensionais, conhecidos como vortices, que apresentam um fluxo
magnético quantizado, por onde é possivel a penetracao do campo H. Essa rede de vortices
ficou conhecida como rede de Abrikosov, em virtude da notdria contribuicao do fisico

russo. Como podemos inferir, os defeitos topoldgicos topologicos sao estruturas que surgem
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em meio a transicoes de fase, formadas a partir de uma quebra expontanea de simetria

relacionada & teoria.

Em um contexto diferente, no qual se inserem as teorias classicas de campos, os
defeitos topologicos surgem como solugoes de sistemas nao-lineares. Estas solucoes, além de
possuirem um carater relativistico, também podem ser interpretadas como configuragoes
semelhantes a uma particula, que se diferem das particulas elementares usuais, pelo fato
destas ultimas surgirem a partir do processo de quantizacado dos campos classicos. Apesar
disso, os defeitos topologicos sao entidades espacialmente localizadas, que se caracterizam
por apresentarem uma energia finita e certa estabilidade, que lhes é conferida em virtude
de sua estrutura topoldgica. Tal estrutura é representada por quatidade conservada,
denominada de carga topolégica,? que decorre da quebra espontinea da simetria da
teoria. Em contrapartida, existe uma outra classe de defeitos, cuja quantidade conservada
correspondente configura uma carga de Noether, que esta relacionada a simetria do
Lagrangeano [14]. Esta outra classe é classificada como sélitons ndo topologicos [15,16]
Além disso, as configuragoes topoldgicas levam a presenca de um estado de vacuo degenerado
para a teoria, enquanto que para a nao topoldgica, hé a necessidade de um estado de vacuo

nao degenerado.

Em especial, o estudo sobre defeitos topoldgicos emerge na teoria de campos
motivado pela existéncia dessas estruturas em sistemas eletromagnéticos. Em vista disso,
defeitos foram estudados pela primeira vez em 1973 em um cenario mais simples da
eletrodindmica de Mazwell Higgs, por H. B. Nielsen e P. Olensen, cuja proposta era
descrever cordas duais [17], utilizando, para tal finalidade, um modelo baseado em vortices
abelianos. Um detalhe especial relacionado a essa teoria é que, no limite nao relativistico,
ela consegue retomar os resultados obtidos através da teoria de Ginzburg-Landau [12] da

supercondutividade.

Dentre os principais tipos defeitos topolégicos, podemos destacar o kink [18], o
vortice [17] e o monopélo magnético [19]. Os kinks sdo considerados defeitos unidimensionais;
sao obtidos dentro do contexto de teorias de campos definidas em um espago-tempo
(141)-dimensional, contendo um tnico campo escalar. Os vortices, por outro lado, sdo
bidimensionais, eles sao solugoes obtidas no terreno de teorias de calibre Abelianas em
um espago-tempo (2+1)-dimensional, nas quais sdo acoplados um campo de calibre a um
campo escalar complexo, em virtude do Teorema de Derrick® [20]. Neste sentido, eles
surgem a partir da quebra espontanea da simetria de calibre. Por fim, os monopdlos

magnéticos sao obtidos através de teorias de calibre nao Abelianas (3+1)-dimensionais,

2 Vale ressaltar que a carga topolégica é uma quantidade quantizada em termos do winding number m,

o que reflete também na quantizacdo do fluxo magnético, uma vez que, na grande maioria dos casos,
existe uma proporcionalidade entre essas quantidades.

Este teorema restringe a possibilidade de obtencao de solugbes estaveis independentes do tempo
oriundas de teorias de campos escalares apenas ao caso unidimensional
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caracterizadas pela presenga de um tripleto de campos de calibre e um tripleto de campos

escalares reais.

Em particular, os defeitos topologicos resultam como solugoes das equacoes de
segunda ordem de Euler-Lagrange pertencentes a teorias de campos classicos. No entanto,
existe um determinado limite no qual essas estruturas também podem ser obtidas através
de um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem, denominadas de equacoes
BPS ou autoduais. Dentro desse limite, conhecido como limite de Bogomol'nyi, as forcas
(de atragdo ou de repulsdo) entre os defeitos se anulam, tornando possivel encontrar
configuragoes multiplas e estaveis, dotadas de uma energia minima. Esta energia se
demonstra proporcional a carga topologica e ao fluxo magnético, apresentando uma
quantizacgao relacionada ao winding number m, em se tratando de configuragoes topologicas.

Para as configuragoes nao topologicas, essa quantizagao nao se faz presente.

O termo BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) tem origem no fato de que o
método empregado na obtencao de solugoes estaveis para determinadas equagoes de campos
classicos foi proposto por Bogomol'nyi em um trabalho publicado em 1976 [21]. Neste
estudo, ele discute a estabilidade de solug¢oes do tipo parede de dominio, linha de vértice
e monopdlos magnéticos. No entanto, um pouco antes, em 1975, M. K. Prasad e C. M.
Sommerfield j& haviam publicado um trabalho sobre o assunto [22], em que abordaram a

estabilidade de soluc¢oes do tipo monopolo magnético e dyon.

O método BPS consiste em reescrever a relacdo para o funcional da energia
estacionaria de um determinado sistema em fun¢ao de termos quadraticos e de um termo
contendo uma derivada total. Da minimizacao desse funcional e da utilizagao das condigoes
de contorno inerentes ao sistema, é possivel obter, mediante a anulacao dos termos
quadraticos, as equagoes de primeira ordem, cujas solu¢oes também satisfazem as equagoes

de Euler-Lagrange do sistema, sendo, portanto, solugoes genuinas da teoria.

Além do método descrito anteriormente, também podemos destacar outros algo-
ritmos conhecidos que levam as equacoes BPS, como o estudo da conservacao do tensor
energia-momento [23] e o método On-Shell [24,25]. Neste contexto, em 1990, vértices
de primeira ordem ou autoduais foram estudados dentro da eletrodinamica de Chern-
Simons-Higgs, tanto para o caso topoldgico [26], quanto para o nao topoldgico [27]. As
configuracoes obtidas neste cenario, diferente dos vértices de Abrikosov, sao dotadas de
carga elétrica total ndo nula, ou seja, sao eletricamente carregadas; além de também

apresentarem um momento angular e um momento de dipolo.

Dando prosseguimento a esses cenarios, € interessante considerar a existéncia de
defeitos bem comportados que surgem dentro do modelo C'P(2) bidimensional, em que o
campo escalar da teoria interage minimamente com o campo de calibre Abeliano. Tal modelo
pertence a uma teoria mais geral, denominada C'P(N — 1), onde o termo CP significa

Projetivo Complezo e o N corresponde ao niimero de componentes do campo da teoria, ou
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seja, uma N-upla de campos escalares complexos. Nesse sentido, a relevancia dos modelos
CP(N-1) bidimensionais reside no fato de que eles representam um excelente laboratoério
tedrico para modelar, em um ambiente simplificado, uma variedade de fendmenos e
propriedades inerentes a teorias de calibre nao-abelianas 4-dimensionais [28,29], como
as teorias de Yang-Mills [30-33] e a QCD (Cromodinamica Quantica) [34,35]. A relagao
com estas teorias em muito se deve ao fato de que os modelos CP(N-1) bidimensionais
apresentarem uma topologia nao trivial, além de serem capazes de gerar solu¢oes do
tipo instantons. Outro detalhe importante se resume no fato de que o modelo C'P(1)
¢ equivalente ao modelo sigma O(3) [36]. No entanto, para valores de N maiores essa

equivaléncia é perdida*

Neste contexto, solugoes radialmente simétricas, correspondentes a vértices, foram
obtidas de uma teoria C'P(2) bidimensional calibrada pela agao do termo de Maxwell por
A. Yu. Loginov [37] em 2016. Nesse trabalho, no entanto, as configuragoes de voértices
foram obtidas resolvendo as equagoes de Euler-Lagrange de segunda ordem diretamente.
Estas configuragoes apresentaram tanto fluxo magnético quantizado quanto nao quantizado

(continuo).

Neste mesmo cenario, também foi possivel obter estruturas autoduais que saturavam
o limite de Bogomol'nyi [38]. Tais configuragdes de primeira ordem apresentaram o fluxo
magnético quantizado. Ademais, a interagao entre o campo C'P(2) e o campo de calibre
Abeliano, através da acao do termo de Chern-Simons, também demonstrou ser util para
obtencao de sélitons de primeira ordem, tanto para o caso topolégico [39], quanto para o
nao topoldgico [40]. Além dessas abordagens, estruturas solitonicas autoduais também se
demonstraram possiveis em uma teoria C'P(2) calibrada pela acao do termo de Maxwell-
Chern-Simons [41], e no contexto de cendrios estendidos, também baseados pelo modelo
C'P(2) calibrado, como os sélitons Maxwell-C'P(2) saturados por uma funcao dielétrica
nao trivial [42] e os s6litons Maxwell-C'P(2) com estruturas internas, devido a presenca de

um campo escalar adicional [43].

As interagoes entre defeitos e impurezas tém sido observadas em varios sistemas
fisicos, como matéria condensada [44] e condensados de Bose-Einstein [45]. O problema
dindmico envolvendo um vértice em movimento e uma impureza estatica foi considerado
nas referéncias [46,47], enquanto que uma prescrigdo para a introdugao de impurezas em
sistemas BPS (que preserva parcialmente as equagdes de primeira ordem) foi apresentada
nas referéncias [48,49], e entao aplicado ao estudo do espalhamento entre um kink e um
kink aprisionado por uma impureza, como visto na Ref. [50]. Questoes adicionais relativas

a presenca de impurezas incluem o estudo dos principais efeitos que elas introduzem

4 Para N > 2 o modelo CP(N — 1) continua a manter a sua estrutura de vidcuo ndo trivial, além de

conseguir gerar solugoes do tipo instantons; o que nio se repete para o modelo sigma O(N), que para
N > 3 passa a ter uma estrutura de vacuo trivial, além de impossibilitar a obtencao de instantons
como solugoes.
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na teoria de Manton-Schrédinger-Chern-Simons [51] e sua dindmica de vértices [52,53].
Outra questao interessante reside na busca por configuracoes que emergem de modelos
de campos estendidos que simulam fendmenos de matéria condensada. Nesse sentido, os
primeiros estudos sobre a existéncia de estruturas BPS em um cenario de Maxwell-Higgs
ampliado por impurezas (ambos magnética e elétrica) foram feitas por Tong e Wong [54].
Nesse estudo, eles demonstram como a presenca de impurezas afeta o espaco de médulos
(espago interno dos campos) correspondente. Além disso, vortices BPS de primeira ordem
inerentes a um cenario Chern-Simons-Higgs saturado por impurezas foram estudados na
Ref. [55], enquanto o problema dindmico que envolve o espalhamento de um vértice de
Maxwell-Higgs em movimento por uma impureza magnética estatica foi considerado nas

referéncias [56,57].

Um outro exemplo significante acerca de sistemas dopados com uma impureza é
demonstrado na Ref. [58]. Neste trabalho temos o acoplamento do cenario Maxwell-Higgs
a um campo escalar neutro y °, relacionado & simetria Z,. No acoplameto critico, que
corresponde ao limite autodual, as equagoes de primeira ordem podem ser identificadas
como as de um modelo Maxwell-Higgs estendido pela presenca da impureza magnética,
cuja forma desta impureza muda de acordo com as propriedades do campo escalar neutro,
0 que permite uma analise dos parametros relacionados a impureza em termos de certas

propriedades do defeito tipo kink.

Para apresentar os nossos resultados, o presente manuscrito esta estruturado da
seguinte forma: nos capitulos 2 e 3, introduzimos o estudo acerca das configuragdes topold-
gicas que se assemelham a vortices, e que saturam o limite de Bogomol'nyi, engendradas
pelo modelo C'P(2) (2 4 1)-dimensional calibrado em dois contextos diferentes. Nessa
pespectiva, utilizamos uma configuragao especifica para o campo C'P(2) (2.10) para ser
acoplada minimamente, tanto ao campo de Maxwell quanto ao campo de Chern-Simons,
respectivamente. O objetivo destes capitulos introdutérios é demonstrar a aplicagdo do mé-
todo BPS e apresentar os modelos efetivos que servirdao como parametro para comparacao

das solucoes obtidas nos contextos estendidos.

Nos capitulo 4 e 5, abordamos as teorias ampliadas, que consistem no modelo
CP(2) (2 + 1)-dimensional calibrado (tanto pelo campo de Maxwell quanto pelo campo
de Chern-Simos, separadamente) na presenga de um termo adicional que representa a
impureza magnética. Nestes contextos, utilizamos uma configuracao especifica para o
campo C'P(2), através da qual procuramos por solugoes com simetria radial que saturam o
limite de Bogomol'nui. Com este intuito e, sendo possivel a implementacao do formalismo
BPS, descrevemos as principais diferencas entre as solugoes resultantes e as obtidas no

contexto sem impureza, discutindo como sua presenca afeta a formacao dos defeitos

5 O acoplamento deste campo escalar neutro ao cendrio Maxwell-Higggs também estd relacionado ao

surgimento de uma estrutura interna nos vértices originados neste cenario. Tal interacao se faz por
intermédio de uma permeabilidade generalizada [59]
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correspondentes.

No Capitulo 6, analisamos a interacao entre defeitos nao topoldgicos e uma impureza
magnética, no &mbito do modelo Chern-Simons-CP(2). Ao final, sumarizamos os resultados

contidos nesste trabalho e apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.

As teorias apresentadas neste trabalho sdo definidas em um espaco-tempo (2 + 1)-
dimensional. Os indices gregos denotam as coordenadas de espaco-tempo (u, v, p =0, 1,2),
enquanto que os indices latinos correspondem a coordenadas espaciais apenas (i, j, k = 1, 2).
A métrica utilizada é n* = diag(+1, —1, —1), o quadri-vetor posi¢do é definido como
ot = (2° x) = (t,z,y), o campo de calibre é dado por A* = (A% A', A?) = (4;, A, A,) e
a derivada em relagao as coordenadas do espaco-tempo possui a forma 0, = (0y, 01, 02) =

(O, 0y, 0y). Além disso, utilizamos o sistema de unidades naturais (¢ = h = 1).
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2 Soélitons BPS topolégicos em um modelo
Maxwell-C' P (2)

2.1 O modelo C'P(2)

Neste capitulo inicial, iremos primeiramente apresentar o modelo C'P(2) Abeliano
em (2+1)-dimensdes, mostrando alguns aspectos inerentes a esta teoria. Posteriormente,
iremos investigar a formagao de sélitons autoduais, que se assemelham a vortices, a partir

deste modelo calibrado.

O modelo C'P(2) corresponde a uma teoria de campos projetivos complexos relacio-
nada a uma teoria mais geral, denominada de C P(N —1) [60-62]. Tal teoria é caracterizada

por uma simetria global SU(N), além de também possuir uma simetria local U(1).

Os modelos CP(N — 1) foram introduzidos como uma generalizacdo do modelo
sigma nao linear O(N), por volta de 1978 [63], para o caso em que o grupo de simetria é o
SU(N). O principal interesse na estrutura destes modelos, na versdo bidimensional, reside
no fato deles configurarem uma teoria efetiva com topologia nao trivial, que guardam uma
similaridade com as teorias de calibre ndo Abelianas quadridimensionais [28,29], como as
teorias de Yang-Mills [30-33], tornando possivel a anélise de uma variedade de fendémenos

e propriedades inerentes a estes modelos de maneira mais silmpificada.

O modelo CP(N — 1) é descrito por ¢, (com a = 1,2,3,...N) campos escalares
complexos, que assumem valores no “coset space” G/H, sendo G = SU(N)e H = U(N—1).

Em se tratando do modelo C'P(2), temos um tripleto de campos escalares complexos,

¢1
=1 ¢ |, (2.1)
¢3
sujeitos a condigao:
316 = |o1]” + |da|” + |¢5]* = h. (2.2)

Isto significa que o espaco interno dos campos compreende uma esfera de raio h'/?,

inserida em C3, ou uma hiperesfera em R®, como podemos perceber na Figura 1.
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]

Figura 1 — Espago interno dos campos relacionado ao modelo C'P(2). Os campos escalares

complexos ¢, formam uma esfera de raio h'/? no espaco C* ou uma hiperesfera
em R®

Da andlise da figura acima, podemos obter a configuracao geral para o campo da

teoria a partir da parametrizagdo envolvendo os angulos,

o) e™ " gin v cos 3
o=\ ¢ | =h?| emsinasing |. (2.3)
03 e cos o

com m; € Z. No entanto, para que possamos gerar solugoes solitonicas junto ao modelo
C'P(2), devemos considerar § constante, conforme demonstrado em [37]. Além disso, o
pardmetro « se restringe ao intervalo angular 0 < a < 7/2 para sélitons com carater

topoldgico, o que corresponde apenas a 1/8 da hiperesfera sendo varrida.

A densidade de lagrangeana que representa o modelo C'P(2) puro é dada na seguinte

forma:
Lepe) = |Dudl” (2.4)
onde temos a derivada covariante D,¢ expressa por
Dyé = 0,6 — h™(619,0). (2.5)

A relagao (2.4) é invariante perante transformagoes globais do grupo SU(3),

¢a(x) — Uab¢b(x)7 (26)

e também sobre transformacoes U(1) locais,

Ga(x) = €70 (). (2.7)



Capitulo 2. Sélitons BPS topoldgicos em um modelo Maxwell-C'P(2) 25

A densidade de corrente topoldgica intrinseca ao campo C'P(2) é dada por

1 v
Ty = 57 (D ¢ (D), (2.8)
onde D, ¢ é demosntrado em (2.5). A carga topoldgica correspondente a (2.8) é expressa

por

g= / dxr, € 7\ {0}. (2.9)

Solugoes solitonicas sdo passiveis de serem geradas a partir do modelo C'P(2), desde
que sejam feitas certas restricbes no espaco interno dos campos. Em detrimento disso,
passamos a considerar a estruturas topoldgicas engendradas pela configuracao de campo

(tal como cosiderado na Ref. [64]) mostrada a seguir:

¢ = (Ch : (2.10)

onde k € Z, com ¢ € Ce ¢3 € R. A configuragao acima esta relacionada as solugoes C'P(2)
desenvolvidas nas referéncias [37-39,41], nas quais sdo adotadas o dngulo /5 fixo em (2.3).
Para esta configuragao, em particular, o caso 8 = 3, = 7+ %’“ ! Estas definicoes especificas
reduzem o espaco interno dos campos (demontrado na Figura 1), convertendo-o de uma
hiperesfera de raio h'/?, definida em RS a uma simples esfera em R?, o que corresponde a
um espaco interno definido por S2, se adotarmos h = 1. Por essa razao, podemos abordar

a formagao de sélitons topologicos dentro desta teoria.

Por efeito da defini¢ao (2.10) para o campo C'P(2), o modelo (2.4) agora é reescrito

como

Leop) = 2(0,4) (0"") + (0,03)(0" ¢3). (2.11)

Esta configuragdo C'P(2), quando acoplada minimamete ao campo de calibre
Abeliano, possui uma estrutura BPS bem definida, que suporta solucoes solitonicas,
estudadas em [37-39,41].

Vale ressaltar que o campo C'P(N — 1) descreve excitagdes topoldgicas em alguns
sistemas atomicos frios. Por exemplo, no caso de um férmion (s = 1/2), o modelo C'P(1)
descreve a dindmica do spin [65], enquanto o modelo C'P(3) pode ser usado para estudar
o caso s = 3/2 [66]. Neste sentido, esperamos entdo que a configuragdo C'P(2) (2.10)
descreva as excitagoes de um condensado de Bose-Einstein (s = 1), como vortices ou

monopdlos [67-69].

L Tais defini¢cdes equivalem a tomar m; = —mo =m, mg=0e = I+ %k em (2.3)
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2.2 O modelo Maxwell-C'P(2) efetivo

Abordamos agora o modelo que descreve a interagao entre o campo CP(2) e o
campo de calibre Abeliano A*, através de uma acoplamento minimo entres os campos,
cuja dindmica é controlada pela agao do termo de Maxwell. O modelo é rdefinido pela

seguinte densidade de lagrangeana em (2 + 1)-dimensdes:

1
L= Ful™ + 9,0 ~U(9). (2.12)

onde o primeiro termo representa a agao do termo de Maxwell, o segundo termo corresponde
a interagao entre o campo de calibre e o setor CP(2). Esta interacao se da por meio da

derivada covariante:
Vud = Dup — b7 (6'D,0) ¢, (2.13)
que represnta o acoplamento minimo entre o campo de calibre Abeliano A,,, com simetria

U(1), e o campo CP(2). Aqui, D,¢ é dado por

D,¢ = 0,0 —igA,Q0, (2.14)

onde g simboliza uma constante de acoplamento e Q uma matriz de carga, real, diagonal

e de traco nulo, expressa na forma:
1
Q = ;diag (1,~1,0). (2.15)
que esté relacionada a matriz A3 = diag(1, —1,0), uma das matrizes de Gell-Mann que
formam a base do grupo SU(3).

O terceiro termo de (2.12) representa o potencial U(¢3), que define a variedade de
vacuo do modelo correspondente, além de ser responsavel pela quebra da simetria SU(3)

da teoria. Além disso, usamos a relacao
F, =90,A,—-0,A,, (2.16)

para o tensor do campo eletromagnétco e €23 = +1 para o simbolo antissimétrico €.
A densidade de lagrangeana (2.12) é invariante perante a transformagao de calibre local
U(1),
1
A, — A, + E@,ﬂ (2.17)
(com e = g/2), o que também abrange a relagao (2.7).

A densidade de corrente topoldgica pertencente a teoria C'P(2) calibrada é dada

por
1
0= 5= e | (V79) (V70) — i P(61Q9) (218)

cuja carga topologica correspondente se expressa por

Qtop = / d’xq, €7\ {0}. (2.19)
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Esperamos, daqui em diante, abordar a ocorréncia de sélitons BPS no contexto da
configuragao (2.10) para o campo C'P(2). Para essa definigdo, o modelo é entao reescrito

de tal modo: )
L=~ FuF" +(Du0)' D" — U (63) = A(h = ¢10), (2:20)

em que D,¢ é definido em (2.14), além do mais, A corresponde ao multiplicador de

Lagrange, que garante a condi¢ao
h=¢'¢=2[0" + |¢s]”. (2.21)
Neste contexto, equacao de movimento para o campo de calibre é
o, F"" = JH, (2.22)
onde J* é a densidade de corrente conservada relacionada ao campo v, expressa por
JH =g [(f)w)* v -y (Dry)], (2.23)

com a quantidade ﬁ“w representando a derivada covariante (2.14), que agora é definida

unicamente para o campo 1,

Do =0, — 4,0, (2.24)

Do mesmo modo, temos as equagbes para as componentes do campo CP(2),

expressas em termos dos campos ¢ e ¢3, i.e.,

D, D"y — \ip =0, (2.25)
0,06 + ;£U (63) — Ay = 0. (2.26)

Através da combinacao das duas equagoes anteriores e da relagao (2.21) chegamos

a seguinte expressao para o multiplicador de Lagrange:
L2 1 0
A= =2 ‘Du¢‘ — (Outs)” + 535U (¢3) . (2.27)
277 0¢s

A lei de Gauss do modelo (2.20) é obtida como a componente temporal (i.e., para
u=0) da Eq. (2.22). Para configuragoes de campo independentes do tempo, essa equagao

pode ser escrita no seguinte formato:
Ao = g* Ao [0, (2.28)

na qual k£ = 1,2 abrange apenas as coordenadas espaciais.

Por outro lado, a componente espacial (u = k) da Eq. (2.22) nos remete a lei de

Ampere do modelo, que para configuracoes independentes do tempo é dada por

ijajB = —Jk, (229)
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onde utilizamos Fj, = €, B (j, k = 1,2).

A partir de (2.28) verica-se a possibilidade de fixagdo do calibre temporal (A° = 0),
dado que esta escolha satisfaz identicamente a supramencionada lei de Gauss. Neste caso,

vale frisar, que as configuragoes resultantes apresentarao carga elétrica total nula.

2.2.1 Formalismo BPS aplicado ao modelo Maxwell-CP(2)

Neste ponto, concentramos o nosso foco sobre as estruturas energeticamente estaveis
independentes do tempo. Com esse intuito, procedemos a minimizacao da energia total do
nosso modelo através da implementacao do formalismo BPS, tendo como ponto de partida

a expressao para sua densidade de energia, i.e.,
1
= 5B+ (Dy0)' Dio + U(6s). (2:30)

Um detalhe importante para implementacao do formalismo BPS consiste em sermos
capazes de reescrever a densidade de energia em uma forma quadratica fechada, que consiste
em reestruturar a relacao para a densidade, utilizando manipulacao algébrica, de modo que
aparecam termos quadraticos em sua composicao. Portanto, com esse intuito, utilizamos
as seguintes relagoes:

1
“B*+U =

: (BF v2U)" + BVaU, (2.31)

DN | —

. 2
Do = (Dio) D = 5| Di i-28 (0 x Dio)’

:Flhl/Q(b ( j¢x Dk¢)7 (232)

o que nos permite reformular a expressao para a densidade de energia (2.30), ou seja,

e = S(BFVID) 4 ‘Dﬁzhl/z(abem)

+B (\/2U - h1/2g¢3) + Ebps, (2.33)
onde implementamos
Ebps = £27hT, (2.34)
com ,
Qo = 55130 [ejxd - (D¢ X Do) + ihgeps B], (2.35)

que representa a densidade de carga topolégica inerente ao cenario C'P(2) calibrado para

a configuracao (2.10).

A energia total do sistema efetivo é dada pela integracao da densidade de energia

sobre as coordenadas espaciais,

Sz/fm, (2.36)
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1

+ / x [B (V2U — 1"2g45)] + &, (2.37)

0 que equivale a

/d2 l (BF V2U)’ ‘Dj¢izhl/2(¢xz)k¢)

onde &, ¢ dado da seguinte maneira:
Ebps = / sbpsd%c = +27hQep, (2.38)

enquanto que Q,, ¢ definido como
Quop = / dxq, €7\ {0). (2.39)

O processo de minimizagao da energia requer que a integral no pentltimo termo

da Eq. (2.37) se anule, desse modo, obtemos como consequéncia uma equagao de vinculo,
V2U — h2g¢s = 0, (2.40)

da qual podemos extrair como resultado a expressao:

Ules) = *hg (¢3)”, (2.41)

que é o potencial autodual pertencente ao modelo, i.e., o potencial que suporta a existéncia
de solugoes de primeira ordem. Com esse resultado, podemos concluir a implementacgao do

formalismo BPS para o modelo (2.20), escrevendo a energia total no formato:
€ik

2
/d2 B F h1/29¢ +t3 ‘Dﬂﬁ + Zh1/2 (¢ X Dyo)* ]

+gbps Z 27Th|Qtop|7 (242)

a partir do qual podemos observar que no limite em que a energia total assume o seu valor
minimo, conhecido como bound de Bogomol'nyi, os termos quadraticos dentro das integrais
sdo assumidos como sendo nulos, de onde se obtém as equacdoes BPS ou autoduais do
sistema,

B = +h'?g¢ps, (2.43)

‘ N
D¢ = ijﬁjk(éﬁ x Dy¢)*, (2.44)
cujas solugdes sao configuragoes independentes do tempo com energia total dada por

£ = Epps = 2h| Quop, (2.45)

que ¢é proporcional a carga topoldgica do modelo, como esperado.

Em particular, a segunda equacao BPS pode ser decomposta em termos dos campos
1 e ¢3 como

Dy = :F}prejk(¢ak¢3 — 3 Dyb). (2.46)
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1

onde Jj é a densidade de corrente Comservada7 previamente definida em (2.23).

No limite BPS, as equagoes autoduais recuperam a lei de Ampere estacionaria
(2.29) e as equagoes estacionarias de Euler-Lagrange para os campos 1 (2.25) e ¢3 (2.26),

como demonstrado no Apéndice B.1.

2.3 Sélitons BPS topolégicos oriundos do modelo Maxwell-CP(2)

Uma vez que construimos com éxito a estrutura BPS mais geral relacionada ao
modelo Maxwell-C'P(2), particularizamos agora o nosso estudo concentrando nossa atencao
sobre as configuracoes de primeira ordem independentes do tempo com simetria radial.
Para atingir tal objetivo iremos recorrer a projecao do nosso sistema, através da utilizacao
de um ansatz? para nossas solugoes (aqui, r e 6 correspondem as coordenadas polares),
ie.,

Eijl'j

Ay = =Y 7@, (2.48)

gr’

= \/> sin (o (1)) e ¢3 = Vheos (a(r)), (2.49)

onde ¢; e x; = (rcosf,rsinf) sdo, respectivamente, as componentes do tensor de Levi-
Civita bidimensional (€;5 = 41) e um vetor de posi¢do, enquanto que m € Z \ {0}
denota o winding number das configuracoes resultantes. Além de que, «a (r) e A(r) sdo
fungoes adimensionais que dependem apenas da coordenada radial. Elas devem garantir a
regularidade das solugoes descritas pelo ansatz acima quando na origem, com esse intuito,

elas deverao satisfazer as seguintes condi¢oes de contorno:

a(r=0)=0 e A(r=0)=0. (2.50)

Devido a utilizagdo desse mapa para as solugoes, o campo magnético serd dado por

1dA
B=— (2.51)

cujo fluxo magnético associado é perpendicular ao plano espacial no qual o séliton com
simetria radial esta contido, sendo expresso pela relacao:
00 2
o = 27r/ Brar=—""A_, (2.52)
0 g
onde utilizamos (2.51), além de definirmos A(r — 00) = An.
Podemos agora reescrever os principais resultados, obtidos de maneira geral, na

forma projetada, i.e., na forma radialmente simétrica, que correspondem a implementacao

2 O ansatz em questdo possui a mesma estrutura que a utilizada na Ref. [37], porém, ela foi adaptada

para a configuragdo de campo (2.10), que corresponde ao caso (1 desenvolvido na referéncia.
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do ansatz anterior, (2.48) e (2.49), nesses resultados. Neste sentido, para a densidade de

energia (2.30), temos

1 do\®  sin?a
— _RB? — om — A)? 2.
€= 3 +U(a)+h <dr> + (2m — A) (2.53)
Assim como para o potencial autodual (2.41),
1
Ula) = §hzg2 cos® a. (2.54)

Da andlise da condicao de finitude da energia para as configuragoes solitonicas

g(r — o0) — 0 [vide Eq. (2.53)], podemos inferir os seguintes comportamentos no limite

T — OQ:
B(r) =0, (2.55)
U(a) = 0, (2.56)
do
o0, (2.57)

A condigao (2.55) requer que o campo de calibre A; seja um “gauge puro”; cujo

valor assumido é proporcional ao grau topolédgico m (vide Apéndice A.1), ou melhor,

A(r — o0) = 2m. (2.58)

Ja a condicdo (2.56) para o potencial (2.54) é satisfeita pelo seguinte valor assint6-
tico:
a(r — oo) — /2. (2.59)

Este valor corresponde aos estados de vacuo da teoria, responsaveis por minimizar o
potencial. Ele possui relagao com o circulo de minimos que forma a variedade de vacuo.
Uma vez que essa variedade corresponde a um vacuo degenerado para a teoria, i.e., os
varios pontos deste circulo de minimo irao resultar na anulacao do potencial, esta condig¢ao
de contorno assintética para a(r) diz respeito a uma configuragao topolédgica. Além disso,

verifica-se que este comportamento assintético satisfaz a condigao (2.57).

Em suma, para que haja a descricao de estruturas solitonicas topologicas que
apresentem energia bem definida e finita, as fungdes a(r) e A(r) deverao satisfazer as

seguintes condi¢oes de contorno assintoticas:

a(r — o0) — e A(r — o0) = 2m, (2.60)

o 3

além de também satisfazer as condigoes de contorno na origem (2.50).
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Neste contexto, as equagoes BPS (2.43) e (2.44) também podem ser reescritas na

forma radialmente simétrica, i.e.,

do sin o
1dA )
;% = :th COS &, (262)

onde os sinais superiores (inferiores) valem para m < 0 (m > 0). Além disso, a densidade
de carga topolégica (2.35) assume a forma
1 d

o = 7=t [(2m— A)cosal. (2.69

a partir da qual o limite inferior da energia (2.38) passa a ser dado por
Evps = FAmhm = 4wh |m|, (2.64)
onde utilizamos as condigdes (2.50) e (2.60) para resolver a integracao.

Além do mais, a partir da Eq. (2.53), chegamos a expressao para a densidade de

energia BPS,

2
Eps = 2U () + 2h (f;‘) . (2.65)

Obeserva-se que o valor da energia total das configuragoes BPS (2.64) resulta

quantizado pelos valores inteiros de m.

Além disso, através da condi¢ao de contorno (2.60), obtemos a expressao para o

fluxo magnético (2.52),

4
=", (2.66)
[Y
através da qual, podemos concluir que
Eps = £gh P, (2.67)

ou seja, &y € ® sao proporcionais entre si, sendo ambos quantizados de acordo com o

winding number m.

Levando-se em consideragao o ansatz (2.49) e a condigao de contorno (2.41),
podemos concluir que, o valor minimo para o potencial é atingido quando,

93] =0, [61]* + |¢a|* = h, (2.68)

o que significa que a variedade de vacuo da teoria é representada por um circulo de minimos

Sl

vac?

descrito no plano que contém os campos ¢; € ¢o.

Em uma analogia a teoria de Ginzburg-Landau [12] para a supercondutividade,

podemos fazer a seguinte interpretacao:

s =|¢1]* + ||, (2.69)

onde a relagdo acima representa a funcao para a densidade dos ’elétrons de superconducao’
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2.3.1 Solucdes BPS

Na sequéncia, apresentamos as solugoes numéricas para as fungoes a(r) e A(r),
o campo magnético B(r) e a densidade energia ep,(r), obtidas através das equagoes
autoduais (2.61) e (2.62), por intermédio das condig¢oes de contorno (2.50) e (2.60). Para

simplificar, adotamos g = h = 1.

A Figura 2 apresenta as solugoes numéricas para os campos «(r) e A(r) (curva
preta solida para m = 1, curva azul tracejada para m = 2, curva vermelha ponto-tracejada
para m = 3 e curve laranja sélida para m = 4), a partir das quais podemos verificar a
forma monotonica como estas solugdes obedecem as condigoes de contorno. Nesse sentido,
podemos destacar o comportamento ralacionado ao campo C'P(2), a(r), onde percebemos
que, quanto maior o valor de m, maior é a forma acentuada com que as curvas tenderao
ao seu valor de minimo, a(r — 0) — 0, valor esse que se encontra exatamente na origem,
onde o médulo do campo magnético é méaximo, |B| = 1, correspondendo ao nicleo
dos sélitons bidimensionais. Em contrapartida, este campo deverd assumir o seu valor
maximo na regiao em que o médulo do campo magnético é nulo [vide Eq. (2.62)], i.e.,
a(r — o0) — m/2, o qual independe do valor de m. Este comportamento em muito se
assemelha as solugoes para os vortices BPS do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen, que sao
caracterizados por apresentarem um fluxo magnético quantizado, propriedade esta que

também se faz presente nas estruturas aqui abordadas.

a(r)

Figura 2 — Solugoes numéricas para os campos «(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir das
equagoes de primeira ordem (2.61) e (2.62), de acordo com as condigoes de
contorno (2.50) e (2.60), em que fixamos g = h = 1. Na figura, mostramos os
perfis para m = 1 (linha preta sélida), m = 2 (linha azul tracejada), m = 3
(linha vermelha ponto-tracejada) e m = 4 (linha laranja sélida).
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Na Figura 3 mostramos as solugdes numeéricas para o campo magnétco B(r) e para
a densidade de energia BPS ¢(r), construidas a partir das equagoes (2.51) e (2.53), com
as mesmas convencoes visualizadas na Figura 2. Para o campo magnético, verificamos as
condigoes B(r — 0) — —gh = —1 e B(r — 00) — 0, que independem do valor de m; haja
vista que o médulo do campo magnétco é maior na origem, |B| = 1, o que corresponde a
uma regiao com fluxo magnético mais intenso, além disso, também podemos perceber o
aumento da distribui¢do de B(r), em relagdo ao centro do sdliton, & medida que o valor de
m aumenta. Além do mais, a condi¢ao assintética deste campo implica na condigao de
finitude da energia. Para a densidade de energia BPS, a curva para o valor m = 1 atinge
seu maximo em r — 0 e decresce até se anular, indicando que o séliton correspondente é
tétalmente concentrado na origem. No entanto, para m # 1, as solugoes formam anéis?
centrados na origem, cujos raios (amplitudes) aumentam (diminuem) com o valor do
winding number m. Este comportamento indica que os solitons correspondentes formam
uma regiao anelar com maior densidade de energia deslocada em relacao a origem, em

virtude do aumento do valor de m

B(r)

Figura 3 — Solugoes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade de
energia BPS () (b), obtidas a partir de equagoes (2.51) e (2.53). As convengoes
sao as mesmas da Figura 2.

2.3.1.1 Comportamento aproximado das solucdes na origem

E possivel analisar o comportamento dos campos a(r) e A(r), tanto na origem

quanto no limite assintotico, através de solugoes analiticas aproximadas que sao validas

3 Estes anéis correspondem aos graficos em trés dimensdes espaciais, resultantes da revolucio dos perfis

em torno da origem. As figuras apresentadas neste trabalho sdo apenas representacoes planares.
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apenas dentro desses limites, e sao obtidas via o processo de linearizacao das equagoes de
primeira ordem (2.61) e (2.62), com o auxilio de (2.50) e (2.60).

A partir deste ponto, por uma questao de simplicidade, serao consideradas apenas
os valores positivos de m (m > 0) ou, de maneira equivalente, apenas os sinais inferiores

(positvos) das expressoes (2.61) e (2.62).

Assim, as equacoes a serem consideradas sao:

da  sina
1dA 9
-—— = . 2.71
o hg® cos « (2.71)

O processo de linearizacao busca definir a dependéncia funcional dos campos no
entorno das condigoes de contorno. Para tanto, tendo em mente as condigdes (2.50), os

campos «(r) e A(r), quando préximos da origem, podem ser decompostos via
a(r) ~ 0+ da(r) e A(r) = 0+ 6A(r), (2.72)
nas quais da(r) e JA(r) sdo pequenas variagoes submetidas as condigoes:

da(r - 0) =0 e JA(r — 0) — 0. (2.73)

Na sequéncia, substituindo as expressoes (2.72) nas equagoes (2.70) e (2.71), e

considerando apenas as contribuig¢oes lineares em 9, resulta, respectivamente, em

d da

1d

——0A = hg*. 2.
rdr g (2.75)

As solugbes destas equagoes sao:
da(r) = Cor™ e SA(r) = or?, (2.76)

onde Cj é uma constante real positiva (definida numericamente) e o = hg*/2.

Por conseguinte, os campos em (2.72) resultam em
a(r) ~ Cor™ e A(r) = or®. (2.77)

Solucoes estas que sdo validas apenas no limite r — 0.

Com esses resultados, é possivel também obter uma solucao aproximada para a

densidade de energia BPS. Com esse intuito, utilizando a Eq.(2.65), chegamos a

Ebps(1) & h2g® + 2hm*Car*™ 2 (2.78)
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que, em r = 0, pode ser decomposta em
Eps(r =0) = h?g* + 2hC’§, param =1, (2.79)

Ebps(T = 0) & h%g?, para m # 1. 2.80
ps

Se considerarmos, na expressao acima, os mesmos valores para os parametros

utilizados nas solugées numéricas, i.e., g = h = 1, chegamos a
epps(r =0) ~ 1+ 2C5, para m = 1, (2.81)

Eops(r =10) = 1, param # 1, (2.82)
que se encaixam nos valores limites, descritos na Figura 3; de onde também podemos
inferir que Cy = 1,0723.
2.3.1.2 Comportamento aproximado das solucdes no limite assintético

De maneira andloga, tendo em mente as condigoes (2.60), os campos «(r) e A(r),

quando no limite » — oo, podem ser decompostos como:
ar) ~ g — da(r) e A(r) = 2m — 0A(r), (2.83)

nas quais 0a(r) e dA(r) devem satisfazer

da(r — 00) = 0 e JA(r — o0) — 0. (2.84)

Novamente, substituindo (2.83) nas equagoes (2.70) e (2.71), e considerando apenas

as contribuicoes lineares em 4, resulta, em um sistema de equagoes diferenciais acopladas,

a saber: J A
%504 =5 (2.85)
izﬁA = —hg*6a, (2.86)
cujas solugoes sao:
ba(r) = Cue ™M™ e SA(r) = 20 /ore MA™. (2.87)

Assim, os campos em (2.83) podem ser reescritos como:

a(r) = g — CpoeMer e A(r) = 2m — 2C,0/ore MA", (2.88)

nas quais

Mo =My =/0 (2.89)
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representam as massas dos bdsons relacionados aos correspondentes campos da teoria.
Neste caso, a relagdo M, /M = 1 define o limite de Bogomol’'nyi, ou seja, o limite no qual
é possivel a implementagao do formalismo BPS. Além disso, a constante C, é definida

como positiva e real.

Infere-se da Eq. (2.89) que os campos bosonicos sdo responsaveis por adicionar a

mesma quantidade de inércia (massa) as particulas no limite autodual
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3 Sdlitons BPS topolégicos em um modelo
Chern-Simons-C' P(2)

No capitulo anterior, observamos que o modelo Maxwell-C'P(2) bidimensional
suporta estruturas BPS com simetria rotacional e eletricamente descarregadas, dotadas
apenas de campo magnético. Isto se deve ao fato do potencial escalar se anular, em virtude
da fixacdo do calibre temporal (A° = 0). Todavia, existe uma teoria de calibre bidimensi-
onal que nos permite originar defeitos com simetria rotacional que sejam eletricamente

carregados. Esta teoria é descrita por
L=Lcs—AJ", (3.1)
onde a dindmica do campo de calibre é governada pelo termo de Chern-Simons [70]:
K apy
['CS == _ZE AQFHV. (32)
Além de que existe a presenca de um termo incluindo uma fonte externa de corrente J*,

que ¢é conservada: 0;J" = 0.

Uma das principais utilidades do termo de Chern-Simons envolve a descri¢ao do

Efeito Hall Quantico [71-73], tanto o inteiro como o fracionério.

3.1 O modelo Chern-Simos-CP(2) efetivo

De maneira similar ao que foi trabalhado no capitulo anterior, iremos agora o
abordar o modelo que descreve a interagdo entre o campo C'P(2) e o campo de calibre
Abeliano A", cuja a dindmica agora é controlada pelo termo de Chern-Simons. O modelo

é definido pela seguinte densidade de lagrangeana em (2 + 1)-dimensoes:
/ﬁ: 174
L= 3™ AuFy + 9,0 = U (9), (33)

onde o primeiro termo corresponde a acao padrao de Chern-Simons, em que se faz presente
0 parametro k, uma constante de acoplamento adimensional. Além disso, usamos €153 = 1
para o simbolo antissimétrico €,,,. As demais definicoes basicas, convengdes e discussoes

correlatas introduzidas no capitulo anterior permanecem as mesmas.

Em nosso estudo, consideramos mais uma vez a configuragao (2.10) para o campo

C'P(2). Para tal configuragao, o modelo efetivo (3.3) passa a ser expresso de tal modo:

L= A Fy D0 — U(6s) — M — 616), (3.4)
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onde \ se refere ao multiplicador de Lagrange, que garante a condigao (2.21) (h = ¢'¢ =
210 + lsl?).

Neste contexto, equacao de movimento para o campo de calibre é
K 17
56“ PE,, +J" =0, (3.5)
onde J* ¢ a densidade de corrente conservada, expressa na Eq. (2.23).

A componente temporal (u = 0) de (3.5) nos fornece

1
wB = p=—g"Ao [y = —5g"Ao(h — ¢}), (36)

que corresponde a Lei de Gauss para configuracoes de campos independentes do tempo.
De sua andlise, podemos concluir que nao existe mais a possibilidade de fixacao do calibre
temporal. Dessa forma, as estruturas resultantes irao possuir tanto campos elétricos como

magnéticos nao triviais.

Por outro lado, se considarmos a componente espacial de (3.5) (1 =k, k = 1,2),
obtemos como resultado a lei de Ampere, que para configuracoes independentes do tempo,
se exprime da seguinte forma:

/iajAo = —ijJk, (37)
onde utilizamos F/? = BJ = —9; A".

A equagao (3.6) demonstra que a densidade de carga é localmente proporcional ao
ampo magnético. Desse modo, podemos concluir que o efeito do campo de Cher-Simons
é amarrar o fluxo magnétco a carga elétrica. Em qualquer ponto que um exista, existira
o outro. Por esse motivo, a teoria de Chern-Simons também é de grande utilizadade na

descrigao de anions [74,75]

3.1.1 Formalismo BPS aplicado ao modelo Chern-Simos-CP(2)

Vimos no capitulo anterior que a implementacao do formalismo BPS estd intima-
mente ligada a obtencao de estruturas energeticamente estaveis independentes do tempo.
Neste sentido, tal implementacdo passa pela minimizag¢ao do funcional da energia do
sistema, sendo de extrema utilidade a relagdo para a densidade de energia relacionada ao
modelo (3.4). Tal expressao pode ser obtida utilizando a componente temporal do tensor
energia momento. Deste processo, obtemos

k2 B?
-~ P(h = ¢3)

Com a finalidade de reescrever a densidade de energia na sua forma quadratica

£ + (Do) Do+ U(gp). (3.8)

fechada, empregamos as seguintes manipulacoes algébricas:

k2 B? kB 2 2B
g U= <g< — T ﬁ) £l vo, (39)
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|Dyo|* = (Dio)' Dyt = ; ‘ngb +i h1/2(¢ X Dk¢)

.hl/2¢ (Dj¢ x Dyop), (3.10)

0 que nos permite reestruturar a densidade de energia na forma:

B 2 2
AR "

26V U 1/2
+B <g(h—¢§)1/2 —hY 9¢3> + Eps; (3.11)
onde implementamos
Ebps = :|:27Th§0, (3.12)
com ¢, definido como
_ 1 _
Qo = 75372 €wd + (D¢ X Do) + ihgds Bl (3.13)

que corresponde a densidade de carga topolégica inerente a estrutura C'P(2) calibrada,

tendo o mesmo formato encontrado na Eq. (2.35) para o modelo Maxwell-C'P(2).

/d2 [( h— ¢2)1/2$\/_> 2‘D¢izhl/z(¢XDk¢) 2]

O I

onde &, representa o limite inferior para o funcional da enerigia total do sistema, cuja

A energia total do sistema efetivo é

relacdo é expressa da seguinte maneira:
Epps = £27h / A2y = £2h Q. (3.15)

com Qy,, definido na Eq. (2.39).

Visando a minimizacao da energia do sistema, passamos a considerar, no terceiro
termo da Eq. (3.14), o fator que aompanha o campo magnético como sendo nulo, o que

nos leva a expressao: ,
h
U(6s) = 45 (8)" [ = (65)"]. (3.16)

que corresponde a relacdo para o potencial autodual inerente ao modelo. Com esse resultado,
podemos concluir a implementacao do formalismo BPS para a teoria, escrevendo a energia

total no formato

B g2h1/? 2
& :/d2x{[ (h—¢2)1/2 + o ¢3(h—¢§)1/21

1
+ 5 ’D]¢ilh1/2(¢ X Dk¢)

} 4 s > 27h| Qupl. (3.17)
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Podemos observar que a energia total assume o seu valor minimo, &,s (3.15), no
limite em que os termos quadraticos dentro das integrais sao assumidos como sendo iguais

a zero, de onde se obtém as equagoes BPS,

3h1/2
B =% —u(h - 63), (3.18)
D¢ = :F#ejk(gb x Dyo)". (3.19)

cujas solugdes implicam em configuracoes independentes do tempo com energia total igual
a
E = Epps = 2mh| Quopl, (3.20)

que se demonstra proporcional a carga topoldgica do modelo.

Em particular, a equagdo BPS para o campo C'P(2) (3.19) possui a mesma forma

que a Eq. (2.44), podendo também ser decomposta em termos dos campos 9 e ¢3, como
. 7 —
Dy = ?mﬁjk(?ﬂ@k% — ¢3Dy)), (3.21)
1
8j¢3 = h1/2 GJka, (322)

que sdo as mesmas equagoes demonstradas em (2.46) e (2.47). Além disso, temos Jj

representando a densidade de corrente conservada, cuja expressao é dada na Eq. (2.23).

3.2 Sdlitons topoldgicos oriundos do modelo Chern-Simons-CP(2)

Tendo construido, na se¢ao anterior, a estrutura BPS geral relacionada ao modelo
Chern-Simons-CP(2), voltamos nosso foco agora sobre as configuragoes de primeira ordem,
bidimensionais, independentes do tempo e com simetria radial que podem ser extraidas
dessa estrutura geral. Nesse sentido, iremos proceder com a projecao do sistema, empre-
gando o mesmo ansatz para as solugoes expresso em (2.48) e (2.49), no entanto A, agora é
assumido como uma func¢ao de r,

A= =AY e Ay = Ao(r), (3.23)

7“2

= \/7 sin (o (1)) e ¢35 = Vheos (a(r)), (3.24)

onde as fungoes adimensionais a(r) e A(r) devem garantir a regularidade em r = 0 das
solugoes descritas pelo mapa acima, desse modo, elas deverao satisfazer as seguintes

condigoes de contorno:

a(r=0)=0 e A(r=0)=0. (3.25)
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Em virtude do mapa acima, tanto o campo magnético quanto o campo elétrico

passam a ser descritos, respectivamente, pelas relagoes:

1 dA

B=——— 3.26
dAy

EFE=—. 2
dr (3:27)

Além desses resultados, podemos destacar o fluxo magnético associado a (3.26),

cuja expressao correspondente é

= 2
o — 27r/ Brdr = — " A, (3.28)
0 g

onde A, representa o valor contante assumido por A(r) no limite assintético.

Passamos agora a reescrever os principais resultados obtidos para a estrutura BPS
geral desenvolvida na segao anterior, com o auxilio do mapa (3.23) e (3.24), o que nos
leva a versao radialmente simétrica para estas estruturas, que geram configuragoes do tipo
sOlitons de primeira ordem, que se assemelham a vértices, como resultado. Neste sentido,

para a lei de Gaus (3.6), teremos

h
kB =p= —§g2AO sin? . (3.29)

De maneira analoga, a densidade de energia (3.8) passa a ser dada por

da\®  sin?a 9
gl (2m — A)7| . (3.30)

k2 B?
€= Fheia T U@ Fh

Assim como o potencial BPS (3.16), cuja forma projetada é expressa por

g’ ., 2
U(a)= 1. Sl acos”a. (3.31)

Mais uma vez nos ateremos a andalise da condigao da finitude da energia e(r —
o0) — 0, levando em consideracao a Eq. (3.30), de onde podemos concluir os seguintes

comportamentos em r — 00:

B(r) =0, (3.32)
U(ar) = 0, (3.33)
(j; — 0, (3.34)

A condigao (3.32) é satisfeita quando o campo de calibre assume o “gauge puro”,

que para o caso topoldgico leva a

A(r — 00) — 2m. (3.35)
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O comportamento (3.33) para o potencial (3.31) indica que existem duas possibili-
dades para os valores assumidos pelo campo a(r) responsaveis por anular o potencial em
T — 00, i.e.,

a(r = o0) =0 e ar— o) — /2. (3.36)

Estas duas possibilidades correspondem, respectivamente, a uma variedade de vacuo
simétrica ou nao degenerada, que é intrinseca as configuragoes solitonicas nao topoldgicas,
e a uma variedade de vacuo assimétrica ou degenerada, que engendra configuragoes
soliténicas topolégicas. Portanto, diferentemente do cendrio Maxwell-C'P(2), o cenério
Chern-Simons-C'P(2) traz a possibilidade de trabalharmos também com as estruturas
nao topoldgicas, no entanto, por hora, iremos nos fixar a investigacao das configurac¢oes
topolodgicas apenas, deixando esta outra possibilidade para os capitulos posteriores. Vale

ressaltar que a condigao topolégica a(r — oco) — /2 satisfaz a condigao (3.34).

Em resumo, para que haja a formagao de estruturas solitonicas topoldgicas que
apresentem energia bem definida e finita, as fungdes a(r) e A(r) deverao satisfazer as
seguintes condi¢oes de contorno assintoticas:

a(r — o0) — g e Alr — o0) — 2m, (3.37)

além de também satisfazerem as condi¢oes de contorno na origem (3.25).

Nessa conjuntura, as equagdes BPS (3.18) e (3.19) também podem ser reescritas

na sua forma radialmente simétrica, como

do sin o

— = 2m — A 3.38

dr T 2r (2m ) ( )
1dA  _g'h’sin®a
rdr + 2k2

onde os sinais superiores (inferiores) condizem com m < 0 (m > 0).

COS (. (3.39)

Além disso, a densidade de carga topologica (3.13) assume a forma

1 d
Go=——[2m—A 4
Qo= 5 [(2m = A)cosal, (3.40)

0 que nos permite inferir que o limite inferior da energia total do sistema (3.15) passa a
ser dado por
Evps = FAmhm = 4dmwh|m)|, (3.41)

onde utilizamos as condigoes (3.25) e (3.37).

Ademais, a densidade de energia BPS, obtida da Eq. (3.30), é

d 2
Eups = 2U () + 2h (;) . (3.42)
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Obeserva-se outra vez que o valor da energia total das configuragdes BPS (3.41)

resulta quantizado em termos dos valores inteiros do winding number m.

Do mesmo modo, obtemos a expressao para o fluxo magnético,

4
o =—"m, (3.43)
g

onde utilizamos a condigao de contorno (3.37) e a expressao (3.28). O resultado (3.43) nos
permite concluir que

Epps = £ghD, (3.44)

i.e., &ps € P sao mais uma vez proporcionais entre si, sendo ambos quantizados de acordo

com o winding number m.

3.2.1 Solucdes BPS

A seguir, apresentamos os perfis numéricos obtidos atavés da resolucao das equagoes
de primeira ordem (3.38) e (3.39), via as condigbes de contorno (3.25) e (3.37). Por

conveniéneia, adotamos h =k =1 e g = /2.

A Figura 4 apresenta as solugoes numéricas para os campos «(r) e A(r) (curva
preta solida para m = 1, curva azul tracejada para m = 2, curva vermelha ponto-tracejada
para m = 3 e curva laranja sélida para m = 4), a partir das quais podemos verificar a
forma monotonica com que estas solugoes atingem as condiges de contorno (3.25) e (3.37).

Em particular, verifica-se a validade da condigao A(r — co) — 2m.
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Figura 4 — Solugbes numéricas para os campos a(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir das
equagoes de primeira ordem (3.38) e (3.39), de acordo com as condigoes de
contorno (3.25) e (3.37), onde fixamos h = k = 1 e g = /2. Na figura,
mostramos os perfis para os valores: m = 1 (linha preta sélida), m = 2 (linha
azul tracejada), m = 3 (linha vermelha ponto-tracejada) e m = 4 (linha laranja
sélida).

O campo magnétco B(r) e a densidade de energia BPS £(r) sdo mostrados na
Figura 5, construidas a partir das equagoes (3.26) e (3.30), com as mesmas convengoes
visualizadas na Figura 4. Para o campo magnético, verificamos as condi¢oes B(r — 0) — 0
e B(r — o0) = 0, em que tais comportamentos das solugoes nas fronteiras independem
dos valores assumidos por m. Outro detalhe importante sao as configuragoes em formato
de anéis centrados na origem formados por estas solugoes. De maneira analoga, para a
densidade de energia BPS, as curvas para os valores m # 1 também engendram anéis
centrados na origem, cujos raios (amplitudes) crescem (decrescem) com o aumento dos

valores de m. Um ponto importante é que e(r — 0) # 0 para m = 1.

Na Figura 6 demonstramos as solugdes para o potencial elétrico Ay(r) e para
o campo elétrico E(r). Este ultimo comportando-se da mesma maneira que o campo
magnétco, i.e., E(r — 0) — 0 e E(r — oo) — 0 para todos os valores de m, o que
corresponde a formacao de anéis bem definidos para os perfis. Este comportamento é
possivel devido a lei de Gauss (3.29), que representa uma rela¢ao entre o setor elétrico
e 0 magnético através de uma dependéncia linear entre o potencial elétrico e o campo

magnético.
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()

Figura 5 — Solugbes numeéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade de
energia BPS ¢(r) (b), obtidas a partir de equagoes (3.26) e (3.30). As convengoes
sao as mesmas da Figura 4.

Figura 6 — Solu¢oes numéricas para o potencial escalar Ay(r) (a) e para o campo elétrico
E(r) (b). As convengoes sao as mesmas da Figura 4.

3.2.1.1 Comportamento aproximado das solucoes na origem

A partir deste ponto, é possivel calcular solu¢boes aproximadas para os campos
a(r) e A(r) via as equagoes (3.38) e (3.39), com o auxilio das condigdes de contorno (3.25)

e (3.37). Para tal feito, implementa-se novamente o processo de linearizagio, ja detalhado
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no capitulo anterior. Por simplicidade, adotemos apenas os sinais inferiores (m > 0) nas

equagoes BPS.

Portanto, proximo da origem, obtemos as solugdes aproximadas:

N C24*h? N
« (T) ~ CQT € A(T) ~ mrﬂ +1), (345)

onde Cj configura uma constante real e positiva, que ¢ definida numericamente.

Através dos resultados anteriortes, e utilizanda a Eq. (3.42), podemos prever o
comportamento da densidade de energia BPS nas pproximidades da origem, cuja solugao

aproximada é
94 h3

S C2r*™ 4 2hm>C2r2m=1), (3.46)

Ebps ~

Ao considerarmos, na expressao acima, os mesmos valores para os parametros

utilizados nas solucdes numéricas (h = k = 1 e g = v/2), obtemos
Eops(r = 0) & 20§, param = 1, (3.47)

Eops(r =10) ~ 0, param # 1, (3.48)

que explica os valores limites descritos na Figura 5, ao considerarmos Cy ~ 1, 0954.

3.2.1.2 Comportamento aproximado das solucdes no limite assintético

De maneira semelhante, no limite » — oo, calculamos:

a(r)~ g — Cpoe™Mer e A(r) ~2m —2C,\/ore MA", (3.49)
nas quais

Mg =My =/0 (3.50)

representam as massas dos bésons, escalar e de calibre, respectivamente. Como antes,
M,/ My = 1 verifica o limite de Bogomol'nyi, e a constante C,, é definida como real
e positiva. Ademais, podemos concluir de (3.50) que os campos bosonicos adicionam a

mesma quantidade de inércia (massa) as particulas no limite autodual
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4 Sélitons BPS topolégicos em um modelo

Maxwell-C' P(2) com impureza magnética

4.1 O cenario Maxwell-C'P(2) estendido pela presenca de uma
impureza magnética

Impurezas, de um modo geral, sao facilmente encontradas no ambito da Fisica da
Matéria Condensada, como por exemplo, na forma de defeitos em uma rede periddica
(cristais), em materiais metélicos e até mesmo nos supercondutoes. Em todas esses materiais,

a presenca de uma impureza leva a mudancas significativas em suas propriedades.

Com avanco das técnicas de resfriamento dos metais, nos primeiros anos do século
XX, observou-se um decaimento monotonico na resistividade elétrica destes materiais a
medida que sua temperatura diminuia consideravelmente, em se tratando de amostras
metalicas com um alto grau de pureza. No entanto, em algumas amostras, era observado um
comportamento contrario, em que a resistividade passava a aumentar apds a temperatura

ter alcancado um certo valor minimo.

Foi observado que a razao para este comportamento estava ligado a presenca de
uma impureza magnética na estrutura metalica, que passavam a interagir com os elétrons
de conduc¢ao, aumentando a resisténcia elétrica. Esse fenomeno ficou conhecido como efeito

Kondo [76].

Pelo mesmo motivo, as impurezas magnéticas também estao intimamente ligadas a
supressao das propriedades que caracterizam os supercondutores [77]. Especificamente,
elas sdo responsaveis por afetarem os pares de Cooper, que sao as associacoes entre os

elétrons responsaveis pela corrente supercondutora a baixas temperaturas.

Em se tratando das Teorias Classicas de Campos, as impurezas magnéticas tornaram-
se, recentemente, uma area ativa de pesquisa teodrica, em virtude da possibilidade de
interagao com so6litons BPS. Nesta perspectiva, na Ref. [54] sdo considerados vortices
BPS na presenca de uma impureza magnética, onde Tong e Wong dao uma interressante
interpretacao para tais impurezas, tratando-as como uma segunda espécie de vortices,

“congelados” no espaco, associados a um grupo de calibre diferente.

Dentro dessa logica, uma possivel questao pode saltar ao nosso raciocinio, que é a
possibilidade da insercao de uma impureza magnética comprometer a propriedade BPS das
teorias ja desenvolvidas neste manuscrito. No entanto, na Ref. [78] é demonstrado, através

de argumentos relacionados a supersimetria, que sempre que uma teoria de campo escalar
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(calibrada ou nao) possui uma estrutura BPS, ela permite uma generalizagao, através da
inclusao de uma impureza, em que boa parte dos sélitons, oriundos dessa generalizacao,

saturam o limite topologico.

Devido ao fato de que as impurezas sao facilmente encotradas no contexto da
Matéria Condensada, assim como os sélitons BPS; em especial, quando se trata da
abordagem de materiais supercondutores. Os modelos que serao descritos a partir de agora,
podem encontrar aplica¢oes dentro deste cenéario. Neste sentido, eles poderao servir como
uma descricao tedrica para a interacgao entre sélitons BPS ou defeitos com uma impureza

de cardter magnético dentro de mateirais dopados.

Dentro deste contexto, passamos agora a investigar o cenario Maxwell-C'P(2)
estendido para incluir a presenca de uma impureza com carater magnético. O objetivo
deste capitulo é analisar a possibilidade da obtencao de solugoes BPS do tipo sélitons
planares com essa inclusao, ou seja, verificar se a dopagem do sistema nao compromete
a estabilidade energética das solucoes ja obtidas no cenario mais simples, desenvolvido
no Capitulo 2, e (se possivel) que mudangas sao ocasionadas nessas configuragoes em
decorréncia dessa presenca. Neste sentido, o modelo atual passa a ser definido pela seguinte

densidade de lagrangeana em (2+1)-dimensoes:
1
L=—FuF"+ 1V,.8)* — U (¢, A) + AB, (4.1)

que é a mesma densidade que aparece em (2.12) (sendo validas aqui as mesmas defini¢oes
e convengoes atribuidas ao modelo original), no entanto, temos agora a presenga do termo
AB, que representa a impureza magnética, que como podemos observar, representa uma

nova fonte magnética, inserida ao sistema, que é “modulada” por
A = A([x]), (4.2)

que é uma func¢ao que depende explicitamente das coordenadas espaciais apenas. Além de
se supor que o potencial U (¢, A), que define a variedade de vacuo e é responsavel pela
quebra esponténea da simetria SU(3) da teoria, aparece agora em termos também da

impureza magnética.

Iremos reiteradamente considerar a configuragao (2.10) para o campo C'P(2). Nesse

contexto, a densidade de lagrangeana (4.1) passa a apresentar o seguinte formato:
1
L=~ FuF" + |D,o]> — U (¢3,A) — Mh — ¢'¢) + AB, (4.3)
onde A corresponde ao multiplicador de Lagrange que garante a condicao (2.21) (h =
ol = 2||° + |os|°), também valida aqui, por se tratar da estrutura CP(2).

Com o aspecto adicional da impureza, a equagdo de movimento para o campo de
calibre é dada por
O, F"F + (0501 — 01'0s) A = JH, (4.4)
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onde J* é a mesma densidade de corrente conservada vista em (2.23). J4 para o campo

CP(2), temos as seguintes equagoes

D,Dp — \p =0, (4.5)
0,5 + ;alv (63, A) — Ay = 0, (4.6)

que sao as mesmas dadas em (2.25) e (2.26). Por essa razao, também teremos a relagao

(2.27) para o multiplicador de lagrange A sendo vélida para este caso com impureza.

Como podemos perceber até agora, grande parte dos resultados obtidos no Capitulo
2 para o modelo Maxwell-CP(2) nao sofreram modificagbes com a atuagao da impureza
magnética. Um outro exemplo de resultados que se mantiveram foi a lei de Gauss, que

para configuracoes de campos independentes do tempo é dada por
Ao = g* Ao [¥]?, (4.7)

sendo a mesma relagdo denotada na Eq. (2.28).

Por outro lado, a lei de Ampere para configuragoes independentes do tempo passa a
manifestar a influéncia da impureza, o que gera uma modificagdo na relagdo em comparacao

a Eq.(2.29), em outras palavras,

Da andlise de (4.7), inferimos novamente a possibilidade fixagdo do gauge temporal
(Ag = 0), o que é presumivel, uma vez que esta expressao se manteve inalterada em relagdo

a0 caso original.

4.1.1 Formalismo BPS aplicado ao cenario Maxwell-C'P(2) com impureza

O foco de nossa investigacao se volta mais uma vez para as estruturas BPS que
surgem do modelo (4.3). Por efeito, utilizamos aqui a relagdo para a distribui¢do de energia

relacionada a teoria estendida, i.e.,

e = LB+ (Dud) Dyo+ U (6, ) ~ AB, (49)

cujo processo de quadramento, etapa fundamental para a implementacao do formalismo

BPS, se faz possivel gracas as relagoes:

1 1
B +U =5 (BF VaU)’ £ BV2U, (4.10)

. 2
|Dy.o|* = (Dio)' Do = ; ‘Dﬂb + i%(ﬁﬁ X Dp¢)*| F

i%qﬁ ((D;é x Do) . (4.11)
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Assim sendo, podemos reescrever a densidade de energia da seguinte maneira:

2

e = (B:F\/_ 2‘D]¢izh1/2(¢><Dk¢)

+B (V2U = h'2g6s F A) + ey, (4.12)
onde definimos
Ebps = E27hT, (4.13)
com
G0 = 5537z [0 (D6 % D) + ihgn B (114)

sendo a densidade de carga topoldgica inerente ao modelo estendido.

A energia total da teoria ampliada é dada por

/d? l (BF V2U)’ ‘D](b:tzhmwkaqS)

21
+ [ dx[B(V2U = h'V2g65 % A)] + . (4.15)

onde &,s ¢ expresso da seguinte forma:

Epps = / Eppsd?X = £27hQ10p, (4.16)

enquanto que Qy,, ¢ definido na Eq. (2.39), que representa a carga topoldgica relacionada
ao modelo C'P(2) calibrado.

A minimizacado do funcional da energia, que representa a estabilidade energética,
requer que a integral no pentultimo termo da Eq. (4.15) se anule, dessa forma, obtemos a

expressao
g*h A\
U(gs, A) = <¢3 s /2> : (4.17)

que é a relagao para o potencial autodual pertencente ao modelo estendido, ou melhor, o
potencial que suporta a existéncia de solugoes de primeira ordem com energia minima na

presenca de uma impureza magnética. Este resultado nos permite concluir a implementacao

A
/dQ { [B:thl/Q <¢ + hl/Q)] 2’D]¢izhl/2(¢XDk¢) }
+Eps > 2| Qyop|- (4.18)

do formalismo BPS para o modelo (4.3), escrevendo a energia total no formato

Podemos observar que a energia total assume o seu valor minimo, &, no limite
em que os termos quadraticos dentro das integrais sao assumidos como sendo iguais a zero,

de onde se obtém as equacoes BPS ou autoduai s do sistema, i.e.,

A
_ 1/2
B = +gh'/ <¢3 + gh1/2> , (4.19)
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i *
Djo = :Fwejk(ﬁz5 X D), (4.20)
cujas solugoes correspondem a configuragoes independentes do tempo com energia total

dada por
E = Eps = 21 Q4 (4.21)

que, apesar da presenca da impureza, resulta proporcional a carga topoldgica do modelo,
possuindo o mesmo valor que a energia obtida para o modelo Maxwell-CP(2) sem impureza,

ou seja, o mesmo formato encontrado na Eq. (2.45).

Em particular, a segunda equagao BPS também se matém inalterada em comparacao
a0 caso sem impureza, podendo ser decomposta em termos dos campos ¥ e ¢3. Tais equagoes
sao mostradas em (2.46) e (2.47).

4.2  Solitons topoldgicos oriundos do cenario Maxwell-C'P(2) esten-
dido

Na secao anterior, pudemos observar que a presenca de uma impureza magnética
no modelo Mawell-C'P(2) ndo comprometeu a estabilidade energética das configuragoes
resultantes. Isso foi possivel gracas a redefinicdo do potencial autodual (4.17) a da equacao
BPS (4.19), que acabaram por incorporar a impureza. Todos esses fatores demostraram a
possibilidade de construgao de uma estrutura de primeira ordem, que iremos, a partir de
agora, projetar a um cenario de analise mais especifica, por intermédio do mesmo ansatz

empregado no Capitulo 2, nas equagoes (2.48) e (2.49).

Uma vez que utilizamos esse mapa para as solugdes, o campo magnético assume o
formato (2.51).

Do mesmo modo, a distribui¢ao de energia (4.9) e o potencial BPS (4.17), nas suas

formas radialmente simétrica, se exprimem, respectivamente, como

1, do\>  sin?a 9
€= EB +U (o, A)+h <dr> + (2m —A)"| — AB, (4.22)
h?g? A\
Ula,A) = 5 (cosoz + hg) : (4.23)

onde a impureza A deve depender de  apenas, ou seja, A = A(r).

Neste ponto, passamos a analisar a condigao de finitude da energia £(r — o) — 0,

a partir da qual obtemos, para o limite r — 00, 0s seguintes comportamentos [vide Eq.
(4.22)):

B(r) — 0, (4.24)

Ula,A) = 0= a(r) > /2 ¢ A(r) =0, (4.25)
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dov
— ) 4.2
o 0 (4.26)

De analises anteriores, sabemos que, para configuracoes topologicas, a condi¢ao
(4.24) implica em
A(r — 00) — 2m. (4.27)

No entanto, a andlise da condigao (4.25) para o potencial (4.23) sugere que tenhamos um

perfil para a impureza que se anule no limite assintotico,
A(r — o0) — 0, (4.28)
uma vez que, para o caso topologico, temos a seguinte condi¢ao de contorno assintética:

alr — o0) = /2. (4.29)

Neste sentido, em 7 — 00, a impureza ird se anular e o campo «a(r) ird assumir
o valor responsavel pela minimizagao do potencial, o que leva a quebra expontanea da

simetria da teoria.

Portanto, para que seja realizada a descrigao de sélitons topoldgicas que apresentem
energia bem definida e finita, os campos a(r) e A(r) deverao satisfazer as seguintes condigoes

de contorno assintoticas:

a(r— o0) — g e A(r— o) = 2m, (4.30)

além das condigoes de contorno definidas na origem (2.50).

Neste contexto, as equagoes BPS (4.19) e (4.20) reescritas na forma radialmente

simétrica, sao dadas, respectivamente, por

do sin a
1dA ) A

onde os sinais superiores (inferiores) valem para m < 0 (m > 0).

Seguindo esse raciocinio, para a densidade de carga topolégica (4.14) é possivel

obter a seguinte forma projetada:

1 d
g, = ——1[2m — A 4.
o S dr [(2m )cosal, (4.33)

a partir da qual o limite inferior da energia (4.16) é redefinido como

Evps = FAThm = 4wh|m]. (4.34)
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Note que, apesar da acdo da impureza magnética, a energia das estruturas BPS se
mantém inalterada em comparagdo ao caso sem impureza [vide Eq. (2.64)], resultando
novamente quantizada em relacao aos valores inteiros do grau topoldgico m. Assim como
o fluxo magnético,

b =——m, (4.35)
g

que também se mostra quantizado em termos de m.

4.2.1 Solucdes BPS na presenca da impureza magnética

Para darmos continuidade com o desenvolvimento das soluc¢oes das equagoes
BPS, precisamos definir uma expressao explicita para a impureza magnética. Para tanto,
escolhemos trabalhar com uma impureza localizada; nesse sentido, recorremos a um perfil

gaussiano centrado na origem para A, ou seja,
A(r) = ce™ ¥, (4.36)

onde, ambos, c e d € R, com d > 0. Neste caso, os parametros ¢ e d controlam, respectiva-
mente, a “altura” e a “largura” da impureza. Neste sentido, para ¢ > 0 (¢ < 0), a impureza

(4.36) representa uma barreira (pogo).

Com a escolha deste perfil, o potencial BPS (4.23) pode ser reescrito como

U(a,A) L L C ) (4.37)
! = cosa+ —e .

Y 2 hg Y
no qual o sinal superior (inferior) vale para aos valores negativos (positivos) da vorticidade
m. Do mesmo modo, em vista do potencial (4.37), as equacoes de primeira ordem (4.31) e

(4.32) assumem as formas:

do sin av

— = 2m — A 4.

o = T, 2m—A4), (4.38)
1dA c 2
——— = +hg? + e 4.
o hg (Cosa hge ), (4.39)

as quais podemos resolver de acordo com as condigoes de contorno (2.50) e (4.30).

Na sequéncia, apresentamos os perfis numéricos para as fungoes «(r) e A(r), obtidas
das equagoes (4.38) e (4.39), por intermédio das condigoes (2.50) e (4.30). Além das solugoes
para o campo magnético B(r) e para a densidade de energia BPS e(r). Por simplicidade,
fixamos g = h = 1. Além disso, escolhemos m = 1 (i.e., o sinal inferior das equagoes BPS,
incluindo o sinal inferior do potencial (4.37)) e d = 1 (um valor fixo para a largura da

impureza); no entanto, utilizamos valores diferentes de ¢ (altura da impureza).
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a(r)
A(r)

Figura 7 — Solugoes numéricas para os campos «(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir das
equagoes de primeira ordem (4.38) e (4.39), em conformidade com as condigoes
de contorno (2.50) e (4.30), onde fixamos g =h =1, m =1 e d = 1. Na figura,
mostramos os perfis para ¢ = —4 (linha vermelha tracejada), ¢ = —2 (linha azul
tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida - solugao usual, sem impureza), ¢ = +2
(linha azul sdlida) e ¢ = +4 (linha vermelha sélida).

A Figura 7 mostra os perfis dos campos «(r) e A(r) para ¢ = —4 (linha vermelha
tracejada), ¢ = —2 (linha azul tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida - solu¢ao usual, sem
impureza), ¢ = +2 (linha azul sélida) e ¢ = +4 (linha vermelha sélida). E importante
destacar que os perfis dos campos perdem a monotonicidade original (obtida na auséncia
da impureza) na proporgao que o valor de |c| aumenta. Como consequéncia, os perfis para
a(r) e A(r) apresentam um maximo global para ¢ = —4, enquanto que A(r) apresenta um

minimo global para ¢ = 42 e ¢ = +4.
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B(r)

Figura 8 — Solugoes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade de
energia BPS ¢(r) (b) relacionadas as configura¢oes BPS Maxwell-CP(2) com
impureza. As convencgoes sao as mesmas utilizadas na Figura 7.

Na Figura 8, mostramos as solugoes para o campo magnétco B(r) e para a densidade
de energia BPS ¢(r). Os perfis sugerem que o pardmetro ¢ (a altura da impureza) induz
uma inversao no sinal de ambos, quando estas solugoes se aproximam da origem. Em
particular, para ¢ > 0, a densidade de energia BPS atinge valores negativos dentro de
uma regiao espacial finita que comega em r = 0. Os valores negativos surgem devido a
impureza magnética, que impede de expressar a densidade de energia BPS (4.22) como

uma soma de termos positivos apenas.

4.2.1.1 Comportamento aproximado das solucdes na origem

Através do processo de linearizagao das equagbes autoduais, podemos obter solugoes
analiticas aproximadas que nos auxiliam no entendimento do comportamento dos perfis
numéricos obtidos, tanto nas proximidades da origem quanto no limite assintético. Nesse

sentido, nas proximidades da origem, temos os seguintes comportamentos para as fungoes

a(r) e A(r):

a(r) = Cor™, (4.40)
~ I
Alr) ~ % (1 gh> r2, (4.41)

que prontamente recuperam os resultados para ¢ = 0 (i.e., na auséncia da impureza

magnética).

Observa-se que a impureza nao muda o comportamento do campo escalar a(r) nas

proximidades da origem; contudo, ela (através de seu parametro de altura ¢) muda o fator
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que multiplica o termo relevante da soluc¢ao analitica para o campo de calibre A(r) nas

proximidades da origem.

Com os resultados anteriores, é possivel explicar a inversao que ocorre, tanto para
o campo magnético B(r) quanto para a densidade de energia BPS ¢(r) nas imediagbes da
origem. Para tal feito, consideramos g = h =1, m = 1 e d = 1 (ou seja, os valores dos
parametros usados para obter as solugbes numéricas). Nesta pespectiva, encontramos o
seguinte comportamento para o campo magnético:
CE—2c,

B(ry~c—1+ — T (4.42)

e para a densidade de energia energia BPS, obtemos

C
Ebps N —C+ 1+ 202 + Flr{ (4.43)

onde C} = 3¢(3C¢ +2) — 4C2(C2 + 3), com Cy > 0 (uma constante real positiva). Note
que ambas as expressoes anteriores refletem os comportamentos apresentados na Figura 8
para r — 0, explicando em detalhes o porqué dos valores ¢ > 0 (¢ < 0) gerarem perfis que
se aproximam de 7 = 0 por cima (baixo) do eixo positivo, em se tratando das solugoes

para B(r), e o motivo do comportamento contrario para ().

4.2.1.2 Comportamento aproximado no limite assintético

Apresentamos também o comportamento dos campos «a(r) e A(r) para grandes
valores da coordenada radial. No presente caso, para todos os valores de ¢ e d em (4.36),

obtemos os seguintes comportamentos para os campos:
T exp(—Mr)
2 Jr
A(r) = 2m—2MC/1 exp(—Mr), (4.45)

(4.44)

onde C, representa uma constante positiva e real, e

M :g\/g (4.46)

que é a massa de ambos os bdsons, escalar e de calibre. Concluimos entao que os campos
bosOnicos sao responsaveis por adicionar a mesma quantidade de inércia (massa) as

particulas no limite autodual.
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5 Sélitons BPS topolégicos em um modelo
Chern-Simons-C'P(2) com impureza mag-

nética

5.1 O cenario Chern-Simos-CP(2) estendido pela presenca de uma
impureza magnética

No Capitulo 3, exploramos a formagao de solugoes solitonicas oriundas de um
modelo Chern-Simons-C'P(2). Neste capitulo, iremos ampliar este cendrio para incluir
a presenca de uma impureza com carater magnético, com a finalidade de analisar a
possibilidade de obtencao de configuracoes BPS. O objetivo principal de nossa investigacao
é observar as mudangas que surgem nos perfis das solu¢oes em decorréncia da presenca da
impureza. Sendo assim, para representar o modelo, utilizamos a seguinte densidade de

lagrangeana em (2+1)-dimensoes:
L= =2 Ay + 9,06 = U (6,4) + AB, (5.1)

que é a mesma densidade definida na Eq. (3.3), onde se inclui apenas o termo relacionado a
impureza, i.e., A = A(|x|), definida como uma fungao da coordenada espacial apenas. Desse
modo, as convegoes, defini¢oes basicas e discussoes correlatas introduzidas anteriormente
permanecem inalteradas. Além disso, por se tratar do modelo C'P(2), consideramos a

configuracgao (2.10), o que nos permite reescrever a Eq. (5.1) no seguinte formato:

K

L= =5 AaFy + Dyl = U, 8) = A(h = 6'9) + AB, (5.2)

onde A representa o multiplicador de Lagrange que garante a condi¢ao (2.21).

Neste contexto, a equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre ¢ dada pela

seguinte expressao:
K
—56’“”’]?1,,) + (6501 — 6 D) A = J*, (5.3)

onde J* é a densidade de corrente conservada, expressa na Eq. (2.23).

A partir de (5.3), considerando a componente temporal (x = 0), obtemos
1
KB = =g Ao [V = —Sg*Ao(h - 6)), (54)

que corresponde a Lei de Gauss para configuracdes topolédgicas independentes do tempo.
De sua anélise é possivel deduzir a impossibilidade de fixa¢ao do calibre temporal (A = 0),

uma vez que esta escolha nao mais satisfaz identicamente a relagao (5.4). Dessa forma, as
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estruturas topoldgicas resultantes irdo possuir tanto campos elétricos como magnéticos
nao triviais. Além disso, também podemos inferir que a expressao (5.4) nao se modificou,
em comparagao ao caso sem impureza (3.6). Em contrapartida, se considerarmos agora
w="Fk(k=1,2) em (5.3), chegamos a lei de Ampere para configuracoes independentes do
tempo, i.e.,

@(/@40 + A) = —Eijk, (55)
onde utilizamos FV = —Fjg = F7 = §7A" = —9; A°.

Observando a Eq. (5.5), podemos perceber que a Lei de Ampere é redefinida em

termos da impureza, em comparagao ao caso sem impureza (vide Eq.(3.7)).

5.1.1 Formalismo BPS aplicado ao cenério Chern-Simos-C' P(2) com impureza
magnética

O ponto central de nossa investigacao sao as estruturas autoduais que advém do
modelo (5.2). Tais estruturas surgem da minimizagao do funcional da energia do sistema,
assim como da quebra espontanea da simetria do modelo, que acontece quando o potencial
atinge o seu estado de minima energia, também conhecido como estado de vacuo. Portanto,
para implementar o formalismo BPS, devemos recorrer a distribuicao de energia atrelada
a teoria, cuja expressao ¢ dada a seguir:

k> B?

O quadramento da relacao anterior se faz possivel através da utilizacao das relagoes:

K B* kB 2kB
M*U:< (h— ¢2)1/2¢\/_> + gV (5.7)

1 .
Dbl = (Dud) Do = L |Dyo i85 (6 x Doy %0 (Do x Did), (59

que permitem reescrever a densidade de energia na sua forma quadratica fechada, dada

por

S <<B¢f> \Dmiﬂ’“ (6 x Deo)|

h— ¢2)1/2 h1/2
26U
= (gm— i~ e0sF A) e o
na qual implementamos
Epps = £2Thq, (5.10)

onde utilizamos a expressao (3.13) para a densidade de carga topoldgica g, para o modelo
C'P(2) calibrado.
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Através da integracao da densidade de energia sobre as coordenadas espaciais,

/dz {( — ¢2)1/2:F\/_> 2‘Dj¢izhl/2(¢><Dk¢) ]

i/dQ l ( - \;25)1/2 hl/ngﬁquA)]qLEbps, (5.11)

onde definimos &, da seguinte forma:

obtemos a energia total do sistema efetivo, que é definida como

Epps = / Eppsd*X = F27h Q4 (5.12)

com Qy,, definido na Eq. (2.39), que representa a carga topoldgica relacionada ao modelo
C'P(2) calibrado.

Para minimizar o funcional da energia e atingir a estabilidade energética que
caracteriza o limite BPS, devemos considerar o fator que multiplica o campo magnético,
no pentltimo termo da Eq. (5.11), como sendo igual a zero, o que nos permite obter como

resultado o potencial BPS,

Ul(ds,A) = %(% ﬁp>vww%ﬂ, (5.13)

a partir do qual concluimos a implementacao do formalismo BPS para o modelo (5.2),

escrevendo a energia total no formato

2p1/2 A 2
€= /d2 { l h_ ¢2)1/2 + g P <¢3 + h1/2> (h — ¢§)1/2]

} + Epps > 27h | Qo) - (5.14)

+ 3| Dio £ (6 x Doy

Podemos observar que no limite em que a energia total assume o seu valor minimo,
os termos quadraticos dentro das integrais sao assumidos como sendo iguais a zero, de

onde se obtém as equagdes BPS ou autoduais do sistema, i.e.,

3h1/2 A
b s T (k) 0= o) (5.15)
Dyo = F 16 x Dy’ (5.16)

cujas solugbes sao configuragoes independentes do tempo com energia total dada por
E = Epps = 21h| Quopl, (5.17)
que ¢ proporcional a carga topoldgica do modelo, como esperado.

Assim, como mostrado nos capitulos anteriores, a segunda equacao BPS pode ser
decomposta em termos dos campos 1 e ¢3, tais equagoes sao as mesmas expressas nas
equagoes (2.46) e (2.47).
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5.2 Sélitons topoldgicos oriundos do modelo Cher-Simons-C'P(2)

estendido

Tendo construido a estrutura BPS mais geral relacionada ao modelo Chern-Simons-
C'P(2) ampliado na se¢ao anterior, iremos agora particularizar o nosso estudo, concentrando
nossa atencao sobre as configuragoes topoldgicas de primeira ordem independentes do
tempo que possuem simetria radial. Para tal finalidade, iremos projetar o nosso sistema
através da utilizacdo de uma mapa para nossas solucgoes, tendo por base as coordenadas

polares r e 6, i.e.,

A= =Y A(r) e Ay = Ag(r), (5.18)

2

gr
= \/zeime sin (a (r)) e ¢3 = Vheos(a(r)), (5.19)

que é semelhante ao mapa utilizado para o caso Chern-Simons-C'P(2) sem impureza
[vide equagbes (3.23) e (3.24)], por esse motivo, sdo validas aqui as mesmas definigdes e
convengoes anteriores, incluindo as mesmas fungdes de perfil adimensionais, a(r) e A(r),
que, para garantir a regularidade das solu¢des na origem, deverao satisfazer as seguintes

condic¢oes de contorno:

a(r=0)=0 e A(r=0)=0. (5.20)

Nesta conjuntura, o campo magnético é expresso como em (3.26). Além disso, como
o potencial escalar Ay é definido como uma funcao da coordenada radial r somente, o

campo elétrico possui a mesma forma de (3.27).

Do mesmo modo, a densidade de energia (5.6), na sua forma projetada é reescrita

como ,
k?B? da sin? o 9
= 5 A)+h||— 2m — A)°| — AB. 21
c g*hsin? a T U, 8)+ <dr> * 4r2 (2m ) (5:21)
Assim como o potencial BPS,
U(a,A) = L1 IES 22
(o, A) = 12 <cosa hg) sin® v, (5.22)

A andlise da condigao da finitude da energia e(r — oo) — 0, impoe que a impureza
magnética A(r), assim como os os campos «(r) e A(r), satisfagam, respectivamente, as

condigbes de contorno topolégicas (4.28) e (4.30.)

Podemos reescrever a lei de Gaus (5.4) em funcao do mapa (5.18) e (5.19), desse

modo, teremos a seguinte expressao:

h
kB = —592140 sin? o, (5.23)
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que representa a lei de Gauss projetada para configuragoes de campo independentes do
tempo, relacionada ao modelo estendido, para o caso topoldgico. A andlise assintotica

dessa relacao nos permite inferir que

A%(r = 00) — 0. (5.24)

Na forma radialmente simétrica, as equagoes BPS (5.15) e (5.16) passam a ser

expressas por
do sin «

- =T (2m —A), (5.25)
1dA 4h? A
= :F“q2ﬁ2 <cosa + hg) sin” a, (5.26)

onde os sinais superiores (inferiores) valem para m < 0 (m > 0).

Além disso, a densidade de carga topologica projetada permanece com o mesmo
formato que o modelo sem impureza (3.40), o que nos remete ao seguinte valor para o
limite inferior da energia:

Evps = Amh |m] . (5.27)

Observa-se outra vez que, para o caso topoldgico, o valor da energia total das
configuragoes BPS (5.27) resulta quantizado em termos dos valores inteiros do winding

number m. Tal como o fluxo magnético,
d=——m, 5.28)
; (

que também se mostra quantizado em termos de m.

5.2.1 Solucdes BPS na presenca da impureza magnética

Para obter as solugoes inerentes as equagoes de primeira ordem (5.25) e (5.26),
precisamos especificar uma relacdo para a impureza magnética A. Como identificamos
anteriormente, esse perfil possui como limitacao a anulacdo para grandes valores da
coordenada radial. Em vista disso, escolhemos trabalhar com uma impureza localizada na

origem, ja definida na Eq. (4.36), i.e.,
A(r) = ce™ ™, (5.29)

onde, ambos, c e d € R, com d > 0. Os parametros ¢ e d controlam, respectivamente, a
“altura” e a “largura” da impureza. A partir de (5.29), escrevemos o potencial (5.22) na

forma: )
4h3 —dr
<COS at CZh > sin? o, (5.30)

no qual o sinal superior (inferior) vale para aos valores negativos (positivos) de m.

g
Ula,A) = P
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Pelo mesmo motivo, as equagoes BPS projetadas (5.25) e (5.26) tornam-se:

do sin o
1dA 42 —dr?
o= qig2ﬁ2 <Cosa + Cegh ) sin” (5.32)

as quais podemos resolver de acordo com as condigoes de contorno topoldgicas, (5.20) e

(4.30).

Em sequéncia, apresentamos os perfis numéricos para as fungoes a(r) e A(r),
obtidas das equagoes (5.31) e (5.32), por intermédio das condigoes topoldgicas (5.20) e
(4.30). Além das solugoes para o campo magnético B(r), para a densidade de energia
BPS &(r), e também para o potencial escalar Ay(r) e para o campo elétrico E(r). Por
conveniéncia, fixamos kK = h =1, g =2, m=1ed =1 (a largura da impureza), a partir
dos quais analisamos as configuragoes BPS para os mesmos casos abordados no capitulo

anterior.

a(r)

Figura 9 — Solugoes numéricas para os campos «(r) (a) e A(r) (b), obtidas a partir das
equagoes de primeira ordem (5.31) e (5.32), em conformidade com as condigoes
de contorno (5.20) e (4.30), onde fixamos k =h =1, g=+v2, m=1ed=1.
Na figura, mostramos os perfis para ¢ = —4 (linha vermelha tracejada), ¢ = —2
(linha azul tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida - solugao usual, sem impureza),
¢ = +2 (linha azul sélida) e ¢ = +4 (linha vermelha sélida).
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Figura 10 — Solugbes numéricas para o campo magnétco B(r) (a) e para a densidade de

energia BPS e(r) (b) relacionadas as configuragoes BPS Chern-Simons-CP(2)
com impureza. As convengoes sdo as mesmas utilizadas na Figura 9.

A Figura 9 traz os perfis para as solugdes das fungoes a(r) e A(r) para ¢ = —4
(linha vermelha tracejada), ¢ = —2 (linha azul tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida - solugao
usual, sem impureza), ¢ = +2 (linha azul sélida) e ¢ = +4 (linha vermelha sélida), das
quais podemos mais uma vez observar que os perfis perdem sua monotonicidade original a
medida que os valores de |c¢| aumentam, ou melhor, os perfis perdem sua monotonicidade

devido a presenca da impureza magnética. Em razdo dessa perda, os perfis para «(r) e

A(r) podem eventualmente assumir valores, respectivamente, maiores que 7/2 e 2m.

A Figura 10 representa o campo magnético B(r) e a densidade de energia BPS e(r).
Para valores crescentes de |c|, identificamos novamente uma inversao no sinal do campo

magnétco, como ja observado nas solugoes do capitulo anterior, sendo tal efeito causado
pela impureza magnética, que d& origem a uma campo de calibre A(r) com uma forma
nao monotonica. Além disso, apesar dos efeitos causados pela impureza, a densidade de

energia permanece localizada e bem comportada ao longo da coordenada radial, como
esperado.

Finalmente, plotamos os perfis para o potencial escalar Ay(r) e para o campo
elétrico E(r) =

—dAp/dr na Figura 11. A lei de Gauss (5.23) define uma dependéncia
linear entre o potencial escalar e o campo magnétco, que significa que a inversao de

B(r) (vide Figura 11) leva a uma inversao no sinal de Ay(r), e vice-versa. Portanto, este

comportamento do potencial escalar também produz a inversao no sinal do préprio campo
elétrico.
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Ao(r)
E(r)

Figura 11 — Solugdes numéricas para o potencial escalar Ay(r) (a) e para o campo elétrico
E(r) (b) relacionadas as configuragdes BPS Chern-Simons-CP(2) com impu-
reza. As convengoes sdo as mesmas da Figura 9

5.2.1.1 Comportamento aproximado das solucdes na origem

Agora, investigamos a maneira como os perfis das solugdes dos campos a(r) e
A(r) se aproximam dos valores limites em (5.20) e (4.30). Sem perda de generalidade,
consideramos apenas as configuragoes com valores positivos da vorticidade m em (5.31) e

(5.32). Assim, o comportamento dos perfis das fungdes nas proximidades da origem sao

. Cog®*h(hg —¢) o
a(r) =~ Cyr e Alr)= ZKQ(T(H . )7‘2( +1) (5.33)

onde Cy representa uma constante real positiva.

Com esses resultados, escrevemos a seguir os comportamentos proximos a origem
para o campo magnético B(r), para a densidade de energia BPS ¢(r), para o potencial
escalar A%(r) e para o campo elétrico E(r). Para tal propésito, consideramos x = h = 1,
g=+v2, m=1ed=1,ie., os mesmos valores usados na obtencao das solucdes numéricas
anteriores. Entao, alcancamos os seguintes comportamentos para o setor magnético e para
a densidade de energia BPS:

B (r) ~ Cy(c— vV2)r? e e(r)=20C)— C;rz, (5.34)

onde O = C2(3v/2c + 2C2 — 6).

Como resultado, as expressoes acima oferecem uma explicagdo em termos dos
valores de ¢ sobre o comportamento dos setores correspondentes perto da origem, conforme

aparece na Figura 10.
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Além disso, o comportamento do potencial escalar e do campo elétrico torna-se,
respectivamente,
V2 (\/§C’§ — 60)

Ag(r) = V2 —c+ (c— 2203)7”2 e E(r)= (\/§C’§ — 20) r— fﬁf?j' (5.35)

Estas solugoes aproximadas também explicam os comportamentos proximos de r = 0,

representados na Figura 11.

5.2.1.2 Comportamento aproximado das solucdes no limite assintético

Apresentamos também o comportamento dos campos a(r) e A(r) para grandes
valores da coordenada radial. No presente caso, para todos os valores de ¢ e d em (5.29),

obtemos os seguintes comportamentos para os campos:

a(r) ~ g - Cooexp(—\/%/\/lr) A(r) = 2m—2MC\/r exp(—Mr), (5.36)
A(r) = 2m—2MC/1 exp(—Mr), (5.37)

onde C, representa uma constante real positiva, e

M :g\/g (5.38)

que é a massa de ambos os bosons, escalar e de calibre. Concluimos entao que os campos
bosonicos sao responsaveis por adicionar a mesma quantidade de inércia (massa) as
particulas no limite autodual. Além do mais, como no caso Maxell-C'P(2), é possivel
concluir também que, mesmo com a presenca da impureza localizada, o presente cenario,
Chern-Simons-C'P(2), ndo muda a maneira como o perfil das fungoes se aproximam dos

valores assintoticos.
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6 Sodlitons BPS nao topoldgicos em um mo-
delo Chern-Simons-C'P(2) com uma impu-

reza magnética

6.1 O cenario Chern-Simos-CP(2) estendido pela presenca de uma

impureza magnética para o caso nao topologico

Abordaremos agora o modelo que descreve a interagdo entre o campo C'P(2) e o
campo de calibre Abeliano A*, atrelado a acao do termo de Chern-Simons, para o caso
nao topologico. Neste sentido, introduzimos a densidade de Lagrange em (2+ 1) dimensoes

que define este novo cenario,
/{/ 74
L= = AFu + 1V,.01> =V (¢,A) + AB, (6.1)

que como podemos perceber, ¢ idéntica a densidade de Lagrange para o caso topoldgico
(5.1), abordado no capitulo anterior, por esse motivo, sdo validas aqui as mesmas definigoes
e convengoes anteriores. Vale ressaltar que a grande diferenca deste caso nao topoldgico
para o caso anterior reside nas condi¢oes de contorno as quais estao sujeitas os campos
da teoria, o que reflete na mudanca da sua variedade de vacuo, e, por consequéncia, no
estado de minima energia para o potencial. Estado esse que devera ser responsavel pela
quebra espontanea da simetria SU(3) do modelo, gerando as configuragdes de primeira

ordem, que agora apresentam um carater nao topologico.

Note que se supde o potencial V' (¢, A) dependendo de ambos, o campo ¢ e A, com
o intuito gerar as configuragoes autoduais inerentes ao modelo. Além disso, consideramos
a configuracao (2.10) para o campo CP(2), o que nos permite reescrever o modelo (6.1) no

seguinte formato:
K

L= =" AaFu + Dol = V (65, 8) = A(h = 6'6) + AB, (6.2)

com A representando ao multiplicador de Lagrange, que garante a condigao (2.21).
Neste cenario, a equagao de campo para o setor de calibre é dada por
K
—56“””F,,p + (6501 — ‘Do) A = J*, (6.3)

onde J* é a densidade de corrente, expressa por (2.23).

A componete temporal (¢ = 0) da Eq. (6.3) se equivale a lei da Gauss do modelo,

que para configuracoes independentes do tempo, se dispoe da seguinte maneira:

kB = p, (6.4)
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onde p = —g? A, |w\2 . Aqui, utilizamos Fy; = —F}5 = B. Além do mais, também podemos
escrever a Eq. (6.4) na forma
1
KB = =59 Ao(h = ¢3), (6.5)
i.e., uma relacdo direta entre o campo magnétco B e o potencial escalar A°.

Da andlise de (6.5), podemos concluir que o gauge temporal (A% = 0) nao ¢é
permitido para este caso. Dessa forma, as estruturas resultantes possuem tanto campos

elétricos como magnéticos nao triviais.

Contudo, a componete espacial (u =k , k = 1,2) da Eq. (6.3) nos remete a lei de

Ampere do modelo, que para configuragoes independntes tempo é dada por

8j (/iAO + A) = —Eijk, (66)

onde utilizamos F0 = B7 = —9; A".

6.1.1 Formalismo BPS aplicado ao cenario Chern-Simos-C'P(2) com impureza

magnética para o caso nao topoldgico

Dando sequéncia ao nosso estudo, implementaremos agora o formalismo BPS, a fim
de procedermos com a minimizagao da energia total do modelo, o que torna imprescindivel
a expressao para a distribuicao de energia. Tal relagao é dada por

/43232

9*(h — ¢3)

onde utilizamos a lei de Gauss (6.5)

£= +V + (Dyo) Dy — AB, (6.7)

Apos algumas manipulacoes algébricas, a expressao anterior pode ser reescrita na

forma
|2

g(h — ¢3)1/2
26V 1/9
+B (W — h'Pg¢; F A) + Ebps) (6.8)
onde implementamos
Epps = £2Thq, (6.9)

com ¢, representando a densidade de carga topolégica para o modelo C'P(2) calibrado,
que é dada pela Eq. (3.13).

A energia total da teoria estendida é entao dada por

2
[ dx [; Dok it (0 Deoy| T ﬁ)

kB

j:/d2 [ ( ; \g/g)m h1/2g¢3:FA>]—i—prs, (6.10)
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onde &, possui a seguinte forma:

Epps = / Eppsd?x = £27h Qo (6.11)

enquanto que (4, ¢ definido como

Qtop - /d2X60 (612)
e representa a carga topoldgica relacionada ao modelo C'P(2) calibrado.

Com a finalidade de atingir a estabilidade energética, consideramos a integral no

pentltimo termo da Eq. (6.10) como sendo nula, desse modo, obtemos a expressao

Vion ) =15 (0 o) (=) (6.13

que é o potencial autodual pertencente ao modelo estendido; em outras palavras, é o poten-
cial que suporta a existéncia de solu¢oes de primeira ordem com energia minima na presenca
de uma impureza magnética. Com esse resultado, podemos totalizar a implementagao do

formalismo BPS para o modelo (6.2), escrevendo a energia total no formato

kB 2R A ;
€= /d2 { [ h — ¢2)1/2 + e <¢3 + gh1/2> (h - ¢§)1/21

2
} + Epps > 27h | Q1o - (6.14)

€ *
+ 5|0+ i (6 x Dio)

a partir da qual podemos observar que no limite em que a energia total assume o seu valor
minimo, os termos quadraticos dentro das integrais se anulam, dando origem as equacoes
BPS do sistema, i.e.,

3h1/2 A

?; *
D¢ = ch%w X Dy¢)”, (6.16)
cujas solugoes nos remetem a configuracoes independentes do tempo com energia total

dada por
E = Eps = 27h | Qiop| » (6.17)

que é proporcional a carga topoldgica do modelo, como esperado.

6.2 Sélitons BPS nao topoldgico oriundos de um modelo Chern-

Simons-C'P(2)

Visto que construimos na se¢ao anterior uma estrutura BPS mais geral relacionada
ao modelo Chern-Simons-C'P(2) estendido; iremos, nesta segdo, restringir a nossa investi-

gagao as configuracoes de primeira ordem independentes do tempo com simetrial radial.
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Entretanto, dado que o termo de Chern-Simons nos permite abordar tanto as configuragoes
de carater topoldgico quanto as de cardter nao topoldgico, neste capitulo, iremos estudar
o caso nao topoldgico apenas, uma vez que as estruturas topologicas foram abordadas no
capitulo anterior. A diferenca entre as duas abordagens se faz nas condigoes de contorno
satisfeitas pelos campos. Para o caso topoldgico, é necessario que a condi¢ao de contorno
no infinito seja topologicamente diferente daquela do estado de vacuo fisico; por sua vez,
isso requer estados de vacuo degenerados para a teoria. Por outro lado, para o caso nao
topologico, a condi¢do de contorno no infinito é a mesma que para o estado de vacuo fisico;

assim, nao ha necessidade de estados de vacuo degenerados para a teoria.

Nesta perspectiva, para atingir o objetivo de obter configuracoes de primeira ordem
independentes do tempo com simetrial radial, iremos recorrer a projecao do nosso sistema,
através da utilizacdo do mapa (5.18) e (5.19) para nossas solugdes, cuja regularidade na

origem é garantida pela seguinte condi¢ao de contorno:

a(r=0)=0 e A(r=0)=0. (6.18)

Em virtude desta implementacao, o campo magnétco B(r) e o campo elétrico F(r)

sdo expressos, respectivamente, por (3.26) e (3.27).

Do mesmo modo, a densidade de energia (6.8), na sua forma projetada é reescrita

como ,
k2 B? do sin? o 9
== A)+h||— —— (2m — A)°| — AB. 1
© g2hsin? a + U 8)+ <dr> + 4y? (2m ) (6.19)
Assim como o potencial BPS,
g*h? A\
U(a,A) = P (cosa + hg) sin? a, (6.20)

onde a impureza A passa a depender da coordenada radial r apenas, i.e. A = A(r).

A andlise da condigao da finitude da energia e(r — oo) — 0 nos remete aos

seguintes comportamentos:

B(r) — 0, (6.21)
Ula,A) - 0= a(r) -0, A(r)#0 ou A(r)—0, (6.22)
Zf 0, (6.23)

onde levamos em consideragao a Eq. (6.19).

Em virtude de estarmos abordando configuragoes nao topoldgicas, o comportamento

(6.21) deve ser satisfeito agora pela seguinte condigao de contorno de Neumann,

A'(r = o0) — 0. (6.24)
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O comportamento (6.22) para o potencial (6.20) aponta para a existéncia de duas possibi-

lidades para os valores assumidos pelo campo «a(r) em r — oo, i.e.
alr — o0) = /2, (6.25)

a(r — o) — 0. (6.26)

Como visto anteriormente, estas duas possibilidades correspondem, respectivamente,
as configuragoes solitonicas topoldgicas e as nao topologicas. Nos fixaremos apenas ao

ultimo caso (6.26).

Para que o comportamento (6.22) para o potencial (6.20) seja totalmente satisfeito,
devemos deixar claro que tipo de comportamento assintotico é satisfeito pela impureza.
Desse modo, o caso nao topolégico (6.26) nos permite trabalhar com um perfil para a

impureza que nao se anule no infinito,

A(r — 00) #0 ou A(r — o0) — 0. (6.27)

Outro detalhe importante é que a condicao de fronteira para o campo «a(r) (6.26)

satisfaz o comportamento (6.23).
Assim sendo, para o caso nao toplogico, as fungdes adimensionais a (1) e A(r)
satisfazem as condig¢oes de contorno correspondentes, que sao:

a(r—o00)—=0 e A(r—o00)—0, (6.28)

além das condigoes tomadas na origem (6.18). Estes comportamentos na fronteira corres-
pondem & descrigao de estruturas regulares com energia finita. O valor A(r — o0) — Ay

deve ser determinado numericamente.

Nestas circunstancias, a lei de Gauss (6.5) projetada assume a forma
hogs0. 2
kB = —59 A" sin” (6.29)

que nos permite concluir, através de uma analise assintética, a possibilidade do potencial

escalar A°(r) assumir um valor constante niao nulo em r — oo,
A%(r — 00) — AY | (6.30)

onde utilizamos as condigoes (6.21) e (6.28).

De forma andloga, as equagoes BPS (6.15) e (6.16) sdo entdo reescritas na forma

radialmente simétrica, como

do sin o
— = 2m — A 31
o = T o 2m—4), (6.31)
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1 dA  _g°h*sin®
grdr + 2K2

L2 (6.32)
COS & hg . .

onde os sinais superiores (inferiores) correspondem a m < 0 (m > 0).

Além disso, a densidade de carga topoldgica assume a forma (3.40), a partir da

qual o bound da energia passa a ser dado por
Eps = F2Th A, (6.33)

onde utilizamos as condigoes (6.18) e (6.28). Neste ponto, ressaltamos que a energia das
configuragoes que saturam o limite de Bogomol’'nyi ndo é mais definida em termos do grau
topologico m, em contrapartida, ela passa a ser definida em termos do valor assumido pelo

campo A(r) em r — oo.

Do mesmo modo, o fluxo magnético, dado por
2
o = _lAcxn (6.34)
g

passa a apresentar um comportamento nao mais quantizado em termos de m, o que ¢

caracteristico das configuragoes nao topoldgicas .

6.2.1 O cenério aproximado: solucdes analiticas com pequenas amplitudes

O sistema formado pelas equagoes de primeira ordem (6.31) e (6.32) admite solugoes
analiticas aproximadas quando tanto o campo «(r) quanto a impureza magnética A(r)
sao caracterizados por amplitudes muito pequenas. Para esclarecer este ponto, vamos
primeiramente supor que «(r) < 1 para todos os valores de r. Nesse caso, as equagdes

BPS se reduzem, respectivamente, a

da a (A
— =4 (== 6.35
dr 1 (2 m)’ (6.35)
1dA g*h%a? A
—— =F—— |1+ — .
rdr T 2m? hg)’ (6.36)
que podemos combinar para obter
d? 2 1 2 Lo o A

onde utilizamos (2/a) (da/dr) = Ina?, e definimos o pardmetro ), tal que A\? = g*h?/k? .

Na sequéncia, ao considerarmos A(r) < 1, esta tltima expressdo assume a forma

aproximada
2 1 1
W(ln 062) + ;(ln 052) -+ 5/\20[2 = 0, (638)

que representa a equagao de Liouville para o caso sem impureza [79], cuja solugao é dada

por
40, G

0

T g L (D)2

o

a(r) (6.39)
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onde C] e rg sao constantes de integracao positivas. Vale ressaltar que para termos a
condicao a(r — oo0) — 0 satisfeita, devemos ter C; > 1. Além disso, a combinagao das

equagoes (6.35) e (6.39), revela que a fungdo de perfil A(r) para o campo de calibre adimite

a solucao
A0y (£)*

A(ry=2(m+1—-Cy) + T (2) (6.40)

que satisfaz a condigdo A(r = 0) apenas para
Ci=m+1. (6.41)

Esse resultado nos permite escrever (6.39) e (6.40) nas formas
4(m+1) (Lo)m
m(r) = 7 : 42
A v e e e (642
(L)Z(erl)

Ap(r)y=4(m+1) —2 (6.43)

1+ (Z)2mt1)’
o

de onde obtemos nao apenas as solugoes analiticas para o potencial elétrico e para o campo

elétrico,
gh a?
Ary="~[1--2 6.44
L =2 (1-%), (6.44)
gha?, < A, )
E,(r)y=—"""(— — , 6.45
()= —L8m (S (6.45)
mas também para o campo magnétco e para a densidade de energia BPS,
372
_gh o,
Bm(r) - 2/‘4}2 am? (646)
ho 5. 1 9
Cpum(r) = 50, [A + 5 (A —2m) ] . (6.47)
Todos eles definidos em termos de ., (1) e A, (r).
Em particular, a Eq. (6.43) leva ao valor assintotico:
Apoo = Ap(r > 00) =4(m+1), (6.48)
a partir do qual, podemos concluir que a energia das configuracoes BPS é igual a
Eps = F8Th (m + 1), (6.49)

onde recorremos a Eq. (6.33).

Neste manuscrito, usamos essas expressoes aproximadas para atestar a consisténcia
de nossa construgao tedrica e também a precisao do algoritmo numérico aqui usado
para representar um conjunto de solugoes mais gerais relacionadas a amplitudes nao

necessariamente pequenas.
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6.2.2 O cenério numérico 1: uma impureza localizada

Agora consideramos um cenario de primeira ordem, cujas equagoes BPS corres-
pondentes suportam apenas solu¢oes numéricas. Este caso ¢ definido pelo exemplo mais

simples de uma impureza magnética, ou seja,
A(r) = ce™®, (6.50)

que denota uma impureza localizada centrada em r = 0. Os parametros c e d > 0
representam a “altura” e a “largura”, respectivamente (neste sentido, o requisito A < 1 é
atingido quando |¢| < 1). Com esta defini¢ao, as equagoes BPS (6.31) e (6.32) assumem

entao a forma

do sin av

— == A—2 6.51

dr 2r ( m), (6:51)
1dA g*h?sin’® o C g2
—— =F + —e " 6.52
rdr T 2m2 cosa hgB ’ (6.52)

e devem ser resolvidas numericamente de acordo com as condigdoes de contorno nao
topologicas (6.18) e (6.28).

Fixamos h =k =1, =2, m =1 (ou seja, sinais inferiores nas expressoes de
primeira ordem) e d = 1, a partir dos quais resolvemos as equagoes BPS (6.51) e (6.52)

por meio de um esquema de diferencas finitas para diferentes valores de c.

6.22.1 Ocaso A« 1

Iniciamos o trabalho numérico estudando o caso |¢| < 1 (i.e., A < 1), através do
qual comparamos os resultados numéricos com os analiticos, obtidos via a equagao de
Liouville (6.38). Nesse sentido, demonstramos os perfis para ¢ = —0.1 (linha azul tracejada),
¢ = 0 (linha preta soélida) e ¢ = +0.1 (linha vermelha ponto-tracejada), enquanto que as

solugoes analiticas aproximadas aparecem em linha magenta tracejada.

As figuras 12, 13 e 14 mostram as solugoes para «(r), A(r) e B(r), respectivamente.
Neste caso, podemos observar que nao ha mudancas relevantes nos perfis das solugoes
numeéricas em comparacao aos perfis da solugoes analiticas. O que nos permite inferir que
os perfis analiticos, que se originam de uma anélise aproximada, ajustam-se parcialmente

bem aos resultados obtidos para o caso A < 1.
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0.20¢ 0.20
0.15¢ 0.15
X X
S 0.10} S 0.10}
0.05 0.05
0.00 ‘ ‘ ‘ 1 0.00 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
r r
(a) (b)

Figura 12 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil «(r), obtidas
via as Eqs. (6.51) e (6.52), para h = k = m = d = 1, g = /2 e diferentes
valores de ¢ < 1. Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta solida) e o perfil analitico
correspondente (com o = 10, linha magenta tracejada). Direita - (b): ¢ = —0.1
(linha azul tracejada), ¢ = 0.1 (linha vermelha ponto-tracejada) e (novamente
por comparagao) ¢ = 0 (linha preta solida).

8 = 8
6 6
S4f S
% 4 = 4
2 2
0 Il 1 1 L L L 1 Il 0 Il 1 1 1 Il
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
r r
(x) (b)

Figura 13 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil A(r). Convengdes
conforme a Figura 12.
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000~ = e S O B
-0.01}
-0.02} -0.02}
~ ~ —0.03}

S S

Q -0.04 Q —(.04}
-0.05
-0.061 -0.06}
3 -0.07¢

0 S5 10 15 20 25 30 35 0 S5 10 18 20 25 30 35

Figura 14 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r). Convengdes
conforme a Figura 12.

No entanto, quando consideramos o setor elétrico, a situacao comecga a se modificar,
como podemos perceber nas figuras 15 e 16, que mostram os resultados para Ay(r) e E(r),
respectivamente. Neste caso, embora para o valor ¢ = 0, as solu¢ées se comportem de
maneira padronizada ou, de maneira geral, quando se trata do limite assintético r — oo.
Os valores para ¢ # 0 afetam, nao sé o valor de contorno A(r = 0), mas também a
maneira como ele é alcangado pelo préprio potencial elétrico (i.e., o sinal de Ajy(r) em
torno de r = 0). Em suma, a impureza magnética localizada causa uma inversao no sinal
do campo elétrico nas proximidades da origem, dando origem a um comportamento que
nao pode ser predito pela andlise aproximada baseada no método de Liouville, Eq. (6.38).
Isso nos permite concluir que o setor elétrico é sensivel nao apenas ao moédulo de ¢, mas
também ao seu sinal, ou seja, se a impureza representa uma barreira ou um po¢o. Apesar
deste comportamento inabitual para o setor elétrico, a distribuicao de energia tende a se

comportar de maneira padrao para todos os valores de r, como visto na Figura 17.

Podemos utilizar o proceso de linearizagdo (bastante explorado anteriormente)
das equagoes BPS (6.51) e (6.52) em torno da origem para explicar este comportamento
peculiar do setor elétrico nas proximidades de » = 0. Em particular, essa linearizacao leva

a seguinte solugdes aproximada para o potencial elétrico (valida apenas nas proximidades

da origem) :
d d? d3
AO(T) ~ AO<T:O)+%T2—027K,T4+C67T6
ghH?, . ghH, .
5 2 B am (6.53)
onde definimos A
A(r=0)="2—¢ (6.54)

K
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que representa o valor assumido pelo potencial elétrico A(r) em r = 0. Com esse resultado
também conseguimos obter a solugdo aproximada para o campo campo elétrico nas

proximidades da origem,

—@r+20d2 3 @7’ +mth2 9

E ~ — m—1
(r) K 2K " K K
mth 4m 1
6.55
i, (6.55)

onde definimos H,, como uma contante real e positiva.

Em particular, para h =k =m = 1 e g = /2 (i.e., 0 caso que estamos efetivamente

analisando), a Eq. (6.54) nos remete aos valores

1.5142 — 0.1
A(r = 0) ~ { ) patac (6.56)

1.3142, para ¢ = +0.1

que se ajustam aos valores numéricos indicados na Figura 15. Além de que, da anélise do
primeiro termo da Eq. (6.55), podemos concluir que o sinal assumido por ¢ neste termo é
responsavel por empurrar a curva, nas proximidades da origem, para cima (para baixo)

quando ¢ < 0 (¢ > 0).

1411 | 15074
\
1450 A
_ 140 T
S < \
< < 1400 1

1.39) ] v
i
135} i
138 i
P 1

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
r r

Figura 15 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o potencial Ay(r). Convengoes con-
forme a Figura 12.
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Figura 16 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para canpo elétrico E(r). Convengoes
conforme a Figura 12.
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Figura 17 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicao de energia ep,s(r).
Convengoes conforme a Figura 12.

6.2.2.2 O caso geral - impureza consideravel

Agora, iremos mais uma vez resolver, numericamente, as equagoes de primeira
ordem (6.51) e (6.52), de acordo com as condi¢oes nao topoldgicas (6.18) e (6.28), no

entanto, para valores consideraveis de ¢, ou seja, para valores diferentes de ¢ < 1.

Com esse intuito, optamos novamente por trabalhar comh=r=1,9 =2, m =1
(i.e., os sinais inferiores nas expressoes de primeira ordem) e d = 1, a partir dos quais
resolvemos as Eqgs. (6.51) e (6.52) para ¢ = —3 (linha azul pontilhada), ¢ = —1 (linha
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vermelha tracejada), ¢ = 0 (linha preta sélida), ¢ = +1 (linha preta pontilhada), ¢ = 43

(linha azul tracejada).

As figuras 18 e 19 mostram os resultados para «a(r), A(r), respectivamente, de onde
podemos inferir que esses perfis mantém sua monotonicidade, assim como para ¢ < 1.
Identificamos entao uma diferenca importante em comparacdo com o caso topoldgico
Chern-Simons-C'P(2) de primeira ordem, para o qual a impureza localizada forca as

funcoes de perfil a serem nao monotoénicas a medida que os valores de |c| aumentam.

0.20 0.20
0.15 0.15
S S
©0.10 ©0.10
0.05 0.05
0.00// 1 1 1 - 0.00}4 1 1 1 J
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
r r

Figura 18 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil a(r), obtidas via
as Egs. (6.51) e (6.52), para h = k = m = d = 1, g = /2 e para valores
consideraveis de ¢ (diferentes de ¢ < 1). Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta
sélida), ¢ = +1 (linha vermelha tracejada) e ¢ = +3 (linha azul pontilhada).
Direita - (b): ¢ = —1 (linha vermelha pontilhada) e ¢ = —3 (linha azul
tracejada) e (novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida).
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Figura 19 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil A(r). Convengdes
conforme a Figura 18.

As solugoes numéricas para B(r) aparecem na Figura 20, de onde se deduz que,
em geral, elas se comportam em conformidade com as solugdes canodnicas, exceto por um
pequeno setor proximo a origem. Para destacar essa peculiaridade, também descrevemos
os resultados para ¢ = —8 (linha magenta tracejada), ¢ = 48 (linha magenta pontilhada)
na Figura 24. Este comportamento particular pode ser entendido com base na solugao
aproximada do campo magnético que vem da linearizac¢ao de (6.51) e (6.52) em torno da

origem (r = 0), i.e.,

th(gh - C)H2 CdQQH% 2m+2

~ m . .2m
Bor) =~ g e e
2 4
+ o rim, (6.57)

de onde podemos inferir que o primeiro termo da relagao acima pode ser desmembrado

em dois termos de mesma ordem em 7, ou seja,

2h(gh — c)H? Sh2H? *hH,
g (g C) mer _ _g mer + ‘9 mer_ (658)

2K2 2k2 2k2

Porém, o segundo termo desse desmembramento depende do sinal assumido por ¢, sendo
tao relevante quanto o primeiro nas proximidades de » = 0, desse modo, concluimos que

este termo empurra a curva para cima (para baixo) quando ¢ > 0 (¢ < 0).
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Figura 20 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r). Convengdes
conforme a Figura 18.

As figuras 21 e 22 trazem os perfis para o potencial elétrico Ag(r) e para o campo
elétrico E(r), respectivamente. Essas solu¢oes se comportam da mesma maneira geral que
as obtidas para ¢ < 1. Em particular, a Eq. (6.54) fornece

2.4142 =-1
A(r = 0) ~ ) parae (6.59)
0.4142, para c= +1
e
A = 0) ~ 4.4142, parac= —3 (6.60)
—1.5858, para c =43,
que novamente se ajustam muito bem aos resultados numéricos.
LS I ASTTTT T T T
.‘
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I 1
05/ 3504
H 1
S 000 30
T i 00
05| | 2501
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154 R S
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Figura 21 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o potencial Ay(r). Convengoes con-
forme a Figura 18.
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Figura 22 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para canpo elétrico E(r). Convengoes
conforme a Figura 18.

0.00f A 010 A
0.08 0.08
2 006 2 0.06
0,04 0,04
0.02 0.02
O.OOl 1 1 1 1 1 1 Il OOOJ“ 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
r r
(a) (b)

Figura 23 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicao de energia ep,(r).
Convengoes conforme a Figura 18.

Finalmente, o perfil para a distribuicao de energia e,s(r) inerente aos sélitons de
primeira ordem aparece na Figura 23, da qual observamos que, em geral, essas solugoes
se comportam de acordo com as solugoes canonicas, semelhante ao caso em que |c| < 1.
Porém, préximo a r = 0, uma pequena parte da curva apresenta uma peculiaridade que
pode ser melhor evidenciada com base na Figura 25. Este comportamento particular é
semelhante ao que ocorre com o campo magnético, podendo também ser entendido com

base na solucao aproximada para a distribui¢ao de energia nas proximidades de r = 0, que
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¢é dada por
g3h‘2(gh _ C)Hsl 2m Cdg3HT2n 2m-+2

52 52 , (6.61)

Ebps(T) & 2mPhH2A "2 +

onde podemos concluir que o segundo termo de (6.61) também pode ser desmembrado em
dois termos de mesma ordem em 7, em que um desses termos possui dependéncia com o
sinal de ¢,

g3h2(gh )H72n F2m 4h3H3n F2m nghQan r2m. (6.62)
2K2 2K 22

sendo este segundo termo de grande relevancia nas proximidades da origem, o que faz com

que a curva se desloque para cima (para baixo) para ¢ < 0 (¢ > 0). Além disso, podemos
perceber que, para m = 1, o primeiro termo em (6.61) se torna constante, o que explica o

fato da curva para e, assumir um valor constante e nao nulo na origem.

00014 0.00}
-0.02] ~0.02]
S S
Q _().04} Q -0.04
~0.06/ ~0.06]
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
r r

Figura 24 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r) para h =
k=m=d=1,g=+/2 e para valores considerdveis de ¢ (diferentes de ¢ < 1).
Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta sélida) e ¢ = +8 (linha magenta ponto-
tracejada). Direita - (b): ¢ = —8 (linha magenta tracejada) e (novamente por
comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida).
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Figura 25 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicdo de energia ep,(r).
Convengodes conforme a Figura 24.

6.2.3 O cenério numérico 2: uma impureza magnética periddica

Devido a condi¢ao nao topoldgica a (r — o) — 0, a exigéncia de uma energia
finita p,s (r — 00) — 0 pode ser atingida para uma impureza regular que nio se anule no
limite assint6tico (A(r — o0) # 0). Com o intuito de estudar tais efeitos sobre os sélitons

de primeira ordem, consideramos o caso definido pela expressao
A(r) = csin? <72Tdr> , (6.63)

onde ¢ e d novamente denotam “altura” e “largura”; respectivamente (como antes, |¢| < 1
implica em A < 1). Note que a impureza (6.63) pode ser interpretada como um sequéncia

de barreiras e pocos.

Com o novo perfil para a impureza, as equagoes de primeira ordem (6.31) e (6.32)

assumem a forma _
do sin «v

= = 2m — A 6.64
ar o (2m ) (669
1dA g*h?sin® a C . o/
=T ga |cosa + g S <2d7“> ; (6.65)

que devem ser estudadas numericamente, de acordo com (6.18) e (6.28).

Neste caso, por conveniéncia, fixamos k = g=1, h=5 m=1ed =1, a partir

dos quais resolvemos as equagoes (6.64) e (6.65) para valores diferentes de c.

6.23.1 Ocaso A k1

Consideramos novamente o caso com A < 1, com a inten¢ao de comparar os

resultados com as solugoes analiticas aproximadas, obtidos pela equacao de Liouville (6.38).
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Com esse objetivo em mente, plotamos as solugoes para ¢ = —1 (linha azul tracejada),
¢ = 0 (linha preta solida) e ¢ = +1 (linha vermelha pontilhada), enquanto que os resultados

analiticos aproximados sao mostrados em linha magenta pontilhada.
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0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
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Figura 26 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil a(r), obtidas via
as equagoes (6.64) e (6.65), parak =g=1, h=5 m=1ed =1 e diferentes
valores de ¢ < 1. Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta sélida) e o perfil analitico
correspondente (com o = 10, linha magenta tracejada). Direita - (b): ¢ = —0.1
(linha azul tracejada), ¢ = 0.1 (linha vermelha ponto-tracejada) e (novamente
por comparacao) ¢ = 0 (linha preta solida).
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Figura 27 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil A(r). Convengdes
conforme a Figura 26.
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Figura 28 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo magnético B(r). Convengdes
conforme a Figura 26.

Os perfis para a(r), A(r) e B(r) aparecem nas figuras 26, 27 e 28, respectivamente.
Tal como no caso anterior (impureza localizada), ndo surgem novidades relevantes. Assim
como na Figura 29 para o setor elétrico. Portanto, é razoavel supor que, como no caso
anterior, as soluc¢oes analiticas aproximadas sao capazes de explicar o comportamento

geral desses campos, suficientemente bem, quando A < 1.

Por outro lado, destacamos as mudancas consideraveis exibidas nas figuras 30 e
31 para Ay(r) e E(r), respectivamente, ralacionadas aos valores ¢ # 0, que dao origem a
perfis periédicos que se espalham para a regiao assintética indefinidamente. Nesse sentido,
dado que tal comportamento peridédico nao é previsto pelas expressoes obtidas da equagao
de Liouville, o trabalho numérico revelou que o setor elétrico é extremamente sensivel ao
valor de |c|, mesmo quando a impureza representa uma sequéncia de barreiras (ou pogos).

No entanto, na Figura

Em particular as solugoes linearizadas para o setor elétrico préximas a origem, sao

dadas por
2ed? mted!
A0 ~ Ay —0)_ Y 2 4
r) =0 T e
thgw 2 ghH, 4
— mp s ptm 6.66
% 8k ’ (6.66)
2 d2 4 d4
E(r) ~ ned”  med s
2K 12k
hH? hH?
Mgty am-1 _ M9 m jAm=1 (6.67)
K 2K
com )
A(r=0) =2, (6.68)
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de onde se obtém que o valor do potencial elétrico em r = 0 ndao é mais controlado por c.
Desse modo, uma vez que tomamos k =g =m =d =1 e h =5 (i.e., os mesmos valores

dos pardmetros para caso que estamos analisando), a Eq. (6.68) nos fornece
A%(r =0) =5, (6.69)

que esta de acordo com os resultados numeéricos, e consegue explicar o porqué das curvas

com diferentes valores de ¢ assumirem esse valor em r = 0.

Outro detalhe importante em relacdo ao comportamento dos perfis para o campo
elétrico nas proximidades da origem pode ser explicado pela Eq. (6.67), onde o primeiro
termo (o mais relevante), além de indicar o valor E(r = 0) = 0, também deixa claro a

forma como as curvas se aproximam desse valor, em decorréncia do sinal de c.

Novamente, apesar deste novo perfil para o setor elétrico, a densidade de energia

das configuracoes resultantes permanece localizada, como esperado e demonstrado na

Figura 32.
5.000] ool
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Figura 29 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o potencial Ay(r) (esquerda-(a)) e
para o campo elétrico E(r) correspondente (direita-(b)). Aqui, utilizamos os
mesmos valores anteriores para os parametros, i.e., k =g=1, h=5 m=1,
d = 1, além disso, utilizamos ¢ < 1. Em ambos os perfis, temos os valores:
¢ = 0 (linha preta sélida) e o perfil analitico correspondente (com ry = 10,
linha magenta tracejada).
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5.10F , P e

Figura 30 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o potencial Ay(r). Utilizamos os
mesmos valores anteriores para os parametros, k =g=1,h=5m=1,d=1
e diferentes valores de ¢ < 1, que sdo: ¢ = —0.1 (linha azul tracejada), ¢ = 0.1
(linha vermelha ponto-tracejada) e (novamente por comparagao) ¢ = 0 (linha
preta sélida)
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Figura 31 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo elétrico E(r). Convengoes
conforme a Figura 30.
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Figura 32 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicao de energia ep,(r).
Convengodes conforme a Figura 26.

6.2.3.2 O caso geral - impureza consideravel

Para finalizar, resolvemos as equagdes BPS (6.64) e (6.65), de acordo com as
condigoes (6.18) e (6.28), para ¢ = —5 (linha verde tracejada), ¢ = —3 (linha azul tracejada
espessa), ¢ = —1 (linha vermelha ponto-tracejada), ¢ = 0 (linha preta soélida), ¢ = +1
(linha vermelha tracejada espessa), ¢ = +3 (linha azul tracejada), ¢ = +5 (linha verde
solida).

As solugoes numéricas para «(r) e A(r) aparecem nas figuras 33 e 34, respecti-
vamente. Em geral, vemos que, apesar das variacoes em suas amplitudes, esses campos
se comportam canonicamente para valores relativamente pequenos de |c|. No entanto,
a medida que |c| aumenta, as solugdes resultantes perdem sua monotonicidade original,
conforme podemos observar nos resultados para ¢ = —9 (linha ponto-tracejada laranja),
¢ = —7 (linha azul claro tracejada), ¢ = +7 (linha ponto-tracejada azul claro ) e ¢ = +9
(linha azul claro tracejada) que estao plotados nas figuras 35 e 36. Identificamos, portanto,
um efeito previamente encontrado no contexto de configurac¢oes topolégicas na presenca

de impurezas localizadas.
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Figura 33 — Solugoes numéricas nao topolégicas para a funcao de perfil a(r), obtidas
via as Eqgs. (6.64) e (6.65), para k = g =1, h =5 m =1 e d = 1; para
valores considerdveis de ¢ (diferentes de ¢ <« 1). Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha
preta sélida), ¢ = 1 (vermelha tracejada), ¢ = 3 (azul tracejada) e ¢ = 5
(verde sélida). Direita - (b): ¢ = —1 (linha vermelha ponto-tracejada), ¢ = —3
(linha azul tracejada), ¢ = —5 (linha verde ponto-tracejada) e (novamente por
comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida).

A Figura 37 contém os perfis para B(r), que agora apresentam uma forma nao
canonica, descrevendo um anel multicamada (tridimensional, centrado em r = 0) que
mantém o fluxo magnético confinado & mesma regido no espaco. E importante destacar
que este perfil representa uma novidade sem nenhuma correspondéncia com o cenario
topolégico. Além disso, uma vez que tal comportamento nao ocorre para A < 1, concluimos

que ele estd diretamente relacionado a magnitude de |c|.
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Figura 34 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil A(r). Convengdes
conforme a Figura 33.
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Figura 35 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a fungao de perfil a(r), obtidas via
as Eqgs. (6.64) e (6.65), parak =g =1, h=5,m =1 e d = 1; para valores
consideraveis de ¢ (diferentesde ¢ < 1). Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta
solida), ¢ = 7 (linha azul claro ponto-tracejada), ¢ = 9 (linha laranja tracejada)
e ¢ = —7 (linha azul claro ponto-tracejada). Direita - (b): ¢ = —7 (linha azul
claro ponto-tracejada), ¢ = —9 (linha laranja ponto-tracejada) e (novamente
por comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida).
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A(r)

Figura 36 — Solugbes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil A(r). Convengdes
conforme a Figura 35.
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Figura 37 — Solu¢oes numéricas nao topolégicas para o campo magnético B(r). Convengoes
conforme a Figura 33.

As solugoes para Ag(r) e E(r) sao representadas em destaque nas figuras 38, 39,
40 e 41, respectivamente. Aqui é possivel notar a persisténcia do referido comportamento
periddico que se propaga até o limite assintético r — oo indefinidamente, com o valor de
|c| agora controlando a amplitude das oscilagdes. Outro detalhe importante é que os perfis
oscilatérios sao contornados pela curva relacionada & auséncia de impureza (linha preta
sélida, ¢ = 0). Dessa forma, este perfil, em especial, também pode gerar mudangas na
amplitude dos perfis periédicos em certos pontos do gréafico, como poderemos perceber

adiante, nas solugoes do Secao 6.3 para magnitudes consideraveis de a(r).
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Figura 38 — Solu¢ao numérica nao topoldgicas para o potencial elétrico Ag(r), obtidas para
k=g=1 h=5 m=1ed=1, para valores consideraveis de ¢ (diferentes
de ¢ < 1), i.e., ¢ =0 (linha preta sdlida), ¢ = 1 (vermelha tracejada), ¢ = 3
(azul tracejada) e ¢ = 5 (verde sélida).
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Figura 39 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o potencial Ag(r) para k = g = 1,
h =5, m=1,d =1, e para valores consideraveis de ¢ (diferentesde ¢ <
1), que incluem: ¢ = —1 (linha vermelha ponto-tracejada), ¢ = —3 (linha
azul tracejada), ¢ = —5 (linha verde ponto-tracejada) e (novamente por
comparagao) ¢ = 0 (linha preta sélida)

Figura 40 — Solugoes numéricas nio topolégicas para o campo elétrico E(r). Convengoes
conforme a Figura 38.
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Figura 41 — Solugoes numéricas nao topolédgicas para o campo elétrico E(r). Convengdes
conforme a Figura 39.
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Figura 42 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicdo de energia ey, (7).
Convengoes conforme a Figura 33.

Por fim, apresentamos as solugoes para ep,s(1) na Figura 42, o que revela que esta
funcdo se comporta como o campo magnético, ou seja, da origem a um anel multicamadas
(novamente centrado na origem) que, no presente caso, mantém a probabilidade de encontrar

a particula quéantica correspondente confinada & mesma regiao no espaco.
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6.3 SolucGes numéricas para uma impureza periddica, tendo em

vista a(r) > 1.

Trataremos nesta se¢ao das solugoes numéricas nao topoldgicas para o caso de
uma impureza magnética periddica, em se tratando de uma amplitude consideravel para a
fungéo a(r), ou melhor, uma amplitude que se encaixa na condi¢do «(r) > 1. Em virtude
disso, o comportamento destas solugoes nao pode ser previsto pela construcao analitica da
Subsecao 6.2.1

Para introduzir estas novas solugoes, resolvemos novamente as equagbes BPS (6.64)
e (6.65) numericamente, de acordo com as condigdes (6.18) e (6.28), a partir das quais
apresentamos os perfis resultantes nas Figs. 43-50. Aqui, fixamos kK = g =m =d = 1,
h =1.4 e ro = 3.2. No entanto, variamos o valor do pardmetro ¢, i.e., ¢ = 0 (linha preta
sélida), ¢ = +0.30 (linha roxa sélida), ¢ = 4+0.40 (linha laranja sélida), ¢ = 4+0.48 (linha
cinza sélida), ¢ = —0.30 (linha roxa tracejada), ¢ = —0.40 (linha laranja tracejada) e

¢ = —0.48 (linha cinza tracejada).

Mostramos as solugbes numéricas para a(r) e A(r) nas figuras 43 e 44, respec-
tivamente. De modo geral, percebemos que, para o caso em que a(r) > 1, as solugdes
apresentam uma grande sensibilidade a impureza, principalmente quando se trata do
comportamento do tipo barreira (¢ > 0). Assim sendo, variagbes muito pequenas de |c|

j& apontam para perda do padrdo monotonico das solugdes [bem mais notério na Figura
44-(a)].
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Figura 43 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para a funcao de perfil a(r), levando em
conta uma magnitude consideravel para a funcao [a(r) > 1]. Tais solugdes sao
obtidas via as Eqgs. (6.64) e (6.65), parak =g=m=d=1, h=14, 1y = 3.2
¢ para valores varidveis de ¢ . Esquerda - (a): ¢ = 0 (linha preta sélida),
¢ = 40.30 (linha roxa sélida), ¢ = +0.40 (linha laranja sélida), ¢ = 40.48
(linha cinza sélida). Direita - (b): ¢ = —0.30 (linha roxa tracejada), ¢ = —0.40
(linha laranja tracejada) e ¢ = —0.48 (linha cinza tracejada).

Figura 44 — Solugoes numéricas nao topologicas para a fungao de perfil A(r). Convengoes
conforme a Figura 43.

Na Figura 45, demonstramos os perfis para B(r), onde podemos observar a persis-
téncia dos perfis oscilatorios que caracterizam os anéis multicamadas, em razao da variagao
da magnitude de |c|. Este comportamento se faz presente desde o caso a(r) < 1 (Figura
37).
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Figura 45 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o campo magnético B(r). Convengoes
conforme a Figura 43.

As solugoes para Ag(r) e E(r) sdo esbogadas nas figuras 46, 47, 48 e 49, respectiva-
mente. Aqui, também é possivel notar a persisténcia do comportamento periddico, que se
propaga até o limite assintético indefinidamente. Ressaltamos ainda que este comporta-
mento oscilatério dos perfis é contornado pela curva referente a solucao livre de impureza
(curva preta sélida - ¢ = 0), o que causa amplitudes maiores (menores) para as solugoes,
em virtude da interagdo com uma configuracao de impureza representando uma sequéncia

de pogos (barreiras).
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Figura 46 — Solu¢ao numérica nao topoldgicas para o potencial elétrico Ag(r). Convengoes
conforme a Figura 43-(a).
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Figura 47 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o potencial Ay(r). Convengoes con-
forme a Figura 43-(b).
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Figura 48 — Solugoes numéricas nao topoldgicas para o campo elétrico E(r). Convengdes
conforme a Figura 43-(a).
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Figura 49 — Solugoes numéricas nao topolégicas para o campo elétrico E(r). Convengoes
conforme a Figura 43-(b).
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Figura 50 — Solugdes numéricas nao topoldgicas para a distribuicao de energia ep,(r).
Convencgodes conforme a Figura 43.

Finalmente, sdo apresentadas as solugoes para e;ps(r) na Figura 50, onde observamos
a formacao de perfis que também se assemelham a anéis multicamadas centrados na origem,
analogo ao comportamento do campo magnético, cujos valores, em r — 0, sdo constantes
e nao nulos. Em particular, os perfis se anulam no limite assintético, o que significa que o

requisito de energia finita continua a ser valido.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, abordamos a formagao de sélitons autoduais no contexto de dois
cenarios diferentes para o modelo C'P(2) calibrado que foram ampliados pela adig¢ao
de um termo que representa uma impureza magnétca A(|x|). Com esse objetivo em
mente, escolhemos uma configuragao especifica para o campo C'P(2) (2.10) para ser
acoplada minimamente tanto ao campo de Maxwell quanto ao campo de Chern-Simons,

separadamente.

Para esclarecer um pouco mais a implementagao do formalismo BPS e para es-
tabelecer um parametro ao qual comparar as solugoes obtidas para o cenario ampliado
pela presenca da impureza, abordamos capitulos introdutoérios que descreviam a formacao
de solitons BPS dentro do cenario C'P(2) calibrado na auséncia desta influéncia, ou seja,
nos mesmos contextos anteriores, porém, sem a presenca da impureza magnética. De
onde pudemos observar, inicialmente, através da implementacao do formalismo BPS, que
os modelos efetivos para a configura¢ao (2.10) possuem uma estrutura autodual que se

assemelha a dos modelos sigma calibrados.

Neste sentido, introduzimos nosso estudo, analisando a formagao de estruturas
soliténicas topolégicas inerentes aos modelos Maxell-C'P(2) e Chern-Simons-C'P(2) em
(24+1)-dimensoes que saturavam o limite de Bogomol'nyi. Assim sendo, construimos
uma estrutura BPS geral, através da qual conseguimos especificar as expressoes para o
potencial autodual relacionado as teorias (em termos do campo ¢3 apenas), assim como
definir o valor para os limite inferior das energias dos modelos, que demonstraram-se
diretamente proporcionais as cargas topologicas de ambos os modelos calibrados, como
esperado. Além disso, também obtivemos as equac¢oes BPS nas suas formas covariantes.
Um detalhe importante é que, através da lei de Gauss inerente as teorias, pudemos
concluir a possibilidade de fixacdo do calibre temporal A° = 0 para o cendrio Maxwell-
CP(2), o que implicou em configuragoes resultantes apresentando carga elétrica total
nula. Diferentemente cendrio Chern-Simons-C'P(2), onde nao houve essa possibilidade,

resultando em configuragoes que apresentavam carga elétrica total nao nula.

Posteriormente, focamos nossa atencao as configuracoes independentes do tempo
com simetria radial, através da utilizagdo de um mapa para as solugoes. Deste processo,
obtivemos os principais resultados, inerentes a estrutura geral, na forma projetada (i.e.,
na forma radialmete simétrica), onde se incluem o potencial autodual, as equagoes BPS e
o valor para o limite inferior da energia total do sistema. Vale destacar que o limite para
a energia demonstrou-se quantizado em termos dos valores inteiros do winding number

m para os dois cenarios, em se tratando de cofiguragoes com carater topologico. Neste



Capitulo 7. CONCLUSOES 103

ponto, é relevante ressaltar que para o modelo Chern-Simons-C' P(2) houve a possibilidade
de abordar as configuracoes nao topoldgicas, no entanto, deixamos essa possibilidade para

0 cenario estendido.

Em seguida, passamos a resolucao das equacgoes de primeira ordem da teoria,
numericamente, utilizando um algoritmo de diferencas finitas, de onde obtivemos os perfis
relacionados as configuragoes resultantes para diferentes valores de m. Da andlise desses
resultados, pudemos inferir que tanto o perfil da fungao A(r), relacionada ao campo de
calibre, quanto o perfil da fungao «(r), relacionada ao campo C'P(2), apresentavam um
padrao monotonico em ambos os modelos. Além disso, também obtivemos as solugoes para
o campo magnético e para a distribuicao de energia BPS. Neste ponto, vale ressaltar que,
para o cenario Maxwell-C'P(2), os perfis para a distribui¢ao de energia correspondiam a
anéis centrados na origem, com excecao do perfil relacionado ao valor m = 1. Outro detalhe
importante é evidenciado na presenga do setor elétrico para o caso Chern-Simons-C P(2),
onde encontramos as solugdes para o potencial escalar A%(r) e para o campo elétrico E(r).
Da andlise dessas solugdes, podemos destacar o comportamento dos perfis de E(r), que

também correspondem a anéis bem definidos centrados na origem.

Apos a definicdo dos cenarios efetivos, passamos a explorar os modelos estendidos
através da inclusao de um termo que representa a impureza magnética. Desse modo,
investigamos a formagao de solugoes solitonicas geradas pelos cenarios Maxwell-C' P(2)
e Chern-Simons-C'P(2), ambos ampliados pela presenga da impureza, que saturavam
o bound de Bogomol’'nyi . Nessa perspectiva, verificamos que houve a possibilidade de
desenvolvimento de uma estrutura autodual geral, andloga as anteriores, através da
implementacao do formalismo BPS. No entanto, essa implementacao levou a uma redefinigao
para o potencial autodual em termos da impureza, assim como para as equacoes BPS,
em ambos os casos. Um detalhe importante é que a impureza nao alterou o limite de
Bogomol'nyi saturado pelas configuragoes BPS, ou seja, a energia autodual permaneceu

diretamente proporcional a carga topoldgica para os dois cenarios

Com o intuito de focar a nossa analise sobre as configuracoes independentes do
tempo com simetria radial, empregamos os mesmos mapas para as solugoes presentes
nos casos sem impureza, de onde obtivemos as equagoes BPS, o potencial e a energia
autodual; todos estes nas suas formas projetadas (i.e., na forma radialmente simétrica).
Através desses resultados, inferimos que a energia BPS, saturada pelas configuracoes de
primeira ordem, resultou quantizada em termos dos valores inteiros de m para os dois
casos ampliados, em se tratando de configuragoes com carater topoldgico. Entretanto, para
o caso Chern-Simons-C'P(2), as configuragoes nao topolédgicas apresentaram um limite
inferior para a energia diretamente proporcional ao valor assumido pelo campo A(r) no

limite r — 00, 0 que é caracteristico dessas estruturas.

Para estudar os efeitos causados pela impureza magnética nas solugdes dos sistemas
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BPS relacionados as configuragoes topoldgicas, particularizamos nossa analise escolhendo
uma impureza Gaussiana (localizada) controlada por dois pardmetros reais, ¢ e d (que
controlam a “altura” e o “largura” da impureza, respectivamente). Para um valor fixo
de d e diferentes valores de ¢, a analise numérica demonstrou como o parametro ¢ induz
nao apenas a perda de monotonicidade do perfil das fungoes a(r) e A(r), mas também
a inversao de ambos os perfis, tanto o campo magnético quanto o elétrico, quando estas
solucoes se aproximam da origem. Nesta pespectiva, a analise do comportamento das
solugbes proximo a origem esclareceu estas peculiaridades. Além disso, verificamos que a
impureza nao alterou a maneira como esses campos se comportam na regiao assintotica

(r — 00).

Para o caso nao topoldgico, restrito ao cenario Chern-Simons-C'P(2) com impureza,
calculamos solugoes analiticas aproximadas para os campos, relevantes para o caso a(r) < 1
e A(r) < 1. Na sequéncia, procedemos ao estudo numérico do sistema BPS projetado a
fim de identificar os efeitos causados por dois tipos diferentes de impurezas magnéticas, ou
seja, uma localizada (que representa uma tnica barreira/pogo) e uma impureza periddica
(uma cadeia de barreiras/pocos). Neste sentido, observamos que as expressoes analiticas
aproximadas imitam parcialmente bem os resultados numéricos para o caso localizado. Por
outro lado, também verificamos a ocorréncia de uma inversao de sinal do campo elétrico
proximo a origem, tal fendmeno nao pode ser previsto pela estudo analitico aproximado,
mencionado anteriormente. Explicamos tal inversao com base nos perfis linearizados
calculados em torno de r = 0, dos quais concluimos que o setor elétrico nao topolégico
é sensivel nao apenas a “altura” (representada pelo parametro real ¢) da impureza, mas
também se a impureza representa uma barreira ou um poc¢o (que possui relagdo com o

sinal do parametro c).

Além disso, descobrimos que tanto a(r) quanto A(r) retém sua monotonicidade,
mesmo para valores considerdveis de ¢ (diferentes de |c¢| < 1). Este fato constitui uma
diferenca importante em comparac¢ao com o caso topoldgico, para o qual impurezas locali-
zadas dao origem a funcoes de perfil ndo monotdnico conforme ¢ aumenta. Além disso, os
resultados para o campo magnético B(r) e densidade de energia BPS &;,5(r) apresentaram
uma peculiaridade perto da origem que explicamos com base nas correspondentes solugoes

linearizadas aproximadas.

Com base no fato de que a distribui¢ao de energia permanece localizada (e a energia
total, portanto, permanece finita) mesmo quando a impureza nao desaparece no limite
assintotico, também investigamos o caso definido por uma impureza periddica, que pode
ser interpretada como uma cadeia infinita de barreiras ou pocos, onde os parametros ¢
e d controlam a “altura” e a “largura” da impureza, respectivamente. Neste caso, nosso
trabalho numérico mostrou que as expressoes aproximadas descrevem o comportamento

geral de a(r), A(r) e B(r) satisfatoriamente bem para A < 1. Por outro lado, descobrimos
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que o setor elétrico desenvolve um novo perfil periddico que se espalha para a regiao
assintética, mesmo para |c| < 1, e cuja ocorréncia nao pode ser prevista pelas solugoes
analiticas aproximadas. Apesar desta significativa novidade, a densidade de energia das

configuragoes resultantes permanece localizada, como esperado.

Os resultados numéricos para ¢ consideravel (diferente de |¢c| < 1) confirmou a
persisténcia do perfil periédico citado anteriormente. Além disso, a medida que ¢ aumenta
positivamente, as solugoes tanto para a(r) quanto para A(r) perdem sua monotonicidade,
um efeito previamente encontrado no contexto de configuracoes topoldgicas na presenca
de impurezas localizadas. Finalmente, observamos que o campo magnético correspondente
representa um anel multicamadas centrado na origem, que retém o fluxo magnético
confinado a esta regiao, do qual destacamos que se trata de uma novidade sem qualquer
correspondéncia com o cenario topologico. Além disso, as solugoes para a densidade de
energia £4,5(1) se comportam semelhante as do campo magnético (ou seja, formam um

anel multicamadas centrado na origem).

Com base nos resultados que expusemos neste trabalho, seria interessante estudar
como os perfis adotados para a impureza magnética neste manuscrito afetam um séliton
C'P(2) calibrado no contexto de um problema dindmico, envolvendo a propagacao deste

sOliton e a interagdo com uma impureza mantida estatica.

Outra possivel linha de pesquisa envereda pelo estudo acerca dos Skyrmions
CP(2) [80,81], em se tratando da configuragdo de campo (2.10). Além de analisar a
possibilidade de uma extensao deste cenario para a inclusao de uma impureza magnética
e, se possivel, uma impureza de carater elétrico, ou um cenario bem mais ampliado em

que incluam os dois tipos de impurezas.
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A.1 Condicoes de contorno do Capitulo 2

Para especificar a obtencao das condigoes de contorno para os campos da teoria,
iremos analisar a condigao de finitude de energia [¢(|x| — c0) — 0], em se tratando da

versao nao projetada (2.30):
1
e = 55" + (Do) Dig + U(¢s). (A1)

Tal condicao é satisfeita pelos seguintes comportamentos:

B — 0, (A.2)
Uo(¢3) — 0. (A.4)

A condigdo (A.2) requer que o campo de calibre Ay seja um “gauge puro” [vide
Eq.(2.17)], i.e.,
1
Ak,vdc = 78’697 (A5)
e
onde e = ¢/2 e o indice “vac” se refere ao estado de vacuo, que é acessado no limite

assintotico dos campos.

Ja a condigao (A.3) nos fornece o seguinte resultado:

Ok ®1 vac H1 A vacP1 vac
Ot20ac | = | —1AkvacP206c | > (A.6)
Ok P3 vic 0
Ok®1 vac + (10k0) H1 vac D1 vae ve'
Ob2wae | = | — (10k0) P2vic | = | b2wae | =] ve ™ |. (A7)
Ok @3 vac 0 ®3v6c const

onde utilizamos acima as equagoes (2.14) e (A.5). Além do mais, v representa o valor

assumido pelo campo ¢; no estado de vacuo.

O potencial (2.41) nos permite concluir que a condigdo (A.4) é satisfeita por

®3.04c = 0, desse modo, temos

¢1,vdc er
¢vdc = ¢27vdc = ve : (AS)
®3.vac 0

Além de que, da andlise da Figura 1, podemos observar que o campo ¢3 assume o valor
nulo exatamente quando

a=m/2. (A.9)
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Variagoes ciclicas na fase de (A.8) nao deverao gerar mudangas, neste sentido,

RBIN Vet
¢vd0(9 + AQ) = ¢vc’w(9) = Ue_iee_iAo .= Ue_ie R (AlO)
0 0
de onde podemos inferir que
A0 =m2r, m=0,£1,+£2, ... (A.11)

Também podemos concluir que, no estado de vacuo,

h
[#]* =0, [&n* + 6o =h = v =/3, (A.12)

o que significa que a variedade de vacuo da teoria é representa por um circulo de minimos

Sl

vac?

descrito no plano que contém os campos ¢, e ¢s, que é obtido quando o campo de

calibre assume o seu “gauge puro”.

Iremos agora descrever a circulacao de eAy 4. (A.5) ao longo de um circulo C'

fechado de raio x| — oo, que corresponde a variedade fisica da teoria (S|1x| o)~ Portanto,

efAk,vacd:Ek = f@kﬁdxk = (,fekdx = }{60 = A6 = m2r. (A.13)
x
c c

onde utilizamos (A.11). Esse resultado nos permite concluir que m corresponde ao niimero

de vezes que o circulo S|1 - envolve o circulo S}, = ou melhor, o nimero de voltas que

vac?

o campo ¢ completa sobre S, enquanto o campo de calibre percorre todo espaco fisico.

vac

Essa relagao entre as variedades pode ser descrita por

(A.14)

. ql 1
f : S|x|—>oo - Svac’
onde f corresponde a uma relacdo homotopica.

Se refizermos o calculo anterior, aproveitando o seu resultado, mas agora utilizando

o ansatz (2.48) para o campo de calibre A;, obtemos (tomando r— co = R)

i . g Elj i . g /271' :L' /271' :L'
Ai Uécd — Avacd 7Av¢ic - d
¢ z{ wac gR? P < ) g™ grR2 ™
g 2r Rsinf . 2r Rcosf
= _§Avdc (— /0 Pz Rsin0df — /0 P R cos 0df

A , 27 27
= 2 (/ sin? #d6 + / cos? 9d6)
2 0 0

Avdc 2m o Avt’zc
- 2 </0 de) = T

ey(Aichxi = Apgem = m2m (A.15)
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onde A(r = R) = Ayse. Desse modo, concluimos que
A(r— o0) =Ayse = 2m, (A.16)

e que no “gauge puro”, para o caso topoldgico, o campo de calibre é proporcional ao grau
) )

topologico m.
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B.1 Recuperacao da Lei de Ampeére relacionada ao Capitulo 2
Nesta secao iremos recuperar a lei de Ampere (2.29),
ek]@jB = —Jk, (Bl)

através de manipulagoes envolvendo as equacao BPS (2.43), (2.46) e (2.47), que sao

representadas, respectivamente, por

B = +h'2g¢s, (B.2)
~ €5 ~
Djwp =175 (W0kds — vD) . (B.3)
1€,
003 = igh% Ji. (B.4)

Através da Eq. (B.4), obtemos a relagdo para a densidade de corrente Ji no limite

BPS, ou seja,

1€4;€5
€xj0if3 = £ ghjl/Jgp Jp (B.5)
gh'?e;0;¢5 = +Jj. (B.6)
Jp = Fgh'?€;0;03. (B.7)

Agora, aplicando €;0; sobre (B.2) retomamos
EkjajB = :I:hl/zgekjajgbg. (B8)

Utilizando (B.7), obtemos
ijajB = —Jk, (Bg)

que é exatamente a Lei de Ampere (B.1).

B.2 Recuperacdo das equacdes do campo C'P(2) relacionada ao

Capitulo 2

Partimos agora da equagao BPS (B.4),

ij

a]¢3 = :l:ghl/Q

. (B.10)
onde, derivando em relacdo a 2/, obtemos

8j8j¢3 = :Fhf/z Ejpaj w* (ﬁpz/’) - (D/ﬂb)* @Z’] (B-H)
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Passamos a resolver o termo em destaque,

€jp0; [w ( pw> ( pqﬁ)*w} = ejp{(ajw*) (ﬁp¢)+w*aj (Dpw)
= — (D) v - (D) g} (B12)

€jp0; [¢ ( p¢) ( p¢>*¢} = Ejp{(aﬂb* + Z.éqAﬂb*) (ﬁpw) - iQQAJ'@b* (D/ﬂb)
+u (0= 04,) (Do) + F a0 (D)
(0= 2a,) (Do0)] v+ Ly (D) v

— (D) (aﬂﬂ - iQQAj¢> - ?Aj (Ep¢)*w}B.13)

3003 [V" (Do) = (Do) 0] = &, {(Dw) (Do) + v (DiDso)
— (D;Dw) ¥+ (D) (Djw)}  (B.14)

eind [0 (Do) = (Do) w] = o {2(Ds0)" (Do) +v" (D3 D)
— (D;Dyw) v} (B.15)

Como
€jpt)” (ﬁjﬁpw) — €p (ﬁjf),ow) Y =1igB W|2 ) (B.16)
entao

6Jp [w ( pw) ( pw)*w} = 2€jp (ﬁﬂb)* (Dpw) =+ igB W}'2 (B17)

Dessa forma, substituindo (B.17) em (B.11), chegamos a

0;0;¢3 = :Fhfm 2¢j, (D))" (D) +igB |¥[°] (B.18)

0,005 = Ty 20 (D0) (Do) +iB0 - 3)]
_ # 26, (D) (D) + S Bh - i2 B (B.19)
o 526, (D) (D) + %hWB ¥ gh—lﬂBgzsg (B.20)
Utilizando a BPS (B.2),
0;0;¢3 = ¢h1i/22@'p (D) (Dyv) + (gzhd)s) - <92¢§> ¢3 (B.21)

i N 10U oU
F 26 (D) (Dpw)+<2%> <2h 1¢3a¢3>¢3’ (B.22)
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onde recorremos ao potenncial (2.41).
Dado que
A A e 1/2 (8p¢3)2
26, (D) (Dotp) = Fih ¢3W’ (B.23)
finalmente obtemos
(0,03)° 10U
Oicha = — B.24
oies ==t (55,) = (317005, ) 2
19U 9 ¢3) - )
0,0;¢3 = £ —h gy — B.25
J ]¢3 (28¢3> ( |1/1‘ 2 (b a¢3 (bS ( )
No limite BPS a relagao (2.27) para o valor de A se resume a
(8,03)° ou
A= fh B.26
|¢|2 ¢3 8¢3 ( )
Portanto,
10U

que recupera a equacao de Lagrange (2.26) para o campo ¢s.
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