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Resumo

Este trabalho trata do Uso de recorréncia na educac¢ao bdsica, com destaque, principal-
mente, ao estudo das recorréncias lineares de 1° e 2% ordem, e suas técnicas empregadas na
resolucao de problemas. No trabalho sao apresentados conceitos de sequéncias numéricas
que é de grande relevancia para o estudo das recorréncias lineares. Destaca-se também a
importancia do pensamento recursivo que serve de alicerce para a resolucao de problemas
de diversas areas da matematica. Foram feitos algumas demonstragoes de teoremas as-
sociados aos estudos das recorréncias lineares de 1° e 2 ordem de forma que os mesmos
sejam utilizados como ferramentas de resolucao para diversos problemas e atividades do
ensino basico. Salientamos diferentes aplicacoes para mostrar que o estudo de recorrén-
cia ¢ um importante aliado na modelagem matemaética e que seu estudo é acessivel aos
estudantes do ensino basico, em especial as olimpiadas de matematica. A expectativa é
que este trabalho sirva como motivador para professores e alunos na resolucao de proble-
mas matematicos e que a pratica do raciocinio recursivo seja cada vez mais utilizada na

educacao bésica.

Palavras-chave: Sequéncias Numéricas. Recorréncia. Pensamento Recursivo.



Abstract

This work deals with the Use of recurrence in basic education, with emphasis, mainly, on
the study of linear recurrences of 1st and 2nd order, and their techniques used in problem
solving. The work presents numerical sequence concepts that are of great relevance for
the study of linear recurrences. It also highlights the importance of recursive thinking
that serves as a foundation for solving problems in different areas of mathematics. Some
theorem demonstrations were made associated with the studies of 1st and 2nd order linear
recurrences so that they are used as tools for solving various problems and activities of
basic education. We highlight different applications to show that the study of recurrence
is an important ally in mathematical modeling and that its study is accessible to students
of basic education, especially the olympics in mathematics. The expectation is that this
work will serve as a motivator for teachers and students in solving mathematical problems

and that the practice of recursive reasoning will be increasingly used in basic education.

Keywords: Numerical Sequence. Recurrence. Recursive Thinking.
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Introducao

A motivacao pela escolha do tema deu-se em funcao da riqueza e potencial que o mesmo
possui para a resolucao de varios problemas em matematica que sao trabalhados no ensino

bésico.

E oportuno salientar que as disciplinas cursadas no mestrado, em especial a
MA 12 que trata de contetiidos da Matematica Discreta, foi de suma importancia para a

realizacao deste trabalho.

E podemos observar que a resolucao de problemas a partir de um pensamento
recursivo vem de uma certa forma contribuir para o pensar matemético no sentido de
desenvolver habilidades e incitar a criatividade para a resolucao de diversos problemas no

ensino bésico.

Diante deste primeiro contato chamamos a atencao para que este contetdo
esteja presente na sala de aula com maior frequéncia e de fato seja trabalhado com o
devido rigor em diversos contetidos da matematica, uma vez que a recorréncia prioriza a
solucao de problemas a partir de uma anélise mais detalhada do mesmo em casos menores

de forma que sejam trabalhados passo a passo até chegar na elucidagao do problema.

O uso de recorréncias em contetidos de Matematica no ensino basico tem como
objetivo desenvolver habilidades e estimular o aluno a construir sua propria solugao, e por
conseguinte agucar o estudante a ter uma aproximagao cada vez mais precisa na resolugao

de problemas.

A importancia do tema ganha énfase por agregar valores e disciplinar ainda
mais a solucao de varios problemas que sao trabalhados no ensino béasico, que passarao a
ser resolvidos por meios de técnicas que deliberam uma logica cadenciada a partir de casos
menores até chegar no desfecho do problema em questao, fazendo com que a resolucao de
varios problemas se torne cada vez mais significativa, objetiva e clara no entendimento do

aluno.

O desenvolvimento do trabalho teve fundamentacao tedrica bibliografica ba-

seada em livros do ensino béasico, obras académicas e livros do ensino superior com foco
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na educacao basica. Ressaltamos que o texto apresentado parte de um raciocinio logico-
dedutivo para apresentar as definicoes, propriedades, teoremas e aplicacoes a partir de
exemplos que sao feitos de forma minuciosa e detalhada, atendendo que os contetidos
sejam apresentados a partir de uma linguagem simples, clara e eficaz. Desta forma es-
peramos que o resultado final seja alcancado por professores e alunos na construcao do

processo ensino aprendizagem na resolucao de problemas mateméticos.

No capitulo 1 apresentaremos o estudo das sequéncias elementares e sua im-
portancia em diversos conteuidos trabalhados no ensino basico, destacando-se que o estudo
das mesmas e as formulas por ela desenvolvidas sao originadas a partir de um raciocinio

recursivo.

No capitulo 2 é dedicado a resolugao de problemas mateméaticos que podem
ser solucionados a partir de um raciocinio recursivo visando agregar conhecimentos para
alunos e professores que priorizard a autonomia, iniciativa, criatividade e construgao do

pensamento na resolucao dos problemas.

No capitulo 3 serao apresentadas e desenvolvidas as defini¢oes, teoremas e pro-
priedades relacionadas ao estudo das recorréncias, abordando férmulas fechadas, recorrén-

cias lineares de primeira e segunda ordem. Todas serao demonstradas e exemplificadas.

No capitulo 4 mostraremos as aplicagoes do estudo das recorréncias em diversas
areas da matematica tais como a matematica financeira e analise combinatoria. Destaca-
se também o uso dos jogos que podem ser trabalhados na sala de aula, entre eles podemos
citar a Torre de Hanoi. Serd apresentado também a importancia do estudo das Sequéncias
de Fibonacci e suas aplicacoes na resolucao de diversos problemas mateméaticos de Ensino

Béasico.

Observamos ainda que uma das aplicagoes do estudo das recorréncias podem
ser verificadas na resolucao de diversos problemas do exame das Olimpiadas Brasileira de
Matematica - OBMEP, mostrando ao aluno que as soluc¢oes de alguns problemas olimpicos
podem ser criados e pensados pelo proprio aluno, tornando o mesmo mais preparado e

confiante para a resolucao do exame como um todo.

Finalmente, no capitulo 5, ratificamos a importancia da teoria estudada nos

capitulos anteriores para alguns resultados na algebra e aritmética.

Este trabalho tem como proposta ser um material de apoio que possa ser uti-
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lizados por professores do Ensino Basico no quesito em trabalhar recorréncia e pensar
recursivamente em alguns conteidos matematicos objetivando tornar as aulas de mate-
méaticas mais criativas, dinamicas e atrativas, ou seja, priorizar a resolucao de problemas

fazendo uma abordagem diferenciada.

Acreditamos que este trabalho contribua para o processo ensino aprendizagem
dos alunos de maneira que despertem novos interesses e métodos de resolucao de problemas
matematicos com o uso de raciocinio recursivo visando tornar as aulas de matemética mais

pontual e atrativas.
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1 Sequéncia

Esta secao teve como referencial tedrico a obra da Cole¢cao do Professor de Matematica
da Sociedade Brasileira de Matemaética - SBM, o livro To6picos de Matematica Elementar
volume 1 - Numeros Reais do autor Antéonio Caminha Muniz Neto e o livro Matematica
Discreta da colecao profmat - SBM dos autores Augusto César Morgado e Paulo Cezar
Pinto Carvalho. O texto que segue teve suas devidas adaptacoes nas defini¢oes e exemplos

baseadas na obras citadas acima.

1.1 Sequéncias Elementares

A ideia é mostrar, conforme consta em que o estudo das sequéncias e formulas utilizadas
no ensino basico sao originados de um pensamento recursivo e que nao ¢ costumeiramente

abordado a partir deste raciocinio.

Podemos elencar o conteudo de sequéncias como um dos mais trabalhados
no ensino médio que pode ser mostrado a partir de um pensamento recursivo, mas nao
é trabalhado como tal. Dentre estes contetidos podemos citar as progressoes com suas

formulas, aplicacoes e exemplos.

As sequéncias podem ser classificadas em sequéncias finitas ou infinitas, con-

forme argumentos abaixo.

Uma sequéncia de ntimeros reais é caracterizada como infinita quando seus
elementos pertencem a uma lista ordenada infinita (ai,as,as,...) de nimeros reais, ou
seja, uma lista infinita de ntimeros reais na qual é possivel especificar quem é o primeiro
numero da lista, quem é o segundo, o terceiro e assim por diante. Nestes termos podemos

estabelecer a seguinte notacao para uma sequéncia infinita por (ax) com k > 1.

Uma sequéncia de nimeros reais é caracterizada como finita quando seus ele-
mentos pertencem a uma lista ordenada finita (a1, as,as,...,a,) de numeros reais, ou
seja, uma lista finita de niimeros reais na qual, assim como foi feito com as sequéncias
infinitas, especificamos quem é o primeiro nimero da lista, quem é o segundo, o terceiro

e finalizando com o enésimo numero da lista.
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E possivel também estabelecer a seguinte notacdo de sequéncia finita por (ay)

com 1 <k <n.

Nosso objetivo é estudar alguns casos de sequéncias elementares que aparecem
com muita frequéncia na Matemaética e merecem destaques para serem usadas como fer-
ramentas para a construcao de um pensamento recursivo. Desta forma estabeleceremos

varias defini¢oes e propriedades validas para sequéncias em geral.

E bom ressaltar que estaremos tratando sempre das sequéncias infinitas, e

deixaremos a cargo do leitor fazer as devidas adaptagoes para as sequéncias finitas.

1.1.1 Definicao de Sequéncias e Férmulas Posicionais

Para determinarmos uma sequéncia numérica precisamos de uma lei de formacao.

Exemplo 1.1.1. A sequéncia definida pela lei de formacao a,, = 2n —1 com n € N, onde
n=12234>5,...¢ea, éotermo que ocupa a n-ésima posicao na sequéncia. Por esse

motivo, a, é chamado de termo geral da sequéncia.

Sejam R o conjunto dos niimeros reais e N o conjunto dos niimeros naturais,
na qual temos N = {1,2,3,4,5,...}, e definimos como sequéncia uma fungao f: N — R.
E esta funcao é chamada de sequéncia de nimeros reais, na qual indicamos a sequéncia

por seus valores:

f=0Q), f(2),f@),.... f(n),...).

Definigao 1.1.1. Dizemos que a sequéncia (a;) com k > 1 dos quadrados perfeitos é
dada por f = (f(1), f(2),f(3),..., f(k),...) = (1%,2% 3% --. k2 ---). Portanto, temos

que a; = 12, ay = 22, ag = 3% e de maneira mais geral, a, = k* para k > 1 inteiro.

E importante salientar que para sequéncias definidas por formulas posicionais,
¢ muito frequente e util listar os termos da mesma a partir do zero, isto é, estamos
considerando N = {0,1,2,3,4,5,...} e a notacao passa a ser (ay) com k > 0, o que
a principio parece ser estranho, uma vez que o primeiro termo da sequéncia seria ag, 0

segundo seria ay, etc.

No entanto, torna-se necesséario no sentido de simplificar a formula posicional

que define os valores dos termos da sequéncia, é oportuno agir assim.
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Diante do exposto na defini¢ao (1.1.1) como seria a formula posicional para as

sequéncias dos quadrados perfeitos para os casos em que (ay) com k > 07

A formula posicional para a sequéncia dos quadrados perfeitos em que (ay)

com k > 0 seria dada por: aj, = (k+1)?, para todo k > 0.

ag=(0+1)°=12 (primeiro quadrado perfeito da sequéncia).
a; = (141)* =22 (segundo quadrado perfeito da sequéncia).
ay = (241)* = 32 (terceiro quadrado perfeito da sequéncia).
ap = [(k—1)+1]> = k? (k-ésimo termo quadrado perfeito da sequéncia).

Observamos que uma alternativa a formulas posicionais para os termos de uma
sequéncia é uma definicao recursiva, ou por recorréncia, que é uma técnica matematica
que permite definir sequéncias, conjuntos, operacoes ou até mesmo algoritmos partindo de
problemas particulares para problemas genéricos. E tem como procedimento especificar
um ou mais termos iniciais da sequéncia e a partir dai trabalhar com etapas para calcular
os demais termos em funcao dos seus anteriores, isto é, encontrar qualquer termo da

sequéncia em funcdo do(s) antecessor(es) imediato(s).

Trataremos mais formalmente do conceito de recorréncia no capitulo (3), mas
ja fazemos alusao ao tema por estd presente em contetidos algébricos e geométricos do
ensino basico, e em especial destacamos os topicos de progressoes que podem ser tratados

com rigor e formalizacao a partir deste conceito.

1.2 Progressoes

1.2.1 Consideracoes Iniciais

O estudo das sequéncias elementares podem ser iniciado pelas progressoes aritméticas e
geométricas que sao conteudos bastante explorados nas primeiras séries iniciais do ensino
médio, e devem ser transmitidos aos alunos de forma que possa ser feito uma construcao

de ideias a cerca do tema a partir de um pensamento recursivo.
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1.2.2 Progressao Aritmética

Uma sequéncia (a) com k > 1 de nimeros reais ¢ uma progressao aritmética, costumei-
ramente com a notacao PA, se existir um nimero real r constante, denominado de razao

da PA; tal que a recorréncia a1 = aj + r, seja satisfeita para todo inteiro k > 1.

O numero real r constante, razao da PA, estd definido como a diferenca de
dois termos consecutivos quaisquer da PA, neste caso a diferenca entre os termos a1 e

ag.

E importante observar que para uma PA esta completamente determinada é

necessario que além de sua razao r, conhecermos seu termo inicial a;.

Por exemplo a sequéncia (ayx) com k > 1 dada por a; = 5 e agpy1 = ap + 2
para k > 1 é uma PA de primeiro termo 5 e razao 2, formalmente determinada pela
recorréncia que deve ser satisfeita pelo valor 5 do termo inicial e seria definida assim: A
PAé (5,7,9,11,...).

Caso a sequéncia tivesse sido definida somente pela recorréncia axy; = aj + 2

para todo k£ > 1, nao teriamos uma s6 PA, pois dependeria da escolha do termo inicial.

PROPOSIGAO 1.2.1. Se (ax) com k > 1 é uma PA de razao r, entdo:

1. ay = ay + (k—1)r, para todo k > 1.

B n(ay + ap)

2. a1 +ay+a3+...+a, = 5 , para todo n > 1.

Demonstrag¢ao. Prova do item (1): Construiremos um diagrama dos k termos da sequén-

cia.

+r +r +r +r +r

aq a9 as

Fica claro que:
Para chegar a as a partir de a; preciso realizar 1 passo.
Para chegar a a3 a partir de a; preciso realizar 2 passos.

Para chegar a a4 a partir de a; preciso realizar 3 passos.



1.2 Progressoes 19

E assim por diante.

Seguindo esse raciocinio serao necessarios k — 1 passos, onde cada passo se
resume a somar r a um termo. Logo para obter a; temos que somar (k — 1)r ao termo
ai, ou seja,

ap = a1 + (k‘— 1)7“.

Demonstra¢io. Prova do item (2): A partir do diagrama abaixo, podemos fazer a

seguinte construcao:

+r +r +r o —r —r —r

ai ag as > < Ap—2 < (p—1 < an

Podemos concluir que:
a1+ an, =(ag —71)+ (a1 +7) =a2 — 1+ ap_1 +7 = a2+ ap_1,

ag+a,1="(az—71)+ (ap2+71)=0a3 =7+ ap_o+1r=as+ a, 2,

na qual segue que: a; +a, =as+a, 1 =a3+ay, o =04+, 3= ... =0, + Q1.

Temos a soma S1 =a;+as+az+---+a,_1+ ay,, e escrevendo a soma de tras

para frente (S53), teremos, Sy = a, + ap—1 + ap_2 + -+ + as + a;.

Fazendo a soma de S; e S5 que representa o mesmo valor teremos:

2S5 = (a1 4ay)+(ag+a,_1)+(as+a, 2)+- -+ (an_o+as)+(an_1+as)+(a,+ar). (1.2.1)

Podemos observar na equagao (1.2.1) que, ao passar de um paréntese para o
seguinte, a primeira parcela aumenta de r e a segunda diminui de r, o que nao altera a

soma. E justifica que todos os parénteses sao iguais ao primeiro, (a; + a,).
E como sao n parénteses, teremos:

25 = (a1 + a,) + (a1 + an) + (a1 +an) + ... + (a1 + a,) + (a1 + ay) + (a1 + ay)

/

Vv
n parcelas

n(a; + ay)

28, = n(a1 + a,) = S, = 5
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As formulas dos itens (1) e (2) da proposigao (1.2.1) sdo conhecidas respec-
tivamente como as férmulas para o termo geral e soma dos n primeiros termos de uma

progressao aritmeética.

1.2.3 Progressao Geométrica

Uma sequéncia (ax) com k > 1 de nimeros reais é uma progressao geométrica, costumei-
ramente com a notacao PG, se existe um niimero real ¢ constante tal que a recorréncia

a1 = q - ag, é satisfeita para todo inteiro k > 1.

Assim como as progressoes aritméticas, o ntumero real ¢ em destaque na defi-
nicao de uma PG representa a razao da mesma. Podemos observar que, se ¢ = 0, entao

ar = 0 para todo k > 1. Por outro lado, se ¢ = 1, entao a; = a1, para todo k > 1.

Uma PG também s6 estard completamente determinada se dela conhecermos

0 primeiro termo a; e a razao q.

Exemplo 1.2.1. A sequéncia (a;) com k > 1 dada por a; =5 e ag,1 =2-a, para k > 1
é uma PG de primeiro termo 5 e razao 2, formalmente determinada pela recorréncia que
deve ser satisfeita e pelo valor 5 do termo inicial com a seguinte definicao: Essa PG teria

os seguintes termos (5,10, 20,40, ...).

Seguindo o mesmo raciocinio do estudo das progressoes aritméticas, o resultado
seguinte apresenta as formulas para o termo geral e para a soma dos k primeiros termos

de uma PG.

PROPOSIGAO 1.2.2. Se (ay) com k > 1 é uma PG de razio q, entdo:

1. a; = a1 - ¢"!, para todo k > 1.

Qp+1 —

2. Seq#1,entao a; +as+az+...+a, = lal,paratodonzl.
q_

Demonstra¢iao. Prova do item (1): A demonstragao segue o mesmo raciocinio utilizado
para mostrar a formula posicional do termo geral da progressao aritmética. Construiremos

também um diagrama dos k termos da sequéncia.
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Conforme diagrama segue,

xXq xXq xXq xq xXq

a1 ag a3

Fica claro que:

Para chegar a as a partir de a; preciso realizar 1 passo.
Para chegar a a3 a partir de a; preciso realizar 2 passos.
Para chegar a a4 a partir de a; preciso realizar 3 passos.
E assim por diante.

Desta forma serao k — 1 passos, onde cada passo se resume a multiplicar um
termo por ¢. Logo, temos de multiplicar a; por ¢ um total de k& — 1 vezes, e dai

ap = ay - ¢" 1. [

Demonstragiao. Prova do item (2): A demonstragao serd indicada por S, a soma dese-

jada, isto é, S, =a; +as+ a3+ -+ a,_1 + a,, e multiplicando por ¢, obtemos.

¢-Sp=¢q (a1 +ax+...+a,_1+a,) =qa +qazs+ ...+ qan_1 + qa,, na qual

equivale as somas dos seguintes termos gerais.

q-Sp=as+az+as...+ a,+ ayy1. Segue que:

Sn:a1+a2+...—|—an,1+an
q-Sp=as+az+ ...+ a,+ apy1.

Fazendo as subtracoes das equacoes no sistema acima, temos:

Apy1 — I
Sn—an:al—anH:>Sn(1—q):a1—an+1:>5n:TZ:JFT. |
As formulas dos itens (1) e (2) da proposicao (1.2.2) sdo conhecidas respec-
tivamente como as féormulas para o termo geral e soma dos n primeiros termos de uma

progressao geomeétrica.
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2 Pensamento recursivo

Esta secao teve como referencial tedrico a obra Matemética Discreta da Cole¢ao Profmat
e material em video do programa de aperfeicoamento para professores do ensino basico
proferido pelo professor Augusto César Morgado disponibilizado pelo IMPA - Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, destaca-se que ha uma caréncia muito grande dos programas
de matemaética que valorizem os raciocinios recursivos com mais frequéncia em conteidos

de matematica do ensino basico.

Embora, percebamos o crescimento e a evolucao da tecnologia em diversas
areas do conhecimento, nota-se que é extremamente importante e se torna cada vez mais
necessario saber raciocinar recursivamente, mas infelizmente esta préatica nao esta sendo

realizada em muitas salas de aula que se trabalha matematica.

Iremos apresentar alguns problemas que serao resolvidos a partir do uso de um

raciocinio recursivo.

2.1 Problema das lampadas numa bancada

O problema central a ser resolvido consiste em determinar o niimero maneiras que 10 lam-
padas podem ser dispostas ( ligadas ou desligadas), sendo que duas lampadas consecutivas

nao podem estar ligadas.

Para resolver este problema, iremos enunciar um problema mais simples e a

partir dai resolveremos o problema central.

Problema 2.1.1. Havia uma bancada de 5 lampadas, cada uma delas poderia esté ligada
ou desligada. De quantos modos essas lampadas podem estéa ligada ou desligada de tal

forma que duas lampadas adjacentes nao estejam ligadas ao mesmo tempo.

Solugao: Resolveremos primeiro este problema por trata-se de uma bancada
com poucas lampadas na qual facilitard mostrar todas as configuracoes possiveis para o

entendimento do raciocinio recursivo.

Definiremos o status das lampadas como L e D, sendo respectivamente Ligada
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e Desligada. As configuracoes possiveis podem ser:

1. Nenhuma lampada esta ligada.

Nesta configuragao teremos as cinco lampadas desligadas (DD DDD), o que acarreta

em uma possibilidade.

2. Apenas uma Lampada esta ligada.

Nesta configuragao teremos cinco possibilidades, que seguem (LDDDD), (DLDDD),
(DDLDD), (DDDLD) e (DDDDL).

3. Duas lampadas estao ligadas.

Nesta configuragao teremos seis possibilidades, que seguem (LDLDD), (LDDLD),
(LDDDL), (DLDLD), (DLDDL) e (DDLDL).

4. Trés lampadas estao ligadas.

Nesta configuragao teremos apenas uma possibilidade, que segue (LDLDL).

Assim sendo, nao é possivel ter a configuracao de quatro lampadas ligadas, o
que se tornaria impossivel ligar quatro lampadas nessa bancada de cinco lampadas sem
termos duas lampadas adjacentes ligadas. Entao a solucao sao 13 possibilidades, que

corresponde a soma de cada caso apresentado 1 +5+ 6+ 1= 13.

Partindo para o problema central iremos resolver o problema da bancada de

10 lampadas raciocinando recursivamente, ou seja, fazendo um raciocinio por recorréncia.

Problema 2.1.2. Havia uma bancada de 10 lampadas, cada uma delas poderia esta
ligada ou desligada. De quantos modos essas lampadas podem esta ligada ou desligada

de tal forma que duas lampadas adjacentes nao estejam ligadas ao mesmo tempo.

A solugao por recorréncia de um problema de tamanho n serd expressa em
funcao do mesmo problema para casos menores, isto é, a solucao do problema da bancada
de 10 lampadas sera resolvido a partir da solucao de uma bancada com um tamanho

menor de lampadas.

Expressaremos A,, como a solu¢ao do problema para o caso n. E A, ficard em

termos das solucoes para tamanho menores.

Para contar o numero de solucoes para um problema com uma bancada de

tamanho n, o raciocinio serd da seguinte forma, deve-se somar o nimero de maneiras de
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arrumar a bancada quando a primeira lampada estiver apagada com o niimero de solugoes
quando a primeira lampada estiver acesa. A representacao inicial da solu¢ao do problema

segue conforme notagao abaixo.

An = Anfl + An72-

A vantagem desse raciocinio em abrir o problema em dois casos aparentemente
com o mesmo nivel de dificuldade é a de que o meu problema de tamanho n ficou expres-

sado em dois problemas menores.

o ...._________ bancada com n — 1 lampadas.

—~
12 lampada desligada (caso An—1)

Lp_ ... _________  bancada com n — 2 lampadas.

~
12 lampada ligada (caso An—2)

Segue que o problema de tamanho A, foi aberto em dois casos menores, A, _;
que representa o problema quando a primeira lampada esta desligada e A,,_5 representa

quando a primeira lampada esta ligada.

Logo, | A, = A,,_1 + A, _2 | & uma recorréncia para resolver o problema, embora

nao sendo obtido uma féormula fechada, temos uma féormula recorrente que da a solucao

do problema se conhecermos a solugao para problemas menores.

E possivel obtermos a solucao do problema para uma bancada com dez lam-

padas, pois ¢ possivel encontrar a solucao para a bancada de uma e duas lampadas.

Na bancada de uma lampada podemos ter somente duas possibilidades, ou a

lampada esta acesa ou apagada. Assim sendo, temos A; = 2.

L
D

Na bancada de duas lampadas temos trés possibilidades A, = 3.

LD
DD
DL



2.2 Problemas de Sequéncias definidas recursivamente 25

Desta forma como ja temos a solucao para os casos de bancada com uma e
duas lampadas é possivel a partir da recorréncia A, = A,,_1 + A,,_o encontrar a solucao

para a situacao na qual a bancada possui dez lampadas. Conforme o uso da recorréncia.
A=A 1+ A
A3 =A+ A =34+2=5
Ay =A3+A,=5+3=8
As=A,+A3=8+5=13
Ag=As5+ A, =13+8=21
A=A+ A5 =21+13=34
Ag =A;+ A¢=34+21 =55
Ag=Ag+ A7 =55+ 34 =89
A = Ag + Ag = 89 + 55 = 144.

Logo Ajg = 144, entao temos 144 possibilidades na bancada de dez lampadas

de tal forma que duas lampadas adjacentes nao estejam ligadas ao mesmo tempo.

2.2 Problemas de Sequéncias definidas recursivamente

Problema 2.2.1. Quantos sao as sequéncias de n termos todos iguais a 0 ou a I, que

possuem um nimero impar de termos iguais a 07

Solucgao: O ponto essencial deste problema esta na restricao de que a sequén-

cia deve ter um niimero impar de termos iguais a 0.

Caso nao houvesse essa restri¢ao, a solucao do problema seria 2", ou seja, cada

termo da sequéncia poderia assumir as duas opgoes.

n termos

Expressaremos A, como a solu¢ao do problema para tamanho n. E A, ficara
em termos das soluc¢oes para tamanho menores. Desta forma iremos abrir o problema
em casos menores para reduzir o tamanho do problema conforme a natureza do primeiro

elemento.
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A,, = primeiro elemento sendo 1 + primeiro elemento sendo 0

TV TV
12 caso 29 caso

Os casos podem ser ilustrados da seguinte forma:

12 Caso: 1T .

TV
primeiro elemento sendo 1

O problema ficou com uma quantidade impar de zeros s6 que agora com uma

reducao para o caso n — 1, designado de A,,_;.

22 Caso: o e

Vv
primeiro elemento sendo 0

Para nao criarmos uma nova variavel no problema, é preciso que agora haja

uma quantidade par de zeros, para que tenhamos no total uma quantidade impar de zero.

Desta forma a expressao que representard a sequéncia com uma quantidade
par de zeros serd dada pela diferenca entre a quantidade total de nimeros da sequéncia

pela quantidade impar de zero.

A expressao matemaética para este caso é dada por:

ot AL .

A solucao do problema para o tamanho n serd dada somando os dois casos
apresentados.

Ap=Ap g+ (27 =4, y) = A, =21,

Problema 2.2.2. Quantas sao as sequéncias de 10 termos, com elementos todos perten-

centes ao conjunto {0, 1,2} que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 07

Solucgao: Expressaremos A, como a solucao do problema para tamanho n.
E A, ficard em termos das solucoes para casos menores. Desta forma iremos abrir o
problema em casos menores para reduzir o tamanho do problema conforme a natureza do

primeiro elemento, que pode ser 1, 2 ou 0.

A, = 1?2 elemento sendo 1 + 1° elemento sendo 2 + 1° elemento sendo 0

NV Vv TV
12 caso 29 caso 32 caso
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As sequéncias terao as seguintes configuracoes:

r— , 0 problema ficou reduzido para o tamanho n—1.
2. , 0 problema ficou reduzido para o tamanho n—1.
O , 0 problema ficou reduzido para o tamanho n—2.

77777777 , 0 problema ficou reduzido para o tamanho n—2.

Os problemas de tamanho n — 1 e n — 2 serao denotados respectivamente por

An—l € An—2-

A solucao do problema para o tamanho n serd dada somando todos os casos

possiveis da sequéncia que sao iniciados por 1,2 e 0.

An = Anfl + Anfl + An72 + An72 - An = 2An71 + 2An72-

Para a sequéncia de um elemento (A;) temos trés possibilidades.

Para a sequéncia de dois elementos (Ay) temos oito possibilidades.

.

01 02
10 11
12 20
21 22.

\

Desta forma como ja temos a solucao para sequéncias de um e dois termos é
possivel a partir da recorréncia A, = 2A,,_1 + 2A,,_» encontrar a solucao para a situagao
na qual a sequéncia possui dez termos, pertencentes a {0,1,2} que nao possuem dois

termos consecutivos iguais a 0. Usando o pensamento recursivo.

Ay =245 +2A; = 6+ 16 = 22

As = 24, + 245 = 120 + 44 = 164
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Ag = 2A5 + 2A4 = 328 + 120 = 448

A7 = 2A6 + 2A5 = 896 + 328 = 1224

Ag = 2A7 + 2A5 = 2448 + 896 = 3344

Ag = 2A5 + 2A7; = 6688 + 2448 = 9136
Ao = 2A9 + 2A5 = 18272 4 6688 = 24960.

Logo Ay = 24960, entao temos 24960 possibilidades na qual a sequéncia possui

dez termos, pertencentes a {0, 1,2} que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 0.

2.3 Pensamento recursivo em poligonos

2.3.1 Soma dos angulos internos de um poligono convexo

Escreveremos uma formula de recorréncia para a soma dos angulos internos de um poligono
convexo. E de conhecimento matematico que para escrever uma féormula de recorréncia é

necessario ter a lei de formacgao e um ponto de partida, conforme exemplos ja apresentados.

O nosso ponto de partida é o triangulo, pois nao existe poligonos convexos com
menos de trés lados. No nosso caso o ponto de partida serd designado por S;. Sendo S5 a
soma dos angulos internos de um poligono de trés lados. E a soma dos angulos internos

de um triangulo qualquer é 180°.

Figura 2.1: Soma dos angulos internos de um triangulo

B

Fonte: O Autor

Desta forma temos S3 = 180°, ou seja, a soma dos angulos internos de um

triangulo é 180°.
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Iremos generalizar o nosso raciocinio com um poligono de n + 1 lados.

Figura 2.2: Poligono de n + 1 lados

Ay
An+1 A2
A, As
'/ 1 lad '
\ n -+ aaos '/
Aptr A, Ap—

Fonte: O Autor

Considerando o  poligono A1 AsA3--- A, A1, temos os  pontos

Ay, Ag, As, - VAL AL que sao  os  vértices do  poligono e os segmentos

AL Ay, AjAg, - A, A,, A, A1, sdo os lados do poligono. O nosso objetivo
¢ calcular a soma dos angulos internos deste poligono de n + 1 lados. Sem perda de
generalidade tracaremos um segmento unindo os vértices A,., e A, formando A, A,.
Criando assim um novo poligono A;A3A,--- A,A,+1 destacado em vermelho conforme

figura (2.3).

Figura 2.3: Soma dos angulos internos de um poligono de n + 1 lados

A
An-‘,—l ! A2
A As
‘/
! n lados )
\ .
/
Ay A1
+1 1,

Fonte: O Autor
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Podemos observar que o poligono A A3As--- A, A, terd um lado a menos,

ou seja, o poligono destacado possui n lados.
A soma dos angulos internos deste poligono de n lados sera designado pela
notacao Sj,.

E para completar o problema em questao que é a soma dos angulos inter-
nos do poligono de n + 1 lados serd dado pela soma dos angulos internos do poligono
AsA3Ay -+ Ay Ayl de nlados com a soma dos angulos internos do triangulo A; AsA,, 14

verificado no poligono A;As Az -+ A, A,1. Entao, temos:

Spi1 = S, + 180°.

Desta forma esté criado a formula de recorréncia para a soma dos angulos

internos de um poligono de n + 1 lados.

Sy = 180°
Syt = S, + 180°.

2.3.2 Numero de diagonais de um poligono convexo

Esta secao teve como referencial tedrico a obra de Oswaldo Dolce e José Nicolau Pompeo,
Fundamentos de Matematica Elementar volume 9, define-se diagonal de um poligono como
um segmento cujas extremidades sao vértices nao consecutivos do poligono. Da geometria

plana, seguem alguns poligonos com seus respectivos nimeros de diagonais.

Figura 2.4: Diagonais de poligonos

C G
A H@F
A B D E
Tridngulo: zero diagonal Pentagono: cinco diagonais
Q P
J K
=B
I L
M N

Quadrilatero: duas diagonais ~ Hexagono: nove diagonais

Fonte: O Autor
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Podemos observar uma importante propriedade para construirmos a féormula

de recorréncia para o nimero de diagonais de um poligono convexo qualquer.

De cada vértice A; (1 <1i <n, n € N) observado de um poligono de n lados

percebemos que todos os segmentos que partem de cada vértice A; sao diagonais exceto os

segmentos A; 1A;, A;1A; e AjA;, que sao respectivamente lado, lado e o proprio vértice

A;.

Dai segue que de cada vértice parte uma quantidade de segmentos que sao
diagonais, com excecao dos trés casos ja mencionados. Desta forma de cada vértice

partem n — 3 diagonais, sendo n o ntimero de lados.

Para uma melhor visualizacao do nosso argumento iremos generalizar nosso

raciocinio para um poligono de n + 1 lados.

Considerando o poligono A;AsAz--- A, A1 com n + 1 lados, conforme

figura (2.2), é facil observar que o mesmo possui n + 1 vértices.

E nosso objetivo é descrever a quantidade de diagonais que este poligono de
n+1 lados possui. Usando a mesma estratégia do problema da soma dos angulos internos
de um poligono iremos tracar sem perda de generalidade um segmento que une os vértices
Apyr e Ay (M) na qual origina o poligono A A3Ays--- A, A,1, conforme mostrado

na figura (2.3), com um lado a menos, ou seja, n lados.

No poligono Ay A3A,--- A, A, de n lados teremos uma quantidade de diago-

nais que chamaremos de D,,.

Verificando o poligono de n+ 1 lados podemos observar que todas as diagonais

D,, do poligono AsA3A,--- A, A, 1 de n lados pertencem ao poligono de n + 1 lados.

Para encontrar as demais diagonais do poligono A3 AsAsz--- A, A1 devemos

acrescentar a diagonal A, 1 A,.

E com a inclusao do vértice A; serd possivel a construgao de outras diagonais
que nao existiam no poligono AsAsA,--- A, A1 de n lados. E deste vértice A; serao

construidas (n + 1) — 3 diagonais, conforme figura (2.5).
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Figura 2.5: Numero de diagonais de um poligono de n + 1 lados

Akt

Fonte: O Autor

Desta forma serao construidos n + 1 segmentos a partir do vértice A; na qual

deveremos desconsiderar os segmentos A, A, 1, A1 A e A1 Ay que nao representam diago-

nais do poligono de n + 1 lados. Dai segue recursivamente que:

Dyi1=D,+1+[(n+1)—3]
Dpi1=Dp+1+(n+1-3)
Dn+1:Dn+1+n—2

Dn+1:Dn+n—1.

E usando o triangulo como ponto de partida, a lei de recorréncia do niimero

de diagonais de um poligono qualquer é dada por:

D3:0
Dn+1:Dn+n—1.

Com estas duas expressoes definimos a sequéncia que corresponde ao ntimero

de diagonais dos poligonos convexos.
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Usando a formula de recorréncia, verificaremos o ntimero de diagonais dos

quadrilateros, pentagonos e hexdgonos ja mostrados na figura (2.4).
D3 = 0, corresponde ao triangulo.
Dy=0+3—1=2, corresponde ao quadrilatero.
D5 =2+4—1 =5, corresponde ao pentagono.

Dg=5+5—1=09, corresponde ao hexagono.
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3 Recorréncia

Nesta secao teremos como fundamentacao teoérica as seguintes obras, livro texto Mate-
matica Discreta da Colegao Profmat e A Matematica do Ensino Médio volume
2 da colecao do professor de mateméatica da SBM - Sociedade Brasileira de Matematica
como alicerce de nossas defini¢oes, teoremas e exemplos relacionados ao estudo das equa-

coes de recorréncias.

3.1 Recorréncia e formulas fechadas

Recorréncia ou relacao de recorréncia é uma técnica matematica que por intermédio de

uma regra permite calcular qualquer termo em fungao do(s) termo(s) anterior(es).

Exemplo 3.1.1. A sequéncia (X,) dos nimeros naturais impares pode ser definida por

Xpi1=X,+2,com X;=1en>1.

As relagoes de recorréncia sao formadas por duas partes importantes. A pri-
meira parte refere-se as condicoes iniciais que devem ser conhecidas relacionadas aos
termos iniciais da sequéncia. E a segunda parte é a relacao de recorréncia que vem em
forma de uma equagao, e serd a regra que permitira calcular cada termo da sequéncia em

funcao dos seus anteriores.

E oportuno destacar que dada uma recorréncia é possivel gerar varias sequén-
cias distintas. Para isso, é necessario que sejam informados o(s) primeiro(s) termo(s) a

partir dos quais os demais termos serao obtidos a partir dos anteriores.

No Exemplo (3.1.1), caso seja alterado o termo inicial passaremos a ter uma

nova sequéncia de niimeros, conforme Exemplo (3.1.2).

Exemplo 3.1.2. A sequéncia (X,,) dos nimeros naturais pares pode ser definida por

Xpi1=X,+2,com X; =2en>1.

Observa-se a mesma formula de recorréncia nos Exemplos (3.1.1) e (3.1.2)
representando duas sequéncias distintas de niimeros na medida que temos termos iniciais

diferentes.
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O processo de encontrar a formula de recorréncia de uma sequéncia é de grande
relevancia para estimular e desenvolver o processo de raciocinio matematico dos alunos,
uma vez que os mesmos terao oportunidades de construir e desenvolver estratégias de

resolucao de problemas até que se encontre uma foérmula fechada.

A partir das formulas de recorréncia é possivel encontrar uma férmula fe-
chada para uma determinada sequéncia recorrente, desde que conhecamos sua regra e
o(s) termo(s) anterior(es) que define o termo geral. Nas formulas de recorréncias da Se-
¢ao (2.3) que trata da soma dos angulos internos e do niimero de diagonais de um poligono
convexo percebe-se que para calcular por exemplo o ntimero de diagonais de um poligono
de 20 lados é necessario conhecer o nimero de diagonais de poligonos com menos de 20
lados, ou seja, é necessario construir o niimero de diagonais de um poligono de 3 lados, 4

lados, 5 lados até chegar ao poligono de 20 lados.

Com o uso da férmula fechada, o problema ficard em funcao do nimero de
lados do poligono, sem a necessidade de fazer o célculo de diagonais em poligonos com

menos lados.

Face ao exposto construiremos a partir da formula de recorréncia uma férmula
fechada para a soma dos angulos internos e para o nimero de diagonais de um poligono

em funcao do niimero de lados deste poligono.

Segue a formula fechada para a soma dos angulos internos de um poligono a

partir da formula de recorréncia na Subsecao (2.3.1).

Sy = 180°
Spi1 = S, + 180°.

Escreve-se as linhas iniciais a partir do poligono de 3 lados, e em seguida
usamos a regra de recorréncia que estabelece que o préximo valor da soma é igual ao
valor atual mais 180°, até chegarmos no poligono de n lados que sera a soma dos angulos

internos do poligono de n — 1 lados mais 180°, conforme lista ordenada que segue.
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S = 180°
Sy = S3 +180°
S5 =S4+ 180°

Sn,1 - Sn,Q -+ 1800
Sy = Sp—1 + 180°

S5+ S0+ S+ S =55+ S+ 4 Sem1 + 180° + 180° + - - - 4+ 180°

n—2 parcelas

Podemos observar que a lista possui n — 2 linhas e somando ambos os lados
de todas as igualdades, e por conseguinte foi aplicado a lei do cancelamento da adicao,

originando a formula fechada da soma dos angulos internos de um poligono convexo.

S, =180 (n —2), para n > 3.

Prosseguiremos com raciocinio analogo para encontrar uma férmula fechada

para o numero de diagonais de um poligono convexo.

Segue a formula fechada para o nimero de diagonais de um poligono convexo

a partir da formula de recorréncia na Subsegao (2.3.2).

DgZO

Fazendo uma lista inicial a partir do poligono com 3 lados até chegarmos na

forma generalizada a um poligono com n lados.

Dn_lan_Q—l—(TL—Q)—l
Dn:Dn,1+(n—1>—1

Di+Di++ Dy i+ Dy =Ds+Di+-+ Dy +2+3+ -+ (n—2)

J/

n—3 parcelas

Entao restou uma soma de (n — 3) nimeros que estdo em uma progressao

aritmética, e usaremos a féormula da soma dos termos de uma progressao aritmética apre-
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sentada no Item 2 da Proposigao (1.2.1).

24+ (n—=2)] - (n—23)
2
n-(n—3)

Dn:T, para n > 3.

D, =

Encontrando uma féormula fechada para o Exemplo (3.1.1) da sequéncia dos

nimeros naturais impares com X; = 1 para n > 1.

A formula de recorréncia dada é: X,,1 = X,,+2com X; =1en > 1.

Xlzl
Xo=X1+2
Xg=Xo+2

Xn—l = Xn—2 +2
Xp =X, 1+2

X+X+  + X+ Xy =1+ X+ X%+ + X +2+2+ 42

n parcelas

Dai segue,

X,=2n+1 para X; =1 com n > 1.

Podemos classificar os diversos tipos de sequéncias recorrentes conforme sua

relacao de:

Ordem:

Dizemos que uma sequéncia recorrente possui uma Ordem k com k € N, quando o termo

geral depende de k termos anteriores.

Exemplo 3.1.3.
X; =

o] W

1
X = — n >1
LT3 X, T
O termo geral depende apenas de um termo anterior, ou seja, o termo geral

X411 depende apenas de X,,. Logo a ordem desta sequéncia definida por recorréncia é de

12 ordem (k =1).
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Exemplo 3.1.4.
Fh=F =1
F, = n—2+Fn—1> n > 2.

1

A sequéncia F,, dita de Fibonacci *, é de 2¢ ordem, ou seja, o termo geral

depende de dois termos imediatamente anteriores (k = 2).

Linearidade:

Dizemos que uma sequéncia recorrente é dita linear quando a funcao que relaciona cada
termo aos termos anteriores é linear, ou seja, a equagao de recorréncia for do mesmo

modelo que a equacao do primeiro grau. Caso contrario, serd denominada nao linear.

Exemplo 3.1.5.
Al - 1, A2 - 3
An = 3An—1 + 2An—27 n Z 3.

Observa-se que esta sequéncia de 2% ordem possui um termo como combina¢ao

linear dos termos anteriores. Logo a sequéncia recorrente ¢ dita linear.

Segue um contra-exemplo, ou seja, uma sequéncia recorrente nao linear.

Exemplo 3.1.6.
Al - 3, AQ - 5
A, =3(A,1)° — 24, 5, n>3.

Observa-se que esta sequéncia de 22 ordem nao possui um termo como combi-

nacao linear dos termos anteriores. Desta forma a sequéncia recorrente é dita nao linear.

Termo independente ou homogeneidade:

A sequéncia sera dita homogénea se o termo independente for nulo.

Exemplo 3.1.7.
A =1
An = 2An—17 n Z 2.

'E uma sequéncia ou sucessdo de nimeros inteiros, comecando normalmente por 0 e 1, na qual cada
termo subsequente corresponde & soma dos dois anteriores, serd estudada com mais detalhes na segao

(4.2) do capitulo de Aplicagoes de Recorréncia.
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A sequéncia de 1° ordem é dita homogénea, pois o termo independente desta

sequéncia recorrente é nulo.

Exemplo 3.1.8.
Al - 1
A, =2A,1+5n, n>2.

Temos agora uma sequéncia de 1° ordem dita nao homogénea, pois o termo

independente é nao nulo.

Exemplo 3.1.9.
Al - ]_, A2 - 3
An = 2An—1 - TLQA,-L_Q, n Z 3.

A sequéncia de 2% ordem ¢é dita homogénea, pois o termo independente desta

sequéncia recorrente é nulo.

Fica evidente que dado qualquer sequéncia recorrente é possivel classifica-la

simultaneamente em relacao a ordem, linearidade e homogeneidade. Conforme exemplo:

Exemplo 3.1.10.
A1 - 3, AQ - 5
An = 3An—1 + 2An_2 + 3n, n Z 3.

Em relagao a ordem é dita de 2% ordem pois depende de dois termos imedia-
tamente anteriores. E linear, pois possui um termo como combinacao linear dos termos
anteriores. Em relacao ao termo independente é dita nao homogénea, pois possui termo

independente nao nulo.

3.2 Recorréncia Linear de primeira ordem

Fundamentados no livro Tépico de Matematica Elementar volume 1 - Niimeros
Reais da SBM - Sociedade Brasileira de Matematica iniciaremos esta se¢ao com duas defi-
nicoes que serao de suma importancia para escrever as notacoes no estudo das recorréncias

lineares.

As notagbes que serdo inseridas no nosso estudo, usaremos os simbolos > (1é-
se sigma) para somas e [] (Ié-se pi) para produtos, as quais terao um papel fundamental

no contexto do estudo das sequéncias.
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n
Definicao 3.2.1. Dada uma sequéncia (a’k)kzp €SCrevemos E a; para denotar a seguinte
j=1
soma aj + as +as + -+ -+ a,, e lemos o somatoério dos a;, para 1 < j < n.

Assim,

i aq ,se n=1
>0, =
j=1 a1 +ay+as+---+a, se n>1

Em particular se (ay),~, for uma sequéncia constante, digamos com ay = ¢

para todo k£ > 1, teremos:

n n
E a; = E c = nc.
j=1

j=1
Uma das vantagens da notagao usando o simbolo " se deve ao fato dela tornar

facil a manipulagao de somas com um nimero grande de parcelas.

Essa notagao ) é particulamente ttil para fazermos cancelamentos em somas.
Mais precisamente, dada uma sequéncia (ay),~,, efetuando os cancelamentos intermedia-

rios na soma.

(CLQ — al) + (CL3 — CLQ) + (a4 — Clg) + -+ (an,l — an,g) + (an — an,l) .

Obtemos (a,, — a;) como resultado. Com o uso da notagao » |, podemos escre-

ver tal igualdade como:

i
L

(aj+1 — a;) = an — a1

<.
Il
—_

Essa soma é conhecida como soma telescopica. A ideia do nome surge porque
a visao do telescOpio encurta a imensa distancia de um corpo celeste a nossos olhos, a soma
encurta o caminho entre uma soma inicial de muitas parcelas e o calculo do resultado da

mesma.

n

Definigao 3.2.2. Dada uma sequéncia (ay),~,, escrevemos H a; para denotar o produto

Jj=1
ap -Gz -as-...-ay, e lemos o produtoério dos a;, para 1 < j < n.
Assim,
i ar ,se n=1
[[a=
j=1 ap-Qo-ag - ... Ay, Se N> 1
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Com o uso da notagao [], podemos denotar o fatorial de n € N, escrevendo.

n!:Hj, ouseja, n!=1-2-3-...-n.
j=1

Analogamente ao caso de somatorios, a notagao [[ é particulamente util para
a realizacao de cancelamentos em produtos. Dai segue o mesmo raciocinio para produtos

telescopicos, conforme definigao (3.2.3).

Definigao 3.2.3. Se (a;),-, ¢ uma sequéncia de reais nao nulos, entao:

n
Aj+1 np+1

= , ou seja,
i Q; aq
g5 g5 g4 Ga Opal | Ges
a g5 a3 Ap=T On ax

Feita as devidas defini¢oes sobre somatorio e produtoério iremos tratar do es-

tudo das recorréncias lineares de 1% ordem.
Uma recorréncia de 1% ordem expressa X, .1 em funcao de X,. Ela é dita

linear de 1% ordem quando a lei que define os elementos da sequéncia for da forma:

Xpr1 =9(n) X, + h(n), com g(n) #0, Vn € N.

Onde g(n) e h(n) sdo fungdes de n € N.

Dizemos que a recorréncia ¢ homogénea no caso que h(n) = 0.

3.2.1 Resolucao de Recorréncias Lineares de primeira ordem ho-

mogénea

A equagao da recorréncia linear de 1% ordem homogénea é do tipo X, 11 = g(n)X,,. Para
resolver estas recorréncias sera utilizado o método dos produtos telescopicos de forma que

seja feito o cancelamento de alguns termos para que possamos escrever X, em funcao de

n.
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X2 = g(l)Xl
X3 = g(Q)XQ

Xp=g(n—-1)X,

X5 X Xi e X X = g(1) - g(2) - g(3) - gn—1)- Xy X5 X Xy

Ao multiplicar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento do produto

obtemos:

n—1
X, = X1 [ [ 9(h)-
j=1

Exercicio 3.2.1. Resolva X, ;1 = nX,, X; =1 e calcule o valor do milésimo termo,

ou seja, X1000-

Solucao:
Xy =1X4
X3=2X,
X4 = 3X3

Xn = (n - 1>Xn—1

X5 X Xi o Xgd Xy=1-2:3 . (n—1)- Xy X X5+ Xy

Ao multiplicar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento do produto,
obtemos:

Como X; = 1, temos que:

X, =(n—-1)!

Desta forma temos uma féormula fechada que permite calcular qualquer termo em funcao

de n, no nosso caso particular Xyggp.

X1000 = (1000 — 1)!

XIOOO - 999'
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3.2.2 Resolucao de Recorréncias Lineares de primeira ordem nao

homogénea

Dividiremos o estudo das recorréncias lineares de 1% ordem nao homogénea em dois casos:
1° caso: X, .1 =X, + h(n).

Para resolver essas recorréncias sera utilizado o método das somas telescOpicas

de forma que seja feito o cancelamento aditivo de alguns termos para que possamos

escrever X,, em funcgao de n.

Xy = X1 +h(1)
X3 = X2 + h(2)

X4 = X3+ h(3)

Xn:Xn,1+h<n—1)
X+ X+ + X+ Xy = X1+ X%+ X+ + XoZ  +h(1) + -+ h(n—1)

Ao somar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento aditivo, obtemos:

n—1

X, =X1+ > h(j).

J=1

Exercicio 3.2.2. Qual o trigésimo termo da recorréncia X, ;1 = X, + 3", com X; =17

Xo=X; +3¢
X3 =X, + 3
X4:X3+33

Xp=Xpna+ 3t

X+ X+ A X+ X, =X+ X5+ X4+ X 3 43 3

Ao somar e aplicar a lei do cancelamento aditivo, temos:

X, =X +3' +3F+3F+... 431

Como X; = 1, temos que X,, =1+ 3"+ 32+ 3%+ ...+ 37! ¢ uma progressio

geométrica, logo a soma dos termos é dada por:

PR LG AN L
3-1 2
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330 —1
5

Entao o trigésimo termo da recorréncia é Xszg =

2° caso: X,.1 = g(n)X, + h(n).

Para resolver este tipo de recorréncia iremos utilizar um teorema que tera
como objetivo transformar qualquer recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem

da forma X, 1 = ¢g(n)X, + h(n) numa do tipo Y11 = Y, + t(n) que serd facilmente

resolvida utilizando os procedimentos do 1° caso.

Teorema 3.2.1. Se a,, € solu¢do nao nula da recorréncia X, 1 = g(n)X,, entdo
a substituicao X,, = a,Y, transforma a recorréncia X,,1 = g(n)X, + h(n) em

Yori=Ya + h(n) [g(n) : an]_l'

Demonstragao. A substituicao X, = a,Y, transforma X,;; = g(n)X, + h(n) em
Uni1Yni1 = g(n)a,Y, + h(n).

Portanto a,+; = g(n)a,, pois a, é solu¢do de X, ;1 = g(n)X,. Entdo, a

equagao se transforma em g(n)a,Y,11 = g(n)a,Y, + h(n). E multiplicando as igualdades

N 1 ) 1
da equacgao por e depois por ——, temos:
g9(n) a(n)
g()anYiar = —g(n)a, Y + < h(n)
—gn)a Yo = ——9g(n)a,Y, + —h(n
g(n) g g(n)

nYny1 = anY, + h(n) [g(n)]_l )

ou seja,

Y1 = Ya +h(n) [g(n) - an] "

Exercicio 3.2.3. Resolver a recorréncia X, .1 = 3X,, + 3", com X; = 2.

Uma solu¢ao nao nula de X, .1 = 3X, é X, = 3"}, qualquer progressio

geométrica de razao 3, nao nula, conforme segue:

X2 - 3X1
X3 - 3X2
Xy =3X3
X, =3X,4

X5 Xi Xi o Xg Xy =3-3-3- 83X, X5 Xar ... Xah

n—1 fatores
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Dai segue que,

X, =3"1X;.

E claro que como nao foi prescrito o valor de X7, ha uma infinidade de solugoes
para a recorréncia X,, = C' - 3""!, onde C é uma constante arbitraria, na qual confirma

para este exemplo qualquer progressao geométrica de razao 3, nao nula.

Entdo X,, = 3" (ou qualquer outra progressiao geométrica de razao 3) é um

exemplo de solucao nao nula de X,,,; = 3X,,.
Facamos a substituicio X,, = 3"71Y},, obtemos:
Xpi1=3X,+3"
3" Y, =3-3"Y, +3"
Multiplicando as igualdades por 3%

1

n 1 n— n
TRE: ~Yn+1:3—n(3-3 'Y, +3")

Segue que,

Yn+1 - Yn —|— 1

Dai temos, Y,, uma progressao aritmética de razao 1, logo:

Yo=Y +1

Ys=Y,+1

Yy=Y;+1
Y, 1=Y, 2o+1
Y, =Y, 1+1

YVs+ Yt -+ Y+ Y, =Y+ Y+ Ys+ -+ Y+ 1+ 14 +1
N—————

n—1 parcelas
Entao,
Y,=Yi+(n-1)-1
Como X,, = 3"°'Y,, e X, =2, temos:

X;1=3Y, =2=Y, =Y, =2
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E substituindo Y1 =2 em Y, = Y] + (n — 1) - 1, temos:
Y, =24+ (n-1)-1

Y, =24+n-1

Y,=n+1.

Portanto a solucao X, = 3" 1.Y,, &,

X,=3"1 . (n+1)= X, =(n+1)-3"L

3.3 Recorréncia Linear de segunda ordem

Inicialmente definiremos as recorréncias lineares de segunda ordem a partir de sua ca-
racterizacao e posteriormente mostraremos a resolucao de recorréncias homogéneas e nao

homogéneas com coeficientes constantes.

Uma recorréncia é dita linear de segunda ordem quando aparece na equagao

de recorréncia um termo em funcao de seus dois antecessores imediatos.

Uma recorréncia linear de segunda ordem é uma recorréncia do tipo,

X2 +9(n)Xpp1 + f(n) Xy + h(n) = 0.

As fungoes g, f e h tém como dominio o conjunto dos nimeros naturais e f(n)

¢ uma funcao nao nula, caso contrario a recorréncia sera de primeira ordem.

Além disso, se h(n) = 0 a recorréncia é dita homogénea, caso contrario ela sera

nao homogénea.

Nesta segao, estudaremos apenas o caso em que as fungoes g(n) e f(n) sao

constantes, ou seja, as recorréncias da forma:
Xngo +pXpp1 +¢X, = h(n)7 com q 7é 0.

Exemplo 3.3.1. A recorréncia X,,o = 10X,,,1 + 5X,, ¢ dita recorréncia linear de

segunda ordem homogénea.

Exemplo 3.3.2. A recorréncia X, .o = X,,11 — X,, +10 é dita recorréncia linear de

segunda ordem nao homogénea.
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3.3.1 Recorréncias lineares de segunda ordem homogénea com

coeficientes constantes

A cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes constantes, da
forma X, 5 + pX,i11 + ¢X, = 0, associaremos uma equacao de 2° grau, r> + pr + ¢ = 0,
chamada de equacao caracteristica. A nossa suposi¢ao preliminar de que o termo ¢ # 0

implica que 0 nao é raiz da equacao caracteristica.

Exemplo 3.3.3. A recorréncia X,.o = 5X,, 11 —6X,, tem equacao caracteristica

r?2 —5r +6 = 0. As raizes da equacdo caracteristica sdo:

b+1
r:—2 =11 =3 e ro=2.

O Teorema (3.3.1) mostra que se as raizes da equagao caracteristica sao r e rg,
entao qualquer sequéncia da forma a,, = Cr] + Cyry é solucao da recorréncia, quaisquer

que sejam os valores das constantes C e Cs.

Teorema 3.3.1. Se 1| e ry sao raizes de r> +pr+q =0, entio a, = Oy + Cor¥
€ solugao da recorréncia X, 2 + pXp+1 + qX,, = 0, quaisquer que sejam os valores

das constantes C; e Cy.
Demonstra¢ao. Como a,, = Cyr?+Cor] é solucao da recorréncia X, 1o+ pX,+1+¢X,, =0,
iremos substituir a,, na recorréncia.
017’711+2 + CQTSJFZ +p (017”711+1 + CQTngl) +q (C’lr? + CQ?”S) =0.
Aplicando a distributividade e agrupando os termos semelhantes,

017’?+2 + CQTQH_Z + pCﬂ”?—H + pCQT;H'l + qC’lr? + QCQT;L =0
(017“?+2 + pC’lr?H + qC’lr?) + (CQT'SJFQ —I—ngrngl + QCQT’;L) =0

Cir? (r} + pri+ q) + Corly (r3 + pra+q) = 0.
Como 7 e ry sao raizes por hipotese

Cir? -0+ Cyry -0 =0.

Logo a,, = Cir} + Cary é solugao. [ |
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Exemplo 3.3.4. A recorréncia X, 5 — 7X,41 + 12X, = 0 tem r?> — 7r + 12 = 0 como
equacao caracteristica. As raizes da equacao caracteristica sao 3 e 4. De acordo com
o Teorema (3.3.1), todas as sequéncias da forma a, = C13" + C94™ sdo solugbes da

recorréncia.

O Teorema (3.3.2) mostra que, se r; # 19, todas as solugdes da recorréncia

tém a forma apontada no Teorema (3.3.1).

Teorema 3.3.2. Se as raizes de r*>+pr+q = 0 sdo r, ery, com ry # 1y, entdo todas
as solugoes da recorréncia X, 12 +pX,11+q¢X,, =0 sao da forma a,, = Cir} +Cory,

C e Cy constantes.

Demonstragao. Seja y, uma solucao qualquer de X,,.o + pX,11 + ¢X,, = 0. Iremos

determinar as constantes C7 e Cy que sejam solugoes do sistema de equagoes,

Cir1 + Corg =41
Cﬂ‘% + 027’% = Y2.

Da primeira equacao temos,
— Cyr
Cy = n 22
™
Substituindo ' na segunda equacao do sistema,

(yl — Cary

)r%+02r§:y2
A1

2 2
yiry — Carary Cor? —
RS + Cary = Y2

1

2 2 2
ynry — 027”27”1 + 027"27“1 = YaT1
2 2 2
Coryry — Carary] = yory — Y177y

2 2 2
Cy (ryry — rar?) = yar1 — yars

2
Y2 — T

Cy= —F——",
rory (re — 1)

Substituindo C; na primeira equagao do sistema,

017“1 =Y — 027“2

2
O — Y2 — 71N
M= ———""""="T9
rory (ro — 11)
2
Cir — ol Y2 — T2l
17" =41 —

roT (7”2 —7“1)
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2
y17rory (T2 — 71) — rar1ye + rariys
Ciry =

T2T1 (T’Q — 7"1)

O T — YPsTE — TaT1ys + TP
171

B 7“27"1(7“2—7”1)

2
_nrar — rearye

Ciry =
7"27"1(7’2—7"1)
2
c. — F2YiT = oy 1
| = .
7“27“1(7“2—7”1) r
2
C _%7“2?41—7“23& 1
| = p———=
rory (ro —711) I
2
T3Y1 — T2Y2
01:—2

7‘27“1(7”2—7"1).

Isso é possivel pois 1 £ ryer; 0 ery # 0.
Afirmamos que y,, = C1r]7+Csr para todo n natural, o que provaré o teorema.
Com efeito, seja z, = y, — Cir} — Cyry. Mostraremos que z, = 0 para todo n.

Entao segue,

Znt2 T PZny1 + (42 = (yn+2 — Cyr*? — C27’72H2) +P (Z/n+1 — Oyt — Czrgﬂ) +

+4q (yn - Cyry — CQT;L)

Znt2 + DZnp1 + Q20 = Yni2 — Cﬂ"f“ - C2T;L+2 + DYn+1 — Pcﬂ"?ﬂ - p02r§+1+

+ qyn — qCi1r} — qCory

Znia + Dot + @20 = Yz + DYnsr + qyn) + (=Cori ™ — pCirp ™t — qCrir}) +
+ (—C’gr§+2 — pCQTSH - qurg)

Znt2+FP2Zni1+0Zn = Yni2 + DYni1 + qyn) —Crry (1] + pro + q) —Cory (15 + pra +q) -
O primeiro paréntese é igual a zero porque y, é solucao de,
Xn+2 + an+1 + an = 0.

Os dois tltimos parénteses sdao iguais a zero porque 7, e ry sao raizes de r% + pr +q = 0.

Entao,

Zn42 T PRyl + qQ2n = 0.
Além disso, como Cyry + Cory = yy € C17? + Cora = yo, temos z; = 25 = 0.

Mas, se 2,49 + pzny1 + ¢z, =0 e 21 = 20 =0, entao z, =0 para todon. W
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Exercicio 3.3.1. Determinar as solucoes da recorréncia X, o + 5X,41 +6X,, = 0.

A equagao caracteristica r% + 5r + 6 = 0, tem raizes,

—-5=+£1
2

r =
7“1:—267“2:—3.

De acordo com os Teoremas (3.3.1) e (3.3.2), as solugdes da recorréncia sao as
sequéncias da forma a,, = Cir7' + Corl, ou seja, a, = C1 (—2)" + Cy (—3)", onde C; e Cy

sao constantes arbitrarias.

Finalizando a solucao de recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas,
iremos enunciar os Teoremas (3.3.3) e (3.3.4) para mostrar como encontraremos a solu¢ao
geral das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas quando as raizes da equagao

caracteristica forem iguais.

Teorema 3.3.3. Se as raizes de v* + pr + q = 0 sdo iguais, v, = 9 = r, entdo
a, = Cr™ + Conr™ € solugao da recorréncia X, o + pX,i1 + qX, = 0, quaisquer

que sejam os valores das constantes Cy e Cs.

- , - . . . p .,
Demonstragcao. Se as raizes sao iguais entao r = —5 Substituindo a,, = Cyr"™ + Conr™

na recorréncia X, o + pX,1 + ¢X,, = 0 teremos,

Cir™t? 4+ Co(n +2)r" 2+ p [Clr"H + Co(n + 1)7”"“] +q(Cir" + Conr™) =0
C1r"2 4+ Co(n + 2)r" 2 + pOyr™ ™ + pCo(n + 1)r"™ ™ + qCyr™ + qCynr™ = 0

Cyr"2 4 Conr™ 2 4+ 209" 2 + pOyr™ T 4 npCor™t 4 pCor™ + qCyr™ + qCoynr™ = 0.
Agrupando convenientemente os termos,

Cyr™t2 4 pCyr™ + O™ + Conr™ 2 + npCyr™™ + qConr™ + 2Cor™ ™2 + pCor™™ =0

cir" (r2 + pr+ q) + Conr™ (r2 + pr+ q) + Cor"r (2r +p) = 0.
Como as raizes sao iguais (T = _§> por hip6tese, temos

Cir" -0+ Conr™ -0+ Cor"r -0 = 0.
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Teorema 3.3.4. Se as raizes de r*>+pr+q = 0 sdo iguais, r| = r9 = r, entdo todas
as solugoes da recorréncia X, o+pX,11+9X, = 0 sao da forma a, = Cir"+Conr™,

C e Cy constantes.

Demonstragao. Seja y, uma solucao qualquer de X, + pX,, 11 + ¢X,, = 0. Determine

constantes C; e Cy que sejam solucoes do sistema de equagoes.

Cl’f’ + Cg’r’ =11
017’2 + 2027"2 = Y.

Da primeira equacao temos,

— Coyr
Clzyl 2'
r

Substituindo '} na segunda equacao do sistema,

—C!
LA + 20572 =y,
r
—C!
r2 (yl - oT —1-202) —
2 (Y1 — OQ’/’ + 2027“
r , = Y2

r(y; — Cor +2Csr) = yo
% =Y — 027" -+ 2027"
T
Yo
— — Y1 = —027" + 2027’
T
Cyr = Yo —TY1
r
Cy = Y2 — 7"1/1.

r2

Substituindo C5 na primeira equacao do sistema,

Cyr =y — (?JQ —2y1r> .

T
—yyr
Clr:yl_(u>
T
r— Yz + YT
Clr:yl Y2 ™Y1
T
2 _
Cyr = nr —Ya
T
2yr —
Oy = U1 _ Yo
T
cp =22 22

roor2’
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Isso é possivel pois 7 # 0.

Afirmamos que y, = Cir™ 4+ Conr™ para todo n natural, o que provard o

teorema. Com efeito, seja z, =y, — C1r™ — Conr™. Mostraremos que z, = 0 para todo n.

Znt2 4 Dznt1 + @zn = [Ynso — C1r™ 2 — Co(n + 2)r" 2] +

+p [yn+1 — O™t — Cy(n + 1)?“”“] + q (y, — C1r™ — Conr™)

Zniro + PZni1 + Q2n = Ynio — O™ — Conr™2 — Co2r" 2 4 py,q — pOyr™H—

— pConr™™ — pCor™™ + qy,, — qCi1r™ — qConr™

Znt2 Pzt + @2n = Ynt2 + PYnt1 + qUn) + (—017"”+2 — pCyr™t — qcﬂ”n) +

+ (—C’gnr"+2 — pCynr™ ™ — qConr™) + (—022r”+2 - pC’ﬂ”“)

Znto + Dot + @20 = Ynaa + DYnsr + qyn) — Crr" (r° +pr+q) —

— Conr™ (r* +pr+q) — Cor™ (2r +p). (3.3.1)

Da equagao (3.3.1) temos que a expressao do primeiro paréntese é igual a zero
porque ¥, é solucao de X, 2 +pX,11+¢X, = 0. E a do segundo e terceiro parénteses sao
iguais a zero porque r é raiz de 72 +pr+¢ = 0. A expressao do quarto paréntese ¢ igual a
zero porque 2r+p = 0 ja que, quando ry =ry =17, r = —g. Entao z,419+pzni1+qz, = 0.

Além disso, como Cir + Cor = y; e C172 4+ 20512 = 15, temos z; = 2z = 0.

Mas se 2,49 + pzni1 +q2z, =0 e 21 = 29 = 0, entao z, = 0 para todo n. [

Exemplo 3.3.5. Determinar as solugoes da recorréncia X, o — 6X,41 + 9X,, =0.

A recorréncia tem equacdo caracteristica r2 — 6r + 9 = 0, tem raizes iguais

6+0
r=—

2

7’1:7‘2:3.

A solucao da recorréncia é X, = C13" + Cyn3d™, onde C e (5 sao constantes

arbitrarias.
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3.3.2 Recorréncias lineares de segunda ordem nao homogénea

com coeficientes constantes

Lembrando que a recorréncia linear de 2% ordem X, o + g(n)X,+1 + f(n)X,, + h(n) =0

¢ dita nao homogénea quando h(n) # 0.

O Teorema (3.3.5) mostra um processo para resolver algumas recorréncias nao

homogéneas.

Teorema 3.3.5. Se a,, € uma solu¢io da equag¢io X9 + pX,i1 + qX,, = h(n),

entao a substituicao X, = a,+Y, transforma a equacao em Y, o+pY,1+qY, = 0.

Demonstragao. Substituindo X, por a, + Y, na equacao, obtemos

(an+2 + Yn+2) + p (anJrl + YnJrl) =+ q (an + Yn) =h
(an+2 + Yn+2) + (pan-‘rl + pYn-i—l) + (qan + an) = h(n)
h

(an+2 + bap+t1 + qan) + (Yn+2 + pYn-‘rl + an) =

Mas a,y9 + pans1 + qa, = h(n), pois a, é solu¢do da equagao original. Logo,

a equacao se transformou em,

h(”) + Yn+2 + pYn+1 + an = h(n)
Yn+2 +pYn+1 + an = h(n) - h(n)

Yn+2 + pYn-l—l + an = 0.

De acordo com o teorema, a solucao de uma recorréncia nao homogénea é
constituida de duas parcelas: Uma solugao qualquer da nao homogénea e a solugao da
homogénea. A solugao da homogénea, sabemos achar. Uma solucao da nao homogénea,

procuraremos por tentativas.

Exemplo 3.3.6. Resolver a equagao de recorréncia X, o —5X, 11 +6X, = n.

A recorréncia X, ;0 — 5X,y1 +6X, =n tem equacao caracteristica
r? —5r + 6 = 0, cujas raizes sao r; = 2 e 7, = 3. Portanto, a solucdo da homogénea é

Ay = 01271 + 02371‘
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Devemos agora determinar uma solucao particular Y,, da recorréncia
Xnio — 5X,11 + 6X,, = n, para que quando substituirmos Y,, em X,,.o — 5X,, 1 +6X,

obtenhamos n. O problema é definir que tipo de fungao é Y,,.

Observando a recorréncia n podemos supor intuitivamente que Y,, é um polino-
mio de 1° grau. Tentaremos Y,, = An+ B. Substituimos Y, em X, .o —5X,,,1+6X, = n,

obtemos:

An+2)+B—-5[A(n+1)+B]+6(An+B)=n
An+2A+ B —5An—5A—-5B+6An+6B =n

2An —3A +2B =n.

Com isso, temos que

1
—3A+2B=0=— —-3-=-+2B =
3 3
2B=—-=—B = -
2 4
Dai,
1 3
Y, == —-.
2" 1

A solugao da recorréncia é a soma de a, com Y,. Portanto,

1 3

Exemplo 3.3.7. Resolver a recorréncia X, 1o —5X, 11 +6X, =14 3-4".

Conforme Exemplo (3.3.6), a recorréncia X0 —5X,, 11 +6X,, = 1+3-4" tem
solu¢ao homogénea a,, = C12" + C3™. Devemos agora determinar uma solucao particular
Y, da recorréncia X, o —5X,,,1 +6X, =14 3-4", para que quando substituirmos Y,, em

Xnio —5X,11 +6X, otenhamos 1+ 3-4". O problema ¢ definir que tipo de fungao é Y,,.

Observando a recorréncia 1 + 3 - 4" podemos supor intuitivamente que Y,
seja a soma de um polindmio de 1° grau com uma exponencial de base 4. Tentaremos

Y, =An+ B + C4™.
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Substituimos Y,, em X, .o —5X,11 +6X,, =1+ 34" obtemos,

An+2)+B+C4""? —5[A(n+1)+B+C4""| +6(An+ B+ C4") =1+3-4"
An+2A+ B+ C4"? —54An — 5A — 5B — 5C4" ™ + 6An + 6B +6C4" =1+ 3-4"
2An — 3A + 2B + 1604" — 2004" + 604" =1+ 3. 4"

2An —3A+2B+2C4" =1+ 3-4".
Com isso, temos que

2 =0=A=0
1
—3A+2B:1:>2B:1:B:§

204":3.4”:>0:;

Dai,

1 3
Y,=-+—--4"
2+2

A solucao da recorréncia é a soma de a,, com Y,,. Portanto,

1 3

Nos Exemplos (3.3.6) e (3.3.7) as tentativas de solugao foram executadas com
éxito, mas nem sempre a tentativa de resolugao é imediata, podem ocorrer falhas e deve-se
observar as composicoes das fungoes e tentar corrigir fazendo ajustes conforme verificare-

mos no Exemplo (3.3.8).

Exemplo 3.3.8. Resolver a recorréncia X, 1o —6X,41 +9X, =n — 3"

A recorréncia X, .0 — 6X,11 +9X,, = n — 3" tem equagdo caracteristica
r? —6r +9 = 0, cujas raizes sao r; = ro = 3. Portanto, a solu¢do da homogénea é

anp = Ol3n + an?)n.

Devemos agora determinar uma solucao particular Y,, da recorréncia
Xnto—6X,41+9X,, = n—3", para que quando substituirmos Y,, em X, o —6X,,.1+9X,

obtenhamos n — 3". O problema é definir que tipo de fungao Y,,.

Observando a recorréncia n — 3" podemos supor intuitivamente que Y,
seja soma de um polinomio de 1° grau com uma exponencial de base 3. Tentaremos

Y, = An+ B + C3".
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Substituindo Y,, em X, o —6X,,11 +9X,, = n — 3" obtemos,
An+2)+B+C3""? —6[A(n+1)+B+ 03" +9(An+ B+ C3") =n—3"
An+42A+4 B+ 9C3" — 6An — 6A — 6B — 18C3" 4+ 9An + 9B + 9C3" = n — 3"
4An — 4A + 4B +18C3" — 18C3" = n — 3"

4An —4A+4B =n — 3",
Concluimos que a igualdade 4An — 4A 4+ 4B = n — 3" é impossivel. Dessa

forma, a recorréncia nao admite solugao da forma Y,, = An + B 4+ C3". O motivo dessa

falha nessa primeira tentativa é que C'3" é solucao da homogénea.

Fazendo um ajuste na funcao An + B + (3" aumentando o grau, ou seja,
multiplicando com o fator n, na composicao devida temos Y, = An + B 4+ Cn3™ como

possivel candidata a solucao particular da recorréncia.
Substituindo Y,, em X, o —6X,,.1 + 9X,, = n — 3" obtemos,

An+2)+B+C(n+2)3""? —6[A(n+1)+B+C(n+1)3""] +

+9(An+B+Cn3") =n—3"

An +2A + B+ Cn3"2 +203"2 — 6An — 64 — 6B — 6Cn3"T! — 603"+

+9An +9B +9Cn3" =n — 3"

An+2A+ B +9Cn3" + 18C3" — 6An — 6A — 6B — 18Cn3" — 18C3"+

+9An +9B +9Cn3" =n — 3"

4An —4A + 4B + 18Cn3" — 18Cn3" + 18C3" — 18C3" =n — 3"
Entao segue que,
4An —4A+ 4B =n — 3"
Novamente concluimos que a igualdade é impossivel e a recorréncia nao admite
solucao Y,, = An+ B+ Cn3™. E o motivo dessa falha é que C'n3™ é solugao da homogénea.

Seguindo o mesmo procedimento em corrigir o bloco, multiplicando por n,

tentemos Y,, = An + B + Cn?3".

An+2)+B+Cn+2)7°3""2—6[An+1)+B+C(n+1)"3"] +

+9(An+ B+ Cn?3") =n — 3"
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An+2A+B+C(n+2)°3""2 —6A(n+1)— 6B —6C (n+1)°3"++

+9An + 9B +9Cn?3" =n — 3"

An+2A+B+C (n®+4n+4)3"" —6A(n+1) — 6B — 6C (n® +2n+1) 3"+

+9An + 9B +9Cn?3" =n — 3"

An +2A+ B+ Cn?3""2 4+ 40n3"? +4C3""2 — 6An — 6A — 6B — 6Cn23" 1 —

—602n3"T — 603" +9A4An + 9B +9Cn*3" =n — 3"

An +2A + B+ 90n*3" + 36Cn3"™ + 3603" — 6An — 64 — 6B — 18Cn*3" — 36Cn3"—

—18C3" + 9ANn + 9B +9Cn?*3" =n — 3"

4An —4A+4B +18Cn*3™ — 18Cn?3"™ +36Cn3" — 36Cn3" +36C3" — 18C3" = n — 3",
Dai segue que,

4An —4A+ 4B +180C3" =n — 3"
4A:1:>A:}1

1 1
—4A+4B:O:—4-Z+4B:0:4B:1:B:Z

1
18C = —1 =——
8 % 18

n 1 1
A soluca ticular ¢ Y,, = — + - — —n?3"™.
solucao particular é 4—1-4 18n

Logo a solucao geral da recorréncia é

n n n 1 1 29n
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4 Aplicacoes de Recorréncias

Este capitulo enfatiza que trabalhar o raciocinio recursivo e o estudo das recorréncias sao
grandes facilitadores na compreensao, interpretacao e resolucao de diversos problemas

matematicos no ensino bésico.

Utilizar a ferramenta do pensamento recursivo com os alunos na resolucao de
determinados problemas de matematica no ensino basico agrega habilidades de observa-
¢ao, criatividade e motivacao contribuindo ainda mais para o enriquecimento da percepc¢ao

matematica.

Percebe-se que a cada dia as questoes de matematica estao cada vez mais bem
elaboradas exigindo concentracao e competéncias dos nossos alunos, seja nos livros, nos

exames avaliativos, exercicios que envolvam raciocinio légico e olimpiadas de matematica.

Diante de questoes bem elaboradas, evolugao na leitura e resolucao de proble-
mas matematicos no ensino basico torna-se cada vez mais importante a acao conjunta de

professores e alunos em fortalecer e desenvolver métodos de resolugao.

Estes métodos consistem em aplicar técnicas e estratégias de resolucao que
tem como perspectiva de modelar, desenvolver a criatividade e incentivar o pensamento

recursivo em situagoes problemas matematicos no ensino béasico.

E oportuno fazer referéncia a duas competéncias ! de matematica da
Base Nacional Comum Curricular - BNCC que justifica o uso de técnicas, estratégias e
contetdos que irao contribuir para melhorar o processo ensino e aprendizagem de contet-

dos matematicos na educacao bésica.

As competéncias aqui apresentadas sao referentes a terceira competéncia
do ensino fundamental e a quinta competéncia do ensino médio, ambas voltadas
para uma melhor qualidade na resolucao de problemas do ensino béasico em contetdos que

envolvam matematica.

A terceira competéncia especifica do ensino da matematica para o ensino fun-

Na BNCC, competéncia ¢ definida como a mobilizacao de conhecimentos (conceitos e procedimentos),
habilidades (praticas,cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas

da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.
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damental desperta um olhar inovador e inclusivo a questoes centrais do processo ensino e
aprendizagem de como atuar na leitura, interpretacao e resolucao de problemas em mate-

matica, deixando o aluno livre para desenvolver o seu préprio raciocinio. Entao conforme

BNCC,

Compreender as relacoes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Mateméatica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras areas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto & propria capacidade de construir e aplicar conhecimentos ma-
tematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de
solucoes.

Desta forma espera-se que os alunos desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizacao da matemética para resolver problemas, aplicando conceitos,
procedimentos e resultados para obter solucoes e interpreti-las segundo os contextos das

situacoes.

Na quinta competéncia especifica do ensino da matematica para o ensino mé-

dio, conforme BNCC destaca-se que,

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades mateméticas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, iden-
tificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracio cada vez mais
formal na validacao das referidas conjecturas.

Segue algumas aplicagoes do estudo de recorréncia na modelagem de situagoes
problemas matematicos no ensino basico com o intuito de contribuir, incentivar e motivar

ainda mais o interesse dos nossos alunos pelos conteiidos e objetos matematicos.

4.1 Torre de Hané6i

Nesta secao estudaremos o familiar jogo Torre de Hanéi que segundo Andreas M. Hinz
et al. (2013) na sua obra The Tower of Hanoi - Myths and Maths foi inventada pelo

matematico francés Edouard Lucas? em 1883.

2Francois Edouard Anatole Lucas nascido em 04 de abril de 1842 na cidade francesa de Amiens e
trabalhou a parte posterior de sua curta vida nas escolas de Paris. Eminente tebrico dos niimeros publicou
a partir de 1882 uma série de quatro volumes "Récréations Mathématiques'"realizado postumamente em

1894.
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A figura (4.1) mostra a estrutura do quebra cabeca que possui uma base con-
tendo trés pinos, onde em um deles sao dispostos oito discos uns sobre os outros, em

ordem crescente de diametro, de cima para baixo.

Figura 4.1: Torre de Hanoi

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Torre de Hanoi

O problema ¢é transferir a torre de oito discos para qualquer dos dois pinos
vazios no menor nimero possivel de movimentos, movendo um disco de cada vez de forma

que nao seja colocado um disco maior em cima de outro menor.

Ainda segundo Andreas M. Hinz et al. (2013), o matematico Edouard Lucas,
o inventor da Torre de Hanoi, foi inspirado por uma lenda Hindu, o qual falava de um
grande templo em Benares, cidade Santa da India, onde existia uma torre sagrada do

bramanismo.

No grande templo de Benares, embaixo da cupula que marca o centro do
mundo, repousa uma placa de bronze na qual sao fixadas trés hastes de diamantes. Em
uma dessas hastes, o Deus brama, na criacao do mundo, colocou 64 discos de ouros, de
forma que o disco de maior diametro ficasse apoiado sobre a placa de bronze e os outros

ficando cada vez menores até o topo.

Os sacerdotes deveriam transferi-los para a terceira haste, usando a segunda
haste como auxiliar. No processo de transferéncia deveria mover um disco de cada vez,
de uma haste para outra, e jamais poderia colocar um disco sobre um outro de diametro
menor. Quando todos estivessem colocados na terceira haste, o mundo acabaria. Por
isso que a Torre de Hanoi era também conhecida como quebra-cabeca do fim do mundo.

Diante do exposto, pergunta-se:

Quantas transferéncias de n discos, de uma haste para outra, devem ser feitas


https://pt.wikipedia.org/wiki/Torre_de_Hanoi
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para coloca-los na terceira haste com menor niimero de movimentos possiveis?

Iremos modelar a solucao deste problema por recorréncia, isto é, pensaremos
recursivamente. Suponha que sao dados n discos e seja 1,, o nimero minimo de movi-
mentos necessarios para transferir todos os n discos de uma haste para outra obedecendo

as regras de Lucas.

Para resolver este problema iremos analisar o que acontece com casos menores,

em destaque T, 15 e T3.

No caso T7, ou seja, o nimero minimo para tranferir um disco de uma haste

para outra, temos T} = 1, conforme figura (4.2).

Figura 4.2: Movimentacao de um disco na Torre de Hanoi

Fonte: O autor

Podemos observar que com apenas um movimento foi possivel transferir o disco

da haste esquerda para a haste central.

No caso T3, ou seja, o nimero minimo para transferir dois discos de uma haste
para outra com o menor nimero possivel de movimentos é T, = 3. Conforme figura (4.3).
Figura 4.3: Movimentacao de dois discos na Torre de Hanoi
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Fonte: O autor
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Percebemos que com trés movimentos foi possivel transferir dois discos da

haste central para a haste da esquerda.

No caso T3, ou seja, o nimero minimo para transferir trés discos de uma haste

para outra com o menor nimero possivel de movimentos é T3 = 7. Conforme figura (4.4).

Figura 4.4: Movimentacao de trés discos na Torre de Hanoi

Lll

Ve y-

X

|

Ll
ILi-1L]
PP

Fonte: O autor

Verificamos que com sete movimentos é possivel transferir trés discos da haste

esquerda para a haste central.

Suponha que sao dados n discos e seja T,, o nimero minimo de movimentos

necessarios para transferir n discos de uma haste para outra segundo as regras de Lucas.

Imaginemos nosso quebra cabega com n discos, conforme a figura (4.5).
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Figura 4.5: Torre de Handi com n discos

Fonte: https://repositorio.ufrn.br/jspui/bitstream

Para transferir os n discos de uma haste para outra movimentaremos o conjunto
dos n — 1 discos da haste esquerda para haste central respeitando as regras do jogo de
forma que se faca com o menor nimero de movimentos possiveis que serd representada

por 1,,_;.

Feita a transferéncia 7, _;, o proximo passo é movimentar o disco da base da

haste A para haste C' que sera feito realizando apenas um movimento.

Para finalizar iremos deslocar o conjunto dos n — 1 discos da haste central
para a haste da direita como menor nimero de movimentos possiveis, conforme ja feito

anteriormente representado por T),_1.

Entao a solucao para movimentar uma pilha de n discos de uma haste para

outra serd representada pela recorréncia,
Tn - Tn—l +1+ Tn—l
T, =2T,_1+ 1.

Sabendo que nosso ponto de partida é T} = 1, temos entao:

T,=2T,,+1
T1:1

Temos entao uma recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem, na
qual temos a seguinte solugao, conforme Teorema (3.2.1).

Vamos primeiro resolver a recorréncia sem o termo independente de 7T),, ou

seja, a recorréncia linear de primeira ordem homogénea 7, = 27}, 1 com T} = 1.


https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk01hHM6rL_Dj-ZAnEcBgoqiiYP2qHw:1605191708643&source=univ&tbm=isch&q=imagem+torre+de+hanoi+n+discos&sa=X&ved=2ahUKEwjr3NuMnf3sAhWIDrkGHb00CRIQ7Al6BAgKEDU&biw=1366&bih=657#imgrc=HDyi6-aYOhJjXM
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T2 = 2T1

T3 = 2T2

Ty =273
T, =21,

VTV Tt Ta=2-2-2-... 21T ... Tuci

n—1 fatores

Dai segue que,

T,=2"1.T =T, =2""1

Facamos a substituicao 7, = 2" 'Y,, em T, = 27}, + 1, obtemos:
2" .Y, =2-2""1Y, + 1.

1
Multiplicando os dois termos da igualdade por on

1 1
— .Y, =— (227, +1).
2n +1 2n( _'_ )
Segue que,
1
Yn+1 = Yn —+ 2_n
Dai temos que,
1
Yo=Y, + or
1
Y=Y+ 22
1
Yy=Ys+ 23
1
Yn - Yn—l + on—1

1 1

1
Yot Vst o+ Va4 Y =Yi+ i+ Yo+ -+ Y+ 5+ 5+ + 55

Entao pelo método das somas telescopicas obtemos o cancelamento aditivo de

alguns termos resultando,

11
Yo=Y+ =+ —f-- .
ittt
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Como T, = 2"'Y,, e Ty =1 temos que Y; = 1.

Fazendo a soma dos termos para uma progressao geométrica, teremos

e O o [() ] - (3]
) o= ()] 5o

T,=2"—1.

Portanto,

T,=2"1y, =2""1.2 [1 - (

DN —

Desta forma, podemos concluir que serao nescessarios para n discos no minimo
2™ — 1 movimentos para transferir de uma haste para outra, conforme as regras antes

estabelecidas.

Assim sendo, verificaremos nos casos particulares com 2, 3,4 e 5 discos.

T,=2"—-1=15

Ty =2° —1=3l.

4.2 A Sequéncia de Fibonacci

Nesta secao temos como fundamentacao tedrica as obras “Os ntimeros - a histéria de
uma grande invencao” de Georges Ifrah e “Histéria da Matematica” de Carl B.

Boyer e Uta C. Merzbach.

Uma das mais importantes sequéncias definidas por recorréncia, é sem duvida,

a chamada sequéncia de Fibonacci.

Leonardo de Pisa, mais conhecido sob a alcunha de Fibonacci é natural

de Pisa - Italia, e foi um importante matematico com varias contribuicoes no periodo da

Idade Média.

O pai de Fibonacci, Bonaccio, era natural de Pisa e tinha varias atividades
mercantis no norte da Africa. Faces as viagens de seu pai, Leonardo teve a oportunidade

de estudar fora com um professor mugulmano e viajou pelo Egito, Siria e Grécia.
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Fibonacci visitou a Africa mugulmana e conheceu o Oriente proximo. Foi ali
que teve contato com mestres arabes, que lhe explicaram a fundo seu sistema numérico,

as regras do calculo algébrico e os principios fundamentais da geometria.

Iniciado nesta ciéncia, redigiu em 1202 um admiravel tratado denominado

Liber Abaci que defendia a ado¢ao do sistema de numeracao indo-arabico.

Vérios problemas do Liber Abaci sao tao estimulantes que foram usados por
autores posteriores. Sem duvida, o problema de Liber Abaci que mais inspirou os futuros

matematicos foi o seguinte:

Quantos pares de coelhos serao produzidos em um ano, comecando com um
sO par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do

segundo més?

Assumindo as seguintes hipoteses,

No primeiro més nasce apenas um casal;

e (Casais amadurecem e reproduzem-se apenas ap6s o segundo més de vida;

Nao ha problemas genéticos no cruzamento sanguineo;

Todos os meses, cada casal fértil da a luz um novo casal;

Os coelhos nunca morrem.

Esse problema célebre da origem a sequéncia de Fibonacci,

171727375787137217"' >Fn>"'

Sendo que F,, = F,,_1+F,,_o, ou seja, em que cada termo apos os dois primeiros

é a soma dos dois imediatamente anteriores.

Construiremos uma tabela com relatos de quantitativos de coelhos para os
primeiros 6 meses onde cada casal de coelhos serdao catalogados em casais filhotes (c), ou
seja, os recém-nascidos, casais jovens (C), os que possuem um més de vida, e os casais

adultos (C) que possuem dois ou mais meses de vida.
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Tabela 4.1: Tabela Reproducao de coelhos

Meses (n) Casais filhotes  Casais Jovens  Casais adultos  Total de Casais
0 c1 1
1 Ch 1
2 C2 Cy 2
3 C3 Cy (O 3
4 C4, Cs Cy Cq,Cy 5
5 Cg, C7, C8 Cy,Cs Cyq, Cy, Cf 8
6 Cg, C10, C11, C12, C13 Cs, C7,Cs C1,Cy, C3,Cy, Cs 13

Fonte: O autor

Para o problema em questao, completando a Tabela (4.1) terfamos que apos

um ano existiria um total de 144 casais de coelhos.

Generalizando o problema para descobrir quantos casais de coelhos teriamos
no periodo de n meses. Podemos observar que o total de casais de um més é a soma de
casais dos dois meses imediatamente anteriores, logo podemos escrever uma equagao de

recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes constantes da seguinte forma:

Fn: n71+Fn727 COHanl
Fh=1
F1:1,

temos F, — F,,_; — F,,_o = 0 com a seguinte equacao caracteristica 7> —r — 1 = 0.

Entao segue que,

r?—r—1=0

A=1+4

A=5
1++5 1++5 1—+5
r= 5 = T = 9 e g = 5 .

Aplicando os Teoremas (3.3.1) e (3.3.2), as solugoes da recorréncia sao da

1+v5) 1-v5\"
oo (5 o)

forma,
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Determinando as constantes C'; e Cy usando as condicoes iniciais,

0 0
1 5) 1—+5

ofi5) o(52)
o) ()
(157 o ()

Entao temos que resolver o seguinte sistema.

Ci+Cy=1

145 1-+5
o (155) e (155) -1

Da primeira equacao temos,

01:1—02.

Substituindo ' na segunda equacao do sistema,

1-cy <1 +2\/5> Lo (1—2\/5> _,

1+V5 145 1-+5

9 CQ 9 +CQ 5 =1
L+ Vh-Co— VB +Ch— oV
. _

—202\/5—1-1—1-\/5_1

> _

—20,W5=2-1-+/5

—2V5C, =15

—1
02:\/5

25
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Substituindo C5 na primeira equacao,

01:1—\/5_1
2v/5
oo 2Vh-VEl
o = Yo+l
2v/5

Dai segue,

p_ Y5+l 1+f —1(1- \/5
"B 2 V5
(1545 VB 1 (1 -V5\"
”_\/3 2 2 NG 2
1 (1+v5\"" ~ V5
N o

Esta é a formula fechada, nimero de Fibonacci, que descreve quantos casais de coelhos

terao para uma quantidade n de meses.

Verificaremos trés solugoes particulares ja ilustradas na Tabela (4.1).

Caso particular para n = 0,

p_ L (1EVE) 1 (15
VS 2 V5 2

oLtV 146
T o5 25
B — 14+v5—-1++5 2\/_:>F0:1‘
2v/5 2v/5
Caso particular para n =1,
2 2
po_ L (1EVB) 1 (145
AL 2 V5 2
po_ L (142v645) 1 [1-2V5+45
B 4 f 4
n_ 6126 6-2V5
G 1/5
2 2 4
”=2 V5-6+2vh_ 4v5 — F =1

45 45
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Caso particular para n = 2,

o L [(1+V5 o1 (1-v5)
T AL 2 NAUE

1 [1+3V5+15+5V5 1 [1-3V5+15—-5V5
F=— -

V5 8 V5 8

1+3V5+15+5V5 —1+3vV5—15+5V5
Fy = +

8v5 8v/5

16+ 85 —16+8V5 165

= = = Iy, =2.

8v/5 NG

Exemplo 4.2.1. Verificaremos uma outra atividade que estimule os alunos a desenvol-
verem estratégias logicas de resolucao. Iremos trabalhar em sala de aula a manipulacao
de material concreto, incentivando os alunos a desenvolverem o raciocinio recursivo. O

material concreto que sera utilizado é o jogo de domindé, conforme figura (4.6).

Figura 4.6: Domin6 e raciocinio recursivo

https://www.reviewbox.com.br/domino/

Nesta atividade serd abordado o seguinte problema. De quantas maneiras

podemos guardar n dominés 2x 1 em uma caixa 2xn?

Desconsiderando os nimeros dos dominds, uma vez que nao irao interferir na

resolugao do problema.
Desta forma consideraremos que todas as pecas dos dominés sao idénticas.

A pergunta é de quantas maneiras guardar os domin6s na caixa? FE uma
maneira sera diferente da outra de acordo com o visual dela, ou seja, conforme o encaixe

das pecas na caixa.


Fonte: https://www.reviewbox.com.br/domino/
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Conforme ilustragao utilizando uma caixa 2xn mostrada na figura (4.7).

Figura 4.7: n dominés 2x 1 em uma caixa 2xn

; ’

(3 o--1--o-- H 2
[) *
n

Fonte: O autor

O objetivo do problema é contar de quantas maneiras posso cobrir um retan-
gulo 2xn com pecas retangulares 2x 1. E verificaremos a relagao deste problema com a

sequéncia de Fibonacci.

As pecas poderao ser encaixadas em pé, representada pela primeira peca da
esquerda na figura, ou deitadas na qual necessariamente devem ser encaixada duas pecas,

conforme pode ser visto a direita da primeira peca ja colocada na caixa.

Seja D, a resposta. Iniciaremos a resolucao do problema verificando o que

acontece com 0s casos menores.

Simplificando cada caso, representaremos os dominos em pé por tracos verticais

e os dominoés deitados por tracos horizontais.

Dai utilizaremos uma sisteméatica em escrever todos os casos, dando prioridade
em esgotar todas as possibilidades de domin6s na posicao vertical nas primeiras posigoes,

para depois escrever os casos de dominds na posi¢ao horizontal. Conforme figura (4.8),

Figura 4.8: Diposicao dos dominés na posicao vertical e horizontal

nos = = Dy =3
n=4 [ 1 —— Dy=5
n=>5 LHTTHZ HZLIZHIZ_ Dy=3

— g — ey — —

Fonte: O autor
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Para contar o niimero de solugoes para cobrir uma caixa de tamanho 2xn por
pecas de domin6 2x 1, o raciocinio serd da seguinte forma, abriremos o problema em dois

CaSOs menores.

1° caso: A primeira peca da esquerda sendo um dominé em pé. Teremos o
nosso problema inicial reduzido a um tamanho menor, designado por D,,_; maneiras de

completar a cobertura, conforme figura (4.9).

Figura 4.9: Caixa de tamanho 2xn iniciada por um dominé 2x 1 em pé

*

;
L

——n—-1 |

Fonte: O autor

2° caso: A primeira peca da esquerda sendo dois dominos deitados. Teremos
0 nosso problema inicial reduzido a um tamanho menor, designado por D,,_» maneiras de

completar a cobertura, conforme figura (4.10).

Figura 4.10: Caixa de tamanho 2xn iniciada por dois dominés 2x 1 deitados

I..
1

Fonte: O autor

Logo o niimero de maneiras de cobrir uma caixa 2xn por pecas de dominos

2x 1 sera representada pela recorréncia linear de segunda ordem.

D, = Dy_1+ Dy_s.
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Criando uma tabela para os valores encontrados, verificamos que a sequéncia

obedece os critérios da Sequéncia de Fibonacci.

Tabela 4.2: Tabela domind na caixa 2xn

Tamanho da caixa (valor de n) Possibilidades de arrumar n dominds na caixa 2xn

1 1
2 2
3 3
4 5
3 8
6 13

Fonte: O autor

Portanto, temos uma sequéncia definida por:

Dn = Dn—l + Dn—2
Dl = 1
D2 = 2

Vamos resolver esta recorréncia e generalizar a solucao para a caixa de dominé
2xn.

Temos D, — D, 1 — D, o =0 com a seguinte equagao caracteristica

r?—r—1=0.

Entao segue que as raizes sao,

rP—r—1=0

Aplicando os Teoremas (3.3.1) e (3.3.2), a solucao geral sera,

o7 o)

2
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Determinando as constantes C'; e Cy usando as condicoes iniciais,

o) o
1++5 1-+5
(505
C1<1+\/5)+02<1—\/3>:2.
oo (7)ol

o, <1+2\/3+5> +CZ<1—2¢3+5> ,

E temos,

1 1
o (6+2\/5)+02 (6—2\/5) — 3.

Entao temos que resolver o seguinte sistema.

(1+V5)Ci+ (1-V5)Cy =2
(6 +2v/5) Cy + (6 — 2v/5) Cy = 8.
Da primeira equacao temos,
2—Cs (1-5)
Cl = .
1++/5
Substituindo €} na segunda equacao do sistema,
2—Cy (1-5)
1++/5

12 — 45 -2 1
6C; 4+ 6C2V/5 + 4v/5 — 2v/50; + 002+(6_2\/5)02:8
1+V5
12+ 4C5 + 4v/5C; + 4V5 + (—4C; + 44/5C,)
1+5

=8 = 12+ 8V50, +4V5=8+8V5

5—+/5
10

(6+2\/5)[ +(6-2v5) =8

12 + 8v/5C, + 4v/5
14++5

8V50h = —4+4V5 = Cy=
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Substituindo C5 na primeira equacao,

(1+v5)Cr+ (1-5) (5_\/5) —2

10

5—Vh—V5+5
10 N

100, + 10C1V5 + 10 — 6v/5 = 20

C1+\/EC1+ 2

545
0

(1o+10\/§> C=10+6V5 — ) =

Dai segue, a solugao para a caixa de domin6 2xn.

5+v5) (1+v5)  [5-v5\ [1-v5)
o= () () () ()

Seguem alguns resultados acerca da sequéncia de Fibonacci.

PROPOSICAO 4.2.1. A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, com

n > 1, é da forma:

Sn = Fn+2 — 1

Demonstragao. Dada a sequéncia Fy, Fy, F3,--- , F,_1, Fy,, Fl,11, - - temos que a soma dos

n primeiros termos da sequéncia é dada pela expressao:
Sn:F1+F2+F3+"’+Fn_2+Fn—1+Fn.

Observe que,

F3 =1+ F,
Fy= Fy + F;

F5:F3—|—F4

F,=F, 2+ F,

Reescrevendo a soma,
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F,=F;— F,
F2:F4—F3
F3=F5 — Iy

Foo=F,—F,
Fn—len+1_Fn
Fn: n+2_Fn+1

i+ Byt + Fy= (= F) + (Fy— F3) + -+ (Fop — ) + (Foye — Fo)

Portanto,

Sp = (F5— Fa) + (P = Fs) + -+ + (B = Fa1) + (Bwri — F) + (Fuga — Fat1) -
Entao,

Sn = Fn+2 - FQ.

Como o segundo termo da Sequéncia de Fibonacci é F, = 1, entao temos:

Sn = Fn+2 - 1

PROPOSICAO 4.2.2. A soma dos quadrados de dois nimeros de Fibonacci vizinhos

é um niumero de Fibonacci.

Demonstragao. Dados dois ntmeros de Fibonacci vizinhos quaisquer F), e F,,; temos

que:
F_l 1+\/_ n+1 1_\/5 n+1
"5 2 2
1+\/_ -3\
n+1 92
Entao,
(1 )n ( )" =(0) ()
5 2 2

4

) m 2n+2 V5 2n+2
3

(1+5) - (1—\/5)171+1
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i 2n+2 2n+2 n+l
1| [1+v5 L (L=5 o [1=VE+ V55
5 2 2 4

- 2n+2 2n+2
1| [1+V5 (1= o (="

5 2 2 4
- 2n+2 2n+2
1| [{1++5 1—5
F2— - < V5 + V5 — 9. (1)
2 2
E temos,

2n+4 2n+4 n+2 n+2
) 1| (1+V5 1-+/5 14++/5 1-+/5
Fn+1 =T + -2 ’
5 2 2 2 2
2n+4 2n+4 n+2

1) (1445 (1= . | (V) - (1= VE)
5 2 2 4

B 2n+4 2n+4 n+2
(1Y (=5 oy [L=VAHVE S
5 2 2 4

- 2n+4 2n+4
5 2 2 4

- 2n+4 2n+4

n+1 — 5 2 2
Segue que,
2n+4 2n+4 T
1| ({1++5 1-+5 N
Fl +F = + —2- (=) +
5 2 2
2n+2 . 2n+2
5 2 2
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1 1+\/5 2n+4 1_\/3 2n+4 1+\/5 2n+2 1_\/3 2n+2
(=) () ()

) 1+\/5 2n+2 1+\/§ 2 1_\/5 2n+2 1_\/5 2
)T ) ()
+<1+2\/5>2n+2+ (12\/5>2n+2]

143" (345 =5\ [(3- 5
(57 () () ()
+<1+\/g>2n+2 <12\/3>2n+2]

5 +
(557) (50 () (%)
| (1+vB\"T (5B (1-vB\"T (5-5
"5 2 ' 2 + 2 ' 2

reescrevendo,

1 [e BT 5B 1 (1-vB\"T (5-B) 1
V5 2 > ) 5\ T2 2 NG
S [(1+8\" (545 (15 " (55

V5 2 25 2 2v/5

o e BT (svBas) | (1-vE"T (5vE o5

IV 2 10 * 2 ' 10

! (145" (1445 -5\ (VE-1

V5 2 2 * 2 ' 2
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(13T (1B (1= (1-5
WV 2 ' 2 - 2 ' 2

- 1 1+\/g 2n+3 1_\/5 2n+3
V5 2 B 2

F L+ F} = Fongo.

Em particular segue exemplo (4.2.2).

Exemplo 4.2.2. Dada a sequéncia de Fibonacci, conforme tabela para os primeiros vinte

e um numeros da sequéncia.

Tabela 4.3: Tabela dos vinte e um primeiros nimeros de Fibonacci

Sequéncia dos primeiros vinte e um numeros de Fibonacci

F(0)—1 F(1)-1 F(2)—2
F(3)=3 F(4)=5 F(5)=8
F(6)=13 F(7)=21 F(8)—34
F(9)—55 F(10)=89 F(11)=144
F(12)=233 F(13)=377 F(14)—610
F(15)—987 F(16)—1597 F(17)—2584
F(18)=4181 F(19)=6765 F(20)—10946

Fonte: O autor

Conforme Proposigao (4.2.2) podemos verificar dois casos particulares que,

F24+F2=1324+8=233=F;, e F2+ F2=2892+552=10946 = Fy.

4.3 Matematica Financeira

Conforme livro texto da colecaio PROFMAT - Matematica Discreta dos autores Augusto
César Morgado e Paulo Cezar Pinto Carvalho, uma das importantes aplicagoes das pro-
gressoes geométricas esta presente na Mateméatica Financeira. Na qual temos como ope-

racao basica o deslocamento de quantias no tempo, associados a operacao de empréstimo.
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Analisaremos a situacao de empréstimo a partir de alguém que empresta um
capital C' (chamado de principal) a um cliente por um periodo de tempo n, aplicados
a uma taxa de juros 7, e apés esse periodo recebe o seu capital C' acrescidos de uma

compensacao em dinheiro denominada juros J pelo empréstimo.
O principal acrescidos dos juros é chamado de Montante representado por M.

A seguir utilizaremos o raciocinio recursivo para mostrarmos a férmula fechada

para o calculo dos juros compostos.

=C+J=C+Ci=C(1+i
M2 M1+J M1+M1Z— )

i)

)
1 (1+
Ms = My + J = My + Myi = My (1 +
My=Ms+ J= M3+ Msi = M;s(1+1).

Dai segue que,

M, =C(1+1)
M2 M1(1—|—2)
M3 M2(1—|—Z)

M,y = M,_5(1+1)
M, = M,_1(1+1)
MMy Mgt My =C - Mi- Mg+ M=y (1+4) - (1 +4) ... (1+4)

Vv
n fatores

Ao multiplicar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento do produto obtemos:
M, =C(1+14)".

Exemplo 4.3.1. A juros compostos de 20% a.m, qual o montante de R$3.500,00 em 8

meses?

Sabendo que o principal C' é R$3.500, 00, e utilizando o raciocinio recursivo

temos,
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M; = 3500 (1, 20)

M2:M1(1,20>
M; = M, (1,20)
M, = M; (1,20)
Mg = My (1,20)
Mi- My M+ ...- My Mg = 3500 My - My - ... M7+ (1,20)-(1,20) ... (1,20)
8fa?trores

Ao multiplicar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento do produto obtemos:
Mg = 3500 - (1, 20)8 = Mg = 3500 - 4,29981 = My = 15.049, 33.

Exemplo 4.3.2. O salario de Carmelino no més n é S, = a + bn. Sua renda mensal é
formada pelo salario e pelos juros de suas aplicacoes financeiras. Ele poupa anualmente
1 . . . . .

— de sua renda e investe sua poupanca a juros mensais de taxa 7. Determine a renda de

p
Carmelino no més n.

A renda X,, no més n é igual ao salario S, mais o rendimento sobre montante
Y,_1 das aplicacoes financeiras no més anterior. Ou seja, X,, = S, + 1 - Y,_1. Por outro
lado, o montante das aplicacoes financeiras no més n é igual ao do més anterior, acrescido

1
do valor poupado no més n. Ou seja, Y, =Y, 1 + —X,,.
p

X,— S X1 — S
Da primeira equacdo, Y, | = —— e Y, = Dodl  Cntl
1 1

1
Substituindo estas expressoes na equacao Y, =Y, 1 + —X,,, temos:
p

Xn+1 - Sn+1 o Xn - Sn 1X
i i p

Multiplicando as igualdades por ¢ teremos,
1 .
Xn—l—l_sn-l—l :Xn_sn+_XnZ
p
Segue que,

1
Xn+1_Sn+1+Sn:Xn+_'Xn'i
p

Xn+1 - (SnJrl - Sn) = Xn (1 + é)

Xnﬂ—b:Xn(Hf).
b
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De fato pois,
Sp,=a+bn e S,,1=a+b(n+1)= S,;1 —S,=0.
Dai temos, recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea.

X, = X, (1 n 3) +b,
p

. n—1 .

1 1
Temos que, a,, = (1 + —) ¢ uma solucao nao nula da recorréncia X, 1 = X, (1 + —),

p p

e aplicando o Teorema (3.2.1), segue que:

X, = X, <1+ L)

) e
B

Chamando <1 + 3) =k, temos a, = k" 1.
p
Entao,

kY, = k™Y, 4+ b.

1
Multiplicando a igualdade por e temos,
b
Y, =Y, 1+ Tl
Assim como Xy = a temos,
ananYn:onaoYo:GZk_lYoﬁYo:%=>Yb:ak:.
Dai segue que,
Yy = ak
Yi=Yy+b
b
Yo=Y+ T
b
Yn Yn—l + kn_l

b b
%+%+-~+M+Yn:ak+%+b)+< 1+E>+"'+<%+kn—l>
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Somando e fazendo os devidos cancelamentos,

b b b
Yo=ak+ b4+ — 4.
; a+(+k+k2+ + o
Entao,
1 1 — kn
P m
Yo =ak+b B —ak b :ak+b{
| -—F
k k
Dali,
1—
Y, =ak+b- .
R Ty TR

Como X,, = a,Y,, entao temos:

X, =kt [ak+b-

X, =ak" +b-

Substituindo k£ =1 + 3, temos finalmente.
p

Entao,

Logo,

1—kn
k=1 (1— k)

1 -k

1~k

11—k
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4.4 Andalise Combinatoria

Neste topico iremos resolver alguns problemas que sao comumentes resolvidos no Ensino

Médio utilizando técnicas de anélise combinatoéria como permutagao e combinagao.

Nosso objetivo é utilizar o raciocinio recursivo visando compreender, interpre-
tar e desenvolver métodos de resolucao que enfatize a solucao de problemas que estimule

o aluno a construir o raciocinio légico-matematico.

Exemplo 4.4.1. De quantas maneiras n pessoas podem formar uma fila?

Utilizaremos inicalmente a estratégia em estudar os casos mais simples, cha-

maremos a resposta do problema de formar filas com n pessoas de A,,.

Para o caso Aj, ou seja, o problema de formar fila com uma pessoa teremos

apenas uma Unica maneira, A; = 1.

Para o caso A,, ou seja, o problema de formar filas com duas pessoas teremos

exatamente duas maneiras, Ay, = 2.

Sendo um pouco mais sisteméatico mostraremos a soluc¢ao para o problema em

formar filas com trés pessoas.

Considerando Ana, Beatriz e Carlos as trés pessoas e simplificando os nomes
pelas letras A, B e C'. Formaremos filas que iniciam com Ana, em seguida filas que iniciam
com Beatriz e por ultimo as que iniciam com Carlos. Totalizando seis possibilidades de

formar fila com trés pessoas, Az = 6.

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Podemos observar que no caso n = 3 ao fixar a primeira pessoa da fila resta
um problema para formar fila com as duas pessoas que sobraram, isto é, o problema reduz

a formar filas com duas pessoas.

Em particular ao fixar Ana na primeira posicao da fila teremos que ver de

quantas maneiras arrumaremos Beatriz e Carlos na fila, o que se resume a um problema
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de duas pessoas que podem ser feitas de duas maneiras. Como podemos fixar qualquer
uma das trés pessoas na posicao inicial da fila, teremos um total de seis possibilidades

para o caso de formar fila com trés pessoas.
Segue tabela (4.4) que ilustra o numero de filas para alguns valores
iniciais de n.

Tabela 4.4: Numero de filas formadas por n pessoas

Nuamero de pessoas (n) Numero de filas formadas por n pessoas (A,)

1 A1) =1
2 A(2) =2

3 A(3)=3-2=6
4 A4)=4-6=24
5 A(5)=5-24 =120

Fonte: O autor

De uma maneira geral para resolver um problema com quantidade de filas com
n pessoas, ao escolher a primeira pessoa da fila o problema se resume a um ja resolvido

anteriormente com n — 1 pessoas.

Dai segue que para formar todas as permutagoes com n elementos distintos,
devemos escrever todas as permutagoes com n—1 elementos distintos, em seguida no inicio

de cada uma delas acrescentar um elemento, na qual pode ser realizado de n maneiras.

An =n- Anfl.

Segue dai que,

Al = 1
A2 = 2A1
Az = 34,

A, =nA,_1

Multiplicando os termos da igualdade e aplicando a lei do cancelamento do

produto, obtemos:

A,=1-2-3-...-n
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Temos entao que o ntmero de filas que podemos formar com n pessoas é:
A, =n!

Exemplo 4.4.2. Quantos subconjuntos possui um conjunto com n elementos?

Dado um conjunto X com n elementos. Seja X, o ntmero de subconjuntos
deste conjunto X. Sendo x um destes n elementos do conjunto X. Podemos formar todos

os X, subconjuntos da seguinte maneira:

(1) Os subconjuntos que nao contém o elemento z: Teremos um problema de

tamanho X,_; no total.

(73) Os subconjuntos que contém o elemento x: Também teremos X, 1 no
total. Basta observar que acrescentando o elemento x em cada subconjunto do conjunto
X —{x} que possui n— 1 elementos, fato que confirma que teremos novamente o problema

de tamanho X,,_;.

Logo o nimero de subconjuntos X,, pode ser escrito recursivamente de forma

somando os casos (i) e (ii).

Xn=Xp 1+ X1 =2X,1.

Temos que X; = 2, pois os subconjuntos do conjunto unitario ¢ o proprio

conjunto e o conjunto vazio. Dai segue que,

X1=2
Xn=2X, 4
Xl = 2
X2:2X1

X3 =2X,

Xy =2X3

Xn:2Xn71

X{Xg XiXi X Xy =222 QX Xa Xi- Xt
n fatores
Dai segue que,
X, =2".

Entao o niimero de subconjuntos com n elementos é X, = 2".
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Exemplo 4.4.3. Utilizando as letras A, B e C, pede-se calcular quantas palavras de dez
letras podemos formar, com ou sem significado, de modo que nao haja duas consoantes

consecutivas.

Paran > 1, seja A, o nimero de palavras de n letras satisfazendo as condigoes
do enunciado. Para k£ > 3, uma palavra de k letras pode terminar em A, B ou C. Se
terminar em A, as k — 1 letras anteriores podem formar qualquer uma das A,_; palavras

de k — 1 letras satisfazendo as condi¢oes do enunciado.

Se terminar em B ou C, a penultima letra deve necessariamente ser A, obe-
decendo a condicao de nao podermos ter duas consoantes consecutivas e as k — 2 letras
iniciais podem formar qualquer uma das Aj_o palavras de k — 2 letras satisfazendo as

condicoes do enunciado.

Entao o problema de tamanho A, pode ser escrito recursivamente da seguinte

forma:

An = Anfl + Aan + An72
An = Anfl + 2An72-

Dai temos uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coefici-

entes constantes. Entdo aplicando o Teorema (3.3.1) temos,
An - An,1 - 2An72 = 0
De equacao caracteristica,
r?—r—2=0.

Com raizes,

rn=2e rp=-—1.
Entao,
A, =C12"+ Cy (—1)".
Iremos determinar as constantes C; e Cy que sejam solucoes do sistema de
equacoes para os casos Aj e As.

Para o caso A; temos trés palavras com sentido ou nao com apenas uma letra

(A; = 3), satisfazendo as condigbes do enunciado.
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Temos A; = 5 na qual as possiveis palavras de sentido ou nao satisfazendo as

condicoes do enunciado sao:

AA, AB, AC, BA, ou CA.

Segue o seguinte sistema,

401—|—CQI5
207 — Cy = 3.

(4.4.1)

Somando a primeira e segunda equacao do sistema (4.4.1) temos,

4
601 =8 = Cl = g
Dai temos,
1
02:5—4 :02:—5.
Entao,
4 1
A, ==-2"—— - (=1)"
3 3 (=1
Logo temos,
4 1
Ap==-20—-2. (="
0= 3 3 (=1)
4 1
Ay =--1024 — -
0= 3 3
4096 1
Ay = —— =
10 3 3
4095
Ay = 3
Ajp = 1365.

4.5 Recorréncia em problemas de Olimpiadas de Ma-

tematica

Nesta secao destacaremos a importancia da criacao de modelos de resolucao de problemas
matematicos utilizando o raciocinio recursivo em questoes de olimpiadas de matematica,

em especial a OBMEP.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP é um
projeto nacional direcionado a rede de escolas publicas e privadas dentro do nosso Terri-

torio Brasileiro.
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A OBMEP, com uma gande aceitacao %, & um projeto realizado pelo Insti-
tuto de Matemética Pura e Aplicada - IMPA, com o apoio da Sociedade Brasileira
de Matematica - SBM sendo administrada com recursos do Ministério da Educacao e do

Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovagoes e Comunicagoes - MCTIC.

A Olimpiada foi criada em 2005 com a finalidade de estimular e promover o
estudo da Matemética, assim como desenvolver novos talentos na area. A OBMEP possui

os seguintes objetivos:

e Contribuir para a melhoria de qualidade da educacao bésica, possibilitando aos

alunos brasileiros terem acesso a um material didatico de qualidade;

e Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas ci-

entificas e tecnologicas;

e Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para

a sua valorizacao profissional;

e Contribuir para a integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas e

institutos de pesquisas;

e Promover a inclusao social por meio da difusao do conhecimento.

O publico alvo da OBMEP é composto de alunos do 6° ano do Ensino Funda-

mental até o ultimo ano do Ensino Médio.

Atualmente estas olimpiadas vém ganhando bastante destaque em desenvolver
talentos e proporcionar premiagoes e reconhecimento para alunos das escolas piblicas
e particulares no tocante ao avanco de propor oportunidades aos jovens estudantes em

desenvolver o processo ensino e aprendizagem da matematica.

Diante dos fatos fica cada vez mais evidente que é possivel empregar técnicas
recursivas na resolucao de problemas mateméticos abordados no ensino basico, uma vez
que a metodologia em trabalhar raciocinios recursivos podem incentivar os alunos em des-
pertar o interesse por competicao de forma saudavel em resolver problemas matematicos

a partir de problemas de olimpiadas.

3Conforme site oficial http://www.obmep.org.br/apresentacao.htm, no ano de 2019, mais de 18 mi-

lhoes de alunos participaram da olimpiada.
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Segue problema da prova OBMEP [2012], questao que foi exigida nos trés

niveis da primeira fase.

Problema 4.5.1. Renata montou uma sequéncia de triangulos com palitos de fosforos,
seguindo o padrao indicado na figura. Um desses triangulos foi construido com 135 palitos

de fosforos. Quantos palitos tem um lado desse triangulo?

Figura 4.11: Triangulos com palitos de fosforos

VAN
VAN
IN NN INININ

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm

Analisando as trés primeiras etapas de construcao podemos observar que no
primeiro momento é construido um triangulo usando trés palitos, na qual podemos repre-

sentar utilizando o produto 3 por 1.

Na segunda etapa é formado um triangulo em que cada lado é formado por dois
palitos, acrescentando ao triangulo precedente dois triangulos iguais ao primeiro, cada um

deles com trés palitos.

Assim teremos na segunda etapa seis palitos acrescentados, na qual podemos

representar utilizando o produto 3 por 2.

Na terceira etapa formamos um triangulo em que cada lado é formado por trés

palitos acrescentando ao triangulo precedente trés triangulos iguais ao primeiro.

Assim sao acrescentados nove palitos, na qual podemos representar uti-

lizando o produto 3 por 3.

Esse processo pode ser repetido até termos um triangulo em que cada lado
é formado por n palitos, nesse caso acrescentamos ao triangulo precedente n triangulos

iguais ao primeiro.
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Assim serao acrescentados 3n palitos, na qual podemos representar utilizando

o produto 3 por n.

Tabela 4.5: Numero de triangulos por palitos acrescentados

Etapas Numeros de palitos acrescentados
1 3:1=3
2 3:2=6
3 3:3=9
n 3 n=3n

Fonte: O autor

Desta forma estamos diante de um problema utilizando o pensamento recur-

sivo, na qual X, representara a quantidade de palitos necessarios para construir a n-ésima

estrutura.

Assim sendo temos uma recorréncia linear de primeira ordem.

X2:X1+32
Xz =Xo+3-3
Xy=X3+3-4

Xp=X,1+3-n
Xo+ X+ + X+ X =X+ X5+ X5+ + X7 +3-243-3+---+3-n

Ao somar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento aditivo, obtemos:

X,=X1+3-24+3-34+3-44+---4+3-n.
Pelo enunciado temos X; = 3, entao segue que:

Xp=3+3-243-34+3-44+---+3-n

X, =3(1+2+3+-+n).

Aplicando a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética, teremos que a

recorréncia possui a seguinte formula fechada.

(I+n)n

X, =3-
53
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Dai segue que,

Logo,
_ 3n°+3n

Xn
2

Para o problema em questao temos que para X, = 135, obtemos a seguinte

equagao do segundo grau.

3n? + 3n

5 =135 = 3n?+3n—-270=0.

Sendo que as raizes da equacao sao,
n1:—10 (& n2:9.
Segue entao que cada lado desse triangulo possui 9 palitos.

Problema 4.5.2. Pedro constréi uma sequéncia de pilhas com cubinhos de tamanhos
iguais. Ele comeca com um tnico cubinho. As pilhas sao construidas sempre de forma tri-
angular, a partir da anterior, aumentando-se dois cubinhos em cada camada e colocando-se
um cubinho no topo. Na figura (4.12), estdo representadas as trés primeiras pilhas da

sequéncia. Observe que na primeira camada da terceira pilha hé& cinco cubinhos.

Figura 4.12: Sequéncias de pilhas com cubinhos de tamanhos iguais

°camAoa

1’CAMADA——~ __( l/

e g A
/ 1*PILAA 27 PILHA SRl ...
T

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm

(a) Quantos cubinhos devera ter a primeira camada da quinta pilha?

(b) Quantos cubinhos devera ter a primeira camada da 2014% pilha?
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(c) Pedro observou que podia transformar qualquer pilha triangular em uma pilha qua-
drada, reorganizando os cubinhos dessa pilha. Observe na figura (4.13) como ele fez

isso com a quarta pilha.

Figura 4.13: Transformacgao da quarta pilha triangular em uma pilha quadrada

7y

i

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm

Ele usou essa ideia para calcular quantos cubinhos sao necessarios para cons-
truir uma pilha triangular com 99 cubinhos em sua primeira camada. Que resultado ele

obteve?

Este problema foi retirado da prova OBMEP [2014] - segunda fase, primeira
questao da prova nivel 2 direcionada aos alunos do 8° e 9° ano do ensino fundamental

maior.

Apresentaremos uma resolucao utilizando o raciocinio recursivo para os itens
em questao e justificaremos a afirmagao do item (c¢) a partir da formula fechada do ntimero
de cubinhos em cada pilha fundamentada na féormula recursiva, enriquecendo ainda mais

o enunciado do problema.

Chamando A,, o nimero de quadradinhos em cada pilha e observando o nimero
de cubinhos nas trés primeiras pilhas da sequéncia podemos observar, conforme enunciado,
que cada pilha é obtida da anterior acrescentando-se dois cubinhos em cada camada e

colocando-se um cubinho no topo.

Desta forma podemos verificar que ao escolher uma pilha qualquer e retirando
os cubinhos da primeira camada, isto é da base, teremos exatamente a pilha imediatamente

anterior.
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Entao segue que,

Ay =A1 +3
A3:A2+5
Ay =A3+7

An = An—l + (27’L - 1)
E a sequéncia (3,5,7,---,2n — 1) representa exatamante a quantidade de cu-
binhos da base de cada pilha.
Para o item (a) temos que,

A quantidade de cubinhos da primeira camada da quinta pilha é calculada da

seguinte maneira:

2n—1=2-5—1=9 cubinhos.

No item (b) temos que,

A quantidade de cubinhos da primeira camada da 2014¢ pilha é calculada da

seguinte maneira:

2n —1=2-2014 — 1 = 4027 cubinhos.

No item (c) conforme enunciado temos 99 cubinhos na primeira camada, entao

temos:

2n—1=99 = n = 50.

Segue que,

Ay =A1+3
A3 =As+5
A4:A3+7

An = An—l + (2n — 1)

A+ A+ A A= A+ A A+ A+ B+ T+ (20— 1))

Ao somar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento aditivo, obtemos:

A=A +3B83+5+7+ -+ (2n-1)].
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Temos que [3+5+7+---+ (2n — 1)] é uma progressao aritmética de razao

2, e aplicando a soma dos termos (S,,) da P.A., resulta em,

Sn:(3+2n—1)-(n—1) . Sn:(2—|—2n)-(n—1).
2 2
Sabendo-se que,
An:A1+Sn
An:A1+(2+2n)(n—1).

2
Do enunciado do problema temos A; = 1, do qual segue:

(24+2n)(n—1)
2

2+ (2+2n)(n—1)
2

A, =1+

2+42n—242n%-2n
B 2

A, =n?.

Dai segue a solucao do problema em questao para o valor de n = 50.

Az =502 = Ao = 2500 cubinhos.

Entao podemos observar, conforme figura (4.13), que a quarta pilha triangular
com sete cubinhos na primeira camada pode ser transformada numa pilha quadrada de

base com quatro cubinhos, preservando a mesma quantidade de cubinhos nas duas pilhas.

De uma maneira geral para calcular o total de cubinhos de uma pilha triangu-
lar, basta reorganizar esta pilha de base tamanho 2n — 1 em uma pilha quadrada de base

tamanho n.

Em resumo para encontrar o total de cubinhos de qualquer pilha triangular
do problema deve-se calcular a 4rea da pilha quadrada correspondente de tamanho n,
e este procedimento pode ser justificado pela formula fechada originada da formula de

recorréncia encontrada.
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Problema 4.5.3. Abaixo temos trés figuras pentagonais: a primeira com 5 pontos, a
segunda com 12 pontos e a terceira com 22 pontos. Continuando esse processo de cons-
trucao, a vigésima figura pentagonal terd 651 pontos. Quantos pontos terd a vigésima

primeira figura?

Figura 4.14: Figura pentagonal

@,

5 12 22

Fonte: O autor

Este problema foi retirado da prova OBMEP [2015] - primeira fase, décima

quarta questao da prova nivel 3 direcionada aos alunos do ensino médio.

Analisando o processo de construcao das figuras, podemos observar a partir de
um raciocinio recursivo que cada figura é construida a partir da figura anterior acrescida

de novos pontos, conforme é mostrado na figura.

Figura 4.15: Construcao da figura pentagonal

@,

5 12 22

Fonte: O autor

Chamaremos de P; o nimero de pontos da figura 1, P, o nimero de pontos da
figura 2 e assim sucessivamente até P, que representa o problema do nimero de pontos

da figura n.

Observe que a partir da figura n, n > 1, a figura n+ 1 é obtida

acrescentando-se a figura anterior 4 novos pontos que serao vértices do novo pentagono
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(destaque em azul) e n novos pontos (destaque em vermelho) em cada um dos trés lados

opostos ao vértice fixo.

Temos P; = 5 e prosseguindo o raciocinio temos,

P=P +(4+3-1)
Py=Ps+(4+3-3)
P,=P, 1 +[4+3-(n—-1)].

Segue que,

P2:P1+7
P; =P+ 10
Py =P;+13

Pn = Pn_1 + (3n + 1)

P+ P+ + P+ Py=Pi+ P+ Pi+ 4+ B + [T+104+ 13+ - + (3n+ 1))

Ao somar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento aditivo, obtemos:

Po=P +[T+10+13+ -+ (3n+1)].

Temos que [7+ 10+ 13 + - - - + (3n + 1)] é uma progressao aritmética de razao

3, e aplicando a soma dos termos (5,) da P.A., resulta em,

(7T+3n+1)-(n—1) g :(8—|—3n)-(n—1)‘

Sy =
2 2

Sabendo-se que,

P, =P+ 5,

Pn:P1+(8+3n)(n—1)'
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Do enunciado do problema temos P, = 5, do qual segue:

(843n)(n—1)
2
10+ (8+3n) (n—1)
2
10 +8n — 8 +3n2 — 3n
2
_3n2—|—5n—|—2
2

P, =5+

I

Dai segue a solugao do problema em questao para o valor de n = 21.

3:21245-21+2

2
1323 + 107
Py = T—i_ — P =715 pontos.

P21:

Problema 4.5.4. Felipe construiu uma sequéncia de figuras com quadradinhos; abaixo
mostramos as quatro primeiras figuras que ele construiu. Qual é a primeira figura que

tem mais de 2009 quadradinhos?

Figura 4.16: Figura com quadradinhos

25 quadradinhos

13 quadradinhos

5 quadradinhos
1 quadradinho ’_

[] | L | [

12 L

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm

Este problema foi retirado da prova OBMEP [2009] - primeira fase, décima

sexta questao da prova nivel 3 direcionada aos alunos do ensino médio.

Chamaremos de )1 o nimero de quadradinhos da figura 1, ()2 o nimero de
quadradinhos da figura 2 e assim sucessivamente até (),, que representa o problema do

numero de quadradinhos da figura n.

Analisando o processo de construcao das figuras, podemos observar a partir de
um raciocinio recursivo que cada figura é construida a partir da figura anterior acrescida

de novos quadradinhos, sendo essa quantidade de quadradinhos um multiplo de 4.
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Temos )1 = 1 e prosseguindo o raciocinio temos,

Q=01 +4-1
Qs =0Q2+4-2

Qi=Q3+4-3

Qn=0Qn1+4-(n—1)

Segue que,

Q=01 +4
Q3 =0Q2+38

Qs =Q3+12

Qn:Qn—1+4(n_1)

QG+ + 4+ Qi+ Q=1+ Qs+ Q5+ + Qi +[4+8+ 124 +4(n—1)]

Ao somar as igualdades e aplicando a lei do cancelamento aditivo, obtemos:

Qn=0Q1+[4+8+12+ - 4 (4n —4)].

Temos que [4+ 8 + 12+ -+ + (4n — 4)] é uma progressao aritmética de razao

4, e aplicando a soma dos termos (.S,) da P.A., resulta em,

S — Ad4+4n—4)-(n—1) . Sn:4n(n—1).
2 2
Sabendo-se que,
Qn:Q1+Sn
dn(n —1
o =)
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Do enunciado do problema temos )1 = 1, do qual segue:

An? — 4n

nzl
Q +t—

24 4n? — 4n
2
_4n2—4n+2
-

Q, =2n*—2n+1.

Para resolvermos o problema de encontrar a primeira figura que tem mais de 2009 qua-

dradinhos, devemos resolver a seguinte inequagao.
2n% — 2n + 1 > 2009

2n* — 2n — 2008 > 0.
Teremos o valor do discriminante A = 16068 e aproximando o valor de \/Z = 126. E
com as devidas aproximacoes segue o estudo do sinal da inequacao.

24126
4

n = 1 = —-31 e ny =32

Temos como solugao da inequagao n < —31 ou n > 32. E para a solucao do

problema em questao devemos ter n > 32.

Entao a primeira figura com mais de 2009 quadradinhos é 33¢ figura, conforme
podemos justificar verificando o niimero de quadradinhos na 32¢ e 33¢ figura utilizando a

formula fechada originada da féormula de recorréncia.

Q3 =2-322-2-32+1=1985

Q33 =2-332—-2.33+1=2113.
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Problema 4.5.5. Observe a sequéncia de figuras abaixo, todas elas com a forma da letra

Y. Seguindo este padrao, quantas bolinhas tera a 152 figura?

Figura 4.17: Sequéncia de bolinhas em forma da letra Y

OO OO

'e) @) o O
0_0 O
O O @] O
O O O
@) @] O
O O O

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm

Este problema foi retirado da prova OBMEP [2019] - primeira fase, quarta
questao da prova nivel 2 direcionada aos alunos do 8° e 9° ano do ensino fundamental

maior.

Chamaremos de Y; o nimero de bolinhas da figura 1, Y5 o nimero de bolinhas
da figura 2 e assim sucessivamente até Y, que representa o problema do niimero de bolinhas

da figura n.

Analisando o processo de construcao das figuras, podemos observar a partir
de um raciocinio recursivo que cada figura é construida a partir da figura anterior acres-

centando 3 bolinhas, sendo uma em cada ponta do Y.

Temos Y; = 5 e prosseguindo o raciocinio temos,

Yo=Y +3
Y3=Y,+3
Y,=Y3+3
Y,=Y,1+3

Ys+Ys+ -+ Yo+ Y, =Y+ Y%+ Y+ + Y +34+34---+3

n—1 parcelas

Dai segue que,

Y,=Y1+3(n—-1).
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Do enunciado do problema temos que Y; = 5, entao:

Y, =5+3n—-3

Y, =3n+2.

Logo o nimero de bolinhas da 15¢ figura pode ser obtido da seguinte formula
fechada.
Y, =3-154+2 — Y, =47 bolinhas.
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5 Outras abordagens do estudo das sequéncias

recorrentes

Nesta secao fundamentada no livro Sequéncias Recorrentes de A. Markuchevitch apre-
sentaremos generalizacoes de recorréncias de tal forma a abranger o estudo de sequéncias
possibilitando aplicagoes em alguns topicos de matematica incentivando alguns resultados

algébricos e aritméticos.

Iremos novamente retomar alguns conceitos ja abordados neste trabalho a
partir de ideias generalizadas e precisas com o intuito de enriquecer os conceitos, definicao

e exemplos.

5.1 Sequéncias de ordem k

Denotaremos as sequéncias por
Uy, U, U,y o ooy Upy,y (5.1.1)
Ou simplesmente podemos denotar por {u,}.

Definicao 5.1.1. Uma sequéncia definida em (5.1.1) é dita recorrente de ordem k se
existirem k nimeros (reais ou complexos) da forma ay, as, - -+ , ax com a; # 0 € um niimero

m > 1 tais que, para qualquer n > m, vale:

Upip = A Upig—1 + QoUpip_o + -+ + Qplly,. (5.1.2)

A relacdo (5.1.2) é denominada equacdo de recorréncia de ordem k. Cada
termo de uma sequéncia recorrente de ordem k se exprime, assim, através dos k termos
que o antecedem imediatamente. E o termo recorrente é utilizado, como ja foi explicito

em secoes anteriores na qual cada termo é determinado por termos anteriores.
Analisaremos a ordem de algumas sequéncias recorrentes.

Exemplo 5.1.1. Uma progressao geométrica com os termos,

Uy = a, uy = aq, us = aq>, - ,u, = aq" "', ... (5.1.3)
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A sequéncia (5.1.3) sera de primeira ordem, ou seja, k = 1, dado que:

Upt1 = QU (5.1.4)

De fato, analisando a equagao (5.1.2) temos k=1 e a; = q.

Un+1 = qUn41-1
Un+1 = qUn.
Exemplo 5.1.2. Uma progressao aritmética com os termos,

up=a,upg=a+r,u3=a+2r--- u,=a+n—1)r--- (5.1.5)

Vale a relacao,

Upt1 = Up + 7.

Verificaremos a ordem desta sequéncia recursiva,

Tomemos da sequéncia dois valores sucessivos de n, na qual teremos as seguin-
tes igualdades.

Up+2 = Upy1 + 7 € Upy1 = Up + T
E fazendo u, 2 — i1, temos:

Up4+2 — Up4+1 = Up+41 +r— (un + T)
Uptg — Upr] = Uppl T7 — Uy — T
Up4+2 — Un4+1 = Un41 — Un

Upyo = 2Upp1 — Up. (5.1.6)

Obtemos uma equacao no formato (5.1.2) com k = 2, a; = 2, ay = —1. Logo, uma

progressao aritmética é uma sequéncia recorrente de segunda ordem, ou seja, k = 2.

Exemplo 5.1.3. Para a sequéncia dos quadrados dos nimeros naturais,

up =12 up =22, u3 =3%-- Ju, =n?, - (5.1.7)

Temos que,

U1 = (n+1)" =n®+2n +1,
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Tomemos da sequéncia dois termos consecutivos,

Uns1 = (n+1)° =n?>+2n+1

Upi1 = Up +2n + 1. (5.1.8)

Unpo = (N +2)> =n®+4n +4
Upio = (N*+2n+ 1) +2n+3

Upio = Upsr1 + 20+ 3. (5.1.9)
E fazendo w9 — u,11, temos

Upto — Upt1 = (Upy1 + 20+ 3) — (u, +2n+ 1)
Upto — Upy1 = Upt1 +2n+3 —u, —2n— 1
Up42 — Upt1 = Up+1 — Up + 27
isto é,
Upyo = 2Upi1 — Uy + 2. (5.1.10)

A relagao (5.1.10) sendo verdadeira para qualquer n, se obtém
Upt3 = 2un+2 — Up+1 + 2. (5]_]_1)
E fazendo w13 — Uy, temos

Un+3 — Uny2 = (Zun—‘r? — Upt1 + 2) - (2un+1 — Up + 2)
Up+4+3 — Unpy2 — 2un+2 — Upt1 + 2 — 2u'n—i—l + Up — 2

U/n+3 = 3un+2 — 3'U/n+1 + Un (5112)

Obtemos uma equagao no formato (5.1.2) com k = 3, a; = 3, ag = —3 e
az = 1. Logo, a sequéncia (5.1.7) é, por conseguinte, uma sequéncia recorrente de terceira

ordem, ou seja, k = 3.
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Exemplo 5.1.4. Para a sequéncia dos cubos dos niimeros naturais,

u =1% uy =23 u3=3% - Ju, =n? - (5.1.13)

Temos que,
3 2
Uppr = (n+1)° =n+3n* +3n+1,
Tomemos da sequéncia dois termos consecutivos,

Upy1 = Up + 3n° + 3n + 1, (5.1.14)

Unpo = (n+2°=n+3-n>-2+3-n-2242°
Upio = n° +6n% +12n + 8

Upio = (n° +3n* +3n+1) +3n° +9In+7
un+2:(n+1)3+3n2+9n+7

Upto = Upt1 + 30 +9n + 7. (5.1.15)
E fazendo w19 — up11, temos

Upio — Upil = (Un+1 +3n* 4+ 9n + 7) — (un +3n*+3n + 1)
Upto — Upi :un+1+3n2+9n—{—7—un—3n2—3n—1
Up42 — Upt1 = Upt1 — Up + 6n + 6

Upyo = 2Upi1 — U, + 610+ 6. (5.1.16)
A relacao (5.1.16) sendo verdadeira para qualquer n, se obtém
Upts = 2Upto — U1 + 61 + 6. (5.1.17)
E fazendo u,,3 — 12, temos

Unts — Uptr2 = (2Upyo — Upyyr + 61+ 6) — (2upyq — Uy + 61+ 6)
Upy3 — Upg2 = 2Upq2 — Upy1 + 60+ 6 — 2Uy41 +u, — 60— 6

Upi3 = 3Upyo — SUpi1 + Uy. (5.1.18)

A relagao (5.1.18) sendo verdadeira para qualquer n, se obtém

Un+4 = 3un+3 — 3un+2 + Up41- (5119)
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E fazendo w4 — up43, temos

Uptq — Uny3 = (Sun-‘r?: - 3un+2 + un—l—l) - (3un+2 - 3un+1 + un)
Unp4+4 — Un43 = 3un+3 - 3un+2 + Upy1 — 3un+2 + 3Un+1 — Un

Uptq — Uny3 = 3un+3 - 6un+2 =+ 4un+1 — Up

Upig = Upyg — OUpio + 4Upy1 — Up,. (5.1.20)
Obtemos uma equac¢ao no formato (5.1.2) com k=4, a; =4, ag = —6, a3 =4
e ay = —1. Logo, a sequéncia (5.1.13) é, por conseguinte, uma sequéncia recorrente de

quarta ordem, ou seja, k = 4.

5.2 Sequéncias periodicas

Segue que qualquer sequéncia periddica é recorrente. Assim, digamos, a sequéncia dos
algarismos da representacao decimal das seguintes fracoes sao obtidas de expansoes nu-

méricas periddicas e sao recorrentes de ordem k qualquer, conforme exemplos.

Exemplo 5.2.1. A representacao decimal da fracao,

3187
—— =0,86135135135 - - -
3700 ’ ’
Isto é, a sequéncia
U =8, up =6, us=1, uu =3, us =5, ug =1, uy =3,--- (5.2.1)

Essa sequéncia serd recorrente de ordem trés, k£ = 3, dado que
Upys = U, (n>3). (5.2.2)

Equivale a,

un+3:O'un+2+O'un+1+1'un

Temos entdo a relacdo que nada mais é que a equagdo (5.1.2) com k = 3,

a1 =0,a,=0¢eag=1.

Exemplo 5.2.2. A representacao decimal da fracao,

4297
S 0.257845784 - - -
16665 0,25784578 ,
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Isto é, a sequéncia

U1:2, U2:5, U3:7, U,4:8, U,5:4, u6:5, U7:7, u8:8 (523)

Essa sequéncia serd recorrente de ordem quatro, k = 4, dado que
Uptsa = U, (N >2). (5.2.4)

Equivale a,

un+4:O'un+3+0'un+2+0'un+1+1‘Un.

Temos entdao a relagdo que nada mais é que a equagao (5.1.2) com k = 4,

a1 =0,ay,=0,a3=0e a4 = 1.

5.3 Recorréncia e aplicacoes elementares na algebra

Sejam P(z) e Q(z) dois polindmios escritos na ordem de poténcias crescentes da variavel
x. Consideraremos a sequéncia dos coeficientes do quociente obtida pela divisdo de P(x)

por Q(x) na ordem crescente de x.

P(x) = Ay + Az + ...+ A,

Q(z) =By + Byx + ...+ Bya®  (By #0),

Dividindo P(z) por Q(z), se a divisdo nado for exata, o processo de divisdo de P(z) por

Q(z) se prolongaré entao indefinidamente gerando uma série,
Do+ Dix+ Dox® + Dsa® + ...+ Dy + . ..
Mostraremos que a sequéncia
up = Dy, ug = Dq,...,u, = D,_1,... (5.3.1)

é recorrente de ordem k, lembrando que k é o grau do divisor.

Para fazer isso, vamos fixar qualquer nimero natural n que responda a tnica

condicao n > [ — k 4+ 1 e interromper o processo de divisao no termo do quociente que

contém x" 1k,
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O Resto da divisao sera entao um polinémio R(z), no qual todas as poténcias

de z em R(x) serdo superiores a n + k.

Considerando a relacao entre dividendo, divisor, quociente e resto, obtemos a

seguinte identidade.
Ag+ ...+ At = (Bo+ ...+ Bpa®) - (Do + ... + Dyypa™*) + R(z).

n+k

Vamos determinar os coeficientes de z em ambos os membros dessa identi-

dade e torna-los iguais.

Sendo n + k > [ + 1, o coeficiente de "% no primeiro membro é igual a zero.

n+k

Portanto, o coeficiente de ™™ no segundo membro também deve ser zero.

+k  aparecem apenas aqui no produto

Mas os termos que contém 2z"
(Bo+ ...+ Bpz*) - (Do + ...+ Dypypa™™), pois as poténcias dos termos de R(x) sio

superiores a n + k, resulta que o coeficiente mencionado sera:

DnJrkBO -+ Dn+klel +...+D,By. (532)

Este devendo se anular, ou seja, pelo coeficiente procurado que temos, deve
ser igual a zero.

Dn+kBO -+ Dn+klel + ...+ Dan == 0
Lembrando que By # 0, encontramos

Dusk == Duskor == piDa - (n21=k+1) (5.3.3)

Temos uma equagao de recorréncia mostrando que a sequéncia (5.3.1) é recor-

rente de ordem k.

A sequéncia de Fibonacci é considerada o exemplo mais geral que proporciona
uma caracterizacao das sequéncias recorrentes. Demonstraremos que qualquer sequéncia
recorrente de ordem £k,

U, U, U3,y e ey Uy - (5.3.4)

Satisfazendo a equacao de recorréncia
Upik = QUpsg1+ .-+ apu, (nN>m>1). (5.3.5)
Coincide com a sequéncia dos coeficientes do resultado da divisao de um certo

polinomio P(z) por,

Qx)=1—ar—...—a” (5.3.6)
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Seja n qualquer nimero natural que atenda a condicao n > k+m — 2, e

multiplicando Q(z) por u; + usx + uzx® + ... + u,12", obteremos

(1 —ax —asx® — ... — akxk) (u1 + U + . A U1 T4 £ un+1x”) =
= [u1 4 (u2 — arw) &+ ...+ (Uksm—1 — QW2 — - .. — Allp—1) x’”m’ﬂ +
+ [(Wktm — Q1 U1 — - . — AUy) M 4 (U — Aty — L —
—QplUy_pr1) "] — [(alunH +o Q) T akunﬂxnﬂ} (5.3.7)

No primeiro colchete da equagao (5.3.7) existe um polinémio de grau nao
superior a [ = k+ m — 2 e cujos coeficientes nao dependem de n. Vamos indicar esse

polinémio por P(z).
P(x) = uy + (ug — a1u1) & + . .. + (Uppm—1 — QU2 — - . - — Q1) T2 (5.3.8)
A segunda das expressoes entre colchetes da equagao (5.3.7), é, em virtude
da equagao (5.3.5), um polinémio com coeficientes todos iguais a zero, enquanto que no
altimo colchete da equagao (5.3.7), existe um polinémio cujos coeficientes dependem de

n e de grau superior a n + 1. Indicando por R,(x), poderemos reescrever a identidade

(5.3.7) assim,

P(z) = (1—aiz —asz® — ... — a32®) - (W + wz + ... + up12”) + Ry(2).  (5.3.9)

Temos entao que u; + us® + ... + u, 12" € 0 quociente e que R, (x) é o resto

da divisao de P(x) por,
Q(z) =1—a1r — asx® — ... — apx”,

Isto é,

Uy, U2, U3y -+ oy Uy, Upt1y - - -

E com efeito, a sequéncia dos coeficientes do quociente obtida pela divisao do polinomio

(5.3.8) pelo polinémio (5.3.6).

Exemplo 5.3.1. A titulo de exemplo, consideremos a sequéncia de Fibonacci,
up =1, ug =1, ug =2, ug =3, us =95H,...

Seus termos verificam a equacao,

Upsoa = Ups1 +u, (R >1).
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Teremos para este caso m = 1, k =2, a; = 1,a, = 1. Logo, Q(z) =1—z— 22,

o grau do polinémio P(x) nao devendo exceder k+m—2 = 1. Aplicando a formula (5.3.8)

encontramos,

Pz)=14(1-1-1)z=1.

Dai decorre que os niimeros de Fibonacci coincidem com a série dos coeficientes
do quociente obtido pela divisdo de 1 por 1 — z — 22,

1 |1—x—x2

_ 2
M|1+x+2x2+3x3+...
x + x?
—r+ 2?2+ 23
202 + 23
—2x2 4+ 223 + 2%
323 + 224
—3x3 4+ 3x* + 32°
S5at 4 32°

5.4 Recorréncia e aplicacoes elementares na aritmética

Para mostrar um precioso resultado do estudo das recorréncias na aritmética, retomaremos
o numero de Fibonacci a partir da equagao caracteristica,
Upio = Upi1 + U, com u; = us = 1.

2 _r —1=0 e as suas raizes sao dadas por:

1+46 15
2 2

1+v5) 1-v5)
oo (5 ()

Para determinar C; e C5, podemos usar u; = us = 1, mas é mais conveniente

A equacao caracteristica é r

(8] T2

Entao,

usar ug =0e up = 1.
Obtemos o sistema,

Ci+Cy=0

145 1-+5
o (H55) v (155) -1
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. 1
Resolvendo o sistema, encontramos C} = —Cy = —. Dai

N
1 1+¢3" 1<Lﬂ@”

Uy = ——= 5

5 2

V5

1 [(1+v5\ [(1-v5) ]
o[58 (50)] -

Uma outra aplicacao da Formula de Fibonacci consistem em mostrar que,

Ou seja,

Seja a e b dois nimeros naturais com a < b, o numero de divisoes sucessivas
que devem ser feitas usando o Algoritmo de Euclides para encontrar o maximo divisor
comum de a e b é inferior a cinco vezes o niimero de algarismos na representacao decimal

de a.

Aplicando o Algoritmo de Euclides aos nimeros a e b conduz a uma cadeia de

igualdades.

) b=azx +y
2) a _ y/x// _|_ y//

" " "

3)y =y 2 +y

k) y(k—Q) — y(k—l)x(k) + y(k)

k4 1) y*l) =y gkt (5.4.2)
Os restos das divisdes obedecendo as desigualdades,

a>y'>y">ym>...>y(k_1)>y(k)>1

Podemos verificar que na cadeia de igualdades em (5.4.2) no item k& + 1) na ultima
igualdade o resto é igual a zero. Obtemos o niimero y*), o resto anterior, sendo o m.d.c.
entre a e b. E temos que k é o niimero de divisdes necessarias para a determinacao deste

m.d.c..

. ”, — / a
Desta forma, iremos comparar os nimeros y* y*=1 4" a com os numeros
ibonacci (uy, w9, us,...). m rvar qu n >1=1wus; m m
de Fibonacc , Ug, U3, E podemos observa e tendo y® > 1 ; IAas como o

resto anterior y*~Y & maior que y*), resulta em y*=—1 > 2 = ys.
Da k-ésima das igualdades resulta entao que,

y(k—2) — y(k—l)x(k) + y(k) > y("v‘—l) 14+ y(k) > Uus 4 Uy = Uy
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Logo,
y B Zup, gtV zuy ey >y

Uma vez verificado que,

Yy >, oy > e, ¥ > s (m—12>2),
Da igualdade y(™=2) = y(m=Dz(m) 4 (M) segue que,
y(m_z) > y(m—l) 1+ y(m) 2 Uk—m+3 + Ug—m+2 = Uk—m+4

Portanto continuando nosso raciocinio, chegamos as seguintes desigualdades:

y” > Uk, y, > Uk+1,
E da cadeia de igualdades em (5.4.2) no item 2) deduziremos entdo que,

o — y/xu +yu Z y/ 1 +y// 2 Wt +Uk = Upss

Mas de acordo com a equagao (5.4.1), para uyo temos:

k+2 k+2
1 1++/5 1-+/5
U2 = ﬁ 9 - 9 )
Decorre que,

azl <1+\/5> —(1_‘/5> ! <1+\/5> —~1 (5.4.3)

R > R
V5 2 2 V5 2
k42
— 1—+/5
Sabendo-se que < 1 e, consequentemente, 2\/_ < 1.
2
1 5 3 5

Da relacao (5.4.3) se obtém, em fungao de V5 < 3, vale v5 < ( +2\/_) = +2\/_, as

desigualdades <1 +2\/6> <avV5+1<+5(a+1)< (1 +2\/5> (a+1),
entao
(1 +2\/5> | <1+2¢5> < (1 +2¢5> a4 1)

(1 - ‘/5> <(a+1). (5.4.4)

segue que
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Tendo-se observado que

PR O G E) RN EE) N SRR ) R
T 2 2 V5 2 ’

Em que resulta,

5
1
< +2\/g> > 5v5 — 1> 10,

Em virtude de (5.4.4), podemos escrever

10F < <1+\/5> <(a+1)°.

2
Se a representacao decimal do niimero a compreender n algarismos, entao
10" <a < 107,
onde podemos escrever

a+1<10",

Relagao que junto com (5.4.4) fornece
10F < (a+1)° < 10°,

decorrendo a desiguladade,

k < 5n. (5.4.5)

Obtivemos o resultado necessario, estipulando que o ntimero k de divisoes
sucessivas, pelo Algoritmo de Euclides, do m.d.c., de dois ntimeros é inferior a cinco vezes

o nimero de algarismos decimais do menor destes niimeros.

As nossas consideracoes mostram, ademais, que um numero consideravel de
divisoes (no sentido de que o numero de operagoes é alto e se aproxima do limite indicado
pela desigualdade (5.4.5)) sera indispensavel ao se aplicar o Algoritmo de Euclides a dois

nameros de Fibonacci consecutivos.

Assim, segundo a nossa avaliacao, o niimero de divisoes resultantes da aplicacao
do Algoritmo de Euclides aos nimeros b = ugyy = 6765 e a = uj9 = 4181, por exemplo,

sera inferior a 5 -4 = 20, 4 (quatro) sendo o namero de algarismos decimais de a.
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Verifica-se que serao necessarias as seguintes 17 divisoes.

1) 6765 = 4181 - 1 + 2584, 10) 89 =55-1+ 34,
2) 4181 = 2584 -1 + 1597, 11) 55=34-1+21,
3) 2584 = 1597 -1+ 987, 12) 34=21-1+ 13,
4) 1597 = 9871+ 610, 13) 21 =13-1+8,
5) 987 = 610-1+ 377, 14) 13 = 8-1+5,
6) 610 = 3771+ 233, 15) 8 = 5-1+3,
7) 377 = 233-1+ 144, 16) 5 = 3-1+2,
8) 233 = 144-1+89, 17) 3 = 2-1+1,
9) 144 = 89-1+55, 18) 2 = 1-2+0,

Podemos verificar que os restos destas divisoes que obtemos aqui sucessiva-

mente sao nameros de Fibonacci consecutivos em ordem decrescente.

Todos os quocientes (com excegao do ultimo) sao todos iguais a unidade e isto
explica o nimero elevado de divisoes. O maximo divisor comum é igual a um (igual ao

resto da 17-ésima divisdo) explica o nimero grande de divisoes indispensaveis.

A igualdade a um do m.d.c. de dois nimeros de Fibonacci consecutivos quais-
quer resulta, de resto, da coincidéncia do m.d.c. de u, o € u,y1 € do m.d.c. w11 € uy,,
consequéncia imediata da relacao u,io = Up11 + Uy, € do fato que o m.d.c. de us e uy é a

unidade.
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6 Consideracoes

Visto que o tema de recorréncias lineares ¢ pouco abordado nos contetidos de matemaética
no ensino bésico, este trabalho ressalta a importancia do estudo inicial e suas aplicacoes
no ensino basico. A inciativa do estudo das recorréncias no ensino bésico é principal-
mente pelo tema ser bastante contextualizado e fundamentado no pensamento recursivo,
tornando-se uma ferramenta facilitadora na resolucao dos mais diversos tipos de proble-

mas abordando varios contetdos.

Podemos observar no decorrer do trabalho que foi enfatizado muito o estudo
das sequéncias numéricas, com sua logica na disposicao e enumeracao de cada elemento.
Destaca-se a importancia do uso das sequéncias numéricas, uma vez por ter uma abor-
dagem que prioriza a ideia e o pensamento logico alicercado no conceito de padroes e
modelagem matematica, visando ser um ponto de partida para que possamos ter uma

estrutura organizada na resolucao de problemas.

A riqueza do tema abordado neste trabalho pode ser verificado em diversos
conteiidos da matematica, com intuito de ser mais uma ferramenta de resolucao de pro-
blemas no processo ensino-aprendizagem. O uso do estudo das recorréncias na geometria,
algebra e aritmética podera ser um fator motivador na leitura, compreensao e resolucao
de problemas mateméticos uma vez que o mesmo incentiva a elaboragao e construcao de

solucoes alternativas para a resolucao de problemas.

A abordagem do estudo das recorréncias lineares no ensino basico é de pro-
vocar e incentivar que os alunos sejam cada vez mais intensamente desafiados a situgoes
problemas didaticas motivadoras. Fazendo com que a nossa sala de aula se transforme
ainda mais em um laboratério para que os nossos alunos se tornem ainda mais protago-
nistas em elaboracao de ideias e resolucao de problemas, fortalecendo a experiéncia e o
ambiente em fazer matematica a partir da pratica do pensar, do experimentar, do testar,
do criar, do desenvolver, do demonstrar, do produzir construindo linguagem matematica

a partir das situacoes do cotidiano.

Trabalhamos varios problemas de livros académicos, didaticos e provas de olim-

piadas, em destaque a OBMEP, o que confirma que sao situac¢oes que nao estao tao
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distantes dos nossos alunos. Desta forma verifica que os padroes das resolucoes de recor-
réncias podem ser perfeitamente inseridos e trabalhados entre professores e alunos visando
uma relacao mais saudavel no processo ensino-aprendizagem na resolucao de problemas

matematicos.

Diante do exposto fica cada vez mais evidente iniciar o estudo de recorréncias
no ensino bésico de forma que os professores possam utilizar essa ferramenta nas aulas
direcionada aos alunos para facilitar a exposicao de contetudos, abrangendo alguns topicos
com cuidado e atencao para que possam ser supridas as devidas limitacoes e necessidades
de aprofundamento de contetidos quando assim forem exigidas, desenvolvendo resolucoes
e instigando os alunos a perceberem a importancia de desenvolver seu proprio raciocinio

de construcao do pensamento resolutivo em diversos contetidos matemaéticos e afins.

Este trabalho, de forma alguma, tem a pretensao de esgotar o assunto em
si mesmo. Foi utilizado um referencial tedrico abrangente e preciso sobre o estudo das
recorréncias com foco nas defini¢oes, teoremas e aplicacoes. Em destaque podemos citar
a obra da Iniciacao na Matematica - Sequéncias Recorrentes de A. Markuchevitch da
Editora Mir. Moscou que nos trouxe a ideia do quanto h& para ser conhecido, estudado
e explorado referente as aplicacoes e raciocinios recursivos em problemas mateméticos,

além das abordagens e resultados que, neste trabalho foram apresentados.
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