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Resumo

Nesse trabalho, dissertamos sobre o artigo “The Existence and Stability of Equili-
brium Points in the Robe Restricted Three-Body Probem” devido a Hallan e Rana. Para
isso apresentamos definicoes e resultados basicos sobre sistemas Hamiltonianos tais como
estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos lineares. Enunciamos o problema
restrito dos trés corpos e mostramos alguns resultados classicos do problema. Por fim
apresentamos o problema de Robe e discutimos os principais resultados usando a teoria

de sistemas Hamiltonianos.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos, Estabilidade, Problema restrito dos trés cor-

pos, Problema de Robe.



Abstract

In this work, we discuss the article The Existence and Stability of Equilibrium
Points in the Robe Restricted Three-Body Probem due to Hallan and Rana. For this we
present some basic definitions and results abut Hamiltonian systems such as equilibrium
stability of linear Hamiltonian systems. We set out the restricted problem of the three
bodies and show some classic results of the problem. Finally we present the Robe’s

problem and discuss the main results using Hamiltonian systems theory.

Keywords: Hamiltonian systems, Stability, Restricted tree body problem, Robe’s pro-

blem.
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Introducao

O problema restrito de trés corpos consiste no estudo de um caso limite do pro-
blema de trés corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa mg é infinitesimal de
tal forma que ela nao influencia no movimento dos corpos de m; e my (chamados de
primérios) mas é afetada por eles de forma usual. Isto é uma sensivel aproximacao da
realidade, somente se a trajetéria de ms nao chegar muito proxima de m; ou mq. Este
problema foi extensivamente estudado, nao s6 porque é uma versao simplificada do pro-
blema geral dos trés corpos mas porque também tem aplicacoes praticas, por exemplo |,
a transferéncia de uma nave espacial da terra para a lua ou a descoberta da existéncia
de asterdides perto do ponto de Lagrange no sistema Sol Jupiter. Tal problema possui
cinco pontos de equilibrio os quais trés sao colineares, sobre o eixo do x e dois formando
triangulos equilateros com as primarias. Os trés pontos colineares sao instaveis para qual-
quer valor do parametro de massa. Ja os triangulares sao estaveis em um certo intervalo
deste parametro. Em 1977 H.A.G Robe [1] considerou um novo tipo do problema res-
trito dos trés corpos, em que o primarios m; é uma casca esférica cheia com um fluido
incompressivel e homogéneo de densidade p;. O segundo primdrio é um ponto de massa
ms fora da casca e o terceiro corpo ms é uma pequena esfera sélida de densidade p3 no in-
terior do reservatério, com o pressuposto de que a massa e o raio de mg sao infinitesimais.
Segundo Robe, a justificativa em se considerar tal problema é obter uma modelagem afim
de estudar o efeito gravitacional da Lua no interior da Terra. Robe mostrou a existéncia
de um ponto de equilibrio com m3 no centro da casca esférica enquanto ms descreve uma
orbita kepleriana em volta de my. Além disso, ele discutiu a estabilidade linear do ponto
de equilibrio, a saber em dois casos:no primeiro caso considerou que a orbita de my em
volta de my é circular e, no segundo caso, a érbita ¢é eliptica, mas com o reservatério
vazio ou as densidades de m; e mg iguais. Shrivastava e Garain [5] (1991) estudaram
como uma perturbacao na forca de Coriolis e na forca centrifuga afetam a localizagao
do equilibrio central, novamente considerando a drbita circular. Plastino e Plastino [4]
(1995) estudaram o problema alterando o formato do reservatério para o de um elipsoide.

Giordano, Plastino e Plastino [3] (1997) discutem o efeito que uma forga de arrasto causa



na estabilidade do equilibrio central. Hallan e Rana [2] (2001) fazem um estudo completo
sobre a quantidade de equilibrios existente no problema original, e apresentam resultados
sobre sua estabilidade linear.

Objetivo desse trabalho é dissertar sobre a estabilidade linear no problema de
Robe. Estudaremos os resultados do artigo [2] que tem como titulo “The Existence and
Stability of Equilibrium Points in the Robe Restricted Three-Body Problem”.

No primeiro capitulo apresentamos de forma sucinta algumas defini¢oes basica
sobre equacoes diferenciais e outros resultados da teoria de sistemas Hamiltonianos tais

como estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos.

No segundo capitulo apresentamos o problema central da mecanica celeste, que
é o problema dos n corpos e damos énfase a um caso particular deste, que é o problema
restrito dos trés corpos que se faz necessario para uma boa compreensao do proximo
capitulo do trabalho.

No terceiro e tultimo capitulo enunciamos e provamos os resultados do artigo “The
Existence and Stability of Equilibrium Points in the Robe Restricted Three-Body Pro-

blem”.



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo forneceremos de forma sucinta algumas defini¢oes e resul-
tados da teoria basica de Sistemas Hamiltonianos e outros resultados que se faz necessario
para uma boa compreensao do texto. Nessa primeira parte do texto seguiremos basica-

mente as seguintes referéncias [6] e [10].

1.1 Teoremas e Definicoes Basicas de E.D.O

Muitos problemas matematicos, fisicos, mecanicos, bioldgicos, quimicos, etc.. po-
dem ser modelados por meio de um sistema de equagoes diferenciais ordinérias, por tal
motivo o estudo destes sistemas é uma area de pesquisa muito importante na matematica.
Consideramos em geral uma equacao diferencial ordinéria (E.D.O) definida pelo sistema

de equagoes de primeira ordem
%= f(x,1) (1.1)
onde o ponto significa a derivada com respeito a varidavel t. Além disso, f é uma funcao

diferencidvel definida num aberto U contido em R™ x R.

Defini¢ao 1.1.1. Uma solugdo da equagdo (1.1) € uma funcao diferencidvel x : J — R"
definida em um intervalo J tal que;

o (x(t),t) €U x J, para todo t € J e

o Xx(t) = f(x(t),t) para todo t € J.

Defini¢ao 1.1.2 (Problema de Cauchy). Quando especificamos uma condigdo inicial,

x(ty) = Xo, temos sequinte problema de valor inicial
- ;
X(to) = Xy

também conhecido como Problema de Cauchy.
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O primeiro problema que nos deparamos é o da existéncia e unicidade de (1.2).

A respeito desse questao temos o seguinte teorema

Teorema 1.1.3 (Teorema de Picard ou de Existéncia e unicidade). Seja f : U C R"xR —
R™ continua e localmente Lipschitiziana. Entdo, para cada (x(to),to) € U, existem um

numero o > 0 e uma unica solugdo de (1.2) no intervalo |t — to| < «.

Definicao 1.1.4. Uma func¢ao diferencidvel ¢ : U C R" x R — R ¢ dita uma inte-
gral primeira para o sistema (1.1) se ela é constante ao longo do movimento, isto €,
Lo(x(t),t) = 0 para todo x(t) solugdo de (1.1).

Muitas vezes estamos interessados em reduzir nosso sistema de equagoes, no sen-

tido de eliminar variaveis, neste caso precisamos do seguinte resultado importante:

Definicao 1.1.5. Dada uma aplicagao diferenciavel F': U C R™ — R™ definida em um
conjunto aberto U de R™, dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R* — R™ nao é uma aplicagio sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico € chamado um valor critico de F'. Um ponto de R™ que nao é um valor critico é

chamado valor reqular de F.

Teorema 1.1.6 (Teorema do Valor Regular). Seja F': M — R uma fun¢ao diferencidvel
definida sobre a variedade diferencidvel M. Se 0 é um valor regular de F, entio F~*({0})

¢ uma sub-variedade diferencidavel de M de dimensaio m — 1 onde m ¢é a dimensao de M.

1.2 Estabilidade de Solucoes

Sabe-se da teoria bdsica de EDO que cada solugio x = x(t) em U depende con-
tinuamente de t e das condigoes iniciais (Xo,to). Em particular, prova-se que pequenas
mudangas ou pertubagoes em xq provocam pequenas mudangas em x(t) num intervalo em
torno de tg. Mostra-se também que duas solugoes que se iniciam prorimas, permane-
cem proxima durante um intervalo de tempo suficientemente grande, porém finito. Uma
questao que surge naturalmente € a sequinte: cada solugao que estd prorima de Xog em tg
permanece prozima de x = x(t) para todo tempo , ou existem solugoes que eventualmente
afastam-se de x(t) independentemente de qudao prézimas estiverem de xo? Questdes como

estas pertencem ao ramo da Matemadtica conhecido como Teoria da Estabilidade.

1.2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Definigao 1.2.1. Um ponto x(t) = x¢ € U € dito um equilibrio ou solugao de equilibrio
de (1.1) se, f(xo,t) =0 para todo t > 0.



Defini¢ao 1.2.2. Seja x(t) € uma solucao de equilibrio de (1.1). Dizemos que X(t) é:

1. estavel seqgundo Lyapunov, em t =ty se para todo € > 0, existe um 6 = d(e,tg) > 0
tal que para qualquer x € Bs(X(t)), a solu¢do x(t) que se inicia em x quando t = t,
estd definida para todo t >ty e satisfaz a desigualdade || x(t) —x(t) ||< e, para todo
t Z tO;.

2. assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ela € estavel e além disso existe

um nidmero positivo 6; < 0 tal que || x ||< §; implica que 1tlim | x(t) —x(t) ||=0;
—00

3. instdavel quando nao € estdvel

A x(1)

T

>t

e

Figura 1.1: Estabilidade estavel e assintoticamente estavel respectivamente da solucao

x(t)

Observacao 1.2.3. Se § na definicao acima nao depende de ty, dizemos que a estabilidade

¢ uniforme.

Seja X(t) uma solug¢io de (1.1). Entdo fazendo a mudanga de coordenadas no

tempo x = z + X(t) temos que

Segue que x(t) € solugdo de (1.1) se, e somente se, z(t) = x(t) — X(t) € solugdo de

z = g(z,1) (1.3)

>t



onde g(z,t) = f(z+X%,t) — f(X(t),t). Assim a solugcdo X(t) de (?7) corresponde a solu¢ao
de equilibrio, z = 0 do sistema (1.3). Logo, o estudo da estabilidade de uma solugdo

qualquer reduz-se ao da estabilidade de um equilibrio.

- b > .
// — \ ,/ \\
i /z i e = \
Fi B b
| i £ -
bl * *a \\
I-"._ A: - _,-". Y ] 3
\ o W,
., % i N L = Y /
A B

Figura 1.2: A: Estabilidade do equilibrio xq; B: Estabilidade assintética da solucao de

equilibrio xg

1.2.2 Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Nessa se¢ao vamos estudar a estabilidade da solugdo de equilibrio x(t) = 0, do

sistema de equacoes diferencias linear
X = Ax (1.4)

onde A € M,.,(R),x € R" é uma matriz constante.

A matriz A pode ser vista como um operador linear no R", x — Ax, o qual
pode ser estendido a um operador complero Ac no espago complexo C" definido por
Ac(x +1iy) = Az +iAy. Sejam Ay, .-\, todos os autovalores distintos da matriz Ac e

{z11, s Zmy1s 5 21k o0 s Zmgk} uma base de Jordan de C" tal que
)\jzij+zj+1j; jzl,...,k’, nzl,,mk—l

Ac(ziy) = {

onde my, € a dimensao do bloco de Jordan associado a A;.

)‘jzij7 j:]-a"'7k7 n=mg,
Uma condi¢cao necessdria e suficiente para que

Z(t) = Cn(t)zn + e —|— lel(t)zmll —|— .. —I— Clk(t)zlk —|— e —|— kak(t)zmkk

seja uma solug¢do da equacgao 2(t) = Acz(t) € que

Cij = NCijy  Coj = AjGoj + Cjs - - ,ijj = XjGm; + Gmy—1



para 7 =1,... k. Assim, a solugao fica

2(t) =

B

| . 1
1 g :

.
Il

¢ facil ver que

k
_ NotrE = SN 1 - 1 - N
Z(t) = Z GAJt[Cljzlj + (Cl]t + CQj)ZQj + “e . + (mt;nglj + .. + ﬂtgmj_l + gm])zm]]]
=1 g .

t z(t
também é uma solugcao de Z(t) = Acz(t). Assim as partes real z(t) = ) +2() e

2
2(t) = 2(t)

imagindria y(t) = 5 sao solugoes reais do sistema ©(t) = Ax(t). Assim fica

demonstrado o sequinte

Teorema 1.2.4. Uma solucao geral do sistema (1.4) € da forma
k
2(t) = Z (Ayt'e® " cos(bjt) + Byt'e ! sin(b;t))

onde \; = a;+1i3; sao os autovalores de A, m; € a dimensao do bloco de Jordan associado

ao autovalor A\; e Ay; e By; sao vetores fizos do R para j =1,... . kel =1,...,m;.

Teorema 1.2.5. Sejam \q,--- ,\, 0s autovalores da matriz A e suponha que Jy € o
bloco de Jordan (em C) associado a A. Tem-se para a solu¢ao nula do sistema & = Ax

as sequintes afirmacgoes:

1. Se A € uma matriz nao singular:

a) Assintoticamente estdvel no sentido Lyapunov se, e somente se, Re(A\) < 0

para todo k =1,--- ,n;

b) Estdvel, mas nao assintoticamente estdvel, no sentido Lyaponov, se, e so-
mente se, A tem pelo menos um par de autovalores imagindrios puros e sempre que
cada bloco de Jordan J, (em C) associado a cada autovalor imagindrio puro X é

diagonal e o resto dos autovalores possui parte real negativa,;

c¢) Instavel nos demais casos.

2. Se A ¢ uma matriz singular:

a ) Estdvel no sentido Lyapunov se os autovalores mao nulos tem parte real

negativa e o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diagonal;



b) Estdvel no sentido Lyapunov no caso em que A tem ao menos um par de
autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan Jy (em C) associado
a cada autovalor imagindrio puro \ seja diagonal, o bloco de Jordan associado ao

autovalor nulo € diagonal e o resto dos autovalores possui parte real negativa;

c¢) Instdveis nos casos.

Demonstracao: Ver em [11] O

1.3 Sistemas Hamiltonianos

Nessa secao nosso objetivo € introduzir as equagoes diferenciais que admitem
uma forma particular, mas nao menos importante devido a sua grande importancia na

formulagao de muitos problemas, as quais sao chamados Sistemas Hamiltonianos.

Definicao 1.3.1. Um Hamiltoniano ¢ uma funcdao real H : R™ x R" x R = R definida

em um aberto de R?" x R. Dizemos que o sistema diferencial de primeira ordem

TTodt  opy
,'_dpj __éH G=1 ") (1.5)
p]_dt_ aq]a j_ 9t )

de primeira ordem, € o Sistema Hamiltoniano associado a H = H(q,p,t). As varidveis
a=(q1,---,q,) ep = (p1,...,pn) sdo chamadas de posicio e momento, respectivamente.

O nimero natural n € dito grau de liberdade do sistema.

Um caso especial é quando a funcao H nao depende de t, nesse caso, o sistema
(1.5) é chamado auténomo. O conjunto onde a varidvel posicao estd definida é chamado
de espacgo das configuragoes, ja o conjunto onde posicao versus momento estao definidos
¢ dito espaco de fase do sistema.

Quando a func¢do Hamiltoniana H, nao depende de t, isto é, o sistema (1.5) é
autonomo, entao H é uma integral primeira. De fato,

a0 (0) = TG T GRS TR

Assim, H é uma quantidade conservada ou uma constante do movimento. Nesse caso o
sistema Hamiltoniano (1.5) é dito conservativo, e dizemos simplesmente que H representa

a energia do sistema. Ainda nesse caso, o conjunto definido por

Yn={(q,p) €U | H(q,p)=h} (1.6)



para um valor arbitrario de h € R, denota a superficie (ou variedade) de energia. Observe
que o fato de H ser uma integral primeira implica que as solu¢oes estao contidas em
alguma superficie de energia, isto é, se (q(t), p(t)) denota uma solugao de (1.5) entdo
H(q(t),p(t)) = h, onde o valor de h pode ser negativo, nulo ou positivo dependendo da
solucao.

Para uma discussao gera, considere o 2n-vetor z, a matriz anti-simétrica J de

2n x 2n e o gradiente de H definidos respectivamente por

oOH

821
0 I,
z:Cﬁ,J=< )ezmHZVH: : (1.7)
p —1. 0 OH

822n

onde 0 é a matriz nula de n x n e I,, é a matriz identidade de n x n. Assim com essa

notagao o sistema (1.5) pode ser reescrito da seguinte forma

7 =JIVH(z,1). (1.8)

Observe que
J'=J"=-3J, e J*=-1

1.3.1 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares. Um sistema Ha-

miltoniano linear é um sistema de 2n equacgoes diferenciais ordinérias

z=JVH(z,t) =JS(t)z = A(l)z (1.9)

onde A(t) = JS(t) e S(t) é uma matriz simétrica para todo t. Nesse caso, o Hamil-
toniano é uma forma quadritica em z € R?" com coeficientes que sdao continuos em t,

definido por

1
H = H(z,t) = §ZTS(t)Z (1.10)
Definigao 1.3.2. Uma matriz A € My, o, (R) € dita Hamiltoniana se ATJ +JA =0

Observagao 1.3.3. A matriz A(t) do sistema (1.9) é Hamiltoniana.
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De fato,

JA(t) = J?S(t) = —S(t) = S(t)J* = STJJ = —(IS(1))"T = —A ()" J.

Teorema 1.3.4. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. A é Hamiltoniana;
2. A =JATJ;
3. A =JR onde R é simétrica;
4. JA é simétrica.

Demonstragao:(1 = 2) Temos que J~!' = —J e pela definicio anterior temos que
ATJ +JA =0. Logo ATJ = —JA = J'A. segue o resultado.
(2 = 3) Basta tomar R = ATJ, assim

R” = JA = —~J(JAT]) = —J2(AT]) = ATJ = R.

(3 = 4) Suponhamos que A = JA, com R simétrica. Entao, JA = J?R = —R. Logo,

JA é simétrica.

(4 = 1) Como JA ¢ simétrica, segue que JA = (JA)T = ATJT = —ATJ. Dessa
forma, ATJ + JA = 0 e pela defini¢do (1.1.1) A é Hamiltoniana. O

Proposicao 1.3.5. A matriz A = (‘g g) € Mo,won(R) é Hamiltoniana se, e somente se,

a’ +d=00b e c sio simétricos. Onde a,b,c e d sio matrizes em bloco de ordem n X n

Demonstragao: Escrevendo a matriz A em forma de blocos 2n x 2n isto é, A = (‘cl 2)

temos

ATI4IA =0 < (%) =(99)

— c—c'=0b"-b=0,a"+d=0

— c=cb=b"a"+d=0

Quando n = 1, as condigoes se reduzem a dizer que o traco é nulo.
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1.3.2 Sistemas mecanicos

Uma classe importante de sistemas Hamiltonianos correspondem aos chamados

sistemas mecanicos os quais sao sistemas conservativos dados por

q=VV(q) (1.11)

onde V : R™\ S — R é uma fungao diferenciavel e S denota o conjunto das singularidades
de V. Nesse caso, V' é chamado de funcao potencial. Definindo o momento linear p = ¢,

o sistemas (1.16) equivale ao sistema hamiltoniano

{ a=r (1.12)
p=VV(q)

onde a fun¢ao Hamiltoniana é dada por

1 = Hp,a) = llpll” - V(a) (113)

A varavel p é chamada de momento. O conjunto R™\ S é chamado espago de configuragao
ou espacgo das posigoes e M = R™\ S x R" é chamado de espago de fase e corresponde
ao fibrado cotangente da variedade R™ \ S. A fun¢ao Hamiltoniana (1.13) é uma integral

primeira para o movimento, logo define um conjunto conjunto invariante
Ypn=A{(a,p) € (R"\ 5) xR" [ H(q,p) = h} (1.14)

para cada constante real h. Se cada h € R é um valor regular para a fungao diferencidvel
H, temos pelo Teorema do Valor Regular que o conjunto definido acima é uma variedade
diferenciavel de dimensao 2n — 1, a qual chamaremos de superficie de energia constante.
Assim, podemos reduzir a dimensao em uma unidade considerando as equacoes definidas
pelo Hamiltoniano dado em (1.13) como um campo vetorial sobre ;. Como a energia
cinética é nao negativa, segue-se que sobre ¥, temos —V(q) < h. A projegao de X, sobre o
espaco das configuracgoes é a chamada regiao de Hill, ou seja os pontos q que satisfazendo a
desigualdade anterior formam a regiao de Hill. Logo se (q(t), p(t)) é uma curva solucao do
sistema Hamiltoniano associado a H sobre ¥, entdo q(t) deve estar para todo tempo na
correspondente regiao de Hill. A fronteira desta regiao (V=h) quando h < 0 é chamada
o conjunto de velocidade zero, pois aqui as coordenadas do momento sao todas nulas.
Observemos que sobre cada ponto q no interior da regiao de Hill, temos uma esfera na

coordenada momento definida por

1
0< §HpH2:h+V(q)- (1.15)
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Proposicao 1.3.6. As solugoes de equilibrio de um sistema mecanico (1.12) sao dadas

por (qo, Po) onde qo € um ponto critico de V' e pg = 0.

Demonstracao: De VH(q,p) = (p, VV(q)) segue que DH(q,p) = 0 se, e s6 se,p = 0
e VV(q) =0, isto é, (q,p) é uma solucao de equilibrio de (1.12). d

1.3.3 Exemplos de Sistemas Hamiltonianos

Mostraremos alguns alguns problemas que podem ser colocados na forma Hamil-

toniana.

1. O oscilador harmonico simples. Considere uma massa m amarrada a uma mola
como mostra a figura abaixo. Pela lei de Hooke a forca F, que a mola exerce sobre
a massa é proporcional a quantidade d que a mola é esticada e é dirigida em sentido
contrario ao esticamento, isto é, F' = —Kd. A constante K > 0 mede o compri-

mento da mola.

Figura 1.3: Pontos de libragao do problema restrito dos trés corpos

Pela segunda lei de Newton temos

F=mg=kd=d= %
Em funcao do eixo y , a forga eldstica da mola é
F,=k(d—vy)

e portanto, a forca resultante sobre a massa é dada por:

F.=k(d—y) —mg=ky
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Aceleragao instantanea é dada por:

logo
i = —wy (1.16)

2 .
onde w? = -, Definindo z = £ O sistemas (1.16) equivale ao sistemas hamiltoniano
m

{ b=y (1.17)

= W

cuja funcao Hamiltoniana associada é dada por

H—Q(fr +v%).

Perceba que o unico ponto de equilibrio do oscilador harmonico simples ¢é a origem,
visto que (H,, Hy) = (0,0) < (z,y) = (0,0)

. O problema de Kepler ou problema de forga central. Consiste em estudar o movi-
mento de uma particula sendo atraida por um centro atrator. Este modelo serve
para estudar o movimento de um planeta (ou de um satélite) em torno do sol (em
torno de um planeta), sendo este o centro atrator.

L
|al[?

onde p é uma constante positiva e q € R\ {(0,0,0)}. O sistema Hamiltoniano

g=— (1.18)

associado é dado por

P
[lall

. O problema de n-corpos. Este problema consiste em estudar a dinamica de n-

1 2
= SlIpll* -

particulas materiais de massa m; > 0 no espaco sujeitos unicamente a lei da gra-

vitacao Newtoniana. Portanto, ele obedece as equacoes:

ou
Mq=— 1.19
a= 54 (1.19)
U — Z Gmlmj
2 Tl a]

onde M = diag(my, mi,my,....,mp.myu,my) € q = (qy,...,qn) € R3. O sistema

Hamiltoniano associado a este sistema é dado por
2

Z |Ipl|

2mZ

onde p; = m;q; sao os momentos assocnados a cada particula.
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1.4 Transformacoes Simpléticas

As transformacoes simpléticas fazem um papel importante na teoria de Sistemas
Hamiltonianos, pois sao um tipo de mudanga de coordenadas que preservam a estrutura

Hamiltoniana.

1.4.1 Matrizes Simpléticas

Iniciamos o estudo das transformagoes simpléticas no caso mais simples, isto €,

quando a transformacao de coordenadas ¢ linear.

Defini¢ao 1.4.1. Uma matriz T € Mo, 2, (R) é chamada simplética com multiplicador
W, ou p-simplética se

TTIT = puJ (1.20)
onde 1 € R — {0} é uma constante e J € a matriz anti-simétrica.

Observacgao 1.4.2. Quando p = 1, T € dita simplética. Seque da definicao que toda

matriz simplética T, satisfaz detT? = 1

De fato,

det] = det(TTJT)

det] = detTT - detd - detT
1 = detT?.detT
1 = (detT)>

Observacao 1.4.3. O conjunto de todas as matrizes simpléticas em Mapxo,(R) é deno-
tado por Sp(n,R).

Teorema 1.4.4. Se T € simplética com multiplicidade 11, entdo T € ndo singular e T~! =
—pJTTI. Se T e R sdo p e v simpléticas, respectivamente, entao TT, T~ e TR sdo

simpléticas com multiplicador p, u=' e pv, respectivamente.

Demonstragao: Como T?7JT = pJ, entdo
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det(pJ) = det(TTIT)

p?det] = detT? - detd - detT
" = (detT)?

+|p|" = detT

segue que detT # 0, portanto T é nao singular.

Para mostrar que T~ = —uJT?J observe que
TIT=p) = T'J=JT!
= JT7J = puJ*17!
= JT'J = —puT!
= T '=—,1JT7J

Para concluir a demonstragao observe que

(THTITT = TIT? = TI(—pIJT1I) = —puTI*T I = —puT(-1D)T T = uTT'J = pd.

Seque que T7 é simplética com multiplicador x. Analogamente temos

(T = (T7) T = [(TI)TT) = [FTITT) = (ud) =
= —pu (=J) = —pd.
Segue que T~! é simplética com multiplicador x~*. De forma anéloga temos
TRTJ(TR) = R"T"JTR = yRTJR = pv/J.

Segue que TR ¢ simplética com multiplicador uv O

Em seguida mencionamos condi¢oes para que uma matriz seja p-simplética.

No caso de uma matriz 2 x 2, T = (a
g

TTJT:< 0 0‘5_57)

B
5] temos que

—ad + By 0

Logo uma matriz 2 x 2 é u-simplética se , e somente se, tem determinante .

. a .
No caso 2n x 2n, com a matriz T = escrita na fora de blocos, temos
c

ate—cla o¥d— ch>

T7JT =
be—dla bTd—dTb



Assim, segue a seguinte proposicao

a
Proposicao 1.4.5. T = (
c
a’d —c'b =l e a’c e b'd sdao simétricas.

De fato,

TTIT — a'c—c'a a"d—c"b\ 0 I,
b'e—d¥a b'd —d'b : -1, 0
a’d—c"b=pul, a'c—c’a=0, b'd—db=0

Logo

(@)t =T (@) =cTa e (OTd)T =d"(b")T =d"b

Verifica-se também que, T~! = p~!

16

) é simplética com multiplicador p se, e somente se,

Consideramos o Hamiltoniano linear dado por (1.9), isto é , A(¢) é uma matriz Hamilto-

niana. Entao considerando a mudanca de coordenadas induzida pela matriz p-simplética

T, da forma & = Tz, entao
£ = TAT !¢

Afirmamos que a matriz B = TAT ! também é Hamiltoniana

De fato,

BT +JB = (TAT YH7J +JTAT!
= (T)'ATTTJ 4+ JTAT™
= pu(JTTHTATTTI — pJTAIT?]
= —pJTATTTI — nJTAT]
= —uJTJAT + AD)TTJ
= 0

Dessa forma provamos que uma mudanga de coordenadas induzida por uma matriz u-

simplética leva sistemas Hamiltonianos lineares em sistemas Hamiltoniano lineares.

Um primeiro resultado importante que caracteriza a matriz fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear é o seguinte.
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Teorema 1.4.6. A matriz fundamental Z(t,ty) do sistema Hamiltoniano linear (1.9) é
simplética para todo t,ty € I. Reciprocamente, se Z(t,ty) é uma funcao diferencidvel de
matrizes simpléticas, onde Z(to,to) = I, entao Z é a matriz solugao fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: Seja U(t) = Z(t, o))" JZ(t, ty). Como Z(to,ty) = 1, segue que U(ty) =
J. Por outro lado, U(t) = ZJZ + Z7IZ = ZT(ATI + JA)Z = 0; assim U(t) = J
para todo t € I. Se ZTJZ = J para todo t € I, entdo ZJZ + ZTIZ = 0; assim
(ZZil)T + J(ZZil) = 0. Isto mostra que A = 77" ¢ Hamiltoniana e Z = AZ. O

A ¢ simplética para

todo t € R. No caso de A constante, a solugio fundamental é da forma Z(t) = e'A.

Corolario 1.4.7. A matriz A € Hamiltoniana se, e somente se, €'

Um resultado importante na caracterizagao de uma matriz solucao fundamental

de um sistema Hamiltoniano linear e o seguinte:

Proposicao 1.4.8. Seja T uma matriz simplética. Se \ € um autovalor de T, entdo + é

>

também um autovalor de T com a mesma multiplicidade algébrica.

Demonstracao: Se T é simplética, temos TT = —JT'J, e se A é autovalor de T,

temos que

p(A) = det(T — M)
= det(TT — I
= det(—JT'J 4+ \JJ)
= detJdet(—T™' + A)detJ

= det\T YT — ;1)]

1
= A"detT 'det(T — XI)

1
= £A\Tp(2).
p(A)

Portanto a multiplicidade algébrica de A é a mesma de % O

Da proposicao acima segue que se conhecemos um autovalor A da matriz real simplética,

1
» N
autovalores, entao eles possuem multiplicidade par. Além disso, desde que A é autovalor

entao conhecemos mais trés autovalores, a saber —Xe —%. Em particular se 1 e —1 sao

entao % também é autovalor com a mesma multiplicidade, entao segue que

Proposicao 1.4.9. O determinante de uma matriz simplética é 1.
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Demonstracao:A demonstracao desse fato pode se encontrada na pagina 51 da referéncia
[6]. O

Definicao 1.4.10. Uma aplicacio F : U x I — R?™ € uma aplicacio simplética, quando

seu jacobiano,2L ¢ wma matriz simplética para todo (z,t) € U, onde U é um aberto de

’ 0z
R2n

Proposicao 1.4.11. Uma mudanc¢a de coordenadas simplética transforma um sistema

Hamiltoniano em um sistema Hamiltoniano.

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada na péagina 62 da referéncia [10].

1.5 Estabilidade de Equilibrios em Sistemas Hamil-

tonianos Lineares.

Nesta se¢ao nos dedicaremos ao estudo da estabilidade de uma solugao de equilibrio

para um sistema Hamiltoniano linear autonomo.

Considere o seguinte sistema Hamiltoniano linear
x = Ax, (1.21)

onde A =JS, xT = (z1,%9, ..., Tp, Tri1,- -, T2n) € S é simétrica, com entradas constan-
tes e de ordem 2n.

Um resultado muito importante no estudo de um sistema Hamiltoniano linear é o seguinte:

Proposicao 1.5.1. O polinomio caracteristico de um matriz Hamiltoniano é uma fun¢ao

par.

Demonstragao: Seja p(A) o polinémio caracteristico da matriz Hamiltoniana A, isto
€,
p(A) = det(JS — Aly,), (1.22)

onde A = JS com S simétrica. Para provar a paridade observamos que
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= det(J*ST + N1y, J)

= detJ(JS + \y,)J

= detJdet(JS + My, )detJ

= det(JS + Aly,)

= p(=A)

O

Assim, a equac@o (1.22) s6 tem poténcias pares de A. Portanto, se ela tem uma raiz do
tipo A = p+iv ela terd necessariamente, a raiz A = —u — 1. Ese A = 0 for um autovalor
ele tera multiplicidade par. Por outro lado, desde que A é uma matriz com coeficientes
reais, entdo A também serd um autovalor de A . Em suma temos que se A é um autovalor

de A , entdo —\, A e —\ também sdo. Com isso e pelo teorema (1.2.5) segue o seguinte

teorema:

Teorema 1.5.2. Seja o sistema X = Ax, onde A € uma matriz Hamiltoniana constante.

A solucao de equilibrio nula desse sistema é:

1. Se A € uma matriz nao singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e so é

estavel se todos os autovalores sao imagindrios puros e a matriz A for diagonalizdvel;

2. Se A ¢ uma matriz singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel s so € estdvel

se a matriz A for diagonalizdvel.

Demonstracao: A demonstracao desse teorema é uma consequéncia imediata do teo-

rema (1.2.5), em virtude do polinémio caracteristico da Hamiltoniana ser par. U
Observacao 1.5.3. Em suma temos:

o A condi¢ao necessdaria para que o sistema (1.21) seja estdvel é as raizes do polinémio

caracteristico sejam numeros 1magindrios puros.

e A condicao suficiente € garantida quando A = JS € redutivel a uma forma diagonal.

Com esse teorema fica caracterizado a questao da estabilidade de um sistema

Hamiltoniano linear autonomo.



Capitulo 2

O Problema Restrito dos Trés
Corpos

Nesse capitulo apresentamos de forma resumida o problema central da Mecanica
Celeste, que é o problema dos n corpos e o problema restrito dos trés corpos, o qual é um
caso particular do problema dos n corpos é de suma importancia, visto que o problema
de Robe é um caso particular deste. Nesse capitulo seguiremos de perto as referéncias [9]
e [10].

2.1 Descricao do Problema de n Corpos

Considere n particulas de massas, mq,...,m, € posicoes q¢i,...,q,, respectiva-
mente movendo-se em R3 sujeitas apenas as forcas gravitacionais mituas. O problema
de n corpos consiste em descrever o movimento de cada uma dessas particulas, dadas
as posigoes ¢;(ty) e velocidades ¢;(ty) de todas as particulas num instante inicial ¢y € R,
satisfazendo ¢;(t9) # ¢;(to), para i # j. Pela segunda lei de Newton e a Lei da gravitacao
universal, também devido a Newton, as equagoes que regem o movimento o movimento
sao

n

m; = — (g — ;) = —, i=1,....,n 2.1
2 g =g ) (21)

onde G é a constante gravitacional e U : R* \ A — R, é a fun¢io potencial newtoniana,

que ¢é dada por
Gm;m; A
U= >, % —q] © A={g=(q, - @) # ;.1 # j}
1<i<j<n qi QJ

Temos entao um problema de valor inicial, onde (2.1) é um sistema de equagoes de segunda

ordem 3n dimensional. Uma vez que a funcao potencial U ¢é analitica, o teorema de
20
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existéncia e unicidade garante que existe uma tunica solucao dependendo das posigoes e
velocidades iniciais .
O caso mais simples é o problema de dois corpos, ou seja, quando n = 2, e as equagoes

de movimento sao dadas por

.. Gmym,
migy = 5 (%2 — @)
lq1 — 2| (2.2)
. Gmamy ( ) '
Mmaoqe2 = 73 \d1 — @2
g2 — a1[?
O problema de dois corpos é equivalente ao Problema Kepler cuja solucao é a secgao
conica
g=—>L—
1+ ecosf’
2
N . & P . . a
onde ¢ é a distancia entre os dois corpos, p = —— , € é a excentricidade da conica
G(m1 + mg)

definida pelos primarios m; e my e 6 a anomalia verdadeira.

Dependendo do valor a excentricidade podemos ter as seguintes orbitas:

Se € = 0 a d6rbita é uma Circunferéncia

e Se 0 < e <1 a orbita é uma Elipse
e sc e = 1 a drbita é uma Pardbola

e se € > 1 a 6rbita é uma Hipérbole

Para n = 3 temos o problema de 3 corpos o qual é descrito pelo sistema de equagoes

diferenciais ordinarias de segunda ordem abaixo

( . Gmm Gmim
Mg = ———(g — @) + ——5— (g5 — q1)
e 12 G dis
. momm mom:
MaGs = Tl(ql — @) + TS(Q3 - q2) (2.3)
12 23
- Gmamg Gm3m2
msqs = T(Ch —q3) + —5— (02 — @3)
\ 13 423

Apesar de possuir solucao, o problema de n corpos para n > 3 tem resistido as
tentativas de solugoes explicitas, e apesar de, a primeira vista, isto parecer um ponto
final na questao, ocorreu que uma série de solugoes particulares do problema foram desco-
bertas. Em particular, solugoes homogréficas do problema despertaram grande interesse
matematico, pois apesar de serem as solucoes mais simples do problema dos n corpos, elas
conduzem ao estudo das configuracoes centrais, tema de pesquisa nao trivial que requer
a contribuicao de muitas areas da matematica, entre as quais algebra, analise, geometria

e topologia.
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2.2 O Problema restrito dos Trés Corpos

O problema restrito de trés corpos consiste no estudo de um caso limite do pro-
blema de trés corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa mg ¢ infinitesimal de
tal forma que ela nao influencia no movimento dos corpos de m; e my (chamados de
primdrios) mas é afetada por eles de forma usual. Isto é uma sensivel aproximacao da
realidade, somente se a trajetéria de mg nao chegar muito préxima de m; ou mo. Mate-
maticamente o que fazemos é considerar mz = 0, assim temos que o centro de massa do
sistema é o centro de massa dos bindrios e a equagao do movimento do corpo de massa

mg é dada pela dltima equacao de (2.3), isto é,

. Gm Gm
s = —3 “gn— g3) + 3 *(¢2 — ¢3) (2.4)
di3 ds3

e o movimento do corpo ms relativamente ao corpo m; é definido pelo problema de dois
corpos conseguido da seguinte forma. Subtraindo a primeira equacao da segunda equagao

em (2.3) obtemos

G(mq + my)

q2_q1:_ 3
dio

1 1
- +Gm (— — —(q3 — )
(@ =a) ’ G3(a3 — d2) i s~ )

Fazendo mz = 0 e denotando q = qs — q; obtemos

G(mq + my)
al?
o que corresponde a um problema de Kepler ou problema de forga central, onde as solugoes

- (2.5)

sao completamente conhecidas.

Se o corpo de massa infinitesimal ms permanece para todo tempo, no plano do
movimento de my e mo, dizemos que o problema restrito correspondente é planar; se o
corpo mg, em seu movimento sai do plano de my e my falamos de problema restrito espa-

cial.

Dois exemplos servem para ilustrar a importancia do problema restrito. Sabe-se
que depois do Sol, o planeta mais pesado ¢é Jupiter, o qual move-se numa elipse de excentri-
cidade pequena, podemos assumir como primeira aproximagcao que ela é um circulo. Além
disso, existem dois grupos de pequenos planetas, os asterdides Trojanos e Gregos, cujo
movimento é controlado principalmente pelo Sol e Jupiter, uma primeira aproximacao de

seu movimento é dada por uma solucao do problema restrito circular com o Sol e Jupiter
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como os primarios.

O segundo importante exemplo diz respeito a teoria lunar, onde consideramos o
movimento da Terra ao redor do Sol como circular. O corpo de massa infinitesimal aqui

corresponde a Lua.

As primeiras contribuicoes sobre o problema restrito foram feitas por Euler em
1772 em conexao com sua teoria lunar. Sua principal contribuicao foi a introdugao de
um sistema sinddico (rotatério), do qual se desprende a existéncia de uma integral de
movimento, chamada integral de Jacobi. Euler nao descobriu esta integral, pois primeiro
tinha sido dada por Jacobi (1836), que como Wintner diz que “re-descobriu”o sistema

sinddico.

2.2.1 Equacoes de Movimento do Problema Restrito

Para obter a forma conveniente das equagoes de movimento do corpo mg, introdu-
zimos um sistema de coordenadas Oxyz, com origem no centro de massas dos corpos m;
e mg e com o plano Oxy coincidindo com o plano da érbita dos binarios. Tomamos o eixo
Oz ao longo da reta que liga m; a my, na direcao do corpo my, com a menor mudanca do
eixo Ox para o eixo Oz coincidindo com o sentido da rotagao ms relativamente ao corpo
my. O eixo O(C forma com os eixos Ox e Oy um sistema de coordenadas com a regra da

mao direita.

X2

X1

Figura 2.1: Sistema de coordenadas giratorias
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Defina o referencial movel:

C
e = 9, €y =e€1 Xe3 e ez3=— (26)
c
onde q = g2 — q1, C # 0 é o momento angular, ¢ = ||q|| e ¢ = ||C||. Derivando essas
relagoes obtemos
él = 962, ég = —961, ég =0 (27)

onde 6 representa o angulo formado pelo vetor q e o eixo das abscissas do sistema inercial

fixado, logo temos que 6 representa a velocidade angular associado aos binarios q; e qpo,

ou seja —02. Por outro lado, temos que miq; + maga = 0 € ¢ = ||a1|| + ||gz||, assim
a1 = —|lauller, g2 = [|qzl[e2. Logo
meo mq
_ 7 __m 2.8
lall= 7= el == (2.8)

Seja q3 = xe; + yes + zez o vetor posicao do corpo de massa infinitesimal. Logo, pelas
equagoes (3.8) temos
s = (& — Oy)es + (0 + §)es + Zes (2.9)

s = (& — 205 — Oy — 6°x)ey + (i + 20& + Oz — 0%y)ey + Zes (2.10)

Também verifica-se que

segue que

. S - . L : . oUu ou oUu
(i — 205 — Oy — 0%x)ey + (§ + 207 + Ox — 6y)eq + Zes = e + a_yQQ + 5.6

Fazendo o produto interno na igualdade acima por e;, j = 1,2, 3 obtemos

55—29@—@—9%:8—[]
J+ 20T+ 0x — 07y = —
Ay
s
0z

co1m

_ el L
U—U(I,y,z)—G(d1 + d2>
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onde

m 2
b= a0 = VET Tl T 777 2 = (24 20) 4y 4 2

m 2
=4 = Tl T 777 7 = (- )" g7 1 2

com M = mq + ma.

Agora, facamos a mudanca de coordenadas, devido a Nashville

t=t0), z=4q§ y=q, 2=¢qC

onde t = t(#) é a relagao entre o tempo e a anomalia verdadeira . Assim, tomando como

nova variavel independente a anomalia verdadeira 6, as equac¢oes do movimento assumem

a forma
( 5//_2 r_ 1 a_Q
1+61C08836
"y = 2.11
LS 1+ €ecosf On (2.11)
gl/_ 1 @
L "~ 1+ecosh OC
onde

1 1 1
Q= (&, Q) = 5(& +1°) = gecos§ + U+ Spu(l = p),

_l-pn
U=——+q
di=V(E+uP+P+ 3 d= (€ p— 1)+ 2+
d o 1
/
= — == < =

Fazendo a transformacao canonica de coordenadas

x1:§7 T =1, l’gZC, y1:£,_777 y2:77,+57 y3:CI

o sistema definido por (2.11) é equivalente ao sistema nao auténomo na variavel 6
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Ty =1z + 1y
Ty = —T1 + Yo
533293
1 o

ot 9 (2.12)
14 ecosfox
100

y Vi=y— ot

/o _ _
o= x2+1+600590x2
, 1 o0

L Ys = 1+ ecosf Oxs

o qual é equivalente ao sistema Hamiltoniano nao autonomo

/
= H,
{ A | (2.13)

onde
1
1+ ecosf

ecos b

H = H(z1,29,y1,Y2,0) = m

(y% +y5+ y§)+y1x2—x1yz+ (r14+a5+a3)—

N | —

1 1 1
Q= Q(x1,29,23,0) = 5(3:% + 23) — §€COSQ +U+ §u(1 — 1),

L—p 7
U=U(x,x2,23) = + :
(@1, 22, 23) \/(IB1+M)2+JS%—|—£B§ \/(331—1-,&—1)2—!—:1:%—!—;5%

A funcao H definida acima é a fun¢ao Hamiltoniana associada ao sistema Hamiltoniano
(2.13).

2.2.2 Solucgoes de Equilibrios

As solugoes de equilibrios do problema restrito sao os pontos criticos da func¢ao

Hamiltoniana H, isto é, os pontos (x1, z2, x3) tais que VH (1, x2,x3) = 0. Temos que

V‘H = (H$17 HxQ’ H-r?,) Hyl? Hy27 HyB) = (07 0’ O’ 07 07 0)

onde

1 o0
! hr=h y1+1+ecos«90x1

1 o0
HQ) — —/: ——:O
2 Y2 y1+x2+1—|—€COSQaCE2

1 o0

H,, = —yé:— =0

1—1—60086’0_563
= i=mtra=0=y=—1

s

/
Tog =Yz —T1 = Y2 =11

[N

@m @m @m
|

s = xg:y3:0:>y3:0



as equacoes acima equivale ao sistema de equagoes

onde
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(2.14)

Assim para encontrar os equilibrios temos que resolver o seguinte sistema de equagoes

‘/1‘1 = —I
‘/xQ = —T2
Vi, =0
Calculando V,,, V,,, V., obtemos
v - -pltp p(zy +p—1)
xr1 - 3 3
(w1 +p)?+ a3 +a3]? [(or+p— 1)+ a3+ 23]
V.- _ (1 — p)ws B L
T2 T 3 3
[(z1 4+ ) + a3 +23]* (21 +p— 1)+ 23 + 23]
v.o— _ (1 — p)ws _ JE
T3 -

3
2

(21 + p)? + 23 + 3]

substituindo essas equagoes em (2.15) obtemos um novo sistema

(21 4+ p—1)% + 23 + 22

(0= wEi+p) p(wy +p—1)
3
(w14 p)? + a5+ 23] [(01 4+ p— 1)+ 23 + 3]
(1 — pzs _ [
3
(w14 p)? + a5+ 23] [(21 4+ p —1)2 + 23 + 3]
_ (1 —p)xs B P 3
3
(@ +p)2+ a3+ 232 (21 +p—1)2 4 23 + 23]

(2.15)

(2.16)

Notemos que a ultima equagao de (2.16) tem solucao se e somente se, 3 = 0. Sendo

assim o sistema se reduz a o novo sistema de equacoes
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A =p@tp)  pletp-1) .
3 El
[(z1+p)2+ 232 (o1 +p— 1)+ 23] 217
1 —p) p (2.17)
B 25 ns -1
[(z1+p)? + 232 (21 +p— 1) 4 23]
A primeira equacao de (2.17) pode ser reescrita como
1 —
( 2#)23+ b - p o
(21 +p)? + 23] [(z1+p— 1)+ 3] (1 +p—1)% +23]>
e usando a segunda equagao obtemos
(z1+p) — & 3 = T1
(1 4 = 1) + 23]
segue que
_ H
H= 12
(1 +p —1)? + 23]
Dai temos que
(w1 +p—1)2+23=1 (2.18)
Substituindo (2.18) na primeira equagao de (2.17) obtemos que
(x1+p)?+a3=1 (2.19)

Finalmente subtraindo (2.18) de (2.19) membro a membro temos

(1)’ —(21+u—1)? = 0 = (r—1+ptaz+p—1) (2 +p—o,—p+1) =0 = 20, 42u—1 =0 =

1—2u
T = 5

Substituindo x; em (2.19) obtemos que

+/3

Ty = ——

2

Assim encontramos dois pontos de equilibrios, que sao

1—2g§0 1—2u _@0
2 27 2 27
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Voltando ao sistema (2.16) e fazendo x5 = x3 = 0 obtemos

(I—p)(@i+p)  plait+p-—1)

— — :_xl
@+ @+ p=1P

que equivale a funcao

Iy N R
T+ M)3 (ZEl +u— 1)3

A fungao f(x1) é continua e limitada em todo o eixo real, exceto nos valores de x; iguais a

flan) =1 = (1= ) (2.20)

+o00, —p e 1—p, onde ela se torna infinita. Calculando a derivada da fungao f(z). Temos

ratpl Ly m -
(et )t - 1)

f(z1)=1+2(1—p) (2.21)

Em cada um dos intervalos

(—o0,—p),  (=p,1—p), (1= p,+00),

em que o eixo numérico é decomposto pelos pontos de descontinuidade, a funcao f é es-

tritamente crescente, pois f’(x1) é sempre positiva. Além disso temos que

lim f(z1) = —o0, lim f(x1) =400

T1—>—00 T1—400
lim f(z1) =400, lim f(z;)=—0c0
T1— z1—pt
lim xr1) = +00, lim r1) = —00
oy~ ) o1 Flo)

Assim concluirmos que, em cada intervalo acima existe uma unica solucao x, = xg, de
(2.21).

Em suma o problema restritos dos trés corpos possui cinco solucoes de equilibrio, a qual,
trés delas Lq, Lo e L3 estao situados na reta que passa pelos corpos primarios e os outros
dois pontos L, e Ls formam com os primarios triangulos equilateros. Os cincos pon-
tos criticos sao conhecidos como os pontos de libragao. Os trés primeiros, Lq, Lo e Ls

sao chamados os equilibrios de Euler e por tradi¢ao é estabelecido que Lz € (—o00, —p),

1-2u V3 0)
2 72

Ly € (—p,1—p) e Ly € (1—p, +00) os dois dltimos, L, com coordenadas ( 5

1—2u V3

e L5 com coordenadas ( 5 T

,0) , sao os equilibrios de Lagrange.
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La
X2 -

Ls

Figura 2.2: Pontos de libracao do problema restrito dos trés corpos

2.2.3 Estabilidade Linear dos Pontos de Libracao

Nessa secao vamos analisar a estabilidade linear dos pontos de libragao Ly, Lo, L3, Ly
e Ly no caso planar circular, isto é no caso em que € = (. Nesse caso o Hamiltoniano do

problema é autonomo em relacao a variavel independente @, e é dado por

1
H = H(z1,29,y1,y2) = 5(9% +y3) + Y12 — x1y2 — U (2.22)
onde
UZU(%,%) = 1—,“_1_&’
d; do

1
Q = Q(Il,SL’Q) = 5(.75% + Ig) + U(I’l,l’g),

d1:\/(x1+u)2+x§ e dgz\/(x1+u—1)2+:c§

Seja (&1, &2) um dos cinco pontos de libragao Ly, Lo, L3, Ly, Ls. Para estudar o movimento
proximo deste ponto de equilibrio, introduzimos as novas coordenadas (X7, Xs,Y),Y3)

dadas por

Xi=x1—& Yi=y+&
Xo =29 — & Yo=uy—&

Essa mudanca de coordenadas é simplética e portanto (pela proposi¢ao (1.4.11)) preserva
a estrutura do Hamiltoniano (2.22). Fazendo a expansao de H em série de Taylor até a

segunda ordem em torno do ponto de equilibrio (£;,&;), obtemos

1 1
H= §(Yf +Y2) + XoV, — X Yy — 5 (Unyor X7 + 2Up 0, X1 X0 4 Upyyy X3) + -+ (2.23)
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Na expansao foi omitido o termo constante H (&1, &>) por ndo contribuir na formacao
correspondente de equagoes diferenciais e VH (£1,&) = 0 pois (£1,&) é um ponto critico

de H. As derivadas parciais de H sao
HX1X1 - _U:E1£E17 HX1X2 - _U$13?27 HX1Y1 - 07 HXlYQ — _1

Hx,x, = —Usyzys  Hxyxy = —Usyzyy, Hxyvy =1 Hx,y, =0
HY1X1 - 07 HY1X2 - 17 HY1Y1 = 17 HY1Y2 - 0
HY2X1 =—1, HY2X2 =0 HY2Y1 =0 HY2Y2 =1

Assim a matriz Hessiana de H é dada por

—Upey, Uz 0 —1
—Uppey, —Uppzw 1 0
S — 271 %2 (2.24)
0 1 1 0
-1 0 0 1
consequentemente a matriz Hamiltoniana é dada por
0 1 1 0
-1 0 0 1
A=JS= (2.25)
Upyz, Upwy 0 1
(]$2$1 l[rgzg 10

onde

0 0O 1 0

0 0 01
J=

-1 0 00

0 -1 0 0

X1 0 1 1 0] [ X4
d | X5 -1 0 0 1 X
vy | |Uner Unw 0 1| |1
Y, Urer Usgew —1 0] |V

Os autovalores da matriz (2.25) determinam o comportamento do sistema linearizado.

O polinémio caracteristico de A é dado por

p(N) =det(MI — A) = A+ (4 — Dy — Qoo2) A+ Qv Qg — 22 (2.26)

T1x2
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onde

3(xy + p)? —d3 3xy +p—1)*—d3

lexl - 1+(1_/“b> ( 1 d5) 1+M ( 1 42 ) 27
1 2
1 —

Q$1$2 = 3$1ZE2 (_5/1_'_%)7

1 2

32 — d? 32 — d?
szwz = 1+(1_N) 2d5 - H 2d5 2

1 2

Nos pontos Ly, Ly, L3, Ly, Ly obtemos s seguinte tabela

Ol o P s | Dy — L
Ly | 1+2s 0 1—s (1425)(1 —s5)
Ly |1+2s | 0 1—s | (1425)(1—s)
Ly | 1428 0 1—5 (1+25)(1 —s5)
Li| 3 -2 | 3 Zu(1—p)
Ls| 3 |-38(1-2y| 2 (1 — p)

onde s = (1 — p)d;® + pudy® > 0

Proposicao 2.2.1. Nos pontos colineares, a matriz (2.25) tem dois autovalores reais e

dois imagindrios puros.
Demonstracao: Da tabela acima segue que num equilibrio colinear temos
Qpary >0 € Qyyp, =0

Vamos mostrar que €2,,,, < 0. Analisaremos apenas o ponto L; e os outros dois casos sao

feito de forma andloga. Seja (£,0) a posigao de Ly, dessa forma temos que

di=&+p e da=§+pn—1

Qupry = 14 (1—p1) 35’%@ 4 u?’x%dg %
= dﬂl(l +dy? — dydy?)
= dﬂl(l —dy*) <0
poisdy =1+ dy com 0 < dy < 1.
Definido A =2 — 5 (a2 + Qugzy) € B = =44, Ry, 0 polinémio caracteristico toma a

seguinte forma

p(A) =\ +24N° - B
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Calculando as raizes de
M 424N —-B=0

obtemos

N =—-A+VA2+ B

Como B > 0 Segue o resultado O

Da proposigao acima e do teorema (1.5.2) segue o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Os pontos de libra¢ao Ly, Ly e L3 do problema restrito planar circular dos

trés corpos, sao linearmente instaveis.
No caso das solugoes de equilibrio Lagrangeanos, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Os pontos de libracao Ly e Ls do problema restrito planar circular dos trés
corpos, sao linearmente estdveis se p estiver no intervalo (0, ux) e linearmente instdveis
1 @),

se [, 3), onde px = (1 — ¥

Demonstragao: Vamos averiguar apenas o poto Ly, visto que para o poto Lj se faz de

forma andloga. Da tabela acima temos que

3 3v/3 9
Za Qacla:g - _(1 - 2,“)7 szxz = € Qx1I2Q$2I2 - QQ

Qm—la,’l = 4 4 r1T2

Assim o polinomio caracteristico tem a seguinte forma

27
p(N) =X+ N+ p(l = p)

Calculando as raizes de

27
)\4+)\2+Zu(1—u)20

obtemos

/\:i\/l_i 21_00”‘) (2.27)

onde o(u) = 27u(1 — p). Analisaremos os seguintes casos o(u) < 1, o(p) > 1 e o(pu) = 1.

Se o(p) < 1, isto é, u € (0, ux), entdo os autovalores em (2.27) sdo imaginérios

puros e distintos, donde pelo teorema (1.5.2) , temos L4 é linearmente estéavel.

Se o(p) > 1, isto é, u € (ux, %), temos dois pares de autovalores complexos com

parte real nao nula, e portanto, pelo teorema (1.5.2) temos que L4 é linearmente instével.
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Finalmente, se o(u) = 1, temos que p = p*x = 3(1 — @) ¢ uma raiz positiva da

equacao 27u(1 — u = 1. Nesse caso temos dois autovalores imaginarios puros, a saber,

2
A= iTi' Nesse caso a matriz da parte linear é dada por

0 1 1 0
-1 0 0 1
A= (2.28)
V23
L 4B g
/o5
B 51
e os autovetores associados sao
o V23 1 V23 v 4v/2 o V46 3v2
S - L “\TTs T T 10
o [VB 1 VB L 4v2 o V16 3v2
2 5775 5 57710 7 10
Logo A nao é diagonalizavel e, portanto, pelo teorema (1.5.2) L, ¢é instével. O

Afim de enfatizar a importancia do problema restrito, vejamos o caso particular
em que o primeiro primario de massa m; é o Sol , o segundo primario de massa ms ¢ a

Terra e o corpo de massa infinitesimal ¢ a Lua.

L4
Satellites Lagrange Date L1 L2 L3 L4 L5
points EARTH/SUN
ISEE-3 1978 »
WIND 1994 e
— S0OL SOHO 1995 e
L3 L1 L2 ACE 1097
WMAP 2001 e
GENESIS 2001 o
PLANCK 2000 .
HERSCHEL 2009 .
LS GAIA 2013 e
wWsT 2018 .
Figura 2.3: Os 5 pontos de La- Figura 2.4: Satélites em pontos de Lagrange Terra-Sol.

grange Terra-Sol.



Capitulo 3

O Problema de Robe

Esse capitulo é dedicado a dissertar sobre a estabilidade linear no problema de

Robe, a saber estudaremos os principais resultados do artigo [2].

3.1 Descricao do Problema de Robe

Em 1976, H.A.G. Robe propos uma variacao do problema restrito dos trés corpos,
o qual ficaria conhecido como problema de Robe. O problema consiste em considerar a
dinamica de trés corpos, a saber: uma casca esférica centrado em M; na posicao q;, com
massa my e raio R, preenchida com um fluido incompressivel e homogéneo de densidade py;
o segundo corpo, centrado em Ms, na posicao ¢, com massa ms e fora da esfera, finalmente
o terceiro corpo, centrado em Mj3 na posicao g3, ¢ uma esfera de raio infinitesimal e

densidade p3 com massa m3 localizada no interior do primeiro corpo (ver figura 2.1)

I3
|' 1 S, e h . m,
| X ,= ~e =
I".L M J.'I I'12 CM
Figura 3.1: Problema de Robe
onde r;; = |¢; —¢q;| j = 1,2,3. Segundo Robe, a justificativa em se considerar tal

35
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problema é obter uma modelagem a fim de estudar o efeito gravitacional da Lua no

interior da Terra.

3.1.1 Exposicao dos Principais Teoremas do Problema de Robe

Afim de enunciarmos os principais resultados que discutiremos nesse capitulo,

fixamos os seguintes parametros

mo a\3 p1
LTI (0 MY (A
" mi + Mo H R ( M)( ,03)

Teorema A (Robe). O ponto py = (—p,0,0) € um ponto de equilibrio do problema de

Robe para todo valor de €.

Teorema B (Hallan e Rana). O problema de Robe apresenta as seguintes solugdes de

equilibrios:
1. O ponto py = (—p,0,0) para quaisquer valores de K e ¢;
2. Um sequndo ponto py = (x¢,0,0) quando K >1 e e =0;

3. Dois pontos formando triangulos com o centro da esfera e o seqgundo primdrio no

plano 1 — x3 equidistantes do eizo x1, quando K <0, K +pu >0 ee=0;

4. Uma infinidade de pontos da circunferéncia de raio 1, centrada no sequndo primdrio,

e que esteja dentro da casca esférica, no caso em que K =1 — e e = 0.

Teorema C (Robe). O ponto pg = (—p,0,0) € estdvel na regiago do plano pu— K definida
pelas desigualdades

e K+pu>0

2 —p+2K >0;

e 1+2u—K)(1—-p—K)>0;
o 912 — 8+ 16K > 0.

Teorema D (Hallan e Rana). O ponto de equilibrio p; = (x0,0,0) € estavel apanas na

regiao do plano p — K definida pela desigualdade

160(K — 1) < (p+ /p(—4+ 4K + u))s .

Proposicao A (Hallan e Rana). Os pontos de equilibrios triangulares sao linearmente

mstavesis.

Proposicao B (Hallan e Rana). Os pontos circulares sao instdveis.
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3.1.2 Formulacao do Problema de Robe

Equacoes do Movimento

Forcas que atuam em Mj3:

1. Atracao de M.

Gmams (g2 —q3)  Gmamg

I =

= = - (43 — q2) (3.1)
’CI2—C]3\2 |C]2 —Q3\ ’(12—613\3

2. A forca gravitacional exercida pelo fluido de densidade p;

Por definicao, a gravidade que atua em um gonto de massa m e raio r dentro da
m.r

7 com r<R.

casca esférica de raio R é dada por ¢ = —

4
Seja  p; = % onde V= §7TR5 isto implica que m; = p1 V] = §7TR3p1
1

Entao a gravidade em M3 é dada por

4
g= —§7TG,01|(11 - Q2|

Segue que
4

FQ =msg = — (g) WGplmg(Q3 — Q1) (32)

3. Empuxo (E = pVg) gerado pelo liquido de densidade p;

4
Fy=—F=—pV3g onde V3= % e g=— (5) mGp1(gs — q1). Entao
3
4 2
P3

Logo a forca resultante que atua em Mj é

Iy = Z?:1 F; onde F, = ms(s segue que

Gmam 4 4 2
- |q—2 _2(13T3 (g3 — q2) — (g) 7Gpims(qs —q1) + (5) (%) 7Gms(qz — q1)
Gmams: 4
Gm2m3

= —— " (p—q3) + (%) G pims (1 - %) (1 — q3)

’CI2 - qg\g

msqs
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As equacoes de movimento para ¢z sao dadas por

.. 4 P1 GQOg
= = G 11— = — —_ - 3.4
& (3) s < PS) (@ =a)+ |ga — (13|3(q2 %) &4
ou por
.V
qs3 g5
onde o
4 P1 2 ma
V= —2Gp(1— g — 2+ 2 3.5
6 pl( p3>|q1 q2| |q2_q3| ( )

Para obter uma forma conveniente das equacgoes de movimento do corpo msg,
introduzimos um sistema de coordenadas O&én¢, com origem no centro de massas dos
corpos my € mo e com o plano O&n coincidindo com o plano da orbita dos binarios.
Tomamos o eixo O¢ ao longo da reta que liga m; a my, na diregao do corpo m;, com
a menor mudanca do eixo O¢ para o eixo On coincidindo com o sentido da rotagao mso
relativamente ao corpo m;. O eixo O( forma com os eixos O e On um sistema de

coordenadas com a regra da mao direita (veja gura 2.2 ).

Figura 3.2: Problema de Robe

O movimento de ms ao redor de m; é definido pelo problema de dois corpos, cujas as
solugoes sao conhecidas.

Nesse contexto vamos considerar que o movimento de ms ao redor de m; é eliptico.
Seja ¢ a distancia entre os primarios, € a excentricidade da orbita eliptica que mqy descreve

ao redor de my , a o semi-eixo maior da Orbita e v a anomalia verdadeira. Entao

c? ¢

) = =7 . €
p G(my + mg) p?

p

1+ ecosv onae p a( 6)

q

temos

a1l —€%)
14 ecosv
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Como no problema restrito dos trés corpos, definimos o referencial mével dado

por
elzg, s =€, X ez € 63:9 (3.7)
q c
onde g = q2 — q1, C # 0 é o momento angular, ¢ = ||q|| e ¢ = ||C||. Derivando essas
relagoes obtemos
6 = Dey, éy= —vey, é3=0 (3.8)

onde v representa o angulo formado pelo vetor q e o eixo das abscissas do sistema inercial

fixado, logo temos que v representa a velocidade angular associado aos bindrios q; e qo,

. c
ou seja —.
q

. g . miqy + maq2
Uma vez que ¢ é distancia entre m; e ms e que o centro de massa ' = —————

, . my + mo
estd na origem, temos que
migi+mage =0 e q=|q|+ g
segue que
my mq mi + msy
o= bl + 2l =l (1422 ) = [ P
mo mo mo
e
mo mo my =+ Mo
0= bl + 2l = ol (14 72) = o
mq mq 1
em suma temos
| = —2 o] = —
1 q1 my —|—m2q 2 q2 oy +m2q
Escrevendo g3 nessa base obtemos
q3 = ey +nex + Ces (3.9)

Derivando 3.9 obtemos;

Gs = 561 +&€1 + ey +neg + é€3 + ez = 561 + Evey + neg — nrey + 663

Gs = (£ — miv)er + (£ + 1)es + Ces (3.10)
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Derivando 3.10 obtemos;

@ = [E— (0 +np)]er+ (£ —np)er + (§0 + &0 + if)es + (£ + )€ + Cez + €3
= (£—np —nP)er + (€ — ni)ves + (&0 + &V + ii)es — (€7 + 0)iver + Ces

G = (€ — 200 — niy — E0%)er + (260 — i + &0 + Tj)ez + Ces (3.11)

Pela figura 3.2 segue que

13y = (& —s2)? + 0" 4+ (3.12)
= (E—s1)? +n°+
Substituindo 3.11 em 3.4 temos;
c . g ST N . Gmgy 4 P1
(§—2np—np—Ev~)e1+(2§0—np”+EU+i))ea+(Ces = 3 (g2—q3)— 3) G| 1 p (i3—q1)
23
g1 = si1e1 + Oey + Oeg = s1eq qo = S9e1 + Oey + Oez = sq9e4
(€ = 20 — iy — €0°)er + (265 — i + 5+ if)ea + Ceg = 3 2[(s52 — e —mes — Cey
23
4
- (3) TGp1 (1 — %) (€ — s1)er + nea + Ces]
3

Fazendo o produto interno na igualdade acima por e;, j = 1,2, 3 obtemos

(+ .. . .., Gm 4
£ — 200 —ni — &2 = 32(32—5)_<_>WG01 (1—&)(5_51>
763 A 3 P3
i+ 260+ €5 — i = — 2 — —) mGpi <1—&)n (3.13)
. A T53 3 P3
. m
(=-"2¢- (—)me (1—ﬂ ¢
\ 23 3 P3
ou, ainda,
{= g (-9~ (_) TGP (1_&) (€ = 51) + 20 + i + &7
s - ) 3 P3
GT23 i P3
. m
(=—|=52+(3])7Gnm -2 ¢
\ r23 3 P3
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n=q(v)y
¢=qv)z

onde t = t(v) é a relagao entre o tempo e a anomalia verdadeira v. No que segue vamos

precisar de

22
q':Esiny, 1):%(1+ecosy)2 ,ﬁz—%(l—kecosy):isinu
p p
onde
p=a(l-¢)

Considere o re-escalamento no tempo associado a anomalia verdadeira v, () = d% temos;

b _dedv
YTw T awdt "

d(x) B d(x') dv .
at v oat vV

Derivando em ¢ = q(v)x relacdo ao tempo obtemos

£ =) +qv)i

Segue que

c
£ = S sinve + qux’ = < sinve + p(1 + ecos V)*l—Q(l + ecosv)?x’ segue que
p

E=° (14 ecos(v))z' + esin(v)z] (3.15)
p
Derivando a expressao 3.15 temos

()
dt

[—ersin(v)z’ + (1 + ecos(v))vx” + e cos(v)x + esin(v)va']

£ = S sin(v)x’ + (1 + ecos(v)) + evcos(v)x + esin(v)d

RVIoBIo

(1 + ecos(v))vx” + ev cos(v)x]

[(1+ ecos(v))z"” + ecos(v)z]

SR

logo

£= ]% [(1+ ecos(v))a” 4 ecos(v)x] (1 + ecos(v))? (3.16)
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De forma anéloga temos

i = [+ ecos))y' + esin(w)y) (3.17)
1= (1 ccosto)y” + ccos(wy] (1 + ccos(v))’ (318
¢ = ; [(1+ ecos(v))2 + esin(v)z] (3.19)
(= ;—z [(1+ ecos(v))z" + ecos(v)z] (1 + ecos(v))? (3.20)

O préximo passo é colocar as equagoes que rege o movimento em funcao das novas
variaveis. Para isso prosseguimos da seguinte forma. Comecamos pondo as equacoes

do primeiro membro de (3.13) nas novas variaveis

.. 2
£ — 2y — i — E7 = C—3 [(1 = ecosv)z” + ecosv] (1 + ecosv)?
p

2 2
—%(1 +ecosv)?[(1+ ecosv)y + esin vy
P

2ec? 2

+—(1+ecosy) Y — 1+ecosy)3
p?

3

’B

2
S—Qny—ny—fy —1—|—ecosu 2 —2y—x+ﬂx
p3 1+ e€ecosv

segue que
2

£ — 2%y — iy — €0 = %(1 +ecosv)? {x" — 2y — H:"m] (3.21)

de forma analoga obtemos que

2
i+ 260 + €0 — np? = ]%(1+ecosy)3 {y"+2x'— Hfm] (3.22)
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(3.23)

.. 2
C:]%(l—i—ecosy)?’ {z"+ ceonpe ]

1+ ecosv

O passo seguinte é colocar as equagoes do segundo membro de (3.13) nas novas varidveis.

Antes temos que

5 3
m
Ty = [(qw o +1m2) + (qu)? + (QZ)2] =q \/[(u +a—1)" +y?+ 22
onde
s 2 = e sp= 4 =(1-p)
1_m1—|—m2q_#q 2_m1+m2q_ g
N my + Mo
sejam
Gmy 4 P1
A = — ) —|=)7Gp, (1= _
gm0 (5)om (1= 2 ) -m)
G 4
o - o () (-2)
T35 3 P3
G 4
¢ = - T3n2<— (g)WGm (1—&)C
23 P3
Segue que
1—p) — 4
Pl + = 12 4y + 22
. Gml-pod _sGp (1 ) "
2l + =12 4y + 22
logo
1 Gmo(l — p — ArG
A:( +€2COSU) ma(l — = ) 7 P 7r3p1 (1—&>( 1) (3.24)
P \/[(xWLlL— 1)2 492 + 2% ecosy ps
De forma anéloga temos que
B - _ Gmaqy = 47T§P1 (1 B &) "
Pl +u— 12+ g2+ 2 P
Gmayy AnGpy (1 ;1
= - T3 - qy
P3

e\l +p— 12 +y2 + 2P
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! 4
B= (4 6;:05 v) Gmay _ P nGpy (1 - ﬂ) y (3.25)
b \/[(x+u_1)2+y2_|_22]3 l+ecosv 3 03
e
C = _ Gmagz B 47T§p1 (1 B ﬂ) .
Byl +p—17+ 92+ 2 s
Gmy2 47 Gpy (1 pl)
2 l@+p—17+y2 + 2 s
o=ttt Cimaz ___p  4nGn (1 - ﬁ) z (3.26)
b \/[(9‘5+M—1)2—|—y2—|—z2]3 1+ e€cosv 3 03
onde

D 1 (1+ €ecosv)?
_2 B —

q = —
P2

“Trcesr ¢ g
Por 3.13 temos que

C—Z(l + €cos 1/)3 {x” — 2y —
p

x } _ (14 ecosv) Gma(l — p — )
1+ €ecosv p? \/[(:c+u—1)2+1/2+22]3

i (12

1+ecosv 3 p3
x//_zy/_l—i_x _ 2<1+p ) Gm2(1—ﬂ—l’>
€cosv ¢ €COSV \/[(:v—f- S22 4 2P
p—1)2 +y? 4 27
e () )
A(l+ecosv)t 3 03
33”—2’3/: z + p Gm2<1_:u_x)
l+ecosv  2(1+ecosv) \/[(x—i—,u—l)2+y2+z2]3
R L/ A Y-,
A2(l+ecosv)t 3 03
Definindo o
4
r="h (1—ﬂ)
3 P3
Finalmente
1 p Gma(l — pu — o) p!
" I
v = 1+ ecosv x+§ 5 02(1—|—ecosz/)3r(x_’u)
Vi +u—12 442427
De forma andaloga obtemos
1 G 4
y”—f—?x' _ y— B moy o p Fy

- . 2 3
1+ ecosv c \/[(x—l—,u—l)2+y2+22]3 c2(1+ ecosv)
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e
z"+z:; P Gimyz — h Iz
1+ ecosv c? 3 2(1+ecosv)?
(x4 p—1)2+y2 + 27
Definimos uma funcao V' de tal forma que
( p Gmao(l — p — ) p! ov
c \/[(x+u—1)2+y2+22]3 c2(1+ ecosv) x
P Gma p oV
) T2 sy =+~ Ou seja
c \/[(x+u—1)2+y2+z2]3 (1 + ecosv) Jy
P Gme p? ov
T e 3_02(1—1—60051/)3FZ:%
)2 g2 4 o2
\ \/[(l’+u 1) +y? + 22
1 Gm 1 4
V = —(x2+y2+22)—|—£2 2 T 5 b 3K[(x—u)2+y2—|—22]
2 Cllr+p—1)2 412 + 22]2 2c¢%(1+ecosv)
Pelo problema de 2 corpos temos
2 1 2 2
G:C—— e Gm2:—m2 C—:MC—
p (mq +my) my +ma p p
Segue
3
Vzl(x2+y2+z2)+ s 1—5 Bl (x4 p)? +y* + 2%
2 (x+p—1)2+y2+222 2 \l+ecosv
Com

K — dmpra® (1 Pl) _ AR’ pa’® (1 P1)
3(m1 + mg) P3 3(7711 + mg)RS P3
a>3 m ( m) (a>3 ( p1>
= (=) ——|1—-——]=(=) (1- 1——
<R my + Mo P3 R ( 2 P3
Portanto as equagoes do movimento sao escritas da seguinte forma

2" =2y = (14 ecosv) 'V,
y' + 22" = (1+ecosv)™ 'V, (3.27)
2"+ 2= (1+ecosv) 'V,

onde a derivada esta sendo tomada com relacao a anomalia verdadeira e V' é dada por

V=

N | —

K({ 1—-¢ \°
(2 +y* +2%)+ s () (@ u)+ P+ D)
[(z+p—1)24y2 + 222 2 \1+ecosv

mo a\3 P1
— " k(&Y a1
H ma —I—mg’ (R> ( 'u) ( p3>

co1m
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O préximo passo é converter o sistema de equagoes diferencias de segunda ordem (3.27)
para um sistema hamiltoniano. Para isso, fazemos a transformacao canonica de coorde-
nadas
T =T, XTo=Yy, Tz=2z, Y= —y==x1—22, Y=y +r=2x]+m11, Y3=2="2
Assim temos que

v —y = 2" —2y=(1+ecosv) 'V, = (1+ecosv) 'V,

yp+a' = y'+22'=(1+ecosv) 'V, = (1+ecosv) 'V,

yhtz = 2"+ 2= (1+ecosv) 'V, = (1 +ecosv) 'V,

1 1 K 1— ¢
V= (QZ% —|—x§ +QZ§)+ - (m

3
- o
o (w1 +p—1)2 + a3 +a37 2 ) (21 + p)? + a3 + a3)

Definindo a funcao
_ 1 2 l o 2 1 2 2y —1
H = §(yl+952) + 2(y2 r1)” + 2(x3+y3) (14+e€ecosv)™ 'V

temos que

/
o = Y1t T2=1

H
H,, = Yo — T = T

~H,, = yo—a1+(1+ecosv) 'V, =ab+ (1 +ecosv) 'V, =y}
~H,, = —x9—y1+(1+ecosv) 'V, =—a)+ (1 +ecosv) 'V, = v}
—H,, = —a3+ (1+ecosv) 'V, =1

Em resumo temos que a mudanga de coordenadas feita acima transforma o sistema (1.33)

no sistema Hamiltoniano

(= H,
5T | (3.28)
= —H, (j=1,23)

onde a fun¢ao hamiltoniana H ¢é dada por

1 1 1 )
H = §(y1 + 22)° + §(y2 —x1)* + Q(xg +93) — (1 +ecosv) L.V

Observacgoes
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1. O Hamiltoniano foi obtido sob a condigao de que |¢; — ¢3| < R, onde R é o raio da

esfera.

2. O reservatorio nao deve incluir a massa msq, de modo que R < a é um limite superior
no tamanho do reservatério, isto significa que (z1 + p)* + 23 + 22 < 1 de modo que

as equagoes de movimento derivadas de (3.28) tenham um significado fisico.

3. E permitido que my situa-se no préprio reservatorio desde que R = a mas isto pode

levar a um sistema degenerado como sera visto mais na frente

a
4. Os parametros para o problema dado sao pcom 0 < pu < 1, a = = coma > 1e

P1 , . . . . .
p = —, onde a é o eixo maior da orbita eliptica. Assim pode-se esperar que um

3
ponto de equilibrio é instavel quando tivermos p; > p3 , pois a flutuabilidade pode
empurrar o corpo mg para a fronteira do reservatorio. No entanto K pode assumir

qualquer valor por diferentes escolhas dos parametros independentes.

5. O sistema de equagdes diferenciais (3.28) é ndo auténomo na varidvel independente

V.

3.2 Equilibrios

Um ponto de equilibrio do sistema (3.28) é um ponto critico (x1, z2, 23, Y1, Y2, Ys3)

de H, ou seja um zero de VH.

VH == (H:EU sza HZE37 Hy17 Hy27 Hyg) = (07 07 OJ 07 07 0)

temos
H, = —yp+x—(1+ecosv) 'V, =0
H,, = y1+as— (14+ecosv) 'V, =0
H,, = x3—(1+ecosv) 'V, =0
Hy, = n+a=0=y=—x

=
I

<
N

Yo — 11 =0= yo =1y

I
I

3 y3:O
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Dai segue que para calcular os pontos criticos de H basta resolver o sistema

Vi, =0
Vi, =0 (3.29)
Vis — (L+€cosv)zs =0
Onde
1—p— 1—¢ \?
Ve, = o1+ = p = m) 3 —K<—E) (x1+ p)
[(1—p— 1) + 22 + 22]° 1+ ecosv
Ty ( 1— ¢ )3
Vi, = @2 — s~ K| |
[(1— p— 1) + 22 + 22]? I +ecosv
T3 ( 1— ¢ )3
Ve = x3— s — K| ——— ] 3
(1= — 21)2 4 22 4 23] 1 +ecosv

Portanto, os pontos de equilibrio sao as solugoes reais dos seguintes sistemas de equagoes

desde que se encontrem dentro da concha esférica.

(

1—p— 1—¢e2 \*
n i /: x? 213 _K(l—l—eci)su> (14 p) =0
11—y — 2
$2:0
L ZL‘3:0
( 2 3
1—p— 1—
- p(l—p— 1) k(A Y e =0
(1 —p—21)2 + 22 + 22]? 1+ ecosv
1—¢ \°
€cosv + K 3+K(—€) =0
\ (1 —p— 1) + 22 + 22]° 1+ €ecosv
( 2 3
1—p— 1—
1+ = p—n) s — K — (x1+up)=0
[(1—p—x1)? + 22 + 22)2 1+ ecosv
3
] 1_ 0 —K( 1—¢ ) _ 0 (3.32)
[(1—u—x1)2+x§+x§]% 1+ ecosv
\ 173:0
( 1— gy — 1 — 2 3
T+ /~L( K Jfl) 3 — K —6 (561 + ,u) =0
(1 —p— 1) + 22 + 22]° 1+ ecosv
W 1—¢ ’
1— s—K|———) =0 (3.33)
[(1— o — 21)? 4 22 + 23] 1+ ecosv
7 1— ¢ 5
€COSV + s+ K|—— ] =0
L (1 — o — x1)? + 22 + 232 1+ ecosv
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3.2.1 Demonstracoes dos Teoremas A e B

Teorema A (Robe). O ponto py = (—p,0,0) € um ponto de equilibrio do problema de

Robe para todo valor de €.

Demonstragao: De fato, note que o ponto (—u,0,0) satisfaz as equagoes (3.29) para

qualquer valor de €, pois

Vi (—14,0,0) = Vo) (=1, 0,0) = Vy (—p1,0,0) — (1 + €cosv)0 =0

Portanto, pg = (—u,0,0) é um equilibrio do problema de Robe para todo valor de . O

Teorema B (Hallan e Rana). O problema de Robe apresenta as sequintes solugoes de

equilibrios:

1.

2.

3.

O ponto py = (—p,0,0) para quaisquer valores de K e €;
Um sequndo ponto p1 = (0,0,0) quando K > 1 ee=0;

Dois pontos formando triangulos com o centro da esfera e o sequndo primdrio no

plano x1 — x3 equidistantes do eizo x1, quando K <0, K +pu >0 ee=0;

Uma infinidade de pontos da circunferéncia de raio 1, centrada no sequndo primdrio,

e que esteja dentro da casca esférica, no caso em que K =1 — e e = 0.

Demonstragao: Note inicialmente que sistema de equagoes (3.30) equivale a;

1.

P e (N 3( 4 ) =0 (3.34)
T — 'y = :
! (1—p—1x1)° 1+ ecosv LTH
A demonstracao do teorema segue das afirmacoes abaixo:

Se K#0 e e€#0, po=(—u,0,0) éo tnico ponto de equilibrio de (3.34).

De fato, (3.34) é satisfeita para todos valores de v se e somente se,

T+ % =0ex;+p=0= 21 =—p. Logo (—u,0,0) é o tnico ponto
(1—p—m)
de equilibrio. O

Se K =0, entdo py = (—p,0,0) é o tinico ponto de equilibrio de (3.34) para todo

valor de ¢
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De fato, a equacao (3.34) se reduz a

Tt ——— =0 (3.35)

(1—p—x)’z+p=0

(1= p)? = (1= 2p)ar + 2] 21+ =0
(1—p)le—20—p) a4+ 234+ pu=0

= 1y — 2uxy + pPry — 203 +2urt + 3+ =0

= (z1+p) =221 (+2) + o (p=21) + 27 (0 +31) =0
= (21 + p) [21 + pzy — 221 = 0

logo 21 +pu=0= 21 = —pu.

Para concluir a demonstracao basta mostrar que nenhuma raiz da equacgao
22+ pxy — 21 =0
1T M 1=

satisfaz a equacdo (3.35). De fato,
x%+u:c1—23:1:02> (W+z —2)xy =>a1=0ex1=2—4

substituindo esses valores em (3.35) chegamos a um absurdo. Logo py = (—p,0,0)

¢ o unico ponto de equilibrio. O

. Se K # 0 ee =0 entao py = (—u,0,0) é ponto de equilibrio. Além disso, para

K > 1 existe um segundo ponto de equilibro.

seja K # 0 e e = 0 entao (3.34) equivale a



Dai temos

0 = o (l—p—a)’+p— K@ +p)(1—p—a)

= a1 [(1—p)? =201 = pay +af] + p— Ko+ p) [(1— p)* = 2(1 = p)a + ]

= (z1+p) [l -2z +zp+a]— K+2Kp— Kpi® + 2Kz — Kaf)

segue que

(1—K)2? + (=24 p+2K —2uK)x,+1 - K+ 2Kp— Kpi> =0

(x1+p)=0 = x3=—p

A equacao acima é do segundo grau na variavel x;. Assim

A:

(_
= (n

24 p+2K —2uK)* —4 (1 — k) [1 — K +2uK — K]

2% +2(u — 2)2K (1 — p) + 4K*(1 — p)?

-~ 41-K)(1-K)[1- K+2Kp— Kp’]

= P —Ap+4+4Kpu —AKp® — 8K + 8Kpu + 4K? — 8K? — 8K?p + 4K* 1

— 448K —4K? —8Kpu + 4K + 8K — 4K
= —Ap+4AKpu+ p?

= p(—4+4K +p)

seque que,

dai temos,

(=24 pu+2K —2uK) + /(=4 + 4K + p)
2(1 — K)

ry = —

(=2 + p+2K —2uK) + /pu (=4 + 4K + p1)

Trog = —

2(1 — K)
(=24 pu+2K —2uK) — \/p (=4 + 4K + p)
B 2(K —1)

(=24 p+2K —2uK) — \/u (=4 +4K + p)

Too = —

2(1 — K)
(=2 + p+ 2K — 2uK) + /p (=4 + 4K + p)
20K —1)
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Logo temos duas solugoes as quais sao reais se e somente se, A >0 ou seja

WA+ 4K + ) >0 = Kzl—%.

Devemos verificar se as solugoes nao viola a condi¢ao z; + p < 1 ou seja, nao estao

fora da casca esférica. Para isso prosseguimos da seguinte forma

(—2+p+2K —2uK) £ /(=4 + 4K + p)
-1 = —1
(=24 p+2K —2uK) £ \/u (=4 +4K + pu) — 2K + 2K pu — 2u + 2

2(K — 1)

—pE V(4 +4K +p)
2K —1)

assim

—p+ /(444K + p)
2(K — 1)

> 0 para todo K # 1

L mp = /p (A AR ) ~ (n+ VA AR )
i) 2(K — 1) - 2K — 1)

como [ + \/,LL (=4 + 4K + p) é sempre positivo, desde que K > 1 — % temos

—,u—\/,u(—4+4K+u)_—<M+\/M(—4+4K+N)>
2K = 1) = K = 1) >0 se K<1 e

—p— /(4 +4K +p) —(u+\/u(—4+4K+u))
2K = 1) = 2K 1) <0 se K>1

Em suma temos que se 1 — % < K <1 as solugoes estao fora da casca esférica e
quando K > 1 a seguinte solucao estda dentro da casca esférica e portanto é consi-

derada

(=24 pu+2K —2uK) — \/u(—4 +4K + p)
2K — 1)

To —

4. Afirmacao: Os sistemas (3.31) e (3.32) tem solucdo apenas se I' # 0 e € = 0.
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Suponha que K = 0 entdo (3.31) fica

( 1_ _
T+ p( p— 1) _=0
[(1— g — 1) 4 25 + 23]
.1’220
€COSV + a =0
\ (1= p—a1)* + a3 + 23]?

Note que a terceira equagao nao possui solucao qualquer que seja o valor de €. Por-
tanto, para que o sistema (3.31) possua solugao, é necessario que K # 0. Assim a
terceira equagao de (3.31) é
1—e \°
€cosv + = 3+K<—E) =0
3

[(1— p— x1)% 4 22 + 22 1+ ecosv
que nao tem solugao caso € seja diferente de zero, pois cos v nao é constante. Logo

é necessario que € = 0. De forma andloga se faz para o sistema (3.32).

. Segue da Afirmacao que podemos escrever (3.31) da seguinte forma

:UJ(l_M_xl) _K<x1+ﬂ>:0
[G—H—MV+%]

T+

[SI[¥Y

+K =0
(1= p—21)2 + 23]

Isolando a segunda equagao e substituindo na primeira temos

rnn—K{Ql—-p—z)—K(r1+p) =0=
rnw—K+Ku+Kry— Koy —Ku=0=

1=K

Substituindo z; = K na segunda equagao do sistema acima obtemos
pAK[(1—p—K)? 422 =0=

l—p— K242y =&
(-p- K vl = - >
A—p—2)+at=(-%£) =
2
d= (%) —Q-n-a) =
2
3

Os pontos triangulares sao dados por

r1 =K, x15=0, x3==2Vb>—a?
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onde )
1\ 3
11— —K,b:<——)
a 1 I
Quando K + p = 0 o sistema tem apenas a solugao py = (—p,0,0), e quando

K + 1 < 0 o sistema nao possui solugao.

6. O sistema (3.32) tem como solugao cada ponto da circunferéncia

(1—p—21)422=1quando K =1 — p

Pela Afirmacao o sistema (3.32) equivale a
1— u—
:U“< H xl) . K(l’l —|—/1J) -0
(1= p—21)? + 23]
1 _ /VE

T+

(I

~K=0

o

(1= = 21)* + 23]
Da segunda equagao temos
W

(1= pp = 21)* + 23]
n+(1-K)(Ql-—p—z)— Koy —Kp=0=K=1—p

Substituindo K = 1 — p na segunda segunda obtemos
(1= p—@1)? + ]
(- p—m) +a3)f =1
(1—p—m)*+a23=1

5 = 1 — K, substituindo na primeira equagao obtemos
2

p—p=0=

N Njw

Por fim o sistema (3.33) nao possui solugao seja qual for o valor de K e € , e portanto a

demonstracao do Teorema B esta concluida 0

3.3 Estabilidade

A partir do Teorema B conclui-se que com excecao do equilibrio pg = (—pu, 0,0),
o qual existe para quaisquer valores de K e €, outros equilibrios existem apenas se ¢ = 0.
Nessa secao vamos abordar a questao da estabilidade linear consideramos apenas o caso
circular, isto é, quando ¢ = 0, e analisamos a estabilidade linear de todos os possiveis

equilibrios. Fazendo ¢ = 0, o hamiltoniano do problema de Robe é dado por

DN | =

H = H(x1, 9, 73,Y1,Y2,Y3) = = (Y1 + Y5 + ¥3) + Y122 — 1192 — U (3.36)

onde

K
- r— 5 (@ + 0 + a3 + ) (3.37)
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E importante ressaltar que o a funcao Hamiltoniana definida em (3.36) nao depende da
variavel independente v, ou seja o sistema Hamiltoniano nesse caso é autonomo.

Seja (&1, &2, &3) um dos pontos de equilibrio do problema de Robe. A fim de estu-
dar o movimento préximo deste ponto de equilibrio, introduzimos as novas coordenadas
(X1, Xo, X3, Y1, Y, Y3) dadas por

Xi=x1—-& Xo =129 — & X3 = w3 — &3

Vi=yn+&  Yo=1p—&L  Ys=ys—§3
Essa mudanca de coordenadas é simplética e portanto (pela proposi¢ao (1.4.11)) preserva
a estrutura do Hamiltoniano (3.36). Fazendo a expansao de H em série de Taylor até a

segunda ordem em torno do ponto de equilibrio (&1, &2, &3), obtemos

1 1
H = 5(}/12 + }/22 + }/52) + XQ}/I - Xl}/2 - §(U{E12¢1X12 + 2U{E1CEQX1X2 + 2U$1x3X1X3

+ Ux2x2X22 + 2Ux2x3X2X3 + Ux3$3X§) +
Na expansao foi omitido o termo constante H(&;,&s,&3) por nao contribuir na formagao

correspondente de equagdes diferenciais e VH (&1, &s,&3) = 0 pois (&1, &2, &3) é um ponto

critico de H. As derivadas parciais de H sao

HX1X1 - _Uzlxla HX1X2 = _Ux1x27 HX1X3 == _lex3> HX1Y1 == 07 HX1Y2 - _1

Hx,y, =0

HX2X1 = _UCISQOCM HX2X2 = _Uwzxzv HX2X3 = _UIQIsa HX2Y1 = 17 HX2Y2 = Oa
HX2Y3 - 0

Hx,x, = —Usgays  Hxyx, = —Usgzyy  Hxyxy = —Upgay,  Hxyvy =0, Hxyy, =0,
HX3Y3 - 0

HY1X1 = 0’ HY1X2 = 1’ HY1X3 = 07 HY1Y1 = 17 HY1Y2 = 07 HY1Y3 =0
Hy,x, = —1, Hy,x, =0, Hy,x, =0, Hy,y, =0, Hy,y, =1, Hy 3y, =0
Hy,x, =0, Hy,x, =0, Hy,x, =0, Hy,y, =0, Hy,y, =0, Hy,y, =1

Segue que a matriz Hessiana de H é dada por

~Upiey, —Usiey —Upes 0 —1 0
~Upyey —Usos —UIQ%3 1 0 0

S —Upsey —Usses —Uspges 0 0 0 (3.38)
0 1 0 1 0 0
-1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




e a matriz Hamiltoniana é dada por

0 1 00
—1 0 0 0 1 0
0 0 0 01
A=]JS=
lerl Ux11‘2 lexg 0 1 0
U$2931 szxz Ux2x3 _1 0 0
U$3$1 U$3:D2 ngxg 0 0 0
onde
(0 0 0 100 |
0 0 010
0 0 0 0 01
J =
-1 0 0O 00O
0O -1 0 000
0 -1 0 0 0

é a matriz simplética canonica de ordem seis.

Logo o sistema Hamiltoniano linear auténomo é dado por

X, 0 1 0 1 00 X,
X -1 0O 1 0 X9
d | X3 B 0 0 0 0 01 X3
dv Yi lerl lerg U.’,E1£C3 0 10 le
}/2 szxl ngxg U$2x3 -1 0 0 }/2
Ys|  |Uss Usgws Uswy 0 0 0 | |V
Onde
3u(l — p—xp)?
Uy =T - 1t 4 p(l —p— ) i
(1 —p—a)?+ai+ai]?  [(1-p—21)”+a3+ i)
U = Uy = — Bu(l — p — 1)y 5
[(1—p—21)? + 23 + 23]
3u(l — p —x1)xs
lers = U-T3-'El = = 9 918
[(1—p—21)? + 23 + 23]
U RIS
Uayey = =K = 2 2§+ ) 2 215
[(I—p—m)+as+a3]? [(1-p—2)+a3+a3]?
SUT2T3

U:CQ:E3 - Uachg -

5
2

(1= pp—21)? + 23 + 3]

26

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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3ux?
Umsxs =—K — s 3 + s

(I—p—m)P+ai+a3]  [(1—p—a1)+ a5+

(3.46)

5
2

3.3.1 Demonstracao dos Teoremas C e D

Teorema C (Robe). O ponto pg = (—p,0,0) € estdvel na regiago do plano p— K definida
pelas desiqualdades

e K+pu>0

® 2—u+2K>0;

e 1+2u—K)1—-p—K)>0;
e 942 —8u+ 16K > 0.

Demonstragao: De fato, no ponto py = (—p,0,0) temos:

Upioy =20 — K, Uppzy = —p— K Upey = —p— K Upjzy = Usyoy = Upyzy =0

Substituindo esses valores em 3.39 obtemos

[0 1 0 1 00 |
1 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1
A= (3.47)
UW—K 0 0 0 10
0 —u-K 0 100
0 0 —u—K 0 00
N 1 0 -1 0 |
0 0 -1 0
0 A0 0 -1
A A=
—a 0 0 A =1
0 —b 0 1 A 0
0 —b 0 0

onde



O polinomio Caracteristico de A é dado por

p(\) det(\I — A)

A -1 -1 0 0 A -1 0 -1 0

1 A 0 —-10 1 X 0 0 -1

(13X —a 0 X =1 0|+ (=1*%=1)|-a 0 0 X -1

b 1 X 0 b 0 1 A

0 0 0 0 X 0 —b 0 0

A -1 -1 0 A -1 -1 0

NPT 1 X 0 -1 (1) 1 A 0 -1

—a 0 X -1 —a 0 X -1

0 —b 1 A 0 —b 1 A

o8

= MM+ Q2-a-bNtatab+b+1]—-bA ' +2—a—-bI N +a+ab+b+1]
= M+@2-—a-bN+a+ab+b+1](\> =)
= M+ Q2—p+2K)N 2+ (u+ K —1)(K —2u—1)](N\ + K + )

Para garantir a estabilidade linear em py, o teorema (1.5.2) exige que as raizes de

p(\) sejam imagindrias puras. Fazendo p(\) = 0 temos
M+ @Q—pu+ 2K+ (p+ K —-1)(K—2u— D]V +K+p)=0=

N+EK+upu=0 (3.48)

M+ Q2—-p+ 2K+ (p+ K —-1)(K—-2u—1)=0 (3.49)

Pela equagao 3.48 temos A = +4/—(K + p) e para termos raizes imaginarias puras de-
vemos exigir que pu + K seja positivo, isto ¢, K > —u.Portanto K > —pu é a primeira
condicao para a estabilidade de py.

Fazendo v = A? em 3.49 temos
V+2-p+2K)K+ (p+ K —1)(K —2u—1)

A=02—pu+2K)? —4(p+ K —1)(K —2u—1) = 9pu® — 8u + 16K

segue que
—(2—-p+2K)+ VA N
2

’}/:

p—2K -2+VA

2
A 2

= 2A =p—2K -2+ VA




Portanto

MAMN=2—pu+2K e MNN=(1+2u—K)(1—pu—K)

29

Para que o equilibrio py seja estdvel, devemos ter A\ e A3 reais e negativos, ou seja, a

regido de estabilidade linear do equilibrio py = (—u, 0,0) no plano p — K é definida pelas

desigualdades
o K+ pu>0;
® 2 —pn+2K >0
e 1+2u—K)(1—pu—K)>0;

o 9y — 8+ 16K > 0.

A figura abaixo esboga essa regiao de estabilidade (regices I e II).

Figura 3.3: Regioes de Estabilidade

Teorema D (Hallan e Rana). O ponto de equilibrio p1 = (x¢,0,0) € estdvel apanas na

regiao do plano u — K definida pela desigualdade

160(K — 1) < (p+ /p(—4+ 4K + u))g.

Demonstracao: No ponto (z9,0,0) temos:

2
Uppw, = — K+ H

(1= p—210)? (1 —p—x10)

Ucclxg - ‘/;11:3 - ‘/wzdfg =0

2
) UIQCEQ = _K_—7 Ungg -

_K—

(1 —p—210)3
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2+ pu+2K —2Kpu — /(-4 + 4K + p1)

Onde T10 = 2K —1)

2—u—2K +2Kp+\/pu(—4+4K + p)

(I—p—m0) = 1—p+

(2(K - 1))
e+ /(=4 + 4K + p)
2K — 1)
1 B 8(K — 1)}
oy — 3 3
U p=mol (g a1+ 3K 1 )
segue que
13
Upyer = —K +2 Bu(K — 1) o= —K+2L
(u + /u(—4 + 4K + u))
13
Upyoy = —K — SplK = 1) =-K—1L
(u+vhb4+4K+uD
8u(K — 1)
Uppoy = —K — i ) S =-K-1L
(u+v%#4+4K+uﬁ
K—1)3
com L= 8l )

(u+v%@4+4K+u»3

Substituindo essas expressoes em 3.39 obtemos

[ 0 1 0 1 00 |
1 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1
A p—
oL K 0 0 0 10
0 -L-K 0 —100
0 0 —L-K 0 00
N 1 0 -1 0 |
1 A 0 0 -1
A 1
a0 0 0 0
—a 0 0 A —1
50 1 A 0
0 0 —b 0 0 A
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onde
a=2L—-K e b=—-L—k
O polinomio caracteristico de A é dado por
p(N) det(N — JG)
A -1 -1 0 O0 A -1 0 -1 0
1 X 0 -10 1 X 0 0 -1
(=1**X|=a 0 A =1 0|+ (-1)*(-1)|=a 0 0 X -1
0 —-b 1 A0 0 —-b 0 1
0O 0 0 0 X 0O -b 0 O
A -1 -1 0 A -1 -1 0
1 A 0 -1 1 A 0 -1
= M| A(=1)""A + (=1)°"3(—b)
—a 0 A -1 —a 0 X -1
0O —b 1 A 0O —-b 1 A

MM+ R2—-—a-bNt+at+ab+b+1]—bA ' +2—a—-b N +a+ab+b+1]

= M+ 2-a-b N+a+ab+b+1](A\* —b)

Novamente pelo teorema (1.5.2) devemos exigir que as raizes de p(\) sejam imaginérias

puras.

De (A + K + L) = 0 obtemos K + L > 0, e isso mostra que o movimento paralelo ao eixo

z é sempre estavel. Podemos portanto restringir nosso estudo a equagao
ME@QK —L+2)X+ (K -2L—-1)(K+L—-1)=0

Resolvendo para A\?temos as raizes

(2K —L+2)+ VA -
32— 2+)+\/_ . -

onde A =912 — 8L + 16K.

Segue que

MNMtN=-02K-L+2) e MNM=(K-2L-1)(K+L-1)

Para que o equilibrio seja estdvel, devemos ter A\? e A2 reais e negativos, ou seja;
e 912 — 8L + 16K > 0;
o L —-2K—-2<0;

o (K—2L—1)(K+L—-1)>0.
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Observe que o primeiro item é sempre verdadeiro, visto que, a expressao é uma funcao do
segundo grau em L, cujo o discriminante ¢ menor que zero.
De fato, A = 64 — 576 K < 0 visto que K > 1. Como 9 > 0 , temos uma parabola com

concavidade voltada para cima a qual nao toca o eixo real. Portanto
9L* — 8L + 16K > 0.

Para verificar o terceiro item, partimos do fato que K > 1e L > 0 donde K + L > 1 ou
K+L-1>0.
Logo para que (K —2L — 1)(K + L — 1) > 0 devemos exigir que K + 2L —1 > 0. Note
que essa condi¢ao implica no segundo item, pois L — 2K —2 <0< —(L —2K —2 > 0)
mas —(L —2K —2) =2K — L+2> K —2L—1 > 0. Portanto tal equilibrio é estavel se,
e somente se,

K—-2L—-1>0

& 20L< K -1
16u(K —1)3

(1 + Va2 1K + 1))

e 16p(K —1)° < (K —1) (u + (4 + 4K+u)>3

;< (K1)

3

& 16u(K — 1) < (p+v/p(—4+ 4K + 1))

3.3.2 Demonstracao das Proposicoes A e B

Proposicao A (Hallan e Rana). Os pontos de equilibrios triangulares sao linearmente

instdveis.

Demonstragao: Nos pontos de equilibrio triangulares, (K,0,v/b> — a?), onde

1
a=1-p—-K, b:(—%)f”, K<0 e K+4u>0,
segue que
3a’K 3K (b? — a?) 3aK /b2 — a?
Umwl - _b—2 szm =1 U$3$3 - T Ux11’3 = :l:b—2

Uziey = Uzyay = 0



Substituindo essas expressoes em 3.39 obtemos

—a 0

0 -1 1

6K

)\2 + _(bQ . a2)

b?

[ 0 1 0
-1
0 0 0
A= 3a’K 3aK\/b? — a?
o * b?
0 1 0
3aKVb? — a? 3K (b* — a?)
+— 0
L b? b?
(X -1 0 -1 0
1 0o 0 -1
0 A0 0
M- A= .
—a 0 —=b X -1
0 -1 0 1
b 0 —¢ 0 0
onde
. 30K . 3aK\/b2 — a? .
a=— , b=f——F-F—— e ¢
b? b?
O polinomio caracteristico de A é dado por
p(A) = det(\I—A)
A -1 -1 0 0
1 X 0 —-10
= (=1)*PX|—-a 0 X =1 0|+ (=1)*"(-1)
0 -1 1 X 0
b 0 0 0 A
A -1 -1 0 -1 0 -1 0
o1 A 0 =1 ~|Ax 0 0 -1
= A —b .
—a 0 X -1 0 —-b X -1
0 —1 1 A -1 0 1 A
= N4 41 —a—MN+ (2422 —aé — b+ &)\ + 20° + 2aé + 2¢
3(0* — 3a®)K + 2°
_ /\6+(3K+2)>\4+(< 022) i )
Note que
6K
p(0) = =

bQ

b

(b2—a2)=6K[1—(%)2]<0 pois K <0 e 1—<9>2>0.
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Por outro lado temos que

(b* —a?)| = o0

lim [A® 4+ (3K +2)\* + (

A—00

3202 — 3a2)K + b2\ ., 3K
b2 )\ + b_2

Portanto existe pelo menos uma raiz real. Pelo teorema (1.5.2) segue o resultado. U
Proposicao B (Hallan e Rana). Os pontos circulares sao instdveis.

Demonstracao: Para os pontos circulares devemos ter K = 1 — p . Tais pontos estao
na circunferéncia unitaria de raio 1 centrada no ponto (1 — u,0,0) no plano z3 = 0, ou
seja, satisfazem

(l—p—z)+23=1

Escrevendo xy = cosf e x5 = sinf, os pontos da circunferéncia assume a seguinte forma

(1 — p—cosf,sin6,0) segue que
Upay = —1+3ucos?0 Upppy = —1+3pusin?0  U,,p, = —3pusinfcosd Uy, = —1

U:mxg = ngxg =0

Substituindo essas expressoes em 3.39 obtemos

0 1 0 1 00
-1 0 0 0 10
0 0 0 0 01
A —
—1+3ucos?f —3usinfcosd 0 0 1 0
—3psinfcosd —1+3usin’¢ 0 —1 0 0
0 0 -1 0 00
(A —10 -1 0 ]
1 X 0 0 -1
0O 0 X 0 0 -1
M- A=
—a —=b 0 X -1
—b —c 0 1 A
0 0 1 0 O

onde

a=—1+3ucos’0, b= —3usinfcosd e c=—1+3usin®0



Segue que o polinomio caracteristico é dado por

p(A) = det(A\I—A)

A -1 -1 0 O A —10 -1 0
1 X 0 -1 1 X 0 0 -1
= (-D**(M)jo 0 0 0 -1+ X0 0 A 0 0
—a —=b X -1 0 —a —b 0 X -1
—b —c 1 X O b —c 0 1 A

A -1 -1 0 A -1 -1 0

_ 1 X 0 -1 Y 1 X 0 -1

—a —b X -1 —a —b X -1

—b —c 1 A —b —c 1 A

V' —ac)\* +a+c+ac—b +1

= M4+ +B-a—c)M\+(3-
= AN+ (-3 + (4 —3u)\?
= N [N(5—3u)+ (4 —3p)]

Note que o polinomio caracteristico tem dois autovalores iguais a zero, e portanto possui

()

o qual da origem as solugoes z(t) = kjvy + (tK; + Ks)vg — 00 quando ¢t — 0.

um bloco da forma

O



Conclusao

A parte principal desse trabalho, ou seja, a que se trata do problema de Robe,
teve como referéncia principal o artigo ([2]). Foi constatado que no problema restrito de
trés corpos de Robe, o ponto (—p,0,0) localizado no centro do primeiro primario, é um
ponto de equilibrio para todos os valores dos parametros K ,u e €. Além disso, outros pon-
tos de equilibrios existe somente quando K # 0 e € = 0, que é quando o segundo primario
se move em torno do primeiro em Orbita circular. Quando K > 1, ha mais um ponto de
equilibrio (z19, 0, 0) colinear com o centro da casca esférica e o segundo primario. Quando
K e u satisfazem a igualdade K + p = 1, h4 um numero infinito de pontos de equilibrio
no plano x; — x5 sobre um circulo de raio 1 e centro 1 — y, 0, 0 no segundo primario, desde
que estejam dentro da casca esférica. Quando K < 0 e K + pu > 0, existem mais dois
pontos de equilibrio, os quais se encontram no plano z; — x3 formando triangulos com o

centro da casca esférica e o segundo primario.

Quanto a estabilidade constatamos que quando a excentricidade é zero (e = 0),
isto é, quando o movimento ¢ circular, o sistema hamiltoniano é autonomo, e a questao
da estabilidade linear foi resolvida, a saber, o ponto pg = (—u,0,0) é estivel para certos
valores de K e pu, os pontos circulares e triangulares sao sempre estaveis, e o ponto de
equilibrio colinear com o centro da casca e o segundo primario, é estavel quando pu e K

satisfaz a desigualdade

16u(K —1)* < (,u—l— \/u(—4—|—4K—|—u))3.

Quando tomamos a excentricidade perto de zero, mas diferente de zero, per-
demos o carater autonomo da equacao, e o estudo da estabilidade linear do equilibrio
po = (—p,0,0) torna-se mais complicado. Porem se considerarmos como tempo a ano-
malia verdadeira, o Hamiltoniano é periédico e portanto é possivel estudar a estabilidade
do equilibrio estratificando o espaco dos parametros e K em regioes de estabilidade e
instabilidade.
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A estabilidade nesse caso (Estabilidade paramétrica) foi discutida em [7] (2016)
por Lucas Valeriano. Recentemente Dieter Schmidt e Lucas Valeriano [8] (2016) estuda-
ram a estabilidade nao linear do ponto de equilibrio localizado no centro do recipiente no
problema circular planar como proposto por Robe, para isso eles colocaram o Hamilto-
niano do problema em sua forma normal e em seguida usaram os teoremas de Arnold e

Markeev.

Contribuicoes Relevantes

e ROBE (1977) formulou o problema, mostrou a existéncia do ponto (—pu,0,0) en-
quanto msy descreve uma orbita Kepleriana em volta de m, e discutiu a estabilidade
linear desse ponto de equilibrio no caso circular e no caso eliptico, mas com o reser-

vatorio vazio ou as densidades de m; e mg iguais.

e HLLAN e RANA (2001) fizeram um estudo completo sobre a quantidade de equilibrios
existente no problema de Robe e apresentaram resultados sobre a estabilidade linear

de tais pontos.

e CABRAL e VALERIANO (2015) deram uma formulagao hamiltoniana para o pro-

blema e estudaram a estabilidade linear paramétrica no ponto (—pu,0,0).

e SCHMIDT e VALERIANO (2016) estudaram a estabilidade nao linear do ponto

(—u,0) no caso circular planar.
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