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À minha filha Ingrid por existir na minha vida e ser a motivação para continuar estudando.

Ao Professor Rodolfo Alván Casana Sifuentes pela orientação, amizade e pelas excelentes conversas

sobre f́ısica.
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quem te adora, a própria morte”.
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Resumo

A eletrodinâmica de Maxwell é uma teoria de campo que contém em sua estrutura três tipos de

simetrias fundamentais na f́ısica: A simetria de Lorentz, a simetria CPT e a simetria de calibre local. A

covariância de Lorentz e a simetria CPT são fundamentais na construção de qualquer teoria de campo

que descreva part́ıculas elementares e não elementares. Ambas simetrias juntamente com a simetria de

calibre local são os pilares na construção do Modelo Padrão e de outras modernas teorias de campo. No

entanto, cogita-se que ambas, a covariância de Lorentz e a simetria CPT, poderiam sofrer uma quebra

espontânea de simetria na escala de energia de Planck (ou no Universo primordial quando as energias

eram da ordem de magnitude) devido aos efeitos produzidos pelo gravidade quântica. Os posśıveis

efeitos residuais dessa quebra espontânea, tanto da covariância de Lorentz como da simetria CPT,

são estudados dentro da estrutura do Modelo Padrão Estendido (MPE). Assim, o setor de simetria

de calibre local U(1) do MPE descreve os efeitos sofridos pela eletrodinâmica de Maxwell devido à

violação da covariância de Lorentz e da quebra espontânea da invariância CPT.

O intuito da Dissertação é estudarmos as propriedades à temperatura finita da eletrodinâmica

CPT -par do MPE representada pelo termo (kF )ανρφF
ανF ρφ. O primeiro passo é construir uma

função de partição, bem definida e invariante de gauge, para uma configuração arbitrária do tensor

(kF )ανρφ. Como estamos interessados em conhecer efeitos não perturbativos ou exatos da quebra

espontânea da simetria de Lorentz, concentramos nossa atenção nas componentes do tensor (kF )

cujas contribuições, em primeira ordem não nula, para as relações de dispersão da eletrodinâmica de

Maxwell ainda as mantém não birrefringentes. Para uma maior clareza ou um melhor entendimento,

estudamos separadamente esses coeficientes não birrefringentes pertencentes aos setores de paridade-

par e de paridade-́ımpar do tensor (kF ) . Consequentemente, para ambos os setores, mostramos que

a função de partição é calculada exatamente e resulta ser uma potência da função de partição de

Maxwell. Tal potência é uma função expĺıcita somente dos respectivos parâmetros que controlam a

violação da simetria de Lorentz (VSL). Esse resultado demonstra que as propriedades termodinâmicas,

do setor não birrefringente da eletrodinâmica CPT-par do MPE, como densidade de energia, pressão,

entropia, etc, sejam as mesmas da eletrodinâmica de Maxwell multiplicadas por uma função que

depende somente nos respectivos coeficientes não birrefringentes. Desse modo, a lei de radiação de

Planck mantém a mesma dependência funcional na freqüência e a lei de Stefan-Boltzmann conserva-



se proporcional a T 4. Entretanto, a constante de Stefan-Boltzmann usual sofre uma mudança, pois

resulta multiplicada justamente por um fator global que contém as contribuições da VSL. No entanto,

observa-se que, em geral, os coeficientes do VSL induzem uma anisotropia na distribuição angular da

densidade de energia emitida pelo corpo negro.

Palavras Chaves: Violação da simetria de Lorentz, Teoria de campos à temperatura finita,

Radiação do corpo negro.
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Abstract

Maxwell’s electrodynamics is a field theory which contains in its structure three fundamental

physical symmetries: The Lorentz symmetry, the CPT -symmetry and the local gauge symmetry. The

Lorentz covariance and the CPT -symmetry are fundamental in the construction of any field theory

describing elementary (or not elementary) particles. Both together with the local gauge symmetry are

the cornerstones in the construction of the Standard Model and of others modern field theories. How-

ever, it is cogitate that as much the Lorentz covariance as the CPT -symmetry can be spontaneously

broken at Planck energy scale (or in the very early Universe when energies are close to the Planck

scale) due to quantum gravity effects. The possible residual effects of such spontaneous symmetry

breaking are studied within the structure of the Standard Model Extension (SME). The U(1)-local

gauge symmetry sector of the SME describes the effects produced in Maxwell’s electrodynamics due

to the Lorentz-covariance violation and the spontaneous symmetry breaking of the CPT -invariance.

Here, we study the finite temperature properties of the CPT -even electrodynamics of SME, repre-

sented by the term (kF )ανρφF
ανF ρφ. First, we construct a well-defined and gauge invariant partition

function in the functional integration formalism for an arbitrary tensor (kF ). Then, we specialize for

the leading-order-nonbirefringent coefficients of the tensor (kF ) and we study in separate the parity-

even and the parity-odd sectors. Consequently, for both sectors, the partition function is exactly

caculated by showing that it is a power of Maxwell’s partition function. Such power is an explicit

function of the respective parameters ruling the Lorentz-covariance violation. This way, Planck’s ra-

diation law retains its frequency dependence and the Stefan-Boltzmann law is maintained, except for

a change in Stefan-Boltzmann’s constant that is multiplied by a global factor containing all the LIV

contributions. Nevertheless, in general, it is observed that the LIV coefficients induce an anisotropy

in the angular distribution of the black body energy density.

Keywords: Lorentz symmetry breaking, Finite Temperature Field Theory, Black body radiation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em Teoria de Campos constantemente ouvimos falar em quebra de simetria, quebra espontânea

de simetria, violação da simetria Lorentz, quebra de simetrias discretas, etc. Então, o que vem a ser

uma quebra de simetria? Ou uma quebra espontânea de simetria? Para responder estas perguntas,

primeiramente devemos aprender o que é uma simetria. Como primeiro exemplo, imaginamos uma

bola de sinuca branca girando sobre uma superf́ıcie plana, este sistema possui uma simetria de rotação,

ou seja, a qualquer momento que olharmos à bola sempre iremos observar a mesma superf́ıcie esférica

branca. Entretanto, se escrevermos a palavra f́ısica sobre a superf́ıcie da bola branca perderemos a

simetria de rotação. Como segundo exemplo, consideramos uma barra circular na posição vertical

sobre um plano, neste caso, o sistema possui uma simetria ciĺındrica (ver fig. 1).

Figura 1: Exemplo de quebra espontânea de simetria.

Contudo, se aplicarmos uma força, na direção vertical e no sentido descendente sobre a barra, a

simetria também será perdida, uma vez que a força aplicada dobra a barra de modo arbitrário. Nestes

dois exemplos, dizemos que houve uma quebra de simetria.
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Quando ocorre a quebra espontânea de simetria? No segundo exemplo, a força aplicada sobre a

barra provocou uma curvatura. Como a barra pode dobrar para qualquer lado, ou seja, a escolha

é aleatória, é espontânea, constitui uma quebra espontânea de simetria. Um outro exemplo é o

ferromagnetismo: Seja um sistema de spins em movimento aleatório e desordenado que apresenta

isotropia espacial. A medida que resfriamos o material, os spins adquirem uma determinada direção,

gerando dessa forma um campo magnético não nulo ao longo dessa direção, ocorrendo uma quebra

espontânea da isotropia espacial na transição de fase [1, 2].

E, sobre a violação da simetria Lorentz? A resposta para esta indagação requer um pouco mais

de conhecimento matemático. Sendo assim, façamos a seguinte revisão.

Dado dois sistemas de referência, sobreposto e com origens coincidentes, O (x, y) e O′ (x′, y′).

Localizamos uma part́ıcula no ponto P desse dois sistemas. E, em seguida rotacionamos o sistema

O′ (x′, y′) por ângulo ϕ e mantendo fixo uma part́ıcula neste ponto. Relacionamos as coordenadas de

O (x, y) com O′ (x′, y′) segundo a transformação de coordenadas: x′

y′

 =

 cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

 x

y

 , (1.1)

na visão da part́ıcula. Entretanto, podemos manter os dois sistemas fixo e girar apenas a part́ıcula,

tal que a transformação de coordenadas seja: x′

y′

 =

 cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

 x

y

 , (1.2)

na visão do observador. Os dois tipos de transformações descrevem a mesma rotação de maneira

equivalente [1]. Então, uma part́ıcula pode descrever a mesma rotação por essas duas transformações

de coordenadas, deste que no segundo caso o ângulo seja de −ϕ. Implicando na mesma matriz de

rotação.

Essas duas transformações são classificadas como: a transformação de Lorentz do observador e a

transformação de Lorentz da part́ıcula, respectivamente.

O que acontece com a simetria de Lorentz se colocarmos um background ou campo de fundo? Para

responder esta inquietação seguiremos o seguinte exemplo. Seja um elétron dentro de um capacitor de

placas paralelas e considerando o campo elétrico E⃗ na direção do eixo−z como um campo de fundo.

O vetor posição r⃗ do elétron é perpendicular ao campo elétrico E⃗. Na transformação de Lorentz da

part́ıcula, façamos o ângulo de rotação ser ϕ = +π
2 . Como neste caso apenas as coordenadas irão

rotacionar, o elétron permanecerá na mesma posição r⃗. Logo, o campo elétrico E⃗ é perpendicular ao
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vetor posição r⃗, E⃗ ⊥ r⃗ (ver fig. 2).

Figura 2: Rotação por um ângulo ϕ na presença do background.

Para a transformação de Lorentz do observador devemos, obrigatoriamente, fazer o elétron girar de

ϕ = −π
2 para manter a equivalência das transformações, o campo elétrico E⃗ é paralelo ao vetor posição

r⃗, E⃗ ∥ r⃗ (ver fig. 3).

Figura 3: Rotação por um ângulo −ϕ na presença do background.

Portanto, a simetria de Lorentz no referencial da part́ıcula na presença do campo de fundo é

quebrada. Desse modo, a violação ou quebra espontânea da simetria de Lorentz pode ser representada

por campos de fundo vetoriais ou tensoriais permeando o espaço-tempo. Part́ıculas e forças têm

interações com esses backgrounds de modo semelhante à interação de part́ıculas carregadas com um

campo elétrico.

A qualidade imutável, ou invariância, das leis f́ısicas para diferentes observadores representa uma

simetria do espaço-tempo chamada de simetria de Lorentz. Tal simetria começou a ser estudada nos

anos de 1890 pelo o f́ısico teórico holandês Hendrik Antoon Lorentz [3]. Em 1904, ele apresentou

suas famosas transformações de coordenadas, hoje conhecidas como transformações de Lorentz, termo

3



cunhado por Poincaré em 1905, assim:

x′ = γ (x− vt) , (1.3)

y′ = y, (1.4)

z′ = z, (1.5)

t′ =

(
1− v2

c2

)− 1
2

. (1.6)

Maxwell, em 1873 no seu trabalho seminal [4], propôs que a luz requeria de um meio material

para se propagar fazendo analogia com as experiências envolvendo a propagação de ondas num fluido.

Maxwell era adepto da idéia aristotélica de que a luz se propagava através de um meio material: o éter,

meio que tinha densidade despreźıvel e que não interagia com a matéria. Em vista das propriedades

da luz, já observadas naquela época, acreditava-se que o éter permeava todo o universo. Entretanto, a

questão do éter foi abandonada com o advento da Teoria da Relatividade Restrita [5], a qual estabelece

a covariância de Lorentz como uma simetria fundamental da natureza. A teoria da relatividade restrita

está baseada em dois prinćıpios básicos: O primeiro nos diz que as leis da f́ısica são as mesmas em

todos os referenciais inerciais e o segundo que a velocidade da luz é a mesma em relação a qualquer

referencial inercial.

A covariância de Lorentz é a pedra fundamental na construção de todas as Teorias de Campos

que descrevem as interações fundamentais e, sobretudo responsáveis pela construção das modernas

teorias da f́ısica de altas energias. Os experimentos mais recentes confirmam a invariância de Lorentz

com uma alta precisão, numa escala de energia que vai até 2 TeV. Contudo, na atualidade, é dis-

cutida a possibilidade de que a simetria de Lorentz possa ter sido quebrada na escala de Planck ou

equivalentemente no ińıcio do universo quando a energia alcançada era dessa ordem de magnitude.

Tal cenário é sugerido pela teoria das cordas [6] e, constitui a chave para o estudo de teorias de cam-

pos não-comutativos [7]. Os novos experimentos que se iniciarão no LHC (Large Hadron Collider),

poderão estender a escala de energia até aproximadamente 14 TeV. Nessa escala de energia, a simetria

de Lorentz (SL) deve ser testada e confirmada se realmente ainda é válida ou eventualmente possa ser

observada a sua quebra.

Ainda existem na natureza um conjunto de simetrias discretas, que são chamadas de CPT: que

corresponde à conjugação de carga (C), à inversão espacial ou paridade (P) e à inversão temporal (T).

A conjugação da carga supõe que para cada part́ıcula existe uma anti-part́ıcula com a mesma massa

mas de carga oposta. A simetria de paridade caracteriza um sistema que é invariante sob a inversão

das coordenadas. Um exemplo simples que mostra essa simetria é colocarmos uma bola branca de
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sinuca diante de um espelho.

A composição das simetrias de conjugação de carga e de paridade conhecida como a simetria

CP, foi proposta por Landau em 1957 e descobertas em 1964 pelos norte-americanos James Cronin

e Val Fitch os quais foram laureados com o prêmio Nobel de F́ısica em 1980. O mecanismo da

quebra espontânea da simetria CP foi proposta pelo f́ısico japonês Yiochiro Nambu quando estudava

decaimento de káons1. E, sendo uns dos laureados do prêmio Nobel de F́ısica em 2008. A importância

da quebra espontânea da simetria CP implica na possibilidade de explicar porque o universo contém

mais matéria do que anti-matéria.

Para compreender a inversão temporal assistiremos um filme qualquer do ińıcio ao fim e, em

seguida, do fim ao ińıcio. Veremos todas imagens retrocedendo o que não concorda com o sentido

do filme. Neste caso, não há simetria. E, se assistimos um filme sobre sinuca? A situação é a

seguinte: temos um jogador, uma mesa de sinuca e apenas o capitão (a bola branca). O jogador

aplica uma tacada sobre o capitão. Este adquire uma velocidade, choca-se contra um lado da mesa

e retorna para o mesmo ponto de partida. Assistindo este filme no sentido contrário (retrocedendo

as imagens), não teremos condição de determinar o sentido real do filme por que as imagens são as

mesmas independentemente do sentido do filme, esta simetria é denotada por inversão temporal. Note

que embora a simetria de inversão temporal tenha esta denominação, não significa que o tempo esteja

retrocedendo e sim as imagens geradas em cada instante.

Em resumo, a simetria CPT prevê que, se um relógio é substitúıdo por seu equivalente de anti-

matéria com paridade invertida e anda para trás no tempo, os dois manterão horário idêntico [3].

Na natureza existe a violação de modo individual das simetrias C, P, T e CP, mas até o momento

não existe nenhuma comprovação experimental da violação das simetrias PT e CPT. A construção das

Teorias Quânticas de Campos descrevendo as part́ıculas elementares e suas interações são restritas pelo

teorema CPT, que estabelece que toda Teoria Quântica de Campos além de ter a simetria CPT na sua

estrutura, deve satisfazer as seguintes propriedades: prinćıpio de localidade, invariância sob a simetria

de Lorentz e analiticidade das representações do grupo de Lorentz com respeito aos parâmetros de

translação e rotação [8].

O Modelo Padrão (MP) é, até o momento, a mais sofisticada teoria matemática sobre a natureza.

O Modelo Padrão, cujo grupo de simetria é o SU (3)×SU (2)×U (1), é uma teoria compreensiva que

identifica as part́ıculas elementares e especifica como elas interagem através da interação forte, SU (3),

1São mesóns que possuem um quark s composto de part́ıculas subatômicas K+,K−,K0 e anti-K0 . Possuem spin

nulos, portanto são bósons.
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a interação fraca, SU (2) e a interação eletromagnética U (1). Dessa forma, tudo o que acontece em

nosso mundo (exceto os efeitos gravitacionais) resulta das interações das part́ıculas contidas no MP

segundo suas regras e equações [9].

As pesquisas que estudam as conseqüências da quebra da simetria de Lorentz e da simetria CPT são

freqüentemente desenvolvidas sob o arcabouço teórico do Modelo Padrão Estendido (MPE), primeira-

mente proposto por Colladay e Kostelecky [10].

O MPE contém, além das interações que definem o atual MP, interações que violam as simetrias de

Lorentz e de CPT que são controladas por coeficientes (gerados via a quebra espontânea da simetria

de Lorentz numa teoria quântica fundamental definida na escala de Planck) que são quantidades

tensoriais genúınas no referencial do observador. A quebra espontânea da simetria de Lorentz garante

que ela ainda permanece tanto como uma simetria da teoria fundamental como também da teoria

efetiva emergente abaixo da escala de Planck no referencial do observador. Contudo, no referencial da

part́ıcula esses coeficientes tensoriais resultantes da quebra ou violação da simetria de Lorentz (VSL)

não seguem as regras de transformação impostas pela covariância de Lorentz.

Uma forte motivação para estudar o MPE é a necessidade de conseguir alguma informação sobre

a f́ısica fundamental que rege na escala de Planck onde cogita-se que a simetria de Lorentz pode ser

quebrada espontaneamente devido aos efeitos quânticos gerados pela gravitação (gravidade quântica).

Essa procura é feita principalmente no setor fotônico do MPE que tem sido amplamente estudado com

dois propósitos: a determinação de novos efeitos eletromagnéticos induzidos pela interação do campo

eletromagnético de Maxwell com os campos tensoriais gerados pela quebra espontânea da simetria de

Lorentz e, a imposição de rigorosos limites superiores para as magnitudes dos coeficientes tensoriais

que regem os efeitos da violação da simetria de Lorentz a baixa energia [11, 12, 13].

Os estudo dos efeitos da violação da simetria de Lorentz no eletromagnetismo foram iniciados por

Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no ińıcio dos anos 90 [14], quando eles inclúıram na densidade lagrangiana

da eletrodinâmica de Maxwell um termo do tipo Chern-Simons, ϵµνkλ (kAF )µAνFκλ, que além de

quebrar a simetria de Lorentz também quebra a simetria CPT. Nesse termo, o vetor constante (kAF )µ

é o responsável por fixar um campo de fundo que rege os efeitos da violação da simetria de Lorentz e

da simetria CPT.

O setor fotônico do MPE além do termo do tipo Chern-Simons inclui um termo CPT-par da forma

(kF )
µνκλ FµνFκλ. O tensor constante (kF ) têm as mesmas simetrias que o tensor de Riemann além de

possuir duplo traço nulo. A eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) é causal, estável

e unitária [15] somente se o campo de fundo é puramente tipo-espaço, (kAF )µ =
(
0, k⃗AF

)
. Enquanto,
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a eletrodinâmica que leva em consideração somente o termo CPT-par é causal, unitária e estável para

valores suficientemente pequenos dos elementos do tensor (kF ) [16] .

Uma caracteŕıstica marcante da eletrodinâmica do MPE é o fato de apresentar o fenômeno da

birrefrigência do vácuo [14, 17, 18], ou seja, a velocidade da luz depende do modo de propagação

assim como da rotação do plano de polarização. Considerando que a birrefrigência cresce linearmente

com a distância, a análise deste efeito sob escala cosmológica oferece um bom cenário para a busca

de ind́ıcios da violação da simetria de Lorentz. A análise de luz polarizada de fontes astrof́ısicas

[14, 17, 18], tem a vantagem de que pequenos efeitos são acumulados devido ao tempo muito grande de

propagação da luz e podem produzir resultados de alta sensibilidade comparados com aqueles obtidos

com matéria [19]. Nesse contexto a radiação cósmica de fundo (RCF), sendo a radiação mais antiga

e limpa dispońıvel para observação, oferece uma oportunidade única para a pesquisa dos efeitos da

violação da simetria de Lorentz envolvendo fótons. Na referência [20], foram desenvolvidos ferramentas

teóricas para extrair, das observações polarimétricas da RCF e da análise dos dados observacionais,

medidas altamente senśıveis das magnitudes dos parâmetros que controlam a quebra da simetria de

Lorentz.

Como os termos ou os coeficientes que controlam a quebra das simetrias de Lorentz e CPT alteram

a propagação da luz, é natural supor que também as propriedades termodinâmicas do campo eletro-

magnético sejam modificadas. Nesse contexto, num recente trabalho [21], foi investigado a influência

do setor CPT-́ımpar ou termo CFJ nas propriedades termodinâmicas do campo de Maxwell via o

formalismo de teoria de campos à temperatura finita [22]. Primeiramente, analisaram a estrutura

hamiltoniana do modelo usando o formalismo de Dirac para definir a função de partição desta teoria

sem ambigüidade. Na seqüencia, foram analisadas as correções induzida pelos coeficientes que regem

a VSL no fenômeno da radiação do corpo negro. Observaram-se que a lei de radiação de Planck e

a lei de Stefan-Boltzmann sofrem correções em ordem quadrático pelos coeficientes da VSL. O efeito

mais importante acontece na distribuição angular da densidade de energia do corpo negro que torna-se

anisotrópica. Tais anisotropias geradas pela VSL foram relacionadas com as anisotropias da radiação

cósmica de fundo.

Na presente Dissertação de Mestrado, estudamos as propriedades termodinâmicas campo fotônico

do setor CPT-par do MPE. Especializamos nossa análise às componentes não birrefringentes do tensor

(kF ) com o intuito de ganhar informações não perturbativas sobre a influência da VSL nas propriedades

termodinâmicas do campo eletromagnético. Com esse motivo particularizamos nossos estudos, sepa-

radamente, aos setores de paridade-par e de paridade-́ımpar. Os resultados obtidos tem um caráter
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global para o setor não birrefringente do tensor (kF ), ou seja, a função de partição, tanto do setor

de paridade-par como de paridade-́ımpar, é uma potência da função de partição da eletrodinâmica

de Maxwell, onde a potência é uma função pura dos respectivos coeficientes não birrefringentes. A

nova função de partição nos casos analisados, contém todos os efeitos não perturbativos oriundos da

violação da simetria de Lorentz. Obtemos como resultado desta análise as mesmas propriedades ter-

modinâmicas da eletrodinâmica de Maxwell, tais como densidade de energia, pressão, entropia, etc.,

multiplicadas por uma função que depende somente dos respectivos coeficiente não birrefringentes.

Em geral, a distribuição angular da densidade de energia ganha um comportamento anisotrópico de-

vido aos efeitos da VSL, tal como ocorre na eletrodinâmica CPT-́ımpar [21]. Vale a pena ressaltar

que os resultados obtidos para o setor não birrefringente de paridade-par foram publicados na revista

Physical Review D no final de 2009 [23]. E, os resultados referentes ao setor não birrefringente de

paridade-́ımpar serão publicados em breve (maio de 2010) Physical Review D [24].

Esta dissertação está divida em cinco caṕıtulos. O primeiro é a introdução. O segundo caṕıtulo é

composto de duas seções, uma sobre revisão da formulação lagrangiana e hamiltoniana da mecânica

clássica. A outra retrata o campo escalar massivo, abordando a amplitude de transição vácuo-vácuo,

gerador funcional das funções de Green completas e conexas e a ação efetiva. No terceiro caṕıtulo,

temos um tratamento do campo escalar à temperatura finita no formalismo de tempo imaginário.

No quarto, com caráter puramente didático, estudamos o campo eletromagnético de Maxwell com o

intuito de ganharmos experiência no tratamento de sistemas vinculados proposto por Dirac [25]. As-

sim, apresentamos a formulação hamiltoniana da técnica de quantização conhecida como integração

funcional ou integral de trajetória de Dirac-Feynman. Logo, que conhecemos a estrutura de v́ınculos

ou estrutura hamiltoniana, estaŕıamos em posição de quantizá-la tanto a temperatura zero (Teoria

Quântica de Campos usual) via o cálculo do gerador funcional das funções de Green, ou estudá-lo

à temperatura finita segundo a construção da função de partição (Mecânica Estat́ıstica Quântica).

Em nosso caso, calculamos a função de partição para obtermos as propriedades termodinâmicas do

campo, tais como as leis de radiação de Planck e a de Stefan-Boltzmann. No quinto caṕıtulo, uti-

lizamos o mesmo procedimento do caṕıtulo 4 para analisarmos as propriedades termodinâmicas da

eletrodinâmica CPT -par do MPE, especialmente os efeitos dos coeficientes não birrefringentes. Além

disso, inclúımos 4 apêndices: no apêndice A estabelecemos como padrão as unidades naturais, o tensor

métrico e algumas relações úteis. O apêndice B apresenta a decomposição do tensor (kF ) a temper-

atura zero, e as relações de dispersão das componentes não birrefringentes da eletrodinâmica CPT-par

tanto nos setores de paridade-par como o de paridade-́ımpar. O apêndice C apresenta o primeiro
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artigo publicado na revista Physical Review D, e o apêndice D apresenta o segundo artigo publicado

na revista Physical Review D.
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Caṕıtulo 2

Campo escalar à temperatura zero

2.1 Mecânica Clássica

Na mecânica clássica a quantidade fundamental para a descrição de um determinado sistema f́ısico

é conhecido como a ação, S, definida pela seguinte funcional:

S =

∫ tb

ta

dtL [q, q̇, t] , (2.1)

em que L [q, q̇, t] é a lagrangiana do sistema, definida por:

L [q, q̇, t] = T − V, (2.2)

onde T e V são as energias cinética e potencial do sistema, respectivamente.

Para um sistema unidimensional composto de N part́ıculas descritas pelas coordenadas qi e energia

potencial independente do tempo, temos:

L =

N∑
i=1

[
1

2
miq̇

2
i − V (qi)

]
. (2.3)

Definimos o momento canônicamente conjugado às coordenadas qi como:

pi =
∂L

∂q̇i
. (2.4)

Para uma teoria definida em (2.3), o momento canônico conjugado é:

pi = mq̇i. (2.5)

A definição do parênteses de Poisson é:

{A (p, q) , B (p, q)} =
∑
i

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂B

∂qi

∂A

∂pi

)
. (2.6)
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Logo, os parênteses de Poisson entre variáveis canônicamente conjugadas será:

{qi, pj} = δij . (2.7)

A Hamiltoniana canônica do sistema é definida via a seguinte transformação de Legendre:

H =
∑
i

piq̇i (p, q)− L [q, q̇ (p, q) , t] , (2.8)

em que:

q̇i =
∂H

∂pi
, (2.9)

ṗi = −∂H

∂qi
. (2.10)

As equações (2.9) e (2.10) são conhecidas como as equações Hamiltonianas.

Em geral, a evolução temporal de uma quantidade A = A (p, q, t) é dada por:

d

dt
A = Ȧ = {A,H}+ ∂A

∂t
. (2.11)

2.2 Campo escalar massivo

A densidade lagrangiana para o campo escalar massivo é:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2. (2.12)

Calculando o momento canônicamente conjugado, temos:

π =
∂L

∂ϕ̇
= ϕ̇. (2.13)

Observando que este modelo não tem v́ınculos, podemos passar ao formalismo hamiltoniano sem

nenhuma preocupação.

A densidade hamiltoniana canônica será:

HC = πϕ̇− L =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2 ≥ 0. (2.14)

A hamiltoniana canônica é definida como:

HC =

∫
d3x⃗ HC =

∫
d3x⃗

[
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2

]
. (2.15)

As equações hamiltonianas são:

ϕ̇ = {ϕ,HC} = π. (2.16)
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De maneira análoga a dedução da eq.(2.16), temos:

π̇ = {π,HC} = −m2ϕ+∇2ϕ. (2.17)

Derivando mais uma vez (2.16), teremos:

ϕ̈ = π̇, (2.18)

e substituindo em (2.17) obtemos a equação de Klein-Gordon-Fock:

(
�+m2

)
ϕ = 0. (2.19)

2.2.1 Amplitude de transição vácuo–vácuo

Define-se a amplitude de transição como:

Z = ⟨0 |0⟩

=

∫
DϕDπ exp

{
i

∫
d4x

(
πϕ̇−HC

)}
. (2.20)

Substituindo na eq.(2.20) a densidade Hamiltoniana da pela eq.(2.14), teremos:

Z =

∫
DϕDπ exp

{
i

∫
d4x

[
πϕ̇− 1

2
π2 − 1

2
(∇ϕ)2 − 1

2
m2ϕ2

]}
(2.21)

completando o quadrado no expoente:

Z =

∫
DϕDπ exp

{
i

∫
d4x

[
−1

2

(
π − ϕ̇

)2
+

1

2
ϕ̇
2 − 1

2
(∇ϕ)2 − 1

2
m2ϕ2

]}
(2.22)

fazendo a translação π → π + ϕ̇ e considerando que Dπ → Dπ, obtemos:

Z =

∫
Dπ exp

{
i

∫
d4x

[
−1

2
π2

]}
(2.23)

×
∫

Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

]}
.

Assim, as integrações em π e ϕ fatoram-se. A integração em π é independente do campo ϕ, logo sua

contribuição será uma constante e teremos que amplitude vácuo-vácuo torna-se-á:

Z = Nπ

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

]}
, (2.24)

onde:

Nπ =

∫
Dπ exp

{
i

∫
d4x

[
−1

2
π2

]}
. (2.25)
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2.2.2 O gerador funcional das funções de Green completas

A partir da eq.(2.24), que expressa a amplitude de transição vácuo-vácuo correta, definimos o

gerador funcional das funções de Green completas para o campo escalar descrito pela equação de

Klein-Gordon-Fock como:

Z [J ] = N

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 + Jϕ

]}
, (2.26)

onde J (x) é a fonte externa acoplada linearmente ao campo escalar ϕ (x) e N é uma constante de

normalização tal que Z [0] = 1, desse modo temos que:

N−1 =

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

]}
. (2.27)

Vejamos a utilidade do gerador funcional Z [J ] no cálculo dos valores esperados dos produtos de

campos temporalmente ordenados, ou seja, das funções de Green.

Em primeiro lugar, lembramos que valor esperado do operador ϕ̂ (x) é dado por:

G(1) (x) = ⟨0| ϕ̂ (x) |0⟩ = ⟨0| ϕ̂ (0) |0⟩ , (2.28)

devido à invariância sob translações espaço-temporais. Em termos da integração funcional podemos

escrever:

⟨0| ϕ̂ (x) |0⟩ =

∫
Dϕ ϕ (x) exp

{
i

∫
d4x′ L

}
∫

Dϕ exp

{
i

∫
d4x′ L

} , (2.29)

observando que dentro da integração funcional o campo ϕ (x) é uma função escalar.

Naturalmente podemos obter a expressão (2.29) a partir do gerador funcional (2.26). Portanto,

calculamos a derivada funcional de Z [J ] em relação a corrente externa J (x)

δZ [J ]

δJ (x)
= N

∫
Dϕ iϕ (x) exp

{
i

∫
d4x′

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 + Jϕ

]}
, (2.30)

fazendo J = 0 e substituindo o valor da constante de normalização N , teremos:

δZ [J ]

δJ (x)

∣∣∣∣
J=0

= i

∫
Dϕ ϕ (x) exp

{
i

∫
d4x′

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

]}
∫

Dϕ exp

{
i

∫
d4x′

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

]} , (2.31)

que reproduz exatamente a equação (2.29), dessa forma:

δZ [J ]

δJ (x)

∣∣∣∣
J=0

= i ⟨0| ϕ̂ (x) |0⟩ , (2.32)
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ou seja,

⟨0| ϕ̂ (x) |0⟩ =
⟨
ϕ̂ (x)

⟩
=

δZ [J ]

δiJ (x)

∣∣∣∣
J=0

. (2.33)

Em segundo lugar, determinamos o propagador ou função de Green de 2-pontos do campo escalar,

G(2) (x− y), definido como:

G(2) (x− y) =
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩ , (2.34)

onde definimos o operador ordenamento temporal:

T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) = θ
(
x0 − y0

)
ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) + θ

(
y0 − x0

)
ϕ̂ (y) ϕ̂ (x) , (2.35)

onde θ (x) é a função escada dada por

θ (x) =

 1 se x > 0

0 se x < 0
. (2.36)

Podemos mostrar que o propagador (2.34) quando escrito em termos da integração funcional será:

⟨0|T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) |0⟩ =

∫
Dϕ ϕ (x)ϕ (y) exp

(
i

∫
d4x′L

)
∫

Dϕ exp

(
i

∫
d4x′L

) . (2.37)

A presença de dois campos no numerador do lado direito da equação (2.37) sugere que devemos

calcular a segunda derivada funcional de Z [J ] em relação a corrente J , com esse intuito, calculamos

a derivada funcional em relação a J (y) partindo de (2.30):

δ

δJ (y)

(
δZ [J ]

δJ (x)

)
= N

∫
Dϕ [iϕ (x)]

δ

δJ (y)
exp

(
i

∫
d4x′ [L+ Jϕ]

)
δ2Z [J ]

δJ (x) δJ (y)
= N

∫
Dϕ [iϕ (x)] [iϕ (y)] exp

(
i

∫
d4x′ [L+ Jϕ]

)
(2.38)

= (i)2N

∫
Dϕ ϕ (x)ϕ (y) exp

(
i

∫
d4x′ [L+ Jϕ]

)
.

Para J = 0, vem:
δ2Z [J ]

δiJ (x) δiJ (y)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨0|T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) |0⟩ , (2.39)

ou seja,

⟨0|T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) |0⟩ = δ2Z [J ]

δiJ (x) δiJ (y)

∣∣∣∣
J=0

. (2.40)
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Estendemos este procedimento ao valor esperado do produto ordenado temporalmente de

n−campos, ou seja, a função de Green de n−pontos, G(n) (x1, x2, · · · , xn), dada por:

G(n) (x1, x2, · · · , xn) =
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) · · · ϕ̂ (xn)

∣∣∣ 0⟩ ,

(2.41)

=
1

in
δnZ [J ]

δJ (xn) · · · δJ (x2) δJ (x1)

∣∣∣∣
J=0

.

2.2.2.1 Cálculo exato do gerador funcional para o campo escalar

Em geral, o cálculo do gerador funcional de um dado modelo é feito seguindo alguma técnica

perturbativa, embora, neste caso, devido a lagrangiana que define o modelo de Klein-Gordon-Fock

ser quadrática nos campos, o gerador funcional poderá ser calculado exatamente. Para este fim,

primeiramente faremos uma mudança de variável no gerador funcional (2.26)

ϕ → ϕ+ ϕC , Dϕ → Dϕ, (2.42)

sob tal translação a medida funcional não muda e, o campo ϕC é solução da equação de movimento

ou equação de Euler-Lagrange para o campo ϕ :

−
(
�+m2

)
ϕC + J = 0. (2.43)

Então, substituindo (2.42) em (2.26) e usando a equação de movimento (2.43) o gerador funcional será

expresso como:

Z [J ] = exp

{
i

2

∫
d4x J (x)ϕC (x)

}
. (2.44)

Para calcular a expressão ϕC , em termos da fonte J , devemos solucionar eq.(2.43). Usando as

representações de Fourier dos campos.

Para ϕC :

ϕC (x) =

∫
d4p

(2π)4
ϕ̃C (p) e−ip·x, (2.45)

e para J :

J (x) =

∫
d4p

(2π)4
J̃ (p) e−ip·x, (2.46)

substituindo em (2.43), obtemos:

ϕ̃C (p) = − J̃ (p)

p2 −m2
, (2.47)
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que inserida em (2.45) proporciona o campo ϕC em termos da fonte ou corrente J :

ϕC (x) = −
∫

d4p

(2π)4
J̃ (p)

p2 −m2
e−ip·x. (2.48)

A transformada de Fourier, J̃ (p), é expressa como:

J̃ (p) =

∫
d4y J (y) eip·y, (2.49)

e substituindo em (2.48), teremos:

ϕC (x) = −
∫

d4y G (x− y) J (y) , (2.50)

onde definimos a função G (x− y) como:

G (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
, (2.51)

que representa a função de Green da equação de Klein-Gordon-Fock:(
�x +m2

)
G (x− y) = −δ (x− y) . (2.52)

A prescrição +iϵ na definição da função de Green (2.51) garante que o gerador funcional (2.26)

seja bem definido:

Z [J ] = N

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2

(
m2 − iϵ

)
ϕ2 + Jϕ

]}
. (2.53)

Substituindo (2.50) em (2.44) obtemos a expressão do gerador funcional somente em termos da

corrente J :

Z [J ] = exp

{
− i

2

∫
d4xd4y J (x)G (x− y) J (y)

}
. (2.54)

Calculando o valor esperado do operador ϕ̂ via a equação (2.33) obtemos:⟨
ϕ̂ (x)

⟩
= 0, (2.55)

tal resultado garante que estamos em um modelo sem quebra espontânea de simetria.

Calculando o propagador do campo escalar dado pela equação (2.40):

G(2) (x− y) =
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩ = iG (x− y) , (2.56)

que no espaço dos momentos resulta em:

G̃(2) (p) =
i

p2 −m2 + iϵ
, (2.57)

que retrata o propagador de Feynman para o campo escalar:

∆F (x− y) = i

∫
d4p

(2π)4
e−ik(x−y)

p2 −m2 + iε
. (2.58)
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2.2.3 O gerador funcional das funções de Green conexas

A partir do gerador funcional das funções de Green completas definimos o gerador funcional das

funções de Green conexas, W [J ], por:

Z [J ] = exp
(
iW [J ]

)
. (2.59)

O seguinte passo é expressar as funções de Green completas em termos das funções de Green conexas.

Assim, começamos com as funções de Green de ordem menor, ou seja:

δZ [J ]

δiJ (x)
=

δW [J ]

δJ (x)
Z [J ] , (2.60)

logo, fazendo J = 0, obtemos o valor esperado do campo ϕ:⟨
ϕ̂ (x)

⟩
=

δW [J ]

δJ (x)

∣∣∣∣
J=0

=
⟨
ϕ̂ (x)

⟩
C
, (2.61)

onde o sub́ındice C indica às funções de Green conexas.

Calculamos o propagador derivando (2.60) em relação a iJ (y):

δ2Z [J ]

δiJ (y) δiJ (x)
= −i

δ2W [J ]

δJ (y) δJ (x)
Z [J ] +

δW [J ]

δJ (x)

δW [J ]

δJ (y)
Z [J ] , (2.62)

e fazendo J = 0, obteremos o propagador para o campo ϕ:⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩ = −i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩
C
+

⟨
ϕ̂ (x)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (y)

⟩
C
, (2.63)

onde definimos a função de Green conexa de 2−pontos como:⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩
C
=

δ2W [J ]

δJ (y) δJ (x)

∣∣∣∣
J=0

. (2.64)

Derivando a eq. (2.62) em relação a iJ (z), obtemos a função de Green completa de 3−pontos:

δ3Z [J ]

δiJ (z) δiJ (y) δiJ (x)
= − δ3W [J ]

δJ (z) δJ (y) δJ (x)
Z [J ]− i

δ2W [J ]

δJ (y) δJ (x)

δW [J ]

δJ (z)
Z [J ]

−i
δ2W [J ]

δJ (z) δJ (x)

δW [J ]

δJ (y)
Z [J ]− i

δW [J ]

δJ (x)

δ2W [J ]

δJ (z) δJ (y)
Z [J ] (2.65)

+
δW [J ]

δJ (x)

δW [J ]

δJ (y)

δW [J ]

δJ (z)
Z [J ] ,

fazendo J = 0 :⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩ = −
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩
C
− i

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (z)

⟩
C

−i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (y)

⟩
C
− i

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (y) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x)

⟩
C

+
⟨
ϕ̂ (x)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (y)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (z)

⟩
C
. (2.66)
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sendo
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩
C
a função de Green conexa de 3−pontos definida como:

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y) ϕ̂ (z)

∣∣∣ 0⟩
C
=

δ3W [J ]

δJ (z) δJ (y) δJ (x)

∣∣∣∣
J=0

. (2.67)

Para obtermos a função de Green completa de 4−pontos, devemos calcular a quarta derivada do

gerador funcional Z [J ] em termos das derivadas do gerador funcional W [J ] ou derivar a eq.(2.65)

com respeito a iJ (x4) , desde que substitúımos x, y e z por x1, x2 e x3, respectivamente, assim:

δ4Z [J ]

δiJ (x4) δiJ (x3) δiJ (x2) δiJ (x1)
= i

δ4W [J ]

δJ (x4) δJ (x3) δJ (x2) δJ (x1)
Z [J ]

− δ3W [J ]

δJ (x3) δJ (x2) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x4)
Z [J ]− δ3W [J ]

δJ (x4) δJ (x2) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x3)
Z [J ]

− δ2W [J ]

δJ (x2) δJ (x1)

δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x3)
Z [J ]− i

δ2W [J ]

δJ (x2) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x3)

δW [J ]

δJ (x4)
Z [J ]

− δ3W [J ]

δJ (x4) δJ (x3) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x2)
Z [J ]− δ2W [J ]

δJ (x3) δJ (x1)

δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x2)
Z [J ]

−i
δ2W [J ]

δJ (x3) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x2)

δW [J ]

δJ (x4)
Z [J ]− δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x1)

δ2W [J ]

δJ (x3) δJ (x2)
Z [J ]

− δW [J ]

δJ (x1)

δ3W [J ]

δJ (x4) δJ (x3) δJ (x2)
Z [J ]− i

δW [J ]

δJ (x1)

δ2W [J ]

δJ (x3) δJ (x2)

δW [J ]

δJ (x4)
Z [J ]

−i
δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x2)

δW [J ]

δJ (x3)
Z [J ]− i

δW [J ]

δJ (x1)

δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x2)

δW [J ]

δJ (x3)
Z [J ]

−i
δW [J ]

δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x2)

δ2W [J ]

δJ (x4) δJ (x3)
Z [J ] +

δW [J ]

δJ (x1)

δW [J ]

δJ (x2)

δW [J ]

δJ (x3)

δW [J ]

δJ (x3)
Z [J ]

e para J = 0, vem:⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩ = i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x4)

⟩
C
−

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x3)

⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x2)

⟩
C
−

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x1)

⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C
−

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C
− i

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x3)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x4)

⟩
C

−i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x2)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x4)

⟩
C
− i

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x2)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x3)

⟩
C

−i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x1)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x4)

⟩
C
− i

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x1)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x3)

⟩
C

−i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
ϕ̂ (x1)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x2)

⟩
C
+

⟨
ϕ̂ (x1)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x2)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x3)

⟩
C

⟨
ϕ̂ (x4)

⟩
C
.
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Se a teoria não tem quebra espontânea de simetria
⟨
ϕ̂ (xi)

⟩
C
=

⟨
ϕ̂ (xi)

⟩
= 0 com n = 1, 2, 3, 4, a

função de Green completa de 4−pontos torna-se:⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩ = i
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x2)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x3) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

−
⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x1) ϕ̂ (x4)

∣∣∣ 0⟩
C

⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x2) ϕ̂ (x3)

∣∣∣ 0⟩
C
.

Desse modo podemos expressar as funções de Green completas de n−pontos como uma composição

de funções de Green conexas de m−pontos, sendo 1 ≤ m ≤ n.

2.2.3.1 W [J ] para o campo escalar

Para a teoria do campo escalar, o gerador funcional das funções de Green conexas pode ser obtido,

explicitamente, a partir da equação (2.54):

W [J ] = −1

2

∫
d4xd4y J (x)G (x− y) J (y) , (2.68)

e a única função de Green conexa não nula é a função de 2−pontos:⟨
0
∣∣∣T ϕ̂ (x) ϕ̂ (y)

∣∣∣ 0⟩
C
= −G (x− y) . (2.69)

2.2.4 Ação efetiva

Como Z [J ] e W [J ] são os funcionais geradores das funções de Green completas e conexas, respec-

tivamente, poderemos introduzir a ação efetiva, Γ[ϕ], ou funcional gerador das funções irredut́ıveis a

uma part́ıcula (I1P), via transformação de Legendre

Γ [ϕ] = W [J ]−
∫

d4x J (x)ϕ (x) , (2.70)

de tal modo que as seguintes relações funcionais sejam satisfeitas:

δΓ

δϕ (x)
= −J (x) ,

δW [J ]

δJ (x)
= ϕ (x) . (2.71)

A importância da ação efetiva reside em conter todas as correções quânticas a teoria clássica. Em

outras palavras nos revela como os efeitos quânticos corrigem a teoria clássica de partida. Sendo
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de fundamental quando tratamos o processo de renormalização de uma teoria de campos ou quando

queremos obter uma teoria de campos efetiva válida num determinado regime de energia.

As funções I1P são obtidas via a derivação funcional da ação efetiva em relação ao campo ϕ, assim,

a função I1P de n−pontos, Γ(n) (x1, x2, · · · , xn), é dada por

Γ(n) (x1, x2, · · · , xn) =
δnΓ [ϕ]

δϕ (xn) · · · δϕ (x2) δϕ (x1)

∣∣∣∣
J=0

. (2.72)

Expressando a ação efetiva como:

Γ [ϕ] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
dx1 · · · dxn Γ(n) (x1, · · · , xn) ϕ (x1) · · ·ϕ (xn) . (2.73)

Calculamos algumas funções irredut́ıveis a uma part́ıcula. Por exemplo, a função I1P de 1−ponto:

Γ(1) (x) =
δΓ

δϕ (x)

∣∣∣∣
ϕ=0

, (2.74)

se (2.74) for nula, teremos uma teoria sem quebra de simetria. Porém, se for não nula estaremos numa

situação em que há uma quebra de simetria.

A função I1P de 2−pontos, Γ(2) (x, y):

Γ(n) (x, y) =
δ2Γ [ϕ]

δϕ (y) δϕ (x)

∣∣∣∣
ϕ=0

, (2.75)

que expressa os termos quadráticos dos campos que constituem a ação, ou seja, proporciona a parte

cinética da teoria, tanto a clássica como as suas correções quânticas.

As funções I1P de ordem superior, em geral, representam as interações entre os campos, já presentes

ao ńıvel clássico, e suas respectivas correções quânticas. Além das novas interações que surgem devido

aos efeitos quânticos. No caso das teorias efetivas é de interesse as novas interações que surgem como

produto de tais efeitos quânticos.

2.2.4.1 Γ [ϕ] para o campo escalar

A partir do gerador funcional das funções de Green conexas dada pela equação (2.68) e usando a

segunda equação em (2.71) encontramos ϕ (x) como uma funcional da fonte externa J (x):

ϕ (x) = −
∫

d4y G (x− y) J (y) . (2.76)

Aplicando o operador
(
�+m2

)
, na equação acima:

(
�x +m2

)
ϕ (x) = −

∫
d4y

(
�x +m2

)
G (x− y) J (y) ,
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da equação de movimento (2.52), obtemos a explicita dependência da fonte externa J em termos do

campo ϕ: (
�x +m2

)
ϕ (x) = J (x) . (2.77)

Substituindo (2.76) em (2.68), temos:

W [J ] =
1

2

∫
d4x ϕ (x) J (x) , (2.78)

que substitúıdo na ação efetiva (2.70) resulta em:

Γ [ϕ] = −1

2

∫
d4x ϕ (x) J (x) , (2.79)

usando a expressão (2.77) para a corrente J, vem que:

Γ [ϕ] = −1

2

∫
d4x ϕ (x)

(
�x +m2

)
ϕ (x) ,

e após uma integração por partes, obtemos a ação efetiva para o campo escalar ϕ :

Γ [ϕ (x)] =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2

)
, (2.80)

que simplesmente representa a ação clássica do campo de Klein-Gordon-Fock.

Devemos observar que em geral para uma teoria quadrática nos campos, a ação efetiva coincide

com a ação clássica de partida.

Calculamos as funções I1P deste modelo. A função I1P de 1-ponto é nula, logo:

δΓ (ϕ)

δϕ (x)

∣∣∣∣
ϕ=0

= 0. (2.81)

como esperado pois estamos numa situação sem quebra espontânea de simetria.

A função I1P de 2-pontos resulta em:

δΓ2 (ϕ)

δϕ (y) δϕ (x)

∣∣∣∣
ϕ=0

= −
(
�x +m2

)
δ (x− y) , (2.82)

que e expressa a parte cinética da teoria.

As funções I1P de ordens superiores (n ≥ 3) são explicitamente nulas.
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Caṕıtulo 3

Campo escalar à temperatura finita

Seja uma teoria quântica de campos descrita por uma densidade Hamiltoniana H (π, ϕ), onde

ϕ (x⃗, t) e π (x⃗, t) são os operadores do campo e do momento canônico conjugado, respectivamente. Na

visão de Schrödinger, |ϕ0⟩ e |ϕ⟩ são autoestados de ϕ (x⃗, 0) e ϕ (x⃗, t) com autovalores ϕ0 (x⃗) e ϕ (x⃗)

[26], assim:

ϕ (x⃗, 0) |ϕ0⟩ = ϕ0 (x⃗) |ϕ0⟩ , (3.1)

e

ϕ (x⃗, t) |ϕ⟩ = ϕ (x⃗) |ϕ⟩ . (3.2)

No formalismo funcional de Feynman podemos escrever a amplitude de transição de um estado

evoluir |ϕ0⟩ em t = 0 para |ϕ⟩ no instante t = tf , como:

⟨
ϕ|e−iHt|ϕ0

⟩
=

∫
DπDϕ exp

{
i

∫ tf

0
dt

∫
d3x⃗

(
π
∂ϕ

∂t
−H (π, ϕ)

)}
, (3.3)

onde a integração é realizada sobre os campos clássicos indo ϕ0 (x⃗) em t = 0 até ϕ (x⃗) no tempo t = tf .

Para descrever a teoria à temperatura finita, devemos fazer:

itf = β, it = τ e
∂ϕ

∂t
= i

∂ϕ

∂τ
, (3.4)

onde β é o inverso da temperatura. Substituindo em eq. (3.3), teremos:⟨
ϕ|e−βH |ϕ0

⟩
=

∫
DπDϕ exp

{∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

[
iπ∂τϕ−H (π, ϕ)

]}
, (3.5)

onde ∂τϕ =
∂ϕ

∂τ
.

22



A função de partição é definida como Z (β) = Tr e−βH e para calcularmos o traço usamos como

base os autoestados |ϕ⟩, desse modo, a função de partição resulta em:

Z (β) =
∑
ϕ

⟨
ϕ
∣∣∣e−βH

∣∣∣ϕ⟩ , (3.6)

que no formalismo de integração funcional é representado pela seguinte expressão:

Z [β] =

∫
Dπ

∫
Dϕ exp

{
i

∫ β

0
dt

∫
d3x⃗

[
iπ

∂ϕ

∂τ
−H (π, ϕ)

]}
(3.7)

sendo a integração realizada sobre todos os campos satisfazendo a seguinte condição de contorno

periódica na variável τ :

ϕ (0, x⃗) = ϕ (β, x⃗) (3.8)

dado o caráter bosônico do campo ϕ.

Estudaremos as propriedades do campo escalar real (estudado no caṕıtulo anterior) à temperatura

finita, em outras palavras, as suas propriedades termodinâmicas.

Substituindo a densidade Hamiltoniana, dada pela eq.(2.14), em (3.7), teremos:

Z [β] =

∫
DϕDπ exp

{∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

(
iπ∂τϕ− 1

2
π2 − 1

2
(∇ϕ)2 − 1

2
m2ϕ2

)}
, (3.9)

ou

Z [β] =

∫
Dϕ Iπ [ϕ] exp

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

[
−1

2
(∇ϕ)2 − 1

2
m2ϕ2

]
, (3.10)

onde

Iπ [ϕ] =

∫
Dπ exp

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

(
iπ∂τϕ− 1

2
π2

)
. (3.11)

Para integrar a eq.(3.11), temos que completar o quadrado dentro do parênteses, assim:

Iπ [ϕ] =

∫
Dπ exp

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

{
−1

2
(π − i∂τϕ)

2 − 1

2
∂τϕ

2

}
, (3.12)

fazendo uma translação em π: π → π − i∂τϕ e considerando que a medida funcional não muda

Dπ → Dπ, a eq.(3.12) torna-se:

Iπ = N ′ (β) exp

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

(
−1

2
∂τϕ

2

)
, (3.13)

onde

N ′ (β) =

∫
Dπ exp

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

(
−1

2
π2

)
. (3.14)

Substituindo a eq.(3.13) na eq.(3.10), obtemos a função de partição para o campo escalar real será:

Z [β] = N ′ (β)

∫
Dϕ exp

{
−
∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

1

2
ϕ
(
−�+m2

)
ϕ

}
(3.15)
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onde o operador � expresso no espaço euclidiano é escrito como:

� = ∂τ
2 + (∇ϕ)2 (3.16)

A integral da exponencial (3.15) é a ação euclideana:

S =

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗

1

2
ϕ
(
−�+m2

)
ϕ. (3.17)

O cálculo da função de partição é feito no espaço de Fourier, logo, escrevendo ϕ (x⃗, τ) como:

ϕ (x⃗, τ) =

(
β

V

) 1
2 ∑

n

∑
p⃗

exp (iωnτ + ip⃗ · x⃗) ϕ̃n (p⃗) , (3.18)

note que a normalização do campo é tal que as amplitudes de Fourier ϕ̃n (p⃗) são adimensionais. As

bases satisfazem as seguintes relações de ortogonalidade:∫ β

0
dτ exp (−iωnτ) exp (iωn′τ) = βδnn′ ,

(3.19)∫
d3x⃗ exp (−ip⃗ · x⃗) exp

(
ip⃗ ′ · x⃗

)
= V δ

(
p⃗− p⃗ ′) .

A condição de periodicidade dos campos impõe que as freqüências ωn sejam:

ωn =
2π

β
n, n = 0,±1,±2, · · · , (3.20)

chamadas de freqüências bosônicas de Matsubara.

Após a substituição de (3.18) em (3.17), obtemos a ação euclidiana no espaço de Fourier como:

S =
1

2

∑
n

∑
p⃗

ϕ̃−n (−p⃗)
[
(βωn)

2 + (βω)2
]
ϕ̃ (p⃗) , (3.21)

onde ω =
√

p⃗ 2 +m2, e usamos o fato que ϕ̃
∗
n (p⃗) = ϕ̃−n (−p⃗).

A função de partição dada pela eq.(3.15) será:

Z [β] = N ′ (β)

∫ ∏
n

∏
p⃗

Dϕ̃n (p⃗) exp

−1

2

∑
n

∑
p⃗

ϕ̃
∗
n (p⃗)

[
(βωn)

2 + (βω)2
]
ϕ̃ (p⃗)

 , (3.22)

onde a medida funcional na representação de Fourier é expressa como Dϕ =
∏
n

∏
p⃗

Dϕ̃n (p⃗). Logo,

Z [β] = N ′ (β)
∏
n

∏
p⃗

∫
Dϕ̃n (p⃗) exp

{
−1

2
ϕ̃
∗
n (p⃗)

[
(βωn)

2 + (βω)2
]
ϕ̃ (p⃗)

}
, (3.23)
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a integração em ϕ̃n (p⃗) é quadrática ou gaussiana, assim a função de partição é expressa como produto

infinito dos autovalores do operador β2
(
−�+m2

)
[22]:

Z [β] = N (β)
∏
n

∏
p⃗

[
(βωn)

2 + (βω)2
]− 1

2
= N (β)

[
detβ2

(
−�+m2

)]−1/2
. (3.24)

o fator N (β) é escolhido tal que a função de partição resulta finita para todo β e volume V [26].

A partir da quantidade lnZ(β) obtemos as propriedades termodinâmicas, desse modo, a eq. (3.24)

torna-se:

lnZ [β] = lnN (β)− 1

2
V

∞∑
n=−∞

∫
dp⃗

(2π)3
ln

[
(βωn)

2 + (βω)2
]
. (3.25)

A soma em n é realizada através da identidade [22, 26],

+∞∑
n=−∞

ln
[
(2πn)2 + (βω)2

]
= βω + 2 ln

[
1− e−βω

]
, (3.26)

que substitúıdo em (3.25) teremos:

lnZ [β] = lnN (β)− 1

2
V

∫
dp⃗

(2π)3
βω − V

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

(
1− e−βω

)
. (3.27)

A primeira integral é uma quantidade infinita dependente em β e V , o que torna a função de partição

sem sentido f́ısico. Contudo, a liberdade na escolha de N (β) permite contornar esse problema

grav́ıssimo. Então podemos escolher [26]:

N (β) = exp

{
1

2
V

∫
dp⃗

(2π)3
βω

}
, (3.28)

de tal modo que a função de partição seja finita e simplesmente a expressarmos como:

lnZ [β] = −V

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

(
1− e−βω

)
. (3.29)

Esta equação descreve um campo bosônico massivo em equiĺıbrio termodinâmico. A partir de (3.29)

podemos determinar as grandezas termodinâmicas do sistema, tais como pressão, entropia e densidade

de energia. Para alcançar esse objetivo devemos primeiramente calcular a energia livre de Helmholtz:

F = − 1

β
lnZ [β] =

V

β

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

(
1− e−βω

)
, (3.30)

logo, a pressão será:

P = −∂F

∂V
= T

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

(
1− e−βω

)
, (3.31)

a entropia:

S = −∂F

∂T
= β2∂F

∂β
= V

∫
d3p⃗

(2π)3
βω

eβω − 1
− V

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

(
1− e−βω

)
, (3.32)

e a densidade de energia

E = −
(
∂ lnZ

∂β

)
= V

∫
d3p⃗

(2π)3
ω

eβω − 1
. (3.33)
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Caṕıtulo 4

Campo eletromagnético livre

Na segunda metade do século XIX, Maxwell formulou a teoria do campo eletromagnético, um

dos pilares da f́ısica moderna, estabelecendo dois resultados extremamente importantes, a saber: o

primeiro foi mostrar que a radiação eletromagnética propaga-se com a velocidade da luz c e segundo,

unificou a óptica ao eletromagnetismo mostrando o caráter ondulatório da luz [4].

A eletrodinâmica de Maxwell é regida por quatro equações: duas não-homogêneas

∇ · D⃗ = ρ , ∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
, (4.1)

e duas homogêneas

∇ · B⃗ = 0 , ∇× E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0, (4.2)

sendo invariantes perante as transformações de Lorentz. A introdução dos potenciais escalar e vetorial

permite reescrever as equações numa forma explicitamente covariante, em que as quatro equações são

reduzidas em apenas duas:

∂νF
µν = jµ , ∂νF̃

µν = 0, (4.3)

onde os tensores Fµν e F̃µν são definidos como:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , F̃µν =
1

2
ϵµναβFαβ (4.4)

e o potencial vetor e a densidade de corrente como:

Aµ =
(
ϕ, A⃗

)
, jµ =

(
ρ, J⃗

)
. (4.5)

O campo eletromagnético, na ausência de fontes, é descrito pela seguinte densidade lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν , (4.6)
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sendo que a equação de Euler-Lagrange nos fornece a seguinte equação de movimento:

∂νF
µν = 0. (4.7)

Além da simetria de Lorentz e da simetria-CPT, o eletromagnetismo de Maxwell admite uma

simetria de calibre2 local. Esta simetria estabelece que os campos elétricos e magnéticos, expressos

em termos do potencial escalar e vetorial, são invariantes se os potenciais mudam como Aµ (x) →

Aµ (x) + ∂µΛ (x), com Λ (x) sendo uma função escalar arbitrária.

A presença da simetria de calibre implica que a teoria é um sistema vinculado, o que nos motiva a

estudar a sua estrutura hamiltoniana segundo o formalismo de Dirac [25]. Essa análise é de extrema

importância se visamos a posterior quantização do modelo, podendo ser realizada tanto no formalismo

canônico operatorial ou no formalismo de integração funcional.

À temperatura zero, o estudo do campo eletromagnético e suas interações com as part́ıculas car-

regadas se realiza numa teoria de campos chamada de eletrodinâmica quântica (QED).

O presente caṕıtulo trata da construção da função de partição no formalismo de integração fun-

cional visando o estudo das propriedades inerentes ao problema da radiação do corpo negro (campo

eletromagnético em equiĺıbrio termodinâmico), tais como: a densidade de energia, a pressão de ra-

diação, a função de distribuição de Bose-Einstein, entropia, etc.

4.1 Formulação hamiltoniana e análise de v́ınculos

Para analisar a estrutura hamiltoniana, definimos o momento canônico conjugado ao campo Aµ

como:

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −F 0µ. (4.8)

Assim escrevemos os parênteses de Poisson fundamentais entre as variáveis canônicas conjugadas:

{Aµ (x) , π
ν (y)} = δ (x⃗− y⃗) (4.9)

De (4.8), se µ = 0 obtemos que π0 = 0, desse modo teremos um v́ınculo primário3 que denotaremos

por ϕ1:

ϕ1 = π0 ≈ 0 . (4.10)

2O termo gauge é traduzido como calibre, qual utilizaremos nesta dissertação.
3Se a partir da definição (4.8) dos momentos canônicos conjugados não é posśıvel expressar todas velocidades em

termos dos momentos e dos campos, então, teremos um ou mais v́ınculos primários.
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O śımbolo ≈ representa uma igualdade fraca dentro do espaço de fase.

Se µ = k, (4.8) proporciona a seguinte relação dinâmica para as componentes espaciais do momento

canônico:

πk = Ȧk − ∂kA0, (4.11)

note que a eq.(4.12) não representa um v́ınculo uma vez que a velocidade Ȧk pode ser expressa em

termos dos momentos e dos campos:

Ȧk = πk + ∂kA0, (4.12)

A densidade hamiltoniana canônica é:

HC = πµȦµ − L =
1

2

(
πk

)2
+

1

4
(Fij)

2 + πk∂kA0 . (4.13)

E a hamiltoniana canônica, HC , é dada por:

HC =

∫
dy⃗

[
πµȦµ − L

]
=

∫
dy⃗

[
1

2

(
πk

)2
+

1

4
(Fij)

2 −A0∂kπ
k

]
(4.14)

notamos que A0 não tem dinâmica definida. Logo, HC não é bem definido.

A construção de uma hamiltoniana bem definida deve levar em consideração que o v́ınculos

primários sejam preservados no tempo, em outras palavras, permaneçam constantes ou invariantes

sobre a evolução temporal gerada pela hamiltoniana.

Com esse intuito Dirac introduziu a hamiltoniana primária, HP , definida por:

HP = HC +

∫
dy⃗ Cπ0, (4.15)

onde C é multiplicador de Lagrange correspondente ao v́ınculo primário. Vale ressaltar queHP governa

a evolução temporal do sistema.

A imposição de que um v́ınculo, ϕ, seja preservado no tempo (condição de consistência) é esta-

belecida como:

ϕ̇ = {ϕ,HP } ≈ 0 , (4.16)

porém, esta condição pode resultar em uma das seguintes situações:

i) gerar novos v́ınculos, que chamaremos de v́ınculos secundários;

ii) gerar equações que determinem um o mais multiplicadores de Lagrange;

iii) ou ser identicamente nulo.
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O próximo passo é calcular a condição de consistência dos v́ınculos secundários, novamente voltare-

mos às três situações listadas acima. Esse processo iterativo é realizado até que as condições de

consistência resultem ser identicamente nulas.

Em nosso caso, a condição de consistência do v́ınculo primário resulta em:

π̇0 =
{
π0,HP

}
= ∂kπ

k ≈ 0 (4.17)

resultado que independe do multiplicador de Lagrange, e constitui um v́ınculo secundário que deno-

tamos por ϕ2 :

ϕ2 = ∂kπ
k ≈ 0 . (4.18)

A condição de consistência de ϕ2 = ∂kπ
k resulta ser identicamente nula:

ϕ̇2 (x) = {ϕ2 (x) ,HP } = 0. (4.19)

Logo, a teoria não possui mais v́ınculos e o processo iterativo está conclúıdo. Então, o campo eletro-

magnético possui dois v́ınculos:

π0 ≈ 0 , ∂kπ
k ≈ 0 . (4.20)

Porém, o multiplicador de Lagrange C permanece indeterminado, logo a teoria permanece indefinida.

A indeterminação de C está ligada à existência de uma simetria de calibre gerada por v́ınculos de

primeira classe4.

Neste caso temos que,
{
π0, ∂kπ

k
}
= 0, logo π0 e ∂kπ

k são de primeira classe. Note que ∂kπ
k ≈ 0

é exatamente a lei de Gauss sem fontes: ∇ · E⃗ = 0.

Após, termos determinado a estrutura hamiltoniana do eletromagnetismo de Maxwell como sendo

de primeira classe, a teoria permanece indeterminada, pois desconhecemos a forma do multiplicador

de Lagrange C. Para podermos quantizar a teoria, tanto no formalismo canônico operatorial como no

funcional, tal arbitrariedade deve ser fixada de algum modo.

A seguinte seção mostra como fixar a teoria clássica e deixá-la pronta para sua quantização.

4.1.1 Equações de movimento e as condições de calibre

Na conjectura de Dirac, os v́ınculos de primeira classe são os geradores da simetria de calibre .

Dessa forma, eles devem estar contidos na hamiltoniana do sistema que gera a evolução temporal do

4Seja o conjunto {ϕi} formado pelos v́ınculos primários mais secundários, etc. Então, um subconjunto {χi} ⊂ {ϕi}

é de primeira classe se
{
χi, ϕj

}
= 0, qualquer que seja i ̸= j. Os outros v́ınculos que não satisfazem essa condição são

chamados de segunda classe.
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mesmo. Com esse intuito, Dirac introduziu a hamiltoniana estendida HE , que definimos somando à

hamiltoniana primária todos os v́ınculos de primeira classe, assim:

HE = HC +

∫
dy⃗

(
Cπ0 +D∂kπ

k
)
, (4.21)

onde C e D são os respectivos multiplicadores de Lagrange.

Segundo Dirac, HE governará a evolução temporal do sistema f́ısico. Logo, devemos calcular a

evolução das variáveis canônicas.

Para o campo Aµ: se µ = 0, temos:

Ȧ0 = {A0,HE} = C, (4.22)

e se µ = k, vem que:

Ȧk = {Ak,HE} = πk + ∂kA0 − ∂kD, (4.23)

mostrando que a dinâmica tanto de A0 como de Ak permanece indeterminada, pois ainda depende

dos parâmetros arbitrários C e D.

E, para o momento canônico conjugado πµ: se µ = 0, temos:

π̇0 =
{
π0,HE

}
= ∂kπ

k ≈ 0, (4.24)

e se µ = k, vem:

π̇k =
{
πk,HE

}
= −∂lFkl, (4.25)

note que essas duas últimas equações quando combinadas reproduzem a equação de Euler-Lagrange

(4.7), ∂νF
µν = 0.

Podemos notar que a Eq. (4.23) será igual a equação lagrangiana (4.12) se e somente se ∂kD = 0 ou

D = 0. Portanto, devemos impor uma condição de calibre de tal forma que fixe D convenientemente.

O algoritmo de Dirac diz que devemos impor um número de condições de calibre igual ao número

de v́ınculos de primeira classe na teoria. Entretanto, estas condições devem ser compat́ıveis com as

equações de Euler-Lagrange. Devemos observar que se as condições de calibre fixam corretamente os

multiplicadores de Lagrange então, o conjunto formado pelas condições de calibre mais os v́ınculos de

primeira classe é de segunda classe.

Logo, precisamos fixar os multiplicadores de Lagrange C e D de tal modo que as equações de

movimento hamiltonianas sejam equivalentes às equações de movimento lagrangianas, para garantir

que a F́ısica descrita por ambos os formalismos seja a mesma.
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4.1.2 Calibre de Coulomb

O modo mais simples de obter pelo menos uma condição de calibre é olhar a equação de movimento

lagrangiana para a componente do campo eletromagnético cujo o momento conjugado é de primeira

classe. Em nosso caso π0 ≈ 0, assim da equação (4.7) temos que A0 satisfaz :

∇2A0 − ∂0 (∂kAk) = 0. (4.26)

Se escolhermos como a primeira condição de calibre :

χ1 = ∂kAk ≈ 0. (4.27)

devemos obter ∇2A0 = 0, que na ausência de fontes e a condição de contorno nula no infinito, leva a

ter A0 = 0. Então, escolhemos como segunda condição de calibre :

χ2 = A0 ≈ 0. (4.28)

A condição de consistência de χ1, {∂kAk,HE} ≈ 0, proporciona a seguinte equação:

∂kπ
k +∇2A0 −∇2D ≈ 0, (4.29)

e usando o fato que ∂kπ
k ≈ 0 e A0 ≈ 0, obtemos ∇2D ≈ 0, ou seja, D é uma função harmônica

que pela equação (4.23) deve ter gradiente nulo. Logo D é uma constante, e usando a condição de

contorno que os campos se anulam no infinito, obtemos que D = 0.

A condição de consistência de χ2, {A0,HE} ≈ 0, fixa o multiplicador C = 0.

Com a determinação dos multiplicadores de Lagrange via a imposição da condição de calibre de

Coulomb, χ1 = ∂kAk ≈ 0 e χ2 = A0 ≈ 0, a teoria torna-se bem definida.

A matriz formada pelos parênteses de Poisson dos v́ınculos de primeira classe mais as condições

de calibre é dada por:

M (x⃗− y⃗) =



ϕ1 (y) ϕ2 (y) χ1 (y) χ2 (y)

ϕ1 (x) 0 0 0 −1

ϕ2 (x) 0 0 ∇2
x 0

χ1 (x) 0 −∇2
x 0 0

χ2 (x) 1 0 0 0


δ (x⃗− y⃗) , (4.30)
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cujo determinante funcional não nulo é:

detM (x⃗− y⃗) =
[
det

(
−∇2

)]2
, (4.31)

dessa forma, o conjunto de v́ınculos Σa =
{
π0, ∂kπ

k, ∂kAk, A0

}
é de segunda classe (agora são

igualdades fortes ou identidades).

Então, a hamiltoniana estendida torna-se a hamiltoniana f́ısica do campo eletromagnético:

HE =

∫
dy⃗

[
1

2

(
πk

)2
+

1

4
(Fij)

2

]
(4.32)

Com a estrutura hamiltoniana determinada podemos estudar suas propriedades termodinâmicas

via o cálculo da função de partição no formalismo de integração funcional.

4.2 A função de partição Z (β)

Havendo determinado a estrutura hamiltoniana do campo eletromagnético, o seguinte passo é

definir a função de partição. O método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [27] permite definir de

modo consistente a função de partição do sistema composto por fótons em equiĺıbrio termodinâmico.

Assim, a função de partição para o campo eletromagnético, no calibre de Coulomb, é dado por

ZA (β) =

∫
DAµDπµ δ (Σa) |detM (x⃗− y⃗)|1/2 exp

{∫
β
dx (iπµ∂τAµ −HC)

}
, (4.33)

onde |detM (x⃗− y⃗)|1/2 é o determinante da matriz de v́ınculos definida em (4.31), δ (Σa) é o conjunto

de v́ınculos de segunda classe formado pelos v́ınculos de primeira classe e as condições de calibre, HC

é a densidade hamiltoniana canônica dada em (4.13) e

∫
β
dx =

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗ é a medida de integração

no espaço de configuração.

A integração funcional do campo eletromagnético deve ser realizada sobre as configurações de

campo satisfazendo a seguinte condição de periodicidade no intervalo 0 ≤ τ ≤ β:

Aµ (τ , x⃗) = Aµ (τ + β, x⃗) . (4.34)

Substituindo (4.10), (4.13), (4.18), (4.27), (4.28) e (4.30) em (4.33), teremos:

ZA (β) =

∫
DA0Dπ0 DAkDπk δ

(
π0

)
δ (A0) δ

(
∂kπ

k
)
δ (∂kAk)

∣∣∣det (−∇2
)∣∣∣ (4.35)

× exp

{∫
β
dx

[
iπ0∂τA0 − πk∂kA0

]}
exp

{∫
β
dx

[
iπk∂τAk −

1

2

(
πk

)2
− 1

4
(Fij)

2

]}
,
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integrando em A0 e depois em π0 obtemos:

ZA (β) =

∫
DAkDπk δ

(
∂kπ

k
)
δ (∂kAk)

∣∣det (−∇2
)∣∣ (4.36)

× exp

{∫
β
dx

[
iπk∂τAk −

1

2

(
πk

)2
− 1

4
(Fij)

2

]}
.

Usando a representação funcional da δ−Dirac:

δ
(
∂kπ

k
)
=

∫
DΛexp

{∫
β
dx iΛ∂kπ

k

}
, (4.37)

podemos integrar no momento canônico πk e fazendo Λ = Aτ , a função de partição do campo eletro-

magnético livre no calibre de Coulomb será

ZA (β) =

∫
DAa

∣∣det (−∇2
)∣∣ δ (∂kAk) exp

{∫
β
dx − 1

4
FabFab

}
, (4.38)

onde a, b = τ , 1, 2, 3. A função de partição (4.38) não é explicitamente covariante devido ao calibre

de Coulomb não ser covariante. Contudo, podemos passar a um calibre covariante (como o calibre de

Lorenz ∂aAa = 0) via o ansatz de Faddeev-Popov [28] que é definido como:∫
Dω(x) δ (G [Aω

a ]) det

∣∣∣∣δG [Aω
a ]

δω

∣∣∣∣
ω=0

≡ 1, (4.39)

onde ω (x) é o parâmetro de calibre , Dω (x) é a medida do grupo de gauge, G [Aa] é alguma

condição de calibre covariante, Aω
µ é o campo transformado, que no caso abeliano é Aω

a = Aa + ∂aω ,

det

∣∣∣∣δG [Aω
a ]

δω

∣∣∣∣
ω=0

é o chamado determinante de Faddeev-Popov e é invariante de calibre.

Então, introduzindo o ansatz de Faddeev-Popov na função de partição (4.38) e fazendo a trans-

formação de calibre Aµ → Aµ − ∂µω, temos:

ZA (β) =

∫
DAa δ (G [Aa]) det

∣∣∣∣δG [Aω
a ]

δω

∣∣∣∣
ω=0

exp

{∫
β
dx− 1

4
(Fab)

2

}
(4.40)

×
∫

Dω
∣∣det (−∇2

)∣∣ δ
(
∂kAk −∇2ω

)
.

A integração funcional em ω é simplesmente o ansatz de Faddeev-Popov no calibre de Coulomb, ou

seja, e igual a unidade. Então, a função de partição, num calibre covariante arbitrário, é:

ZA (β) =

∫
DAa δ (G [Aa]) det

∣∣∣∣δG [Aω
a ]

δω

∣∣∣∣
ω=0

exp

{∫
β
dx− 1

4
(Fab)

2

}
. (4.41)

Escolhemos como condição de calibre covariante o calibre de Lorenz:

G [Aa] = − 1√
ξ
∂aAa + f , (4.42)
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sendo f uma função escalar arbitrária e ξ um parâmetro (chamado de parâmetro de calibre) real

arbitrário, tais que:

G [Aω
a ] = G [Aa]−

1√
ξ
�ω → det

∣∣∣∣δG [Aω
a ]

δω

∣∣∣∣
ω=0

= det

∣∣∣∣−�√
ξ

∣∣∣∣ , (4.43)

onde � = ∂a∂a = (∂τ )
2 +∇2.

Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.41), teremos:

ZA (β) =

∫
DAa δ

(
− 1√

ξ
∂aAa + f

)
det

∣∣∣∣−�√
ξ

∣∣∣∣ exp{∫
β
dx

[
−1

4
(Fab)

2

]}
. (4.44)

Posto que a função de partição deve ser independente de f , podemos eliminar a dependência na função

f multiplicando por exp

(
−1

2

∫
β
dx f2

)
, e integrando em f , assim, obtemos

ZA (β) =

∫
DAa det

∣∣∣∣−�√
ξ

∣∣∣∣ exp{∫
β
dx

[
−1

4
(Fab)

2 − 1

2ξ
(∂aAa)

2

]}
, (4.45)

que fazendo uma integração por partes na exponencial resulta em:

ZA (β) =

∫
DAa det

∣∣∣∣−�√
ξ

∣∣∣∣ exp{∫
β
dx− 1

2
Aa

[
−�δab −

(
1

ξ
− 1

)
∂a∂b

]
Ab

}
. (4.46)

A integração no campo de calibre proporciona∫
DAa exp

{∫
β
dx− 1

2
Aa

[
−�δab −

(
1

ξ
− 1

)
∂a∂b

]
Ab

}
= det

∣∣∣∣−�δab −
(
1

ξ
− 1

)
∂a∂b

∣∣∣∣−1/2

, (4.47)

tal que

det

∣∣∣∣−�δab −
(
1

ξ
− 1

)
∂a∂b

∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣∣(−�)

ξ

4
∣∣∣∣∣ .

Então, a função de partição resulta ser

ZA (β) = det

∣∣∣∣−�√
ξ

∣∣∣∣det
∣∣∣∣∣(−�)

ξ

4
∣∣∣∣∣
−1/2

, (4.48)

e após uma simplificação, obtemos a função de partição para o campo eletromagnético:

ZA (β) = det (−�)−1 = exp [−Tr ln (−�)] , (4.49)

vemos explicitamente que ela é invariante de calibre pois ela independe do parâmetro de calibre ξ,

como esperado.

Calculamos o traço funcional em (4.49) na base de Fourier que expande o campo vetorial:

Aµ(τ , x⃗) =

(
β

V

) 1
2 ∑

n,p

ei(ωnτ+x⃗·p⃗)Ãµ(n, p⃗), (4.50)
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onde ωn =
2πn

β
(n = 0,±1,±2, · · · ) são as freqüências bosônicas de Matsubara. Então, o logaritmo

da função de partição é expresso como:

lnZA (β) = −
∑
n,p⃗

ln
[
(βωn)

2 + (βω)2
]
, (4.51)

onde ω = ∥p⃗∥.

A soma em n é realizada de maneira análoga a (3.26). Desse modo, podemos finalmente escrever

função de partição para o campo eletromagnético:

lnZA = −2V

∫
d3p⃗

(2π)3
ln(1− e−βω), (4.52)

que ignorando a contribuição do vácuo, esta equação descreve um campo bosônico sem massa com 2

estados de polarização em equiĺıbrio termodinâmico, isto é, a radiação de um corpo negro.

Escrevendo a eq. (4.52) em coordenadas esféricas:

lnZA = − V

4π3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2 ln(1− e−βω), (4.53)

onde dΩ = sin θdθdϕ é o elemento de ângulo sólido. No caso do campo eletromagnético, a função de

partição é calculada explicitamente:

lnZA = − V

π2

∫ ∞

0
dω ω2 ln(1− e−βω) =

V π2

45β3 . (4.54)

A densidade de energia será:

u (β) = − 1

V

∂ lnZA

∂β
=

1

4π3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω

ω3

eβω − 1
. (4.55)

Se integrarmos na frequência ω, obtemos:

u =

∫
π

60β4 dΩ, (4.56)

cujo integrando define a densidade de energia por ângulo sólido:

u (β,Ω) =
π

60β4 , (4.57)

observamos que a distribuição angular da densidade energia é isotrópica.

Se em (4.55) integrarmos os ângulos, teremos:

u =

∫ ∞

0
dω

1

π2

ω3

eβω − 1
, (4.58)
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cujo integrando corresponde a lei de radiação de Planck:

u (β, ω) =
1

π2

ω3

eβω − 1
. (4.59)

Enquanto que se calcularmos todas as integrais em (4.55), obteremos a densidade de energia da

cavidade ou do corpo negro:

u(T ) =
π2

15β4 =
π2

15
T 4, (4.60)

que representa a lei de Stefan-Boltzmann.

A pressão da radiação será:

P =
1

β

∂ lnZA

∂V
=

π2

45β4 . (4.61)

Da equação (4.58), conclúımos que a função distribuição dos fótons é

n (ω) =
1

eβω − 1
, (4.62)

que é a função de distribuição de Bose-Einstein para um sistema com potencial qúımico nulo.

No seguinte caṕıtulo, aplicaremos o conhecimento adquirido para estudar as propriedades ter-

modinâmicas da eletrodinâmica CPT-par do Modelo Padrão Estendido (MPE).
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Caṕıtulo 5

A eletrodinâmica CPT -par do modelo

padrão estendido

A forma mais geral de uma eletrodinâmica renormalizável, contendo termos que quebram tanto

a simetria de Lorentz como a simetria-CPT, contida no Modelo Padrão Estendido é expressa pela

seguinte densidade lagrangiana:

L = −1

4
FανF

αν − 1

4
ϵαβρφ (kAF )αAβFρφ − 1

4
(kF )

αβρφ FαβFρφ, (5.1)

onde ϵαβµν é o tensor de antisimétrico de Levi-Civita (ϵ0123 = 1), Fµν é o tensor campo eletromagnético,

Aµ é o vetor potencial, (kAF )µ um background vetorial possuindo dimensão de massa e descreve um

acoplamento super-renormalizável de dimensão 3, (kF )
αβρφ um background tensorial adimensional de-

screvendo um acoplamento renormalizável de dimensão 4. O tensor (kF )
αβρφ tem as mesmas simetrias

do tensor de Riemann:

(kF )αβρφ = − (kF )βαρφ , (kF )αβρφ = − (kF )αβφρ , (kF )αβρφ = (kF )ρφαβ , (5.2)

(kF )αβρφ + (kF )αρφβ + (kF )αφβρ = 0 (5.3)

e um duplo traço nulo (kF )
αβ

αβ = 0, o que permite ele ter apenas 19 componentes independentes.

O termo ϵµνκλ (kAF )µAνFκλ corresponde ao setor CPT -́ımpar e foi primeiramente introduzido por

Carroll, Field and Jackiw (CFJ) [14], quando estudaram as modificações produzidas por este termo

na eletrodi-nâmica clássica de Maxwell.

Como os termos ou coeficientes que controlam a quebra das simetrias de Lorentz e de CPT alteram

a propagação da luz, é natural supor que também as propriedades termodinâmicas do campo eletro-

magnético sejam modificadas. Nesse contexto, num recente trabalho [21], investigaram a influência
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do setor CPT -́ımpar ou termo CFJ na termodinâmica do campo de Maxwell usando o formalismo

de teoria de campos à temperatura finita [22]. Primeiramente, foi estabelecida a estrutura hamilto-

niana do modelo via o formalismo de Dirac e logo, via o método de Faddeev-Senjanovic definiu-se a

função de partição. Na seqüencia, foram calculadas as correções induzidas pela VSL nas propriedades

termodinâmicas do corpo negro tais como a distribuição angular da densidade de energia, a lei de ra-

diação de Planck e a lei Stefan-Boltzmann. Observou-se que a VSL induz anisotropias na distribuição

angular da densidade de energia e a lei de Stefan-Boltzmann sofre correções que modificam a sua

dependência na temperatura. Esses resultados foram relacionados com as anisotropias ou flutuações

na distribuição de temperatura da radiação cósmica de fundo.

Neste caṕıtulo, realizaremos uma investigação das propriedades termodinâmicas do campo de

calibre abeliano do setor CPT -par do MPE. Para este fim, consideraremos somente as contribuições

do setor CPT -par descrita pelo tensor (kF ), desse modo o setor CPT-́ımpar é considerado nulo:

(kAF ) = 0.

A eletrodinâmica do setor CPT -par do MPE é descrita pela seguinte densidade lagrangiana:

L = −1

4
FανF

αν − 1

4
(kF )

ανρφ FανFρφ, (5.4)

obtida a partir da lagrangiana (5.1).

As equações de movimento para o campo de calibre são:

∂νF
νµ − (kF )

ανρφ ∂νFρφ = 0. (5.5)

Note que as as equações de Maxwell não-homogêneas (na ausência de fontes) são modificadas. Entre-

tanto, as equações de Maxwell homogêneas permanecem inalteradas:

∂βF̃
βα = 0 , (5.6)

onde F̃ βα é o tensor dual a F βα, definido como:

F̃ βα =
1

2
ϵβαρφ∂βFρφ. (5.7)

A lagrangiana (5.4) pode ser expressa em termos das componentes do tensor (kF ) e seus respectivos

acoplamentos com os campos elétricos e magnéticos:

L =
1

2
E2 − 1

2
B⃗2 +

1

2
Ej

[
−2 (kF )0j0k

]
Ek

(5.8)

−1

2
Bj

[
1

2
ϵjpq (kF )pqlm ϵlmk

]
Bk + Ej

[
(kF )0jpq ϵpqk

]
Bk .
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Segundo [17, 18] , as componentes do tensor (kF ) podem ser escritas em termos de quatro matrizes

κDE , κHB, κDB e κHE de ordem 3 × 3: As matrizes κDE e κHB são simétricas e têm paridade-par,

assim

(κDE)jk = −2 (kF )0j0k , (κHB)jk =
1

2
ϵjpqϵklm (kF )pqlm . (5.9)

Para essas matrizes, a condição de duplo traço nulo, (kF )
µν

µν = 0, leva a seguinte relação:

tr (κDE + κHB) = 0 , (5.10)

desse modo, o setor de paridade-par descrito pelas matrizes κDE e κHB suportam 11 parâmetros

independentes

As matrizes κDB e κHE têm paridade-́ımpar e estão relacionados com as componentes do tensor

(kF ) pela seguinte relação:

(κDB)jk = − (κHE)kj = ϵkpq (kF )0jpq . (5.11)

A equação (5.3) implica que κDB e κHE são de traço nulo, assim, o setor de paridade-́ımpar suporta

8 parâmetros independentes.

Então, via as definições (5.9) e (5.11) a densidade lagrangiana (5.8) é reescrita como

L =
1

2
E⃗2 − 1

2
B⃗2 +

1

2
E⃗ · (κDE) · E⃗ − 1

2
B⃗ · (κHB) · B⃗ + E⃗ · (κDB) · B⃗ . (5.12)

Também, segundo [17] e com finalidade de fazer análises comparativas com os dados experimentais,

os 19 coeficientes independentes podem ser parametrizados em termos de quatro matrizes de traço

nulo, κ̃e+, κ̃e−, κ̃o−, κ̃o+ e um parâmetro simples κ̃tr: O setor de paridade-par será parametrizado

como

(κ̃e+)jk =
1

2
(κDE + κHB)jk ,

(κ̃e−)jk =
1

2
(κDE − κHB)jk − δjkκtr , (5.13)

κ̃tr =
1

3
tr (κDE) ,

sendo as novas matrizes κ̃e+ e κ̃e− simétricas.

Enquanto, o setor de paridade-́ımpar é parametrizado segundo

(κ̃o+)jk =
1

2
(κDB + κHE)jk ,

(5.14)

(κ̃o−)jk =
1

2
(κDB − κHE)jk ,
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neste caso, a matriz κ̃o− é simétrica e a matriz κ̃o+ é antisimétrica.

Usando a nova parametrização, a densidade lagrangiana (5.12) torna-se

L =
1

2
(1 + κ̃tr) E⃗

2 − 1

2
(1− κ̃tr) B⃗

2 +
1

2
E⃗ · (κ̃e+ + κ̃e−) · E⃗

(5.15)

−1

2
B⃗ · (κ̃e+ − κ̃e−) · B⃗ + E⃗ · (κ̃o+ + κ̃o−) · B⃗ .

5.1 Estrutura hamiltoniana

O primeiro passo na análise da estrutura hamiltoniana é definir o momento canônico conjugado

ao campo de calibre:

πµ = −F 0µ − (kF )
0µρφ Fρφ, (5.16)

que permite escrever os parênteses de Poisson fundamentais:

{Aµ (x⃗) , π
ν (y⃗)} = δµ

νδ (x⃗− y⃗) . (5.17)

Fazendo µ = 0 na eq.(5.16), teremos π0 = 0 que corresponde a um v́ınculo primário que deno-

taremos por

ϕ1 = π0 ≈ 0 . (5.18)

Para as componentes espaciais do momento teremos a seguinte relação dinâmica para πk :

πk = DkjF0j − (kF )
0kjl Fjl, (5.19)

onde Dkj é uma matriz simétrica e não singular, definida como:

Dkj = δkj − 2 (kF )0k0j . (5.20)

Da eq.(5.19) podemos obter as velocidades Ȧk em termos dos campos e os momentos:

Ȧk = ∂kA0 +
(
D−1

)
kj

[
πj + (kF )

0jmn Fmn

]
. (5.21)

A densidade hamiltoniana canônica é:

HC =
1

2

[
πk + (kF )

0kmn Fmn

]
(D−1)kj

[
πj + (kF )

0jmn Fmn

]
(5.22)

+πk∂kA0 +
1

4
(Fjk)

2 +
1

4
(kF )

kjlm FkjFlm.
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Seguindo o procedimento de Dirac, introduzimos a hamiltoniana primária,

HP = HC +

∫
d3y⃗ Cπ0, (5.23)

onde C é um multiplicador de Lagrange bosônico.

A condição de consistência do v́ınculo primário, π̇0 =
{
π0,HP

}
≈ 0, nos fornece um v́ınculo

secundário

ϕ2 = ∂kπ
k ≈ 0, (5.24)

Comparando este v́ınculo com a eq.(4.18), veremos que a estrutura da lei de Gauss não é modificada

pelo background que controla a quebra da simetria de Lorentz. Entretanto, se expressarmos a eq.(5.24)

em termos dos campos elétrico e magnético, notaremos o acoplamento explicito entre eles ainda no

regime eletrostático5 [17, 29, 30, 31].

A condição de consistência do v́ınculo secundário é identicamente nula: ϕ̇2 =
{
∂kπ

k,HP

}
= 0, ou

seja, o v́ınculo secundário é automaticamente conservado e não teremos mais v́ınculos neste modelo.

O multiplicador bosônico C ainda permanece indeterminado, sendo uma evidência para existência de

v́ınculos de primeira classe, a qual podemos verificar calculando os parênteses de Poisson entre os

v́ınculos: {
π0, ∂kπ

k
}
= 0. (5.25)

Assim, os v́ınculos ϕ1 = π0 ≈ 0 e ϕ2 = ∂kπ
k ≈ 0 são de primeira classe e revelam que a

eletrodinâmica CPT -par do MPE tem uma estrutura de v́ınculos similar à eletrodinâmica de Maxwell.

5.2 Equações de movimento e as condição de calibre

Seguindo a conjectura de Dirac, definimos a hamiltoniana estendida (HE) pela adição de todos

v́ınculos de primeira classe a hamiltoniana primária:

HE = HC +

∫
dy⃗ [Cϕ1 + Eϕ2] , (5.26)

que governará a evolução do sistema, em especial a evolução temporal dos campos, assim temos

Ȧ0 = {A0,HE} = C, (5.27)

e

Ȧk = {Ak,HE} =
(
D−1

)
kj

[
πj + (kF )

0jmn Fmn

]
+ ∂kA0 − ∂kE. (5.28)

5Para maiores detalhes consultar o apêndice B.2
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Ambas equações mostram que a dinâmica do campo de calibre Aµ permanece arbitrária. Entretanto,

observamos que a segunda equação somente será igual a equação lagrangiana (5.21) se e somente

se ∂kE = 0 ou E = 0. Portanto, devemos impor uma condição de calibre de tal forma que fixe o

multiplicador E convenientemente. É de nosso conhecimento que o algoritmo de Dirac requer um

número de condições de calibre igual ao número de v́ınculo de primeira classe da teoria. Contudo,

as condições de calibre devem ser compat́ıveis com as equações de Euler-Lagrange. De modo que as

condições de calibre juntamente com os v́ınculos de primeira classe formem um conjunto de v́ınculos

de segunda classe.

Como observamos no caṕıtulo anterior, π0 é um vinculo de primeira classe, logo, podemos procurar

posśıveis condições de calibre na equação de movimento do campo A0:

Djk∂j∂kA0 − (kF )0ijk ∂iFjk − ∂0 (Djk∂jAk) = 0, (5.29)

Assim, definimos nossas condições de calibre como:

χ1 = Djk∂jAk ≈ 0;

(5.30)

χ2 = Djk∂j∂kA0 − (kF )0ijk ∂iFjk ≈ 0.

A condição de consistência χ1, {Djk∂jAk, HE} ≈ 0, fornece Djk∂j∂kE = 0, que fixa E = 0. A

condição de consistência para χ2 oferece uma equação para o multiplicador C :

Djk∂j∂kC − (kF )0ijk ∂iḞjk ≈ 0 . (5.31)

Consequentemente, temos determinado todos multiplicadores de Lagrange. Portanto, o conjunto

Σa = {ϕ1, ϕ2, χ1, χ2} é de segunda classe e, cuja correspondente matriz de parênteses de Poisson é:

M (x, y) = {Σa (x) ,Σb (y)} (5.32)

=



ϕ1 ϕ2 χ1 χ2

ϕ1 0 0 0 −Djk∂j∂k

ϕ2 0 0 Djk∂j∂k 0

χ1 0 −Djk∂j∂k 0 0

χ2 Djk∂j∂k 0 0 0


δ (x⃗− y⃗) ,
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é não singular com determinante não nulo igual a det (−Djk∂j∂k)
4.

Desse modo, hamiltoniana canônica (5.22) se torna a hamiltoniana f́ısica e toma a seguinte forma

H =

∫
dy⃗

{
1

2
E⃗2 +

1

2
Ej

[
−2(kF )0j0k

]
Ek +

1

2
B⃗2 +

1

4
(kF )

kjlm FkjFlm

}
, (5.33)

ou

H =

∫
dy⃗

[
1

2
E⃗2 +

1

2
E⃗ · (κDE) · E⃗ +

1

2
B⃗2+

1

2
B⃗ · (κHB) · B⃗

]
. (5.34)

Observamos que as matrizes κDE e κHB representam o setor de paridade-par do tensor (kF ), ou seja,

os coeficientes correspondentes ao setor de paridade-́ımpar do tensor (kF ) não contribuem a energia

do sistema.

Em geral, as componentes (kF )
µνρσ são suficientemente pequenas para garantir que a hamiltoniana

seja positiva-definida, proporcionando uma teoria quântica estável e uma função de partição bem

definida para a eletrodinâmica CPT -par do MPE.

A seguir calcularemos a função de partição no formalismo de integração funcional para estudarmos

as conseqüências dos parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz nas propriedades

termodinâmicas do campo eletromagnético.

5.3 A função de partição Z (β)

A análise hamiltoniana realizada na seção anterior permite definir a função de partição dentro da

integração funcional segundo o método de Faddeev-Senjanovic [27]:

Z (β) =

∫
DAµDπµδ (ϕ1) δ (ϕ2) δ (χ1) δ (χ2)

(5.35)

× |det {Σa (x) ,Σb (y)}|1/2 exp
{∫

β
dx (iπµ∂τAµ −HC)

}
,

onde Σa = {ϕ1, ϕ2, χ1, χ2} é o conjunto de v́ınculos de segunda classe formado pelos v́ınculos de

primeira classe e as condição de calibre , Mab (x, y) = {Σa (x) ,Σb (y)} é a matriz de v́ınculos definida

em (5.32) cujo determinante funcional é det (−Djk∂j∂k)
4 e HC é a densidade hamiltoniana canônica

dada em (5.22). A expressão

∫
β
dx denota

∫ β

0
dτ

∫
d3x⃗, e β = 1/T.

Como o campo de calibre tem caráter bosônico, a integração funcional deve ser calculada sobre

todos os campos satisfazendo a seguinte condição de contorno periódica na variável τ :

Aµ (τ , x⃗) = Aµ (τ + β, x⃗) . (5.36)
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Para determinar a função de partição, primeiro calculamos a integração sobre o campo π0, logo

usamos a representação da delta de Dirac para δ
(
∂kπ

k
)

δ
(
∂kπ

k
)
=

∫
DΛ exp

{
i

∫
β
dx Λ∂kπ

k

}
=

∫
DΛ exp

{
−i

∫
β
dx πk ∂kΛ

}
, (5.37)

na função de partição (5.35) e obtemos:

Z (β) =

∫
DAµDΛ δ (Djk∂jAk) δ

(
Djk∂j∂kA0 − (kF )0ijk ∂iFjk

)
det (−Djk∂j∂k)

2 (5.38)

× exp

{∫
β
dx

[
−1

2

(
D−1

)
kj
(kF )

0kpq (kF )
0jmn FmnFpq −

1

4
(Fjk)

2 − 1

4
(kF )

kjlm FkjFlm

]}
×
∫

Dπk exp

{∫
β
dx

[
−1

2
πk

(
D−1

)
kj
πj + iπk [∂τAk − ∂k (Λ− iA0)]−

(
D−1

)
kj
πk (kF )

0jmn Fmn

]}
,

fazendo a translação Λ → Λ + iA0 (5.38), obtemos:

Z (β) =

∫
DAkDΛ δ (Djk∂jAk) det (−Djk∂j∂k)

2 (5.39)

× exp

{∫
β
dx

[
−1

2

(
D−1

)
kj
(kF )

0kpq (kF )
0jmn FpqFmn − 1

4
(Fjk)

2 − 1

4
(kF )

kjlm FkjFlm

]}
×
∫

Dπk exp

{∫
β
dx

[
−1

2
πk

(
D−1

)
kj
πj + iπk (∂τAk − ∂kΛ)−

(
D−1

)
kj
πk (kF )

0jmn Fmn

]}
.

×
∫
DA0 δ

(
Djk∂j∂kA0 − (kF )0ijk ∂iFjk

)
.

A integração sobre o campo A0 é:∫
DA0 δ

(
Djk∂j∂kA0 + (kF )

0ijk ∂iFjk

)
= det (−Djk∂j∂k)

−1 , (5.40)

e substituindo em (5.39), obtemos:

Z (β) =

∫
DAkDΛ δ (Djk∂jAk) det (−Djk∂j∂k) (5.41)

× exp

{∫
β
dx

[
−1

2

(
D−1

)
kj
(kF )

0kpq (kF )
0jmn FpqFmn − 1

4
(Fjk)

2 − 1

4
(kF )

kjlm FkjFlm

]}
×
∫

Dπk exp

{∫
β
dx

[
−1

2
πk

(
D−1

)
kj
πj + iπk (∂τAk − ∂kΛ)−

(
D−1

)
kj
πk (kF )

0jmn Fmn

]}
.

Chamando Λ = Aτ e definindo Fτk = ∂τAk − ∂kΛ = −Fkτ podemos reescrever a equação acima como

Z (β) =

∫
DAkDAτ δ (Djk∂jAk) det (−Djk∂j∂k) (5.42)

× exp

{∫
β
dx

[
−1

2

(
D−1

)
kj
(kF )

0kpq (kF )
0jmn FpqFmn − 1

4
(Fjk)

2 − 1

4
(kF )

kjlm FkjFlm

]}
×
∫

Dπk exp

{∫
β
dx

[
−1

2
πk

(
D−1

)
kj
πj + iπkFτk −

(
D−1

)
kj
πk (kF )

0jmn Fmn

]}
.
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Resolvendo a integração sobre o campo πk:

Iπk =

∫
Dπk exp

{∫
β
dx

[
−1

2
πk

(
D−1

)
kj
πj −

(
D−1

)
kj
πk (kF )

0jmn Fmn + iπkFτk

]}
(5.43)

= exp

{∫
β
dx

[
−1

2
FτkDkjFτj − i (kF )

0kmn FτkFmn +
1

2

(
D−1

)
kj
(kF )

0kpq (kF )
0jmn FpqFmn

]}
,

que substituindo na eq.(5.42), leva a:

Z (β) =

∫
DAkDAτ δ (Djk∂jAk) det (−Djk∂j∂k) (5.44)

× exp

{∫
β
dx

[
− 1

2
FτkDkjFτj −

1

4
(Fjk)

2 − 1

4
(kF )

kjlm FkjFlm − i (kF )
0kmn FτkFmn

]}
.

Fazendo as seguintes redefinições, à temperatura finita, para as componentes do tensor (kF ):

(kF )0k0j = − (kF )τkτj , (kF )0kmn = i (kF )τkmn , (5.45)

a função de partição para o setor eletromagnético CPT -par do MPE é expressa como:

Z(β) = N det(−Djk∂j∂k)

∫
DAa δ(Djk∂jAk) exp

{∫
β
dx

[
−1

4
FabFab −

1

4
(kF )abcd FabFcd

]}
, (5.46)

onde a, b, c, d = τ , 1, 2, 3. Como a função de partição não é explicitamente covariante, passaremos

a um calibre covariante via o ansatz de Faddeev-Popov [28]. Então, escolhendo o calibre de Lorenz

generalizado:

G [Aa] = − 1√
ξ
∂aAa + f (5.47)

onde f é uma função escalar arbitrária e ξ o parâmetro de gauge. Depois de alguma álgebra (similar-

mente à realizada no capitulo 4 para o campo eletromagnético livre), expressamos a função de partição

como:

Z (β) =

∫
DAa det

(
−�√
ξ

)
exp

{∫
β
dx− 1

2
Aa

[
−�δab −

(
1

ξ
− 1

)
∂a∂b + Sab

]
Ab

}
, (5.48)

onde � = ∂a∂a = (∂τ )
2+∇2. Definimos o operador simétrico Sab, contendo os parâmetros responsáveis

pela quebra da simetria de Lorentz:

Sab = 2 (kF )acdb ∂c∂d = Sba. (5.49)

Como observamos no caṕıtulo anterior, a função de partição é invariante de calibre, ou seja,

independe do parâmetro de calibre ξ, então, por comodidade aqui escolhemos ξ = 1, denominado

calibre de Feynman. Assim, a integração sobre o campo de calibre fornece a seguinte função de

partição para a eletrodinâmica CPT -par do MPE:

Z (β) = det (−�) [det (−�δab + Sab)]
−1/2 . (5.50)
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Vale a pena ressaltar que este resultado é análogo ao obtido para eletrodinâmica de Carroll-Field-

Jackiw [21], onde Sab = ϵacdb(κAF )c∂d = −Sba.

Na próxima seção, calcularemos o determinante do operador (−�δab + Sab) para as 9 componentes

não birrefringentes do tensor (kF ): 6 componentes de paridade-par e 3 de paridade-́ımpar.

5.4 O setor não birrefringente da eletrodinâmica CPT -par do MPE

Devido a alta complexidade do tensor (kF ) que rege a eletrodinâmica CPT -par do MPE, em

geral, o cálculo exato da função de partição é inviável e somente teŕıamos acesso às contribuições

perturbativas do tensor (kF ). Contudo, usando os dados de birrefringência [17, 18] é posśıvel obter

algumas configurações mais simples [16, 23, 29, 31] para o tensor (kF ) a fim de tornar fact́ıvel o cálculo

exato das relações de dispersão6 ou da função de partição.

A prescrição proposta em [17, 18] para a decomposição do tensor (kF ) é estendida à temperatura

finita via as redefinições impostas em (5.45), assim temos, para o setor de paridade-par:

(κDE)kj = 2 (kF )τkτj , (κHB)kj =
1

2
ϵkpqϵjmn (kF )pqmn , (5.51)

e para o setor de paridade-́ımpar:

(κDB)kj = − (κHE)jk = (kF )τkpq ϵjpq . (5.52)

5.4.1 O setor de paridade-par

Estudaremos a influência das 6 componentes não birrefringentes de paridade-par do tensor (kF )

parametrizadas pela matriz κ̃e− e pelo coeficiente κ̃tr. Com o intuito de isolar as contribuições do

setor de paridade-par anulamos os coeficientes de paridade-́ımpar: κDB = 0 e κHE = 0. Levando em

consideração que os cinco elementos contidos na matriz κ̃e+ são restritos pelos dados de birrefringência

[17, 18] na ordem de 10−32:

(κ̃e+)jk =
1

2
(κDE + κHB)jk ≤ 10−32, (5.53)

podemos considerar κ̃e+ = 0 e permite obter κHB = −κDE e junto com a segunda e terceira equação

em (5.13) leva às seguintes relações entre as componentes não birrefringentes:

(κDE)jk = (κ̃e−)jk + κ̃trδjk , κ̃tr =
1

3
tr(κDE). (5.54)

6Para maiores detalhes ver o apêndice (B)
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onde (κ̃e−) corresponde a contribuição anisotrópica e κ̃tr à isotrópica, a seguir analisaremos separada-

mente cada uma das contribuições.

5.4.1.1 A contribuição isotrópica

Primeiramente, isolamos a contribuição da componente isotrópica κ̃tr impondo (κ̃e−) = 0 na

eq.(5.54). Então:

(κDE)jk = κ̃trδjk , (κHB)jk = −κ̃trδjk . (5.55)

E substituindo nas eqs.(5.13), obtemos os elementos não nulos do tensor (kF ):

(kF )τjτk =
κ̃tr
2
δjk , (kF )pqmn = − κ̃tr

2
[δpmδqn − δpnδqm] . (5.56)

O operador (−�δab + Sab) expresso no espaço dos momentos resulta ser
(
p2δab − S̃ab

)
, onde a

matriz S̃ab = 2 (kF )acdb pcpd é simétrica e via as componentes de (kF ) definidas em (5.56) possui as

seguintes componentes:

S̃ττ = −κ̃trp⃗
2 , S̃τk = κ̃trpτpk , S̃jk = −δjkκ̃trp

2 + 2δjkκ̃trp⃗
2 − κ̃trpjpk , (5.57)

Com isso, calculamos o determinante da matriz
(
p2δab − S̃ab

)
:

det
(
p2δab − S̃ab

)
= (κ̃tr + 1)3

(
p2
)2 [

p2 − 2κ̃tr
1 + κ̃tr

p⃗ 2

]2
, (5.58)

então, o determinante funcional do operador (−�δab + Sab) é:

det (−�δab + Sab) = det
[
(1 + κ̃tr)

3(−�)2
]
det

[
−�+

2κ̃tr
1 + κ̃tr

∇2

]2
. (5.59)

Assim, a função de partição (5.50) torna-se:

lnZ (β) = −Tr ln

[
−�+

2κ̃tr
1 + κ̃tr

∇2

]
. (5.60)

Observamos que os dois modos do campo de calibre abeliano tem a mesma relação de dispersão e

apresentam não birrefringência.

O traço funcional de (5.60) é calculado na base de Fourier que expande o campo de calibre :

Aa(τ , x⃗) =

(
β

V

) 1
2 ∑

n,p

ei(ωnτ+x⃗·p⃗)Ãa(n, p⃗), (5.61)

onde V designa o volume do sistema e ωn =
2π

β
n (n = 0,±1,±2, . . .) são as freqüências bosônicas de

Matsubara.
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Desse modo, a contribuição dos dois modos do campo de calibre é expressa como:

lnZ (β) = −V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
n=−∞

lnβ2

[
(ωn)

2 +
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

p⃗ 2

]
, (5.62)

onde |κ̃tr| < 1 para garantir uma função de partição bem definida.

Fazendo a seguinte transformação nos momentos:

pi → pi

√
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

(5.63)

na eq.(5.62), obteremos:

lnZ (β) = − V

(2π)3

(
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

) 3
2
∫

d3p⃗
+∞∑

n=−∞
ln
[
(2πn)2 + (βω) 2

]
(5.64)

onde ω = ∥p⃗∥. realizando a soma em n, teremos:

lnZ (β) = −
(
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

)3/2

2V

∫
d3p⃗

(2π)3
ln

[
1− e−βω

]
(5.65)

que podemos reescrever como:

lnZ (β) = α (κ̃tr) lnZA (5.66)

onde ZA é a função de partição da eletrodinâmica de Maxwell definida em (4.52) e a função α (κ̃tr) é

uma função expĺıcita do parâmetro κ̃tr:

α (κ̃tr) =

(
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

)3/2

≈ 1 + 3κ̃tr +
9

2
(κ̃tr)

2 + ... , (5.67)

a expansão demonstra que as correções de menor ordem às propriedades termodinâmicas são lineares

em κ̃tr.

De (5.66), vemos que a função de partição do setor não birrefringente e isotrópico de paridade-par

é obviamente uma potência de ZA,

Z (β) = (ZA)
α(κ̃tr) . (5.68)

Isso terá como consequência que todas as propriedades termodinâmicas do setor não birrefringente e

isotrópico de paridade-par serão as mesmas da eletrodinâmica de Maxwell multiplicadas pelo função

α (κ̃tr), inclusive a distribuição angular da densidade de energia, como mostraremos a seguir.

Escrevendo a eq.(5.65) em coordenadas esféricas:

lnZ (β) = −α (κ̃tr)
V

4π3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2 ln

[
1− e−βω

]
, (5.69)
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logo, a energia interna ou energia média do sistema por unidade de volume será:

u (β) = α (κ̃tr)
1

4π3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω

ω3

eβω − 1
. (5.70)

Resolvendo a integral em ω temos

u (β) = α (κ̃tr)

∫
π

60β4dΩ ,

cujo integrando é a distribuição angular da densidade de energia ou densidade de energia por ângulo

sólido

u (β,Ω) = α (κ̃tr)
π

60β4 , (5.71)

que permanece isotrópica.

Integrando os ângulos em (5.70) obtemos:

u (β) = α (κ̃tr)

∫ ∞

0
dω

1

π2

ω3

eβω − 1
, (5.72)

onde o integrando corresponde a lei de radiação de Planck:

u (ω) = α (κ̃tr)
1

π2

ω3

eβω − 1
. (5.73)

Enquanto, que realizando todas as integrações em (5.70), obteremos a densidade de energia da

cavidade ou lei de Stefan-Boltzmann modificada:

u (T ) = α (κ̃tr)
π2

15
T 4 . (5.74)

5.4.1.2 A contribuição anisotrópica

Os coeficientes anisotrópicos do setor de paridade-par são representados pelos elementos da matriz

(κ̃e−) em (5.54) e, isolamos sua contribuição impondo κ̃tr = 0. Assim, da eq.(5.54) obtemos

(κDE)jk = (κ̃e−)jk , (κHB)jk = − (κ̃e−)jk , (5.75)

que substituindo nas equações (5.13) obtemos os elementos não nulos do tensor (kF ):

(kF )τjτk =
1

2
(κ̃e−)jk , (kF )pqmn = −1

2
ϵjpqϵkmn (κ̃e−)jk . (5.76)

Logo as componentes de S̃ab serão:

S̃ττ = −p⃗ · (κ̃e−) · p⃗ , S̃τk = pτ (κ̃e−)kj pj ,

(5.77)

S̃jk = −δjk p⃗ · (κ̃e−) · p⃗− (κ̃e−)jk p
2 + pj (κ̃e−)ki pi + pk (κ̃e−)ji pi,
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Entretanto, podemos escolher uma representação mais conveniente para a matriz (κ̃e−). Posto que

é uma matriz simétrica e de traço nulo podemos representá-la em termos de dois vetores 3D, a⃗ e b⃗,

ortogonais:

(κ̃e−)ij =
1

2
(aibj + ajbi) , (5.78)

vemos que satisfaz a condição de traço nulo tr (κ̃e−) = a⃗ · b⃗ = 0 e, nessa parametrização det (κ̃e−) = 0.

Assim, as componentes (5.77) de S̃ab serão expressas como:

S̃ττ = − (⃗a · p⃗)
(⃗
b · p⃗

)
, S̃τk =

1

2
pτak

(⃗
b · p⃗

)
+

1

2
pτ bk (⃗a · p⃗) ,

(5.79)

S̃jk = −δjk (⃗a · p⃗)
(⃗
b · p⃗

)
− 1

2
(aibj + ajbi) p

2 +
1

2

(⃗
b · p⃗

)
[pjak + pkaj ] +

1

2
(⃗a · p⃗) [pjbk + pkbj ]

Logo, calculando o determinante da matriz
(
p2δab − S̃ab

)
obtemos:

det
(
p2δab − S̃ab

)
=

[
1− 1

4
a⃗ 2⃗b 2

] (
p2
)2 (

p2 − p2+
) (

p2 − p2−
)
, (5.80)

onde definimos:

p2+ = −
a⃗ 2

(⃗
b · p⃗

)2
+ b⃗ 2 (⃗a · p⃗)2 + 4 (⃗a · p⃗)

(⃗
b · p⃗

)
4− a⃗ 2⃗b 2

,

(5.81)

p2− = − (⃗a · p⃗)
(⃗
b · p⃗

)
.

O que leva ao determinante funcional do operador (−�δab + Sab) a ser expresso como:

det (−�δab + Sab) = det

[(
1− 1

4
a⃗ 2⃗b 2

)
(−�)2

]
det

(
−�−∇2

+

)
det

(
−�−∇2

−
)
. (5.82)

onde temos definido:

∇2
+ =

4 (⃗a · ∇)
(⃗
b · ∇

)
+ b⃗ 2 (⃗a · ∇)2 + a⃗ 2

(⃗
b · ∇

)2

4− a⃗ 2⃗b 2
, (5.83)

∇2
− = (⃗a · ∇)

(⃗
b · ∇

)
. (5.84)

Assim, a função de partição (5.50) torna-se:

lnZ (β) = −1

2
Tr ln[−�−∇2

+]−
1

2
Tr ln[−�−∇2

−], (5.85)

Se consideramos somente as contribuições de primeira ordem na matriz (κ̃e−), teremos:

∇2
+ ≈ ∇2

− = (⃗a · ∇)
(⃗
b · ∇

)
, (5.86)
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ou seja, em primeira ordem, ambos os modos de polarização do campo de calibre têm a mesma relação

de dispersão fornecendo a mesma contribuição à função de partição. Isso, está inteiramente conectado

com o fenômeno da não birrefringência observada a primeira ordem para estes coeficientes em [17, 32].

Calculando os traços funcionais em (5.85) via a expansão de Fourier do campo de calibre dada

pela eq.(5.61), assim, as contribuições de ambos os modos são expressos como

lnZ+(β) = −1

2
Tr ln[−�−∇2

+] (5.87)

= −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
n=−∞

ln

(βωn)
2 + (βp⃗) 2 + β2

b⃗2 (⃗a · p⃗)2 + a⃗2
(⃗
b · p⃗

)2
+ 4 (⃗a · p⃗)

(⃗
b · p⃗

)
4− a⃗2⃗b2

 ,

e

lnZ− (β) = −1

2
Tr ln[−�−∇2

−] (5.88)

= −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
n=−∞

ln
[
(βωn)

2 + (βp⃗) 2 + β2 (⃗a · p⃗)
(⃗
b · p⃗

)]
,

Com o objetivo de calcular a integração sobre os momentos, consideremos o seguinte sistema de

coordenadas: o vetor a⃗ está alinhado com o eixo x, o vetor b⃗ com o eixo y, assim o vetor a⃗× b⃗ está

ao longo do eixo z. Passando a coordenadas esféricas [p⃗ = ω (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)], encontramos

as seguintes contribuições dos modos :

lnZ+(β) = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln

[
(2πn)2 + (βω)2

(
1 +

λ2 sin2 θ + 2λ sin2 θ sin 2ϕ

4− λ2

)]
,

(5.89)

e

lnZ− (β) = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln

[
(2πn)2 + (βω)2

(
1 +

1

2
λ sin2 θ sin 2ϕ

)]
, (5.90)

onde dΩ = sin θdθdϕ é o elemento do ângulo sólido, e temos definido λ = ab com a = |⃗a| e b =
∣∣∣⃗b∣∣∣.

Fazendo as seguintes mudanças de variáveis:

ω → ω

(
1 +

λ2 sin2 θ + 2λ sin2 θ sin 2ϕ

4− λ2

)−1/2

, (5.91)

na eq.(5.89) e

ω → ω

(
1 +

1

2
λ sin2 θ sin 2ϕ

)−1/2

, (5.92)
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na eq.(5.90 ), obtemos:

lnZ+ (β) = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

(
1 +

λ2 sin2 θ + 2λ sin2 θ sin 2ϕ

4− λ2

)−3/2∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln
[
(2πn)2 + (βω)2

]
,

(5.93)

e

lnZ− (β) = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

(
1 +

1

2
λ sin2 θ sin 2ϕ

)3/2 ∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln
[
(2πn)2 + (βω)2

]
. (5.94)

Realizando ambas as somas, obtemos que função de partição para os coeficientes não birrefringentes

e anisotrópicos de paridade-par é:

lnZ (β) =
1

8π

∫
dΩ

[(
1 +

λ2 sin2 θ + 2λ sin2 θ sin 2ϕ

4− λ2

)−3/2

+

(
1 +

1

2
λ sin2 θ sin 2ϕ

)−3/2
]
lnZA.

(5.95)

Levando em conta que lnZA é a função de partição de Maxwell (4.54), e notando que a integração

angular pode ser calculada exatamente, teremos a função de partição para as componentes não bi-

rrefringentes e anisotrópicas do setor de paridade-par:

lnZ (β) = δ (λ) lnZA (β) , (5.96)

onde

δ (λ) =
1

4

(
4− λ2

)1/2
+
(
4− λ2

)−1/2 ≈ 1 +
1

128
λ4 +

1

512
λ6 + · · · (5.97)

Observe que para termos uma função de partição bem definida 0 ≤ λ = ab < 2. A expansão demonstra

que a contribuição anisotrópica da matriz (κ̃e−) somente é manifestado em quarta ordem.

Escrevendo a função de partição como uma potência da função de partição da eletrodinâmica de

Maxwell, teremos:

Z (β) = (ZA)
δ(λ) . (5.98)

Isso terá como consequência que todas as propriedades termodinâmicas do setor não birrefringente

e anisotrópico de paridade-par serão as mesmas da eletrodinâmica de Maxwell multiplicadas pelo

função δ (λ). Enquanto, a distribuição angular da densidade de energia torna-se anisotrópica devido

as contribuições oriundas da VSL como mostraremos a seguir.

A partir da função de partição (5.95) calculamos a densidade de energia por ângulo sólido irradiada

pelo corpo negro:

u (β,Ω) =
π

60β4

[
1

2

(
1 +

1

2
λ sin2 θ sin 2ϕ

)−3/2

+
1

2

(
1 +

λ2 sin2 θ + 2λ sin2 θ sin 2ϕ

4− λ2

)−3/2
]
, (5.99)
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revelando um alto grau de anisotropia, via a expĺıcita dependência em ϕ e θ, induzida pelos coeficientes

(κ̃e−)ij que controlam a quebra da simetria de Lorentz. A anisotropia é manifesta a primeira ordem

em (κ̃e−)ij , ou seja:

u (β,Ω) ≈ π

60β4

[
1− 3

4
λ sin 2ϕ sin2 θ + · · ·

]
. (5.100)

A dependência linear em λ da distribuição angular da densidade de energia pode conduzir à obtenção de

algum limite superior muito restritivo para os coeficientes da matriz (κe−) via os dados da polarização

da radiação cósmica de fundo.

Similarmente ao caso isotrópico, observamos que a lei de radiação de Planck e a lei de Stefan-

Boltzmann são as correspondentes da eletrodinâmica de Maxwell, desta vez, multiplicadas pelo fator

δ (λ), assim, a lei de radiação de Planck modificada é:

u (ω) = δ (λ)
1

π2

ω3

eβω − 1
, (5.101)

e a lei de Stefan-Boltzmann modificada será:

u(T ) = δ (λ)
π2

15
T 4 . (5.102)

5.4.2 O setor de paridade-́ımpar

Estudaremos as modificações introduzidas pelos 3 coeficientes não birrefringentes de paridade-

ı́mpar do tensor (kF ) nas propriedades termodinâmicas do campo eletromagnético de Maxwell. Para

isolar o setor de paridade-́ımpar, anulamos o setor de paridade-par definido em (5.13): κDE = 0 e

κHB = 0. Levando em consideração a restrição imposta pelos dados da birrefrigência [17, 18, 29] para

os elementos (κ̃o−)ij :

(κ̃o−)ij =
1

2
(κDB − κHE)ij ≤ 10−32 , (5.103)

podemos impor que (κ̃o−) = 0, assim, obtemos a equação κDB = κHE que junto a condição κDB =

− (κHE)
T nos dizem que a matriz κDB é antisimétrica, o que implica em 3 coeficientes indepen-

dentes. Desse modo, obtemos que neste limite κDB = (κ̃o+) e, como (κ̃o+) é antisimétrico podemos

parametrizar em termos um vetor 3D, κ⃗ [29]:

(κ̃o+)mn = (κDB)mn = ϵmnjκj . (5.104)

Que substitúıdos em (5.52) permitem obter as componentes não nulas do tensor (kF ) em termos

das componentes do vetor κ⃗:

(kF )τimn =
1

2
[κmδin − κnδim] . (5.105)
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As componentes do operador S̃ab no espaço de Fourier são segundo a prescrição (5.105), dadas por:

S̃ττ = 0 , S̃τj = (κ⃗ · p⃗) pj − p⃗ 2κj , (5.106)

e

S̃ij = −2 (κ⃗ · p⃗) pτδij + pτ (κipj + κjpi) . (5.107)

O determinante da matriz
(
p2δab − S̃ab

)
é:

det
(
p2δab − S̃ab

)
=

(
p2
)2 [

p2 + 2pτ (κ⃗ · p⃗)− κ⃗ 2p⃗ 2 + (κ⃗ · p⃗)2
] [

p2 + 2pτ (κ⃗ · p⃗)
]
, (5.108)

o que leva ao determinante funcional do operador (−�δab + Sab) igual a:

det (−�δab + Sab) = det (−�)2det
[
−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ + κ⃗ 2∇2 − (κ⃗ · ∇)2

]
det

[
−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ

]
,

(5.109)

Assim, a função de partição (5.50) torna-se:

lnZ (β) = −1

2
Tr ln

[
−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ + κ⃗ 2∇2 − (κ⃗ · ∇)2

]
− 1

2
Tr ln

[
−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ

]
, (5.110)

e representa as contribuições dos dois modos de polarização do campo fotônico modificado. Observe

que se considerarmos somente os termos de primeira ordem nos coeficientes parametrizados pelo vetor

κ⃗, ambos os modos forneceriam a mesma contribuição para a função de partição. Em primeira ordem,

as relações de dispersão associadas tornam-se iguais p2+2p0 (κ⃗ · p⃗) = 0 que produz a não birrefrigência.

Este resultado está de acordo com a literatura que mostra e segue a prescrição [17, 18, 29, 30, 32]. O

cálculo das relações de dispersão e suas respectivas análises estão calculadas em [16] (ver o apêndice

B).

Calculamos os traços funcionais em (5.110) escrevendo o campo de calibre no espaço de Fourier

(5.61). Deste modo, a contribuição dos dois modos são:

lnZ(1)
κ (β) = −1

2
Tr ln

[
−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ + κ⃗ 2∇2 − (κ⃗ · ∇)2

]
(5.111)

= −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
m=−∞

lnβ2
[
(ωm)2 + p⃗ 2 + 2 (κ⃗ · p⃗)ωm − κ⃗ 2p⃗ 2 + (κ⃗ · p⃗)2

]
,

e

lnZ(2)
κ (β) = −1

2
Tr ln [−�− 2 (κ⃗ · ∇) ∂τ ] (5.112)

= −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
m=−∞

lnβ2
[
(ωm)2 + p⃗ 2 + 2 (κ⃗ · p⃗)ωm

]
,
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Fazendo a seguinte translação p⃗ → p⃗− ωmκ⃗ em ambas as integrais (5.111) e (5.112), obtemos:

lnZ(1)
κ = −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
n=−∞

lnβ2

[
(ωn)

2 + p⃗ 2 +
(κ⃗ · p⃗)2

1− κ⃗ 2

]
, (5.113)

e

lnZ(2)
κ = −1

2
V

∫
d3p⃗

(2π)3

+∞∑
n=−∞

lnβ2

[
(ωn)

2 +
p⃗ 2

1− κ⃗ 2

]
, (5.114)

onde na primeira integral temos desprezado um termo infinito irrelevante.

Escrevendo as integrais (5.113) e (5.114) em coordenadas esféricas: κ⃗ · p⃗ = κω cos θ, ω = |p⃗|,

κ = |κ⃗|, p⃗ = ω (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), teremos:

lnZ(1)
κ = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln

[
(βωn)

2 + (βω)2
1− κ2 sin2 θ

1− κ2

]
, (5.115)

e

lnZ(2)
κ = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln

[
(βωn)

2 + (βω)2
1

1− κ2

]
, (5.116)

onde dΩ = sin θdθdϕ é o elemento de ângulo sólido.

Fazendo as seguintes mudanças de variáveis:

ω → ω

(
1− κ2

1− κ2 sin2 θ

)1/2

(5.117)

na eq.(5.115) e

ω → ω
(
1− κ2

)1/2
(5.118)

(5.116), obteremos:

lnZ(1)
κ = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

(
1− κ2

)3/2(
1− κ2 sin2 θ

)3/2 ∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

ln
[
(βωn)

2 + (βω)2
]
, (5.119)

e

lnZ(2)
κ = −1

2

V

(2π)3

∫
dΩ

(
1− κ2

)3/2 ∫ ∞

0
dω ω2

+∞∑
n=−∞

lnβ2
[
(βωn)

2 + (βω)2
]
. (5.120)

Realizando a soma em n, teremos a função de partição para a eletrodinâmica CPT -par do MPE

descrita pelos coeficientes não birrefringentes de paridade-́ımpar

lnZ (β) =
1

8π

(
1− κ2

)3/2 ∫
dΩ

[
1 +

1(
1− κ2 sin2 θ

)3/2
]
lnZA. (5.121)

onde ZA é a função de partição da eletrodinâmica de Maxwell dada em (4.54).

Realizando a integração angular em (5.121), encontramos a função de partição igual a:

lnZ (β) = γ(κ) lnZA, (5.122)
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onde γ(κ) é uma função pura dos parâmetros de quebra:

γ(κ) =
(
1− κ2

)1/2(
1− 1

2
κ2

)
≈ 1− κ2 +

1

8
κ4 + · · · . (5.123)

mostrando que as correções providas pela matriz (κ̃o+) são de segundo ordem.

Assim, novamente conseguimos expressar a função de partição como uma potência da função de

partição do campo eletromagnético de Maxwell:

Z (β) = (ZA)
γ(κ) . (5.124)

Como já observado no setor não birrefringente de paridade-par, todas as propriedades termodinâmicas

do setor não birrefringente de paridade-́ımpar serão aquelas da eletrodinâmica de Maxwell multi-

plicadas pela função γ(κ). A exceção a é a distribuição angular da densidade de energia torna-se

anisotrópica devido as contribuições vindas da VSL como mostraremos a seguir.

A partir de (5.121), obtemos facilmente a densidade de energia por ângulo sólido:

u (β,Ω) =
π

120β4

(
1− κ2

)3/2 [
1 +

1(
1− κ2 sin2 θ

)3/2
]
. (5.125)

A dependência em θ mostra que a quebra de simetria de Lorentz neste setor proporciona um caráter

anisotrópico para distribuição angular da densidade de energia. Note que a contribuição dos coefi-

cientes de quebra, é máxima no plano perpendicular ao vetor κ⃗. Em primeira ordem, a anisotropia

ganha uma contribuição quadrática nos coeficientes não birrefringentes de paridade-́ımpar que contro-

lam a quebra da simetria de Lorentz:

u (β,Ω) ≈ π

60β4

[
1 + κ2

(
3

4
sin2 θ − 3

2

)]
, (5.126)

essa contribuição anisotrópica resulta ser irrelevante quando comparada com a contribuição linear

(5.100) induzida pelos coeficientes não birrefringentes (κ̃e−) de paridade-par .

A partir da equação (5.121) ou (5.122), podemos obter a lei de radiação de Planck modificada:

u (ω) = γ (κ)
1

π2

ω3

eβω − 1
, (5.127)

e a lei de Stefan-Boltzmann modificada:

u (T ) = γ (κ)
π2

15
T 4. (5.128)

A partir dos resultados (5.68), (5.98) e (5.124) observamos que a função de partição gerada pelos

componentes não birrefringentes do tensor (kF ) são análogas. Ou seja, todas elas são uma potência

da função de partição do campo eletromagnético de Maxwell e, sendo essa potência uma função pura

dos respectivos coeficientes não birrefringentes.
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Conclusões e perspectivas

A presente Dissertação teve como objetivo estudar a influência dos coeficientes não birrefringentes

do tensor (kF ), que caracteriza a eletrodinâmica CPT -par do Modelo Padrão Estendido, nas pro-

priedades termodinâmicas do campo eletromagnético de Maxwell.

Primeiramente, estabelecemos a estrutura hamiltoniana da eletrodinâmica CPT -par do MPE por

meio do método de Dirac para sistemas vinculados, ou seja, estabelecemos os v́ınculos de primeira

classe e suas respectivas condições de calibre. Logo, constrúımos uma função de partição bem-definida

e invariante de calibre via o método de Faddeev-Senjanovic [27] no formalismo de integrais de caminho.

A função de partição (5.50) representa, em principio, a função de partição da eletrodinâmica CPT -par

do MPE para um tensor (kF ) arbitrário, entretanto, deve-se garantir que as componentes (kF )abcd do

tensor (kF ) sejam suficientemente pequenas para garantir uma hamiltoniana definida-positiva e uma

função de partição bem-definida.

Com o intuito de ganhar informações não perturbativas sobre a influência da violação da simetria

de Lorentz nas propriedades termodinâmicas do campo eletromagnético de Maxwell, especializamos

nossa análise às 9 componentes não birrefringentes do tensor (kF ) e estudamos separadamente ambos

os setores de paridade-par e paridade-́ımpar.

Assim, a partir dos resultados (5.68), (5.98) e (5.124) observamos que as funções de partição ger-

adas pelas componentes não birrefringentes do tensor (kF ) são similares. Ou seja, todas elas são uma

potência da função de partição do campo eletromagnético de Maxwell, onde essa potência é uma função

pura dos respectivos coeficientes não birrefringentes, o que resulta nas propriedades termodinâmicas

como densidade de energia, pressão, entropia, etc, sejam as mesmas da eletrodinâmica de Maxwell

multiplicadas por uma função que depende somente dos respectivos coeficientes não birrefringentes.

Em geral, a exceção à regra é a densidade de energia por unidade de ângulo sólido devido aos co-

eficientes que controlam a quebra ou violação da simetria de Lorentz (VSL) induzirem anisotropias

na distribuição angular da densidade de energia do corpo negro. Essa caracteŕıstica anisotrópica da
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distribuição angular da radiação reflete-se numa mudança ou variação local se relacionada ao com-

portamento isotrópico da distribuição angular da densidade de energia do campo eletromagnético de

Maxwell. Apesar de tal diferença, a lei de Stefan-Boltzmann mantém a sua dependência na temper-

atura proporcional a T 4. Contudo, toda a informação sobre os coeficientes da VSL está contida na

constante de Stefan-Boltzmann modificada, ou seja, temos que a constante de Stefan-Boltzmann σ

muda como:

σ → σf (V SL) (5.129)

onde f (V SL) é alguma função dos coeficientes que controlam a violação da simetria de Lorentz

satisfazendo a seguinte condição lim
V SL→0

f(V SL) = 1.

Como os coeficientes da VSL estão fortemente restritos por rigorosos limites superiores, então,

as contribuições não nulas de menor ordem, na sua serie perturbativa entorno a eletrodinâmica de

Maxwell, devem proporcionar uma boa informação sobre as propriedades termodinâmicas do setor não

birrefringente do tensor (kF ). Desse modo, no setor não birrefringente de paridade-par observamos que

a contribuição isotrópica fornece uma correção linear em κ̃tr como mostrado na eq.(5.67), entretanto, a

contribuição anisotrópica da matriz (κ̃e−) somente é manifestado em quarta ordem, como é mostrado

na eq.(5.97). Então, a contribuição anisotrópica é irrelevante comparada com a isotrópica. Porém no

setor não birrefringente de paridade-́ımpar, as correções providas pela matriz (κ̃o+) são de segunda

ordem como pode ser rapidamente observado na eq.(5.123) .

A seguir, destacamos as diferenças entre as propriedades termodinâmicas da eletrodinâmica CPT -

par e CPT -́ımpar, primeiramente investigado na Ref.[21]. Tais diferenças decorrem da álgebra de Dirac

para os graus de liberdade f́ısicos como mostrada nas referências [21] e [23]. Para eletrodinâmica do

CPT -́ımpar [21], no calibre de Coulomb, temos que os parênteses de Dirac não nulos são:

{Ak (x) , πj (y)}D = −
[
δkj −

∂k∂j

∇2

]
δ (x⃗− y⃗) , (5.130)

e {
πk (x) , πj (y)

}
D
=

1

2

[
ϵ0kli (kAF )l

∂x
i ∂

x
j

∇2 − ϵ0jli (kAF )l
∂x
i ∂

x
k

∇2

]
δ (x⃗− y⃗) . (5.131)

Enquanto, para a eletrodinâmica CPT -par, a álgebra de Dirac entre os graus de liberdade f́ısicos,

também no calibre de Coulomb, proporciona a seguinte relação de comutação

{
Ak (x) , π

j (y)
}
D
=

(
δkj −

∂x
k∂

x
j

∇2
x

)
δ (x⃗− y⃗) , (5.132)

sendo os outros nulos.
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A não comutatividade dos momentos expressa pela eq.(5.131), é uma das razões fundamentais

para a eletrodinâmica CPT -́ımpar tenha propriedades termodinâmicas diferentes da sua contra parte,

a eletrodinâmica CPT -par. Uma outra razão que contribui nessa diferença é o vetor kAF ter dimensão

de massa 1. A dependência na temperatura do logaritmo da função de partição em ordem (kAF )
2n é

T 3−2n, isso implica que a função de partição CPT -́ımpar não pode ser expressa como uma potência

da função de partição de Maxwell tal como acontece no caso CPT -par analisado.

Entre as perspectivas imediatas, pretendemos continuar a estudar os efeitos da violação da simetria

de Lorentz em outros sistemas ou fenômenos termodinâmicos como por exemplo, sistemas fermiônicos,

condensação de Bose-Einstein, sistemas de campos não-comutativos, Chern-Simons gravitacional com

violação da simetria de Lorentz, CFJ não abeliano, etc.
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Apêndice A

Notação e algumas relações úteis

Ao longo da Dissertação usamos as unidades naturais:

c = ~ = kB = 1 (A.1)

O tensor métrico é assumido da seguinte forma

gµν = gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (A.2)

+∞∑
n=−∞

ln
[
(2πn)2 + b2

]
= b− ln 2 + 2 ln

(
1− e−b

)
(A.3)

∫ ∞

0
dω ω2 ln

(
1− e−βω

)
= − π4

45β3 (A.4)

∫ ∞

0
dω ln

(
1− e−βω

)
= −π2

6β
(A.5)

∫
dDx⃗ exp

{
−1

2
x⃗TAx⃗

}
= (2π)

D
2 [detA]−1/2 = (2π)

D
2 exp

{
−1

2
tr lnA

}
(A.6)

∫ ∞

0
dx

x3

ex − 1
=

π4

15
(A.7)
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Apêndice B

As relações de dispersão

B.1 Decomposição do tensor (kF) a temperatura zero

Para o caso CPT -par temos (kF )β = 0 e a densidade lagrangiana, torna-se:

L = −1

4
FανF

αν − 1

4
(kF )

ανρφ FανFρφ. (B.1)

Definindo os campos elétrico e magnético como:

Ek = F k0 = −∂kA0 + ∂0Ak = F0k , Bk =
(
∇× A⃗

)
k
=

1

2
ϵkabFab, (B.2)

podemos expressar os termos da lagrangiana como:

FανF
αν = −2 (F0k)

2 + (Fjk)
2 = −2E⃗2 + 2B⃗2, (B.3)

e

(kF )
ανρφ FανFρφ = 4Ej (kF )0j0mEm − 4Em (kF )ij0m ϵijnBn +Bpϵijp (kF )ijkm ϵkmqBq. (B.4)

Substituindo (B.3) e (B.4) em (B.1), teremos

L =
1

2
E2 − 1

2
B⃗2 +

1

2
Ej

[
−2 (kF )0j0k

]
Ek

(B.5)

−1

2
Bj

[
1

2
ϵjpqWpqlmϵlmk

]
Bk + Ej

[
(kF )0jpq ϵpqk

]
Bk .

Segundo a prescrição estabelecida em [17], a densidade lagrangiana pode ser escrita como:

L =
1

2
E⃗2 − 1

2
B⃗2 +

1

2
E⃗· (κDE) · E⃗ − 1

2
B⃗ · (κHB) · B⃗ + E⃗· (κDB) · B⃗, (B.6)
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onde as componentes do tensor (kF ) podem ser escritos em termos de quatro matrizes de ordem 3×3,

κDE , κHB, κDB e κHE : As matrizes κDE e κHB são simétricas e têm paridade-par, assim:

(κDE)jk = −2 (kF )0j0k , (κHB)jk =
1

2
ϵjpqϵklm (kF )pqlm . (B.7)

Para essas matrizes, a condição de duplo traço nulo, (kF )
µν

µν = 0, leva a seguinte relação:

tr (κDE + κHB) = 0, (B.8)

desse modo, o setor de paridade-par descrito pelas matrizes κDE e κHB suportam 11 parâmetros

independentes

As matrizes κDB e κHE são de traço nulo e têm paridade-́ımpar e estão relacionados com as

componentes do tensor (kF ) pela seguinte relação:

(κDB)jk = − (κHE)kj = ϵkpq (kF )0jpq (B.9)

desse modo, o setor de paridade-́ımpar suporta 8 parâmetros independentes.

Segundo [17] e com finalidade de fazer comparações com os dados experimentais de birrefringência,

os 19 coeficientes independentes do tensor (kF )ανρφ podem ser parametrizados em termos de quatro

matrizes de traço nulo, κ̃e+, κ̃e−, κ̃o−, κ̃o+ e um parâmetro simples κ̃tr: O setor de paridade-par é

então parametrizado da seguinte maneira

(κ̃e+)jk =
1

2
(κDE + κHB)jk ,

(κ̃e−)jk =
1

2
(κDE − κHB)jk − δjkκ̃tr , (B.10)

κ̃tr =
1

3
tr (κDE) ,

onde as matrizes κ̃e+ e κ̃e− são simétricas. Enquanto, o setor de paridade-́ımpar é parametrizado

segundo

(κ̃o+)jk =
1

2
(κDB + κHE)jk ,

(B.11)

(κ̃o−)jk =
1

2
(κDB − κHE)jk ,

neste caso, a matriz (κ̃o+) é antisimétrica e a matriz (κ̃o−)é antisimétrica.

Usando esta nova parametrização, a densidade lagrangiana (B.6) torna-se:

L =
1

2
(1 + κ̃tr) E⃗

2 − 1

2
(1− κ̃tr) B⃗

2 +
1

2
E⃗· (κ̃e+ + κ̃e−) · E⃗

(B.12)

−1

2
B⃗ · (κ̃e+ − κ̃e−) · B⃗ + E⃗· (κ̃o+ + κ̃o−) · B⃗.
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B.2 As equações de movimento

A partir da equação de movimento (5.5), obtemos as equações de Maxwell não homogêneas (na

ausência de fontes) em termos dos campos elétricos, magnéticos e das matrizes (B.7) e (B.9). Desse

modo, a lei de Gauss modificada resulta em:

∂jEj + (κDE)ja ∂jEa − (κDB)ja ∂jBa = 0, (B.13)

entretanto, a equação de Ampere-Maxwell modificada é expressa como:

∂0Ek + (κDE)kj ∂0Ej − (κDB)ab ϵbkj∂jEa

(B.14)

− (κDB)kb ∂0Bb − ϵkja∂jBa − (κHB)ab ϵbkj∂jBa = 0.

Por outro lado, as equações homogêneas de Maxwell permanecem as mesmas:

∂0Bk + ϵkab∂aEb = 0 , ∂aBa = 0 (B.15)

A partir dessas quatro equações, obtemos a equação de onda para o campo elétrico

(∂0)
2Ek + (κDE)ka (∂0)

2Ea −∇2Ek + tr (κDE)∇2Ek + (κHB)ab ∂a∂bEk

+∂k∂aEa − tr (κDE) ∂k∂aEa − (κHB)kb ∂b∂aEa + (κHB)ka∇
2Ea (B.16)

− (κHB)ba ∂b∂kEa + (κDB)kc ϵcba∂0∂bEa − (κDB)ab ϵbkc∂c∂0Ea = 0.

B.3 As relações de dispersão

As relações de dispersão podem ser obtidas a partir da transformada de Fourier da equação de onda

(B.16) do campo elétrico. Em geral, esse cálculo não fornece de modo exato e expĺıcito as relações

de dispersão. Contudo, existem algumas configurações do tensor (kF ) que permitem obter de modo

exato as relações de dispersão do campo de gauge. Em nosso caso, tais configurações são represen-

tadas pelos coeficientes do tensor (kF ) cujas contribuições, à primeira ordem não nula, não produzem

birrefringência nas relações de dispersão do campo eletromagnético de Maxwell.
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B.3.1 Relações de dispersão do setor de paridade-par

Para isolar o setor de paridade-par anulamos as matrizes que representam o setor de paridade-́ımpar

(B.9): κDB = 0 e κHE = 0, desse modo, a equação de onda (B.16) do campo elétrico resulta em:

(∂0)
2Ek + (κDE)ka (∂0)

2Ea −∇2Ek + tr (κDE)∇2Ek + (κHB)ab ∂a∂bEk + ∂k∂aEa

(B.17)

−tr (κDE) ∂k∂aEa − (κHB)kb ∂b∂aEa + (κHB)ka∇
2Ea − (κHB)ba ∂b∂kEa = 0.

B.3.1.1 Componentes não birrefringentes de paridade-par

Dados de birrefrigência [17, 18] permitem impor que (κ̃e+)ab = 0, então, a primeira equação em

(B.10) estabelece a seguinte condição κDE = −κHB, que substitúıda na segunda equação em eq.(B.10),

proporciona

(κDE)ab = (κ̃e−)ab + κ̃trδab = − (κHB)ab , (B.18)

com

κ̃tr =
1

3
tr (κDE) . (B.19)

Substituindo ambas em (B.17), obtemos:

(1 + κ̃tr)(∂0)
2Ek + (κ̃e−)ka (∂0)

2Ea − (1− κ̃tr)∇2Ek − (κ̃e−)ka∇
2Ea

(B.20)

− (κ̃e−)ab ∂a∂bEk + (1− κ̃tr)∂k∂aEa + (κ̃e−)kb ∂b∂aEa + (κ̃e−)ba ∂b∂kEa = 0 .

B.3.1.1.1 Contribuição isotrópica

Isolando a componente isotrópica: κ̃tr ̸= 0 e (κ̃e−) = 0, teremos que (B.20) resulta em:[
(1 + κ̃tr) (∂t)

2 − (1− κ̃tr)∇2
]
Ek + (1− κ̃tr) ∂k∂aEa = 0. (B.21)

Usando a primeira equação de Maxwell (B.13), (1 + κ̃tr) ∂aEa = 0, obtemos:[
(1 + κ̃tr) (∂t)

2 − (1− κ̃tr)∇2
]
Ek = 0, (B.22)

que no espaço de Fourier, torna-se:

[
(1 + κ̃tr) p

2
0 − (1− κ̃tr) p⃗

2
]
Ẽk = 0, (B.23)
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produzindo a seguinte relação de dispersão:

(1 + κ̃tr) p
2
0 − (1− κ̃tr) p⃗

2 = 0, (B.24)

que é a mesma expressão contida nas eqs. (5.60) e (5.62), confirmando nossos resultados previstos:

ω± = ±|p⃗|

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

. (B.25)

Note que a velocidade de fase associada com ambos os modos do campo fotônico é a mesma, mostrando

explicitamente o caráter não birrefringente do coeficiente isotrópico do setor de paridade-par, o qual

está em completa concordância com a Ref. [32].

B.3.1.1.2 Contribuição anisotrópica

Considerando as componentes anisotrópicas não nulas: (κ̃e−) ̸= 0 e κ̃tr = 0. Dessa forma, a eq.

(B.20) torna-se:

(∂t)
2Ek −∇2Ek + (κ̃e−)ka (∂t)

2Ea − (κ̃e−)ka∇
2Ea

(B.26)

− (κ̃e−)ab ∂a∂bEk + ∂k∂aEa + (κ̃e−)kb ∂b∂aEa + (κ̃e−)ba ∂b∂kEa = 0 .

Usando a relação (B.13): ∂aEa+(κ̃e−)ba ∂bEa = 0, obtemos a seguinte equação de onda para o campo

elétrico:

[�δka + (κ̃e−)ka�]Ea − [(κ̃e−)cb ∂c∂bδka − (κ̃e−)kb ∂b∂a]Ea = 0. (B.27)

No espaço dos momentos, temos:{
[p2 − (κ̃e−)cbpcpb]δka + (κ̃e−)kb[p

2δab + pbpa]
}
Ea = 0. (B.28)

Dado que (κ̃e−) é uma matriz simétrica de traço nulo usaremos a mesma parametrização (5.78)

para calcular as relações de dispersão:

(κ̃e−)ij =
1

2
(aibj + ajbi) , (B.29)

onde a⃗ e b⃗ são dois vetores 3D ortogonais. Assim, temos que

(κ̃e−)cb pcpb = (⃗a·p⃗)
(⃗
b·p⃗

)
(B.30)

(κ̃e−)kc
[
p2δjc + pcpj

]
=

1

2
(akbj + ajbk) p

2 +
1

2
akpj

(⃗
b·p⃗

)
+

1

2
bkpj (⃗a·p⃗) ,
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e a eq. (B.28) resulta escrita como

ME⃗ = 0. (B.31)

onde definimos a matriz M = [Mkj ] com

Mkj =
[
p2 − (⃗a·p⃗)

(⃗
b·p⃗

)]
δkj +

1

2
(akbj + ajbk) p

2 +
1

2
akpj

(⃗
b·p⃗

)
+

1

2
bkpj (⃗a·p⃗) .

As relações de dispersão são obtidas a partir da condição

detM = 0. (B.32)

Calculando o determinante, obtemos:

detM =

(
1− 1

4
a⃗2⃗b2

)
p2

[
p2 − (⃗a·p⃗)

(⃗
b·p⃗

)]p2 − 4 (⃗a·p⃗)
(⃗
b·p⃗

)
+ (⃗a·p⃗)2 b⃗2 + a⃗2

(⃗
b·p⃗

)2

4− a⃗2⃗b2

 , (B.33)

desse modo, obtemos as relações de dispersão exatas:

p2+ =
4 (⃗a·p⃗)

(⃗
b·p⃗

)
+ (⃗a·p⃗)2 b⃗2 + a⃗2

(⃗
b·p⃗

)2

4− a⃗2⃗b2
, (B.34)

p2− = (⃗a·p⃗)
(⃗
b·p⃗

)
, (B.35)

que são exatamente as mesmas relações que aparecem na função de partição, veja a equação (5.81).

Podemos observar que as relações de dispersão, (B.34) e (B.35), em primeira ordem, reduzem-se

a:

ω = ± |p⃗|
[
1 +

1

2

p⃗ · (κ̃e−) p⃗
|p⃗|2

]
, (B.36)

mostrando a ausência de birrefrigência nessa ordem tal qual foi estabelecido na Ref. [32].

B.3.2 Relações de dispersão do setor de paridade-́ımpar

Isolamos o setor de paridade-́ımpar anulando as matrizes que descrevem o setor de paridade-par (B.7):

κDE = 0 e κHB = 0. Desse modo, a equação de onda para o campo elétrico (B.16) resulta em:

�Ek + ∂k∂aEa + (κDB)kc ϵcba∂0∂bEa − (κDB)ab ϵbkc∂c∂0Ea = 0, (B.37)

que no espaço dos momentos é expresso como:

{(
p2δkj + pkpj

)
− p0

[
(κDB)kc ϵcjipi + (κDB)jc ϵckipi

]}
Ẽj = 0. (B.38)
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Reescrevemos esta equação como

ME⃗ = 0⃗. (B.39)

onde definimos a matriz M = N − p0D em termos das as matrizes simétricas N = [Nkj ] e D = [Dkj ]

expressas como

Nkj = p2δkj + pkpj , Dkj = (κDB)kc ϵcjipi + (κDB)jc ϵckipi. (B.40)

As relações de dispersão são obtidas da condição detM = 0, desse modo, o cálculo exato do

determinante fornece:

detM
(p0)

2 = (p0)
4 − (p0)

3 trD− (p0)
2

[
2p⃗ 2 +

1

2
tr
(
D2

)
− 1

2
(trD)2

]
(B.41)

+ (p0)
[
p⃗ 2trD−detD

]
+ p⃗ 4 + p⃗·D2p⃗

É fácil notar que o termo trD proporciona uma contribuição de primeira ordem dos parâmetros da

VSL, enquanto os termos tr
(
D2

)
, (trD)2, p⃗ ·D2p⃗ apresentam contribuições de segunda ordem da VSL

e, detD fornece contribuições de terceira ordem da VSL.

B.3.2.1 Componentes não birrefringentes de paridade-́ımpar

Usando a parametrização (B.11) e usando os dados da birrefringência [17, 18] podemos impor

(κ̃o−) = 0, desse modo, obtemos a condição κDB = κHE que junto a κDB = − (κHE)
T diz que κDB é

antisimétrica e igual a (κ̃o+):

κDB = κ̃o+, (B.42)

e São parametrizadas em termos das componentes de um vetor 3D, κ⃗,

(κDB)ij = (κ̃o+)ij = ϵijaκa, (B.43)

Com essa informação, calculamos as diferentes quantidades aparecendo no determinante (B.41)

acima:

trD = −4 (κ⃗·p⃗) , tr
(
D2

)
= 6 (κ⃗·p⃗)2 + 2κ⃗2p⃗ 2,

(B.44)

detD = 2 (κ⃗·p⃗)
[
κ⃗2p⃗ 2 − (κ⃗·p⃗)2

]
, p⃗·D2p⃗ = p⃗ 2

[
κ⃗2p⃗ 2 − (κ⃗·p⃗)2

]
,

que substitúıdos em (B.41) proporcionam

detM = (p0)
2
[
p2 + 2p0 (κ⃗·p⃗)− κ⃗2p⃗ 2 + (κ⃗·p⃗)2

] [
p2 + 2p0 (κ⃗·p⃗)

]
, (B.45)
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o que leva as seguintes relações de dispersão:

p2 + 2p0 (κ⃗·p⃗)− κ⃗2p⃗ 2 + (κ⃗·p⃗)2 = 0,

(B.46)

p2 + 2p0 (κ⃗·p⃗) = 0,

que resultam as mesmas aparecendo na função de partição do setor não birrefringente de paridade

ı́mpar expressa na equação (5.110).
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Apêndice C

Primeiro artigo publicado no Physical

Review D

A publicação mostra os resultados obtidos para o setor de paridade-par no caṕıtulo 5.

69



Apêndice D

Segundo artigo publicado no Physical

Review D

A publicação mostra os resultados obtidos para o setor de paridade-́ımpar no caṕıtulo 5.
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