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RESUMO

Esta tese aborda o projeto de controle fuzzy Takagi—Sugeno (T-S) tipo-2 intervalar por modos
deslizantes adaptativo acionado por eventos para sistemas ndo lineares com atraso de tempo
variante, sujeitos a perturbacdes casadas com limite superior desconhecido e perturba¢des ndao
casadas, com matrizes de entrada distintas entre os sistemas locais lineares. Sao propostos
dois métodos de controle, denominados método de controle 1 e método de controle 2, que
compartilham a mesma estrutura de estabilizacao pratica e passividade robusta, diferindo na
lei adaptativa do ganho de chaveamento. Em ambos os métodos, a estabilizacdo préitica e a
passividade robusta na regiao de modos deslizantes pratico s@o obtidas a partir da desigualdade
de passividade robusta, com funcdo de armazenamento definida por um funcional de Lyapunov—
Krasovskii fuzzy, da qual se derivam condi¢des na forma de desigualdades matriciais lineares
dependentes do atraso méaximo, dos limites superiores das taxas de variacdo do atraso e dos
graus de pertinéncia, e do coeficiente de passividade robusta. A factibilidade dessas condi¢des
determina a matriz da varidvel deslizante e fornece as varidveis de decisdo necessdrias a dedugao
das condi¢des de estabilizacao pratica, cujo raio da regido de estabilidade pratica, para ambos
os métodos, € determinado independentemente da estimativa do limite superior da perturbacao
casada, bem como o limite superior da regido de modos deslizantes pratico. O método de controle
1 emprega uma lei adaptativa baseada em crescimento monotdnico, que dispensa o conhecimento
desse limite e forca a convergéncia do ganho ao atingir a regido de modos deslizantes prético. O
método de controle 2 emprega uma lei adaptativa baseada em fun¢do de barreira, que flexibiliza
a dominancia do ganho sobre a perturbacio casada e ndo casada por meio de uma regido de
relaxamento, permitindo crescimento e decrescimento do ganho e produzindo uma agdo de
controle menos agressiva que a estratégia monotdnica. Para ambos os métodos, a invariancia
positiva da regido de modos deslizantes pratico € estabelecida sob a presenca simultanea de atraso
variante, perturbacdes casadas e ndo casadas, e controle acionado por eventos, com instantes de
alcance independentes da estimativa do limite superior da perturbacdo casada. O mecanismo de
acionamento por eventos € formulado com garantia analitica de auséncia do comportamento Zeno,
e a certificacdo do atraso maximo admissivel € realizada por bisse¢ao desacoplada do projeto de
controle. Deriva-se ainda, para cada método, um limite superior para o limiar de acionamento
em funcao do coeficiente de passividade robusta, estabelecendo um vinculo energético entre
o mecanismo de eventos e a dissipatividade em malha fechada, além de assegurar, por esse
mesmo coeficiente, um limite energético para a influéncia da perturbacdo nao casada sobre a
saida. Os resultados sdo validados por simulacdes computacionais que demonstram a eficicia e

as vantagens comparativas dos métodos propostos frente as abordagens existentes na literatura.

Palavras-chave: Controle Adaptativo; Controle Acionado por Eventos; Controle Fuzzy por

Modos Deslizantes; Sistemas com Atraso de Tempo; Sistemas Dissipativos.



ABSTRACT

This thesis addresses the design of event-triggered adaptive sliding mode control for interval type-
2 Takagi—Sugeno (T-S) fuzzy nonlinear systems with time-varying delay, subject to matched
perturbations with unknown upper bound and unmatched perturbations, with distinct input
matrices among the local linear subsystems. Two control methods are proposed, denoted control
method 1 and control method 2, which share the same practical stabilization and robust passivity
framework while differing in the adaptive law governing the switching gain. In both methods,
practical stabilization and robust passivity within the practical sliding mode region are obtained
from the robust passivity inequality, with the storage function defined by a fuzzy Lyapunov—
Krasovskii functional, from which conditions in the form of delay-dependent linear matrix
inequalities are derived, dependent on the maximum delay, the upper bounds on the rates of
variation of the delay and of the membership degrees, and the robust passivity coefficient. The
feasibility of these conditions determines the sliding variable matrix and provides the decision
variables required to derive the practical stabilization conditions, whose practical stability region
radius, for both methods, is determined independently of the estimate of the upper bound of the
matched perturbation, as is the upper bound of the practical sliding mode region. Control method 1
employs an adaptive law based on monotonic growth, which dispenses with knowledge of this
bound and forces the gain to converge once the practical sliding mode region is reached. Control
method 2 employs an adaptive law based on a barrier function, which relaxes the dominance of
the gain over the matched and unmatched perturbations through a relaxation region, allowing
the gain to both increase and decrease and yielding a less aggressive control action than the
monotonic strategy. For both methods, the positive invariance of the practical sliding mode region
is established under the simultaneous presence of time-varying delay, matched and unmatched
perturbations, and event-triggered control, with reaching instants independent of the estimate
of the upper bound of the matched perturbation. The event-triggering mechanism is formulated
with an analytical guarantee of the absence of Zeno behavior, and certification of the maximum
admissible delay is carried out via bisection decoupled from the control design. An upper bound
for the triggering threshold is further derived, for each method, as a function of the robust
passivity coefficient, establishing an energy-based link between the triggering mechanism and
the closed-loop dissipativity, while this same coefficient bounds the impact of the unmatched
perturbation on the output. The results are validated through computational simulations that
demonstrate the effectiveness and comparative advantages of the proposed methods over existing

approaches in the literature.

Key-words: Adaptive Control; Dissipative Systems; Event-Triggered Control; Fuzzy Sliding
Mode Control; Time-Delay Systems.
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo apresenta as consideracoes iniciais que fundamentam e contextualizam a
pesquisa desenvolvida nesta tese. Inicialmente, a Secdo 1.1 situa o problema no contexto da
literatura, identificando as lacunas cientificas que motivam o trabalho. A Secdo 1.2 aprofunda
a relevancia das complexidades consideradas, evidencia por que sua ocorréncia simultinea
constitui um problema ainda sem solu¢d@o unificada, enuncia o problema de pesquisa e delimita
as hipéteses de trabalho adotadas. Os objetivos geral e especificos sdo apresentados na Secao 1.3.
As contribui¢des originais sdo detalhadas na Secao 1.4. A Sec¢do 1.5 lista a produgdo bibliogréfica

resultante do trabalho, e a Secdo 1.6 descreve a organizagao dos capitulos subsequentes.

1.1 Introducao

Sistemas dindmicos ndo lineares estdo presentes em uma ampla gama de aplicagdes
praticas de engenharia, como robdtica, sistemas de energia, veiculos autdbnomos e processos
industriais (ISIDORI, 1985). A complexidade inerente a esses sistemas impoe desafios tanto
para a andlise de sua dindmica quanto para o projeto de controle que garantam estabilidade e
desempenho desejados (KHALIL, 2002). Uma abordagem consolidada para tratar essa comple-
xidade consiste em aproximar a dinAmica ndo linear por uma combinacao convexa de sistemas
lineares locais, ponderada por graus de pertinéncia, principio que fundamenta os sistemas fuzzy
Takagi—Sugeno (T=S). Esses sistemas possuem a mesma estrutura de sistemas politopicos va-
riantes no tempo e, por isso, herdam todo o desenvolvimento matematico de andlise e projeto
de controle na forma de desigualdade matricial linear (Linear Matrix Inequality — LMI), com
tratabilidade computacional bem estabelecida (SALA, 2009; MOZELLI; SOUZA; PALHARES,
2011; LEE et al., 2023).

Os sistemas fuzzy T=S tipo-1 assumem que os graus de pertinéncia que ponderam a
dindmica de cada sistema local linear sdo valores precisos no intervalo [0, 1], o que os torna
suscetiveis a incertezas associadas a definicao das proprias fungdes de pertinéncia. Essa limitagdo
motivou o desenvolvimento dos sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares, nos quais os graus de
pertinéncia passam a pertencer a um intervalo delimitado por graus de pertinéncia inferior
e superior (MENDEL et al., 2014; NAMADCHIAN et al., 2023). Com isso, incorpora-se a
modelagem uma camada adicional de representacdo da incerteza para andlise e projeto de
controle, tornando essa classe de sistemas fuzzy T-S mais adequada a situagdes em que ha
imprecisao na defini¢do da fronteira dos conjuntos fuzzy (JAHANSHAHI et al., 2026). Por
manterem a estrutura politdpica variante no tempo dos sistemas fuzzy T-S tipo-1, os sistemas
fuzzy T-S tipo-2 intervalares permitem que os resultados de anédlise e projeto de controle
baseados em LMIs sejam diretamente estendidos a essa classe de sistemas dinamicos, sem perda
de tratabilidade computacional (CHEN; TAN, 2013; DELMOTTE; GUERRA; KSANTINI,
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2007; BERNAL et al., 2022). Essa classe de sistemas tem sido aplicada a problemas de controle
por realimentacdo de saida sob saturagdo (XIE et al., 2022), controle de sistemas multiagentes
(WANG et al., 2021) e controle de sistemas de energia (HAMDAN; YOUSSEF; NOURELDEEN,
2023), entre outros.

No mundo real, a dindmica dos sistemas raramente depende apenas de varidveis que
evoluem de forma instantinea. Atrasos de tempo estio presentes em praticamente toda aplicagdo
real, decorrendo de canais de comunicagdo, de processos de aquisicdo e processamento de
dados, da dindmica intrinseca de atuadores e sensores, ou de propriedades fisicas, quimicas
ou bioldgicas inerentes ao proprio sistema (FRIDMAN, 2014; PARK; KWON; PARK, 2022;
LIU et al., 2025a). Tais sistemas pertencem a classe de sistemas de dimensdo infinita, uma
vez que sua descri¢do no espaco de estados requer ndo apenas o estado instantdneo atual,
mas todo um segmento de trajetéria de estado definido em um espago funcional (FRIDMAN,
2014). Essa caracteristica impede a aplicacdo direta das abordagens cléssicas de andlise e de
projeto de controle, formuladas estritamente para sistemas de dimensao finita (PARK; KWON;
PARK, 2022; LIU et al., 2025a). Quando associados a sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares, os
atrasos de tempo degradam o desempenho e a estabilidade, exigindo formulacdes matematicas
substancialmente mais complexas (KHARITONOV, 2012). Nesse contexto, condi¢des de andlise
e de projeto que incorporam informacdes sobre os graus de pertinéncia e o atraso de tempo t€ém
sido propostas para mitigar o conservadorismo dos resultados (SHARMILA; RAKKIYAPPAN,
2022), expandindo a regido de factibilidade das LMIs resultantes e maximizando o atraso maximo
admissivel (GASSARA et al., 2018; SOUZA; MOZELLI; PALHARES, 2009). Ademais, atrasos
variantes no tempo requerem tratamentos substancialmente distintos daqueles dispensados a
atrasos constantes, apresentando desafios analiticos significativamente maiores (FENG; YANG;
LAM, 2023; ZHANG; HAN; GE, 2020; LV et al., 2025; EFIMOV et al., 2016).

Diante desse cendrio, projetar leis de controle capazes de garantir robustez frente a incer-
tezas paramétricas, perturbacdes externas e atrasos de tempo constitui um dos desafios centrais da
teoria de controle (IOANNOU; SUN, 1996; ZHOU; DOYLE, 1998). Dentre os métodos desen-
volvidos para essa finalidade, destaca-se o controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control
—SMC) (UTKIN, 1992; SHTESSEL et al., 2014). Essa abordagem fundamenta-se em uma agao
de controle chaveada que forca as trajetdrias de estado a alcancarem, em tempo finito, uma regiao
de chaveamento projetada do espaco de estados, denominada regido de modos deslizantes, na
qual permanecem confinadas (CRUZ-ZAVALA; MORENO, 2017; RUDERMAN et al., 2026).
Uma vez atingido esse regime, o sistema exibe insensibilidade a perturbacdes casadas e passa a
ser governado por uma dindmica de ordem reduzida (DRAZENOVIC, 1969; UTKIN, 1992; SH-
TESSEL et al., 2014). Tais propriedades tornam o controle por modos deslizantes uma estratégia
de controle nao linear robusto e atrativa para o contexto de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares
sujeitos a atrasos variantes no tempo (NGUYEN; BUI et al., 2025; VIDAL-MARTINEZ et al.,
2025; WANG et al., 2025). Essa robustez, contudo, depende de hipdteses de implementacdo que

raramente sao satisfeitas na pratica. Seja em simulacdes computacionais, devido aos erros de
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integracdo numérica, ou em sistemas fisicos, em razdo da presenca de dindmicas ndo modeladas,
incertezas e perturbacdes, as trajetorias de estado ficam confinadas em uma vizinhanga da regido
de modos deslizantes ideal, denominada regido de modos deslizantes pratico, em vez de atingi-la
e nela permanecer exatamente (FRIDMAN, 2007; RUDERMAN et al., 2026; LEVANT, 2010).

Quando o sistema é simultaneamente submetido a perturbagdes casadas com limite
superior desconhecido (visto que o ganho de chaveamento deve superar esse limite para garantir
o alcance, mas, por ndo ser conhecido a priori, impede a determinagdo prévia do ganho antes da
execucao do controlador (UTKIN; POZNYAK, 2013; OBEID; LAGHROUCHE; FRIDMAN,
2021; OVALLE et al., 2026)), a perturba¢des ndo casadas, cujos efeitos persistem em regime
de modo deslizante por atuarem fora do espaco vetorial gerado pela matriz de entrada (YAN;
SPURGEON; EDWARDS, 2005; YANG; LI; YU, 2012; ZHOU et al., 2023; ZHAO; LI; SONG,
2021; ZHANG:; SHI; XIA, 2010; SUN et al., 2024; FERRARA; INCREMONA; VECCHIO,
2023; BOO; CHWA, 2023), o projeto de controle torna-se substancialmente mais complexo. A
ocorréncia simultanea dessas complexidades em sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares impoe
restricdes adicionais a sintese de controle, dificultando a certificacao analitica da estabilidade

pratica e da rejeicao de perturbacdes em malha fechada.

No projeto de controle por modos deslizantes, assume-se tradicionalmente uma atuali-
zagdo continua da entrada de controle, premissa que se torna computacionalmente onerosa e,
por vezes, invidvel em sistemas digitais e em rede (BEHERA et al., 2021). O controle acionado
por eventos supera essa limitagdo ao condicionar a atualizagdo da entrada a uma condi¢do de
acionamento definida em funcd@o do erro de acionamento, atualizando a entrada de controle
apenas quando estritamente necessiario (MAZO; TABUADA, 2008; TABUADA, 2007), com
impacto direto na redu¢do do consumo de recursos computacionais, de comunicacao e de energia
(HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012; PAN; WU; LAM, 2022; SONG et al., 2023b;
SHI et al., 2023). Na literatura, o limiar é tipicamente de forma proporcional a trajetdrias de
estado do sistema (TABUADA, 2007), de forma combinada com um termo absoluto para mitigar
o comportamento Zeno (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012), ou de forma dindmica
que introduz uma varidvel auxiliar no limiar para reduzir a frequéncia de acionamentos (GI-
RARD, 2014). A escolha do limiar ndo € trivial: valores excessivamente pequenos aumentam a
frequéncia de acionamentos, aproximando o comportamento do sistema ao da atualiza¢ao conti-
nua e comprometendo o desempenho do mecanismo de acionamento por eventos, € consequente,
as vantagens da abordagem de controle acionado por eventos (HEEMELS; JOHANSSON;
TABUADA, 2012; TABUADA, 2007); valores excessivamente grandes reduzem a frequéncia
de acionamentos, mas ampliam os termos residuais introduzidos na derivada do funcional de
Lyapunov—Krasovskii, comprometendo o desempenho do sistema na regido de modos deslizantes
pratico (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b; MONDAL; BEHERA, 2023).

A teoria da dissipatividade surge como a abordagem capaz de responder a essa questao,

ao formalizar um vinculo energético entre o mecanismo de acionamento por eventos e a dissipa-
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tividade sistema em malha fechada. Introduzida originalmente por J. C. Willems (WILLEMS,
1972a; WILLEMS, 1972b; SCHAFT, 2022), essa teoria caracteriza o comportamento de sistemas
dinamicos por meio de seu balanco energético, estabelecendo condi¢des sob as quais a energia
armazenada pelo sistema € limitada pela energia fornecida externamente (WILLEMS; TAKABA,
2007). Como um caso particular, a passividade impde que a taxa de variacdo da energia armaze-
nada nunca excede a poténcia fornecida externamente (HILL; LIU, 2022). A extensdo para a
passividade robusta incorpora explicitamente a influéncia das perturbacdes ndo casadas nesse
balanco energético, quantificando, por meio de um coeficiente de passividade robusta, a margem
de dissipagdo disponivel do sistema frente a energia dessas perturbacoes (WU; ZHENG, 2009;
GAO; SUN; LU, 2011; FUJIIMOTO et al., 2021; CHE et al., 2019). E justamente a presenga
explicita desse coeficiente na condi¢@o de passividade robusta que permite, por um lado, derivar
analiticamente um limite superior para limiar maximo em fun¢do do coeficiente de passividade
robusta, estabelecendo um vinculo energético entre 0 mecanismo de acionamento por eventos e
o comportamento dissipativo do sistema em malha fechada; e, por outro, limitar o impacto da

perturbagdo nao casada na saida do sistema pelo proprio coeficiente (WU; ZHENG, 2009).

E nesse cendrio que se insere esta tese. A combinagdo de sistemas fuzzy T-S tipo-2
intervalares, atraso de tempo variante, perturbacdes casadas com limite superior desconhecido,
perturbagdes nao casadas, controle por modos deslizantes adaptativo acionado por eventos e
garantia de passividade robusta configura um problema de elevada complexidade teérica, para o
qual ainda ndo h4 solucdo unificada na literatura. O desafio central que motiva esta tese consiste
em garantir, de forma simultinea e com fundamentacdo energética rigorosa, a estabilidade
do sistema em malha fechada na presenca de atraso de tempo variante e a robustez frente as
perturbagdes, sem recorrer a condi¢des excessivamente conservadoras. Diante disso, o problema
de pesquisa investigado pode ser formulado da seguinte forma: para a classe de sistemas fuzzy T-
S tipo-2 intervalares sujeitos a atrasos de tempo variantes no estado, perturbagoes casadas com
limite superior desconhecido e perturbacoes ndo casadas, é possivel projetar um controlador
por modos deslizantes adaptativo acionado por eventos capaz de garantir a estabilidade prdtica
do sistema e a convergéncia em tempo finito das trajetorias de estado para a regido de modos
deslizantes prdtico, estabelecendo, por meio de um limite superior para o limiar de acionamento
como fungdo do coeficiente de passividade robusta prescrito, um vinculo energético analitico
entre o mecanismo de acionamento por eventos e o comportamento dissipativo do sistema em
malha fechada, além de assegurar, por esse mesmo coeficiente, um limite energético para a

influéncia da perturbacdo ndo casada sobre a saida?

1.2 Motivacao e Relevancia

Sistemas de controle em aplicagdes reais raramente operam em condi¢des ideais. Em
sistemas robéticos, a dinAmica de elos flexiveis e a variacdo de inércia ao longo da trajetoria

exigem que o controlador lide com uma diversidade de condi¢des operacionais sem perda de
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desempenho (SLOTINE, 1985; KHAN et al., 2022). Em sistemas de energia, oscilacdes de carga
alteram continuamente o regime de operagdao (HAMDAN; YOUSSEF; NOURELDEEN, 2023;
ARRIFANO et al., 2007; HUERTA; LOUKIANOV:; CANEDO, 2018). Em veiculos autbnomos
e sistemas de controle conectados em rede, atrasos de comunica¢@o variantes e incertezas de
modelagem impdem restri¢cdes severas ao projeto de controle (FRIDMAN, 2014; LV et al., 2025;
KHANESAR et al., 2014). Em todos esses casos, o modelo matematico disponivel € apenas uma
aproximagao do sistema real: parametros variam, perturbacdes estdo presentes e hd informacao
incompleta sobre os limites dessas variacdes (ZHOU et al., 2023). A ocorréncia simultanea
dessas complexidades em sistemas de controle por modo deslizante para modelos fuzzy T-S
tipo-2 intervalares impde desafios significativos ao projeto do controlador, comprometendo a
qualidade do regime de modo deslizante prético e a capacidade de rejei¢do de perturbacdes em
malha fechada (MARTINEZ-FUENTES; PEREZ-VENTURA; FRIDMAN, 2021; FRIDMAN,
2002; BOIKO et al., 2007).

As abordagens existentes tratam essas fontes de dificuldade de forma fragmentada.
Quanto ao tratamento do ganho de chaveamento na auséncia do conhecimento do limite superior
da perturbacdo casada, duas familias de estratégias adaptativas foram propostas na literatura. A
primeira baseia-se na estimagdo da perturbagdo via controle equivalente (LEE; UTKIN, 2007;
UTKIN; POZNYAK, 2013), exigindo o uso de um filtro passa-baixas e, tipicamente, o conheci-
mento do limite superior da perturbagdo para o projeto do filtro. A segunda familia baseia-se
na adaptagdo do ganho de chaveamento sem estimagdo direta da perturbacdo (HUANG; KUO;
CHANG, 2008; PLESTAN et al., 2010; OBEID et al., 2018): a adapta¢do por crescimento mono-
tonico INCREMONA; CUCUZZELLA; FERRARA, 2016), formulacdo original dessa familia,
resulta em sobrestimacao persistente do ganho sem garantia de convergéncia das trajetérias a
uma vizinhanga da regido de modos deslizantes; a adaptacdo de dupla camada (PLESTAN et
al., 2010) introduz uma estratégia de decrescimento nessa vizinhanga, mas sem assegurar de
forma construtiva que sua fronteira nunca serd cruzada; e a adaptacdo baseada em funcao de
barreira (OBEID et al., 2018; RODRIGUES et al., 2022) permite tanto o crescimento quanto o
decrescimento do ganho nessa vizinhanca, assegurando construtivamente sua invariancia positiva
e realizando uma sobrestimacgdo controlada do ganho. Contudo, nenhuma dessas estratégias
havia sido estendida a sistemas fuzzy TS tipo-2 intervalares sujeitos simultaneamente a atraso de
tempo variante e a perturbacdes ndo casadas, tampouco articulada com garantias de passividade
robusta (NORONHA; SERRA, 2026a), e a hipotese restritiva de matrizes de entrada idénticas
entre os sistemas locais, adotada na maioria dos trabalhos da literatura, impde uma restri¢ao

estrutural raramente satisfeita na prética.

A teoria de sistemas fuzzy trata a presenga de incertezas nas fungdes de pertinéncia
por meio, por exemplo, da classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares (MENDEL et al.,
2014; NAMADCHIAN et al., 2023; JOHN; MENDEL, 2023), na qual os graus de pertinéncia
pertencem a intervalos delimitados por limites inferior e superior conhecidos, tornando o con-

trolador robusto a toda variagdo dentro desse intervalo. Contudo, essa classe ainda ndo havia
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sido considerada simultaneamente com perturbagdes casadas com limite superior desconhecido,
perturbacdes ndo casadas, atraso de tempo variante e acionamento por eventos num mesmo

procedimento de projeto.

No que diz respeito ao atraso de tempo variante, as condicdes de estabilidade disponiveis
na literatura tornam-se progressivamente menos conservadoras (ZHANG et al., 2017; ZHANG;
HAN; GE, 2020), mas poucos trabalhos obtém o atraso maximo admissivel sem recorrer a um
procedimento de co-design que acopla a sintese de controle a certificagdo do atraso maximo
admissivel, aumentando a complexidade computacional e o conservadorismo das LMIs resultan-
tes (ZHAO; ZHAO, 2025). Entre as exce¢des, (NORONHA; SERRA, 2026b) certifica o atraso
maximo admissivel de forma desacoplada da sintese de controle, porém para sistemas fuzzy T-S
tipo-2 sem adaptagdo por fun¢do de barreira, sem tratamento de perturbacdes nao casadas e sem

passividade robusta.

Quanto ao acionamento por eventos, embora a literatura de sistemas de controle em rede
ja tenha explorado o vinculo entre o mecanismo de acionamento e propriedades dissipativas
do sistema (YU; ANTSAKLIS, 2011; RAHNAMA; XIA; ANTSAKLIS, 2016; DONKERS;
HEEMELS, 2012), e embora a limitagdo do impacto de perturbacdes ndo casadas na saida por
meio de passividade robusta seja um resultado consolidado (GAO; SUN; LU, 2011; MADEIRA,
2021), nenhum desses resultados foi desenvolvido no contexto do controle por modos deslizantes
adaptativo para sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares com matrizes de entrada distintas entre os
sistemas locais, sujeitos simultaneamente a atraso de tempo variante, perturbagcdes casadas com
limite superior desconhecido, perturbacdes ndo casadas e acionamento por eventos com limiar

definido por meio de uma relagdo analitica com o comportamento dissipativo do sistema.

Nenhum trabalho da literatura retine, sob um tnico procedimento de projeto, o tratamento
simultaneo dessas complexidades em uma formulacdo matemadtica unificada, o que caracteriza a
lacuna central que esta tese se propde a preencher. Para tanto, sdo propostos dois métodos de
controle, denominados Método 1 e Método 2, que compartilham a mesma estrutura de estabili-
zagdo pratica e passividade robusta desenvolvida nesta tese, mas empregam, respectivamente,
a adaptagdo do ganho de chaveamento por crescimento monotdnico e por fun¢do de barreira,
estendendo ambas as familias a classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares sob as demais
complexidades consideradas. A Tabela 1 evidencia essa lacuna ao comparar os trabalhos mais
proximos da literatura. Nenhum deles retine simultaneamente: modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar
com matrizes de entrada distintas entre os sistemas locais; atraso variante com maximizac¢ao do
atraso admissivel sem co-design; controle por modos deslizantes adaptativo por crescimento mo-
notdnico e por fun¢do de barreira para perturbacdes casadas com limite superior desconhecido;
perturbacdes nio casadas com limitacao do impacto na saida pelo coeficiente de passividade
robusta; acionamento por eventos com garantia analitica da auséncia do comportamento Zeno; e
passividade robusta como critério de vinculo energético entre 0 mecanismo de acionamento e

a dissipacao do sistema em malha fechada, ao estabelecer um limite superior para o limiar de
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acionamento em fun¢do do coeficiente de passividade robusta. Ainda que a combinagao entre
acionamento por eventos e passividade j4 tenha sido explorada em sistemas de controle em
rede genéricos (DONKERS; HEEMELS, 2012; RAHNAMA; XIA; ANTSAKLIS, 2016), essa
abordagem nao havia sido, até o presente momento, integrada ao controle por modos deslizantes,
tampouco aplicada a defini¢do analitica do limiar de acionamento em sistemas fuzzy T-S tipo-2
intervalares com atraso.

Tabela 1 — Comparag@o entre os trabalhos mais proximos da proposta desta tese.
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A relevancia desta tese pode ser aferida pelo que ela oferece aos pesquisadores e projetis-
tas que lidam com a classe de sistemas considerada. No que diz respeito ao projeto de controle,
torna-se possivel certificar o atraso mdximo admissivel de forma desacoplada da sintese de

controle, sem a necessidade de reformular as LMIs de projeto, ao estender o procedimento de
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bissecdo introduzido em (NORONHA; SERRA, 2026b) a classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2
intervalares considerada. Essa abordagem dispensa o uso de estratégias de co-design (ZHAO;
ZHAQO, 2025), superando o acoplamento matematico inerente a tais métodos e eliminando a
necessidade de técnicas iterativas de otimizagdo ou estratégias de relaxacdo para viabilizar a
solu¢do do problema. Quanto a robustez a perturbacdes, o projetista passa a dispor de garantias
analiticas que ndo exigem o conhecimento prévio do limite superior das perturbacdes casadas
nem do perfil temporal das perturba¢des nio casadas, propriedades que, até entdo, nao estavam
disponiveis de forma unificada para sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares (OBEID et al., 2018;
GAO; SUN; LU, 2011; MADEIRA, 2021).

No que se refere as estratégias de adapta¢do do ganho de chaveamento, o Método 1, cuja
estratégia de adaptacdo € baseada em crescimento monotonico, oferece uma lei de adaptacao
simples, de facil implementacdo e de baixo custo computacional, garantindo que o ganho de
chaveamento converge para um valor fixo, em vez de crescer indefinidamente. J4 o Método 2, cuja
estratégia de adaptacao € baseada em funcao de barreira, oferece um ganho de chaveamento mais
proximo do estritamente necessario para manter as trajetorias na regido de modos deslizantes
pratico, pois permite tanto o crescimento quanto o decrescimento do ganho, assegurando de
forma construtiva que ele nunca ultrapassa um limite superior predefinido. Essa caracteristica
reduz o esforco de controle e o efeito de chattering associados a um ganho excessivamente
elevado, tornando-o mais adequado a aplicacdes em que o consumo de energia ou o desgaste
dos atuadores € uma preocupagdo relevante. Ao disponibilizar ambas as estratégias, esta tese
permite escolher a adaptagdo mais adequada ao compromisso desejado entre simplicidade de
projeto e eficiéncia no uso do esforco de controle, sem abrir mao das demais garantias analiticas

desenvolvidas.

No que concerne ao acionamento por eventos, passa-se a dispor de um critério analitico
para a escolha do limiar de acionamento baseado no comportamento dissipativo do sistema em
malha fechada, em vez de recorrer a escolhas empiricas ou conservadoras (YU; ANTSAKLIS,
2011; RAHNAMA; XIA; ANTSAKLIS, 2016). Do ponto de vista da teoria de controle, esse
vinculo energético € relevante pelo seguinte motivo: o acionamento por eventos introduz um
erro de acionamento entre o estado medido no dltimo instante de acionamento e o estado atual
do sistema, e esse erro insere uma quantidade adicional de energia na malha fechada a cada
intervalo entre acionamentos. Se o limiar de acionamento for escolhido de forma arbitréria,
essa energia adicional pode superar a margem de dissipacdo garantida pela passividade robusta,
comprometendo a estabilidade e a capacidade de atenuacdo energética das perturbacdes do
sistema. Ao definir o limite superior do limiar como func¢do do coeficiente de passividade robusta,
a energia maxima introduzida pelo erro de acionamento fica delimitada por uma quantidade que
a propria margem de dissipagdo do sistema é capaz de absorver, de modo que a dissipatividade é
preservada por constru¢do, mesmo com a lei de controle atualizada apenas quando um evento €
gerado. Esse mesmo coeficiente assegura, adicionalmente, uma atenuacao energética do efeito

da perturbacdo ndo casada sobre a saida, de modo que a escolha do limiar de acionamento e a
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robustez a essa perturbag@o passam a ser tratadas de forma unificada por um tinico parametro
de projeto. Como a estabilizagdo pratica e a atenuacdo energética das perturbacdes ndo casadas
nesta tese sao obtidas justamente a partir da desigualdade de passividade robusta, garantir que
0 acionamento por eventos ndo viole essa desigualdade significa preservar, a0 mesmo tempo,
todas as propriedades que dela derivam. Isso possibilita reduzir a frequéncia de atualizacdo da
lei de controle, economizando recursos computacionais, de comunicacao e de energia, sem abrir
mao das garantias certificadas de estabilidade e de atenuagdo energética das perturbagdes. Esse
resultado € particularmente relevante em aplica¢des com restrigdes de largura de banda e energia,

nas quais a escolha inadequada do limiar compromete diretamente o desempenho do sistema.

A relevancia prética estende-se diretamente as classes de sistemas mencionadas no inicio
desta secdo. Rob6s com elos flexiveis estdo sujeitos tanto a perturbacdes estruturadas com
limite superior desconhecido quanto a perturbagdes nao estruturadas ndo modeladas (KHAN
et al., 2022). Sistemas de energia enfrentam incertezas paramétricas que se propagam como
imprecisdo nas fungdes de pertinéncia, além de perturbacdes ndo casadas oriundas de flutuacdes
na rede (HAMDAN; YOUSSEF; NOURELDEEN, 2023; ARRIFANO et al., 2007; HUERTA;
LOUKIANOV; CANEDO, 2018). Veiculos autbnomos e sistemas em rede operam sob atraso de
comunicagao variante e sob restricdes de largura de banda e energia que tornam a atualizacao
continua da entrada de controle impraticivel (FRIDMAN, 2014; HEEMELS; JOHANSSON;
TABUADA, 2012; DONG et al., 2024; SHI et al., 2023). Em todos esses casos, a metodologia
proposta oferece uma via de projeto com garantias analiticas de desempenho e eficiéncia no uso

de recursos, sem abrir mao do rigor exigido por aplicagdes criticas.

1.3 Objetivos da Pesquisa

1.3.1 Objetivo Geral

Desenvolver metodologias de controle fuzzy T=S tipo-2 intervalar por modos deslizantes
adaptativas, acionadas por eventos e com garantia de passividade robusta, para sistemas nao
lineares com atraso de tempo variante, com matrizes de entrada distintas entre os sistemas locais
lineares e sujeitos a perturbagdes casadas com limite superior desconhecido e perturbag¢des nao
casadas, de forma a garantir analiticamente a estabilidade prética do sistema em malha fechada,
a auséncia do comportamento Zeno e o estabelecimento de um vinculo energético analitico entre
0 mecanismo de acionamento por eventos € o comportamento dissipativo em malha fechada, ao
limitar superiormente o limiar de acionamento em fungao do coeficiente de passividade robusta
prescrito, além de assegurar a atenuagdo energética da influéncia da perturbacdo ndo casada
na saida por esse mesmo coeficiente, com eficiéncia no uso de recursos computacionais, de

comunicacdo e energéticos evidenciada por avaliacdo computacional.

1.3.2 Objetivos Especificos

Para o alcance do objetivo geral, estabelecem-se as seguintes metas especificas:
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1. Propor um procedimento de projeto da regido de modos deslizantes pratico para sistemas
fuzzy T-S tipo-2 intervalares com atraso de tempo variante, matrizes de entrada distintas
entre os subsistemas locais e sujeitos a perturbacdes casadas e ndo casadas, sob controle

por modos deslizantes acionado por eventos.

2. Desenvolver uma lei de controle adaptativo por modos deslizantes baseada em crescimento

monotonico sem sobrestimagdo para sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares.

3. Desenvolver uma lei de controle adaptativo por modos deslizantes baseada em funcao de

barreira para sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares.

4. Formular um mecanismo de acionamento por eventos com garantia analitica de auséncia

do comportamento Zeno na sequéncia de instantes de acionamento.

5. Desenvolver um procedimento pds-projeto desacoplado, por bissegdo, para certificagdo do

atraso maximo admissivel, sem necessidade de co-design.

6. Incorporar a condi¢do de passividade robusta ao procedimento de projeto, de modo a
estabelecer um vinculo energético analitico entre 0 mecanismo de acionamento por eventos
e o comportamento dissipativo do sistema em malha fechada por limitar superiormente
o limiar de acionamento como funcdo do coeficiente de passividade robusta, além de
assegurar, por esse mesmo coeficiente, um limite energético para o impacto da perturbacao

ndo casada sobre a saida.

1.4 Contribuicoes

As contribui¢des originais desta tese sdo apresentadas a seguir.

1. Estabelecem-se, para a classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares considerada, com
matrizes de entrada distintas entre os subsistemas locais, na regido de modos deslizantes
pratico, condi¢des de estabilizacao pratica e de passividade robusta a partir da desigual-
dade de passividade robusta, com funcdo de armazenamento dada por um funcional de
Lyapunov—Krasovskii fuzzy, da qual se derivam condi¢des na forma de LMIs dependentes
do atraso maximo, dos limites superiores das taxas de variacao do atraso e dos graus de
pertinéncia, e do coeficiente de passividade robusta. A factibilidade dessas condicdes, além
de determinar a matriz da varidvel deslizante, certifica a passividade robusta e fornece as
varidveis de decisdo necessdrias a deducdo das condicdes de estabilidade pratica, cujo raio
da regido de estabilidade pratica, para ambos os métodos, é determinado independente-
mente da estimativa do limite superior da perturbacio casada, bem como o limite superior

da regido de modos deslizantes prético.

2. Desenvolve-se uma lei adaptativa baseada no crescimento monotdnico do ganho de chavea-

mento, que dispensa o conhecimento do limite superior da perturbacio casada para garantir
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a convergéncia das trajetérias de estado para a regido de modos deslizantes pratico, com
convergéncia forcada do ganho assim que as trajetdrias atingem essa regido. O instante de

alcance € independente da estimativa do limite da referida perturbagao.

3. Desenvolve-se uma lei adaptativa baseada em funcao de barreira para o ganho de cha-
veamento. A estratégia flexibiliza a condi¢ao de dominancia desse ganho sobre o limite
superior da perturbacdo casada por meio de uma regido de relaxamento na qual a dominén-
cia ndo é imposta. Por permitir o crescimento e o decrescimento do ganho, a abordagem
produz uma agdo de controle menos agressiva dentro da regido de modos deslizantes
prético, em compara¢ao ao mecanismo monotonico. O instante de alcance dessa regido €

igualmente independente da estimativa do limite superior da perturbacao.

4. Estabelece-se a invariancia positiva da regiao de modos deslizantes pratico tanto para o
método baseado em crescimento monotdnico quanto para o caso com fungdo de barreira,
sob a presenca simultanea de atraso variante no tempo, perturbacdes casadas e nio casadas,

e controle acionado por eventos.

5. Formula-se o mecanismo de acionamento por eventos, assegurando-se a auséncia do

comportamento de Zeno na sequéncia de instantes de acionamento.

6. Propde-se um procedimento desacoplado para a certificacdo do atraso maximo admissivel
sem recorrer a estratégias de co-design, o que supera o acoplamento sintdtico entre o
projeto de controle e a determinacdo da margem de atraso, dispensando rotinas iterativas
de relaxacdo e permitindo avaliar o comportamento do sistema sem a necessidade de
re-projetar o controle, fornecendo uma margem de robustez com respeito ao atraso de

projeto.

7. Deriva-se analiticamente um limite superior para o limiar de acionamento, estabelecendo
um vinculo energético explicito entre 0 mecanismo de eventos e a dissipatividade em
malha fechada, além de assegurar, por esse mesmo coeficiente, a atenuacdo energética

para o impacto da perturbagc@o ndo casada sobre a saida.

1.5 Producao Bibliografica

A seguir sdo apresentados os artigos publicados, aceitos e submetidos ao longo do

desenvolvimento desta tese:

* NORONHA, R. P;; SERRA, G. L. de O. Estabilidade e estabilizac@o robusta de sistemas
positivos chaveados variantes no tempo na presenca de atrasos na fun¢do de estados. In:
Congresso Brasileiro de Automdtica — CBA. [S.1.: s.n.], 2022. v. 3, n. 1.
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* NORONHA, R. P.; SERRA, G. L. de O. Estabilizacdo poliquadratica de sistemas posi-
tivos chaveados com incertezas politdpicas variantes no tempo e alocacio regional de

autovalores. In: Congresso Brasileiro de Automdtica — CBA. [S.1.: s.n.], 2022. v. 3, n. 1.

* NORONHA, R. P; SERRA, G. L. de O. Polyquadratic stability of positive switched
systems with time-varying polytopic uncertainties via structured Lyapunov functions.
In: 2022 Australian & New Zealand Control Conference (ANZCC). [S.1.]: IEEE, 2022.
p- 237-242.

* NORONHA, R. P;; SERRA, G. L. de O. Controle por modos deslizantes adaptativo
event-triggered para sistemas nebulosos tipo-2 intervalares. In: Simpdsio Brasileiro de
Automacdo Inteligente — SBAI. [S.1.: s.n.], 2023. v. 1, n. 2.

* NORONHA, R. P.;; SERRA, G. L. de O. Estabilidade e estabiliza¢do poliquadratica
com desempenho H,, para sistemas positivos nebulosos tipo-2 intervalares chaveados. In:

Simposio Brasileiro de Automacgdo Inteligente — SBAI. [S.1.: s.n.], 2023. v. 1, n. 2.

* NORONHA, R. P;; SERRA, G. L. de O. Event-Triggered Adaptive Sliding Mode Control
for Interval Type-2 T-S Fuzzy Systems with Time-Varying Delay. Publicado em: Journal
of Control, Automation and Electrical Systems, 2026.

* NORONHA, R. P;; SERRA, G. L. de O. Adaptive Sliding Mode Control Design for
Interval Type-2 T-S Fuzzy Systems with Time Delay: An Event-Triggered Approach.

Publicado em: International Journal of Robust and Nonlinear Control, 2026.

* NORONHA, R. P; SERRA, G. L. de O. Event-Triggered Barrier Function-Based Adaptive
Sliding Mode Control for Delayed IT2 T-S Fuzzy Systems. Submetido para publicagao:
IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 2026.

1.6 Organizacao da Tese

Com o intuito de apresentar o desenvolvimento metodolégico e os resultados alcangados
de forma clara e estruturada, esta tese encontra-se organizada em cinco capitulos, descritos a

seguir.

» Capitulo 1 (Consideracoes Iniciais): Apresenta a contextualizacdo do problema de
pesquisa, a motivagdo e relevancia do trabalho, os objetivos geral e especificos, as contri-

buicdes originais e a producdo bibliogréfica resultante.

 Capitulo 2 (Fundamentacao Tedrica): Apresenta a base conceitual necesséria ao desen-
volvimento da tese, abordando os fundamentos de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares,

os fundamentos de sistemas com atraso de tempo e a andlise de estabilidade por meio da
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abordagem de Lyapunov—Krasovskii, os fundamentos de sistemas chaveados, os funda-
mentos de controle por modos deslizantes de primeira ordem, sua extensdo adaptativa
(por crescimento monotOnico, por dupla camada e por fun¢do de barreira) e acionada por
eventos (incluindo as estratégias de monitoragdo, a condi¢do de acionamento e a garantia
de auséncia do comportamento Zeno), e os fundamentos da teoria de dissipatividade e de

passividade robusta.

» Capitulo 3 (Descricao dos Métodos de Controle Propostos): Formula o problema de
controle e descreve as duas metodologias propostas, denominadas Método 1 e Método 2,
cujos ganhos de chaveamento sio adaptados por crescimento monotonico e por fun¢do de
barreira, respectivamente. Para cada método, demonstram-se a convergéncia das trajetorias
de estado a regidao de modos deslizantes pratico, a garantia analitica de auséncia do
comportamento Zeno e as condi¢des de estabilizacio pratica e de passividade robusta. A
partir da desigualdade de passividade robusta, tomando como fun¢do de armazenamento
um funcional candidato de Lyapunov—Krasovskii fuzzy, derivam-se LMIs dependentes do
atraso maximo admissivel, dos limites superiores das taxas de variacao do atraso e dos
graus de pertinéncia, e do coeficiente de passividade robusta, de modo que a factibilidade
dessas LMIs certifica a passividade robusta para o coeficiente especificado e fornece as
varidveis de decisdo necessdrias a deducdo das condicdes de estabilizacao prética. O
capitulo estabelece ainda, em trés passos, o vinculo energético analitico entre o mecanismo
de acionamento por eventos e o comportamento dissipativo do sistema, definindo o limite
superior para o limiar de acionamento por eventos em funcdo do coeficiente de passividade

robusta para cada método de controle.

* Capitulo 4 (Resultados Computacionais): Apresenta a avaliacio computacional dos
métodos propostos, dividida em duas frentes. A primeira compara o Método 1 e o Método 2
entre si, descrevendo o sistema e os parametros de simula¢do adotados e analisando
o desempenho resultante. A segunda compara os métodos propostos com abordagens
consolidadas da literatura, especificamente os métodos de Li et al. (2016) e de Su et al.

(2019), cada comparagao conduzida em dois cendrios de complexidade crescente.

» Capitulo 5 (Consideracoes Finais): Apresenta as conclusdes gerais da tese, discute as
limitacdes do trabalho e aponta dire¢des para trabalhos futuros. Entre as extensoes iden-
tificadas, destacam-se: a generalizacdo da condic@o de passividade robusta para funcdes
de suprimento QSR mais ricas, como caso particular da dissipatividade QSR generali-
zada, permitindo critérios de projeto mais flexiveis e potencialmente relacdes analiticas
mais completas entre os parametros de projeto e o comportamento do sistema na regiao
de modos deslizantes pratico; a formalizagdo analitica da relagc@o entre o coeficiente de
passividade robusta e os parametros do chattering, cuja caracterizagdo requer abordagens
baseadas em func¢do descritiva ou anélise de sistemas de Filippov, ndo contempladas nesta

tese; a extensao da abordagem proposta para modelos fuzzy T-S tipo-2 intervalares com
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consequentes polinomiais via soma de quadrados; o emprego de desigualdades integrais
menos conservadoras que a de Jensen, como as desigualdades de Wirtinger, de Bessel—-
Legendre de ordem superior ou abordagens baseadas em matrizes livres, na constru¢ao
de funcionais de Lyapunov—Krasovskii fuzzy menos conservadores; e a proposicao de
uma estratégia de monitoracdo ndo continua, que eliminaria a exigéncia de verificagdo
ininterrupta da condi¢do de acionamento e ampliaria a aplicabilidade dos métodos pro-
postos a plataformas embarcadas com restri¢cdes severas de energia e de capacidade de
processamento.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo retine os fundamentos tedricos necessarios ao desenvolvimento dos métodos
de controle propostos nesta tese. A Secdo 2.1 apresenta os fundamentos de controle baseado em
sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares, abrangendo a estrutura do modelo, o projeto da fungdo de
controle e as condi¢des de estabilizacdo por meio de LMIs. A Secao 2.2 introduz os fundamentos
de sistemas com atraso de tempo, com €nfase na classificacdo das equacdes diferenciais com
atraso, na andlise de estabilidade baseada em funcionais de Lyapunov—Krasovskii e nas condi¢des
de estabilidade independentes e dependentes do atraso. A Secdo 2.3 trata dos fundamentos de
sistemas chaveados, discutindo as principais classes de fun¢des de chaveamento, as condicdes de
boa defini¢ao e boa posicao, a sequéncia de chaveamento e a construcdo da solugdo em forma
fechada para sistemas lineares chaveados. A Secdo 2.4 expde os fundamentos de controle por
modos deslizantes, cobrindo a dindmica de modo deslizante pelos métodos de Filippov e do
controle equivalente, o procedimento de projeto da regido de modos deslizantes e da funcao
de controle por modos deslizantes, € o fendmeno do chattering. A Secdo 2.5 estende esses
conceitos ao controle por modos deslizantes adaptativo, apresentando a formulacido do problema
de adaptacdo do ganho de chaveamento na auséncia do conhecimento do limite superior da
perturbacdo casada e as trés formulacdes consolidadas na literatura: adaptacao por crescimento
monotonico, adaptagdo de dupla camada e adaptac@o baseada em fung¢do de barreira, com énfase
nas propriedades de invariancia e nas limitagdes de cada abordagem. A Sec¢do 2.6 trata do
controle por modos deslizantes acionado por eventos, abordando as estratégias de monitoragao,
as principais classes de condi¢des de acionamento por eventos, o comportamento Zeno, a
regiao de modos deslizantes pratico e as condi¢des de estabilidade pratica e de auséncia do
comportamento Zeno. Por fim, a Secdo 2.7 apresenta os fundamentos da teoria da dissipatividade
e passividade, incluindo sistemas dissipativos, suas fun¢des de armazenamento, sistemas passivos
e sistemas robustamente passivos, com a caracterizacao da passividade robusta via funcional de

Lyapunov—Krasovskii.

2.1 Fundamentos de Controle Baseado em Sistemas Fuzzy T-S Tipo-2 Intervalares

Problemas de controle para sistemas fuzzy T-S tipo-1 tém recebido muita atencao pela
comunidade de sistemas dinamicos (SALA, 2009; MAGOSSI et al., 2022; FARIA et al., 2022;
BERNAL et al., 2022; PRECUP; NGUYEN; BLAZIC, 2024). Com o uso de sistemas fuzzy T-S
tipo-1, € possivel representar dindmicas complexas por meio da decomposi¢do do espaco de
estados em regides sobrepostas, associadas a sistemas locais (MOZELLI; SOUZA; PALHARES,
2011). Cada sistema local € ponderado por um grau de pertinéncia, e a dindmica global do
sistema € obtida por uma combinag@o convexa das dindmicas locais, sendo os coeficientes dessa

combinac¢do definidos pelos respectivos graus de pertinéncia (ARRIFANO et al., 2007). Dessa
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forma, sistemas fuzzy T-S tipo-1 podem ser interpretados como uma classe particular de sistemas
politépicos, os quais possuem um formalismo tedrico consolidado na literatura de controle

robusto e de sistemas variantes no tempo (SALA, 2009).

Contudo, as fun¢des de pertinéncia de conjuntos fuzzy tipo-1 apresentam limitacdes no
tratamento de incertezas intrinsecas aos proprios graus de pertinéncia. Tal cenédrio € comum em
situagdes praticas nas quais os parametros do sistema sdo desconhecidos ou oscilam dentro de
intervalos nao determinados com precisdo, e nas quais a definicdo das funcdes de pertinéncia
tipo-1 €, por si s0, sujeita a imprecisdoes (LAM et al., 2013). Para melhor compreender essa
limitagdo, considere um conjunto fuzzy, denotado por A, contido no universo de discurso X.
Em tal estrutura, cada elemento x € X recebe um grau de pertinéncia u4(x) € [0, 1], mapeado
pela fungdo ug : X — [0, 1], que quantifica o nivel de pertencimento de x ao conjunto 4. No
entanto, essa formulacdo nao é capaz de considerar incertezas sobre o préprio valor do grau de
pertinéncia (MENDEL et al., 2014).

Os sistemas fuzzy T-S tipo-2 estendem o conceito dos sistemas fuzzy T-S tipo-1, permi-
tindo que os proprios graus de pertinéncia sejam representados como conjuntos fuzzy (MENDEL
et al., 2014). Formalmente, para um sistema fuzzy tipo-2, um conjunto fuzzy, denotado por B
contido no universo de discurso X, a fun¢@o de pertinéncia é um mapa ug : X — ([0, 1]), onde
F (]0,1]) denota o conjunto de todas as fun¢des de pertinéncias definidas sobre [0, 1]. Assim,
para cada x € X, ug(x) é, em si, um conjunto fuzzy sobre [0, 1], denominado conjunto de incerteza
primério, cujo grau de pertinéncia é denominado funcio de pertinéncia secundaria (MENDEL et
al., 2014; NAMADCHIAN et al., 2023). Do ponto de vista de sistemas dindmicos, 0s sistemas
Sfuzzy T=S tipo-2 também podem ser interpretados como sistemas politdpicos em que os pesos da
combinacio convexa sdo variantes no tempo, oferecendo uma abordagem mais abrangente para
o projeto de controle para sistemas incertos, sendo especialmente relevantes quando as fungdes
de pertinéncia e os limites dos conjuntos fuzzy ndo podem ser definidos com exatidao (CHEN;
TAN, 2013).

Uma classe de sistemas fuzzy tipo-2 que se destaca pela sua viabilidade computacional é
a dos sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares. Em um conjunto fuzzy tipo-2 intervalar, a funcao
de pertinéncia secunddria assume valor unitdrio para todo elemento pertencente a regiao de
incerteza (Footprint of Uncertainty — FOU), e zero fora dela JOHN; MENDEL, 2023). A FOU ¢é
delimitado por duas funcdes de pertinéncia, denominadas funcdo de pertinéncia inferior (Lower
Membership Function — LMF) e superior (Upper Membership Function — UMF), denotadas por
Mz (x) e iz (x), respectivamente, as quais satisfazem a condig@o 0 < p;(x) < z(x) < 1 para todo
x € X (MENDEL, 2024a). Essa estrutura simplifica significativamente os processos de inferéncia
e de reducdo de tipo, viabilizando o projeto de controle por meio de LMIs (MENDEL, 2024b;
LAM; LEUNG, 2011).
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2.1.1 Projeto de Controle Baseado em Sistema Fuzzy T-S Tipo-2 Intervalar

Nesta secdo, um sistema fuzzy T-S tipo-2 intervalar € empregado para modelar um
sistema dindmico ndo linear sujeito a incertezas paramétricas. O objetivo € derivar condigdes de
estabilidade e uma func¢ao de controle por realimentacdo de estados que estabilize o sistema em
malha fechada, expressas na forma de LMIs.

2.1.1.1 Sistema Nebuloso T-S Tipo-2 Intervalar

Seja o sistema de regras de inferéncia fuzzy para o sistema nao linear representado por um
modelo fuzzy TS tipo-2 intervalar, em que o antecedente de cada regra é formado por conjuntos
fuzzy e o consequente € um sistema local linear (LAM; LEUNG, 2011):

Regra i: SE fi(x(t)) € M| e...e fy(x(t)) € Miy ENTAO x(¢) = Aix(¢) + Bu(z), (2.1)

paratodoi € {1,2,...,r}, onde x(¢) € R™ denota o estado e u(t) € R™ a entrada de controle.
Cada regra de inferéncia possui, em seu antecedente, ¥ < n, varidveis de premissa fa(xa(t)) ,
para todo o € {1,...,¥}, cada uma pertencente ao conjunto fuzzy M, com um determinado grau
de pertinéncia. As matrizes A; € R**"x ¢ B; € R™*"™_denominadas matriz de estado e matriz

de entrada, definem o i-ésimo sistema local linear.

Em virtude da estrutura intervalar da classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 consideradas
nesta tese (LI et al., 2016b), o grau de pertinéncia de ativa¢do normalizado da i-ésima regra ndao

assume um valor pontual, mas pertence a um intervalo fechado:
o;(x(1)) € [@;(x(1)), @i(x(z))] € [0,1], (2.2)

onde os limites inferior e superior desse intervalo sao calculados, respectivamente, por:

p b4
[Ty, (fox(0))) I:IlﬁMg, (fu(x(2)))

o(x(t) = -2 >0,  o(x(t))

o >0, (23)
Y T, (alx(@)))

I=la=1""“ I=10a=1
em que ®,;(x(7)) e ®;(x(¢)) sdo os graus de pertinéncia de ativacdo inferior e superior normaliza-
dos da i-¢sima regra fuzzy, mapeados pela LMF 1, ; e pela UMF M , respectivamente (LAM;
LEUNG, 2011). Por definicdo, essas fungdes satisfazem:

0 < My, (fal(0)) STy, (ax(@) <1, Vore {1 Wheic {L.r),  Q4)

o que implica diretamente que 0 < ®;(x(¢)) < ®;(x(¢)) < 1 para todo i € {1,...,r}, além de
satisfazerem as seguintes propriedades:

" o,(x(1)) < 1, io_)i(x(t)) > 1. 2.5)
=1 i=1

1
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O procedimento de redugdo de tipo-2 para tipo-1 consiste em mapear o intervalo (2.2)
em um escalar ®;(x(z)), obtido pela combinagio convexa dos limites inferior e superior (LAM
et al., 2013; MENDEL et al., 2014). O grau de pertinéncia de ativagdo normalizado resultante

satisfaz as seguintes propriedades:

(2.6)

onde v;(x(¢)) e V;(x(r)) sdo os pesos da combina¢do convexa entre os graus de pertinén-

cia inferior e superior normalizados. Note que as restricdes (2.6) garantem que ®;(x(t)) €
[o0; (x(7)), @i(x(2))].

O modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar é obtido pela combina¢do convexa dos r sistemas
locais lineares, ponderada pelos graus de pertinéncia de ativagdo normalizados, resultando na

seguinte representacdo em espago de estados:

-

N
I
_

X(t) =

L

(x(r)) @;(x(1)) (Aix(r) +Bou(t iﬁ ®;(x(1)) (Aix(r) +Bsu(r))
=1 2.7)
wi(x(t)) (Ax(t) + Ba(r)).

I
-

1

~.

Comentdrio 2.1. Como o sistema ndo linear estd sujeito a incertezas paramétricas, os coeficientes
de combinagdo convexa v;(x(7)) e V;(x(7)) podem depender dessas incertezas. No entanto, tal
dependéncia nao € necessariamente conhecida nem precisa ser considerada explicitamente no
projeto de controle. Isso constitui uma das vantagens praticas da abordagem tipo-2 intervalar:
embora o modelo (2.7) dependa implicitamente de v, e V; através de ®;, as condi¢des de estabi-
lidade derivadas a seguir sao independentes desses coeficientes, sendo validas para quaisquer
valores admissiveis de v;,0; € [0, 1] satisfazendo (2.6) (LAM; LEUNG, 2011).

2.1.1.2 Projeto de Controle Fuzzy T-S Tipo-2 Intervalar

Para estabilizar o sistema (2.7), (LAM; LEUNG, 2011) propds um método de controle,

por realimentacao de estados, com o seguinte sistema de regras de inferéncia fuzzy:
Regra j: SE fi(x(t)) € M] e...e fu(x(r)) € M}, ENTAO u(r) = Gx(1),  (2.8)
para todo j € {1,2,...,r}, onde G; € R"™*"™ sdo as matrizes de ganho de realimentacdo de

estados da j-ésima funcao de controle, a serem determinadas pelo projeto de controle.

A func@o de controle fuzzy T-S tipo-2 intervalar inferida € obtida pela ponderacdo das
r fungdes de controle pelos graus de pertinéncia inferior e superior de ativagdo normalizados.

Particularmente para o método proposto por (LAM; LEUNG, 2011), diferentemente do modelo
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em (2.7), a funcao de controle fuzzy T-S tipo-2 intervalar inferida ndo incorpora os pesos de
combinagdo convexa V; eV, uma vez que estes podem depender de incertezas ndo mensuraveis.

A funcao de controle fuzzy T-S tipo-2 intervalar é, portanto:

i (1)

(2.9)

)= Lo

onde ®;(x(t)) = ®;(x(#)) + ®;(x(#)) € o grau de pertinéncia normalizado de ativagdo da j-€sima

regra de controle, satisfazendo Y., ®;(x(t)) = L;_; (@;(x(?)) + ®;(x(#))) = 1 por construgdo.

Comentdrio 2.2. A escolha de ponderar a funcao de controle (2.9) diretamente pelos graus de
pertinéncia inferior e superior, sem os coeficientes v e V;, € deliberada. Uma vez que esses
coeficientes dependem das incertezas do sistema e ndo sdo necessariamente mensurdveis em
tempo real, sua inclusio na lei de controle tornaria a implementacao impraticavel. A formulagdao
(2.9) contorna essa dificuldade mantendo tratabilidade computacional, ao custo de introduzir
uma diferenca estrutural entre o0 modelo e o controlador, o que € explicitamente considerado na
andlise de estabilidade a seguir (LAM; LEUNG, 2011).

2.1.1.3 Estabilizacdo do Sistema Fuzzy T-S Tipo-2 Intervalar

A seguir, as condi¢Oes de estabilizagdo do sistema (2.7) sdo derivadas. Substituindo
a funcao de controle fuzzy T=S tipo-2 intervalar (2.9) em (2.7), e utilizando a propriedade de
parti¢do da unidade Y7, @;(x(#)) = 1, obtém-se a dindmica em malha fechada:

Jay
=
|
-
e

N
I
—_

(x(1)) (Aixm B Y o G,-x<r>>

J=1

I
™-
-

N
I
—_
~.
I
—_

o;(x(1))®;(x(1)) (A; +B;G;)x(t) (2.10)

|
™-
1=

N
Il
—_
.
Il
—

(x(1))o;(x(#))d; H;jx(¢),

onde H;; = A; + B;G; € R™*" ¢ a matriz de estados de malha fechada associada ao par de

regras (i, j). Pelas propriedades de parti¢ao da unidade em (2.6) e (2.9), tem-se que:

260,.(,((;)):1, i®j<x<r>>=1, Y Y okx)ox0)=1. @l

i=1j=1

Para analisar a estabilidade do sistema (2.10), considera-se a seguinte funcio V € C!

candidata de Lyapunov:

V(x(r)) =x' (1)Px(r), P=P' =0, PecR™" (2.12)
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Diferenciando-se V (x(7)) ao longo das trajetdrias do sistema (2.10), obtém-se:
V() =x" ()Px(t) +x' (1)Px(1)

Y wi(x (x(1))x" () [H;P + PH;;]x(¢) (2.13)
1j=1

I
M\

i

x" (1) ®x(1),
onde @ = Y7, Y, oi(x(1))®;(x(r)) [HP+PH;;).

_'

Para derivar condi¢des de sintese na forma de LMIs, introduz-se a mudanca de varidvel
X =P~ ! =0, com X € R™*™, Pré e pés-multiplicando (2.13) por X, e definindo a mudanca de
varidvel N; = G ;X € R™*™ paratodo j € {1,...,r}, tem-se que H;;X = A;X+ B;N;. Definindo
z(t) = X~ 'x(t) = Px(t) e substituindo, obtém-se:

Vi)=Y Y oi(x(t)0;(x(1)z" (1) Qijz(t) =z (1) z(t), (2.14)
i=1j=1
onde L
o=} Z x(1))Qij. (2.15)
i=1 j=
€
Qij =AX+XA/ +BN;+N/B/ € R™""™, (2.16)

De acordo com o método direto de Lyapunov (KHALIL, 2002), para que V(x(z)) se
configure como uma func¢do de Lyapunov efetiva e garanta que a origem do sistema seja global-
mente assintoticamente estavel, requer-se que ela seja radialmente nao limitada, continuamente
diferencidvel, estritamente positiva para todo x(¢) # 0 com V (0) = 0, e que sua derivada temporal
satisfaga V(¢) < 0. No caso da estrutura proposta em (2.12), as propriedades sobre V (x()) sdo
intrinsecamente satisfeitas por construcao devido a P > 0, de modo que a garantia de estabili-
dade global assintética reduz-se a imposi¢ao de IT < 0. Uma vez que os coeficientes ;(x(7)) e
®;(x(1)) satisfazem as propriedades de combinagdo convexa em (2.11), uma condigdo suficiente
para garantir IT < 0 independentemente dos graus de pertinéncia é impor que cada matriz local

Q;; seja estritamente negativa definida. Isso conduz ao seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Estabilizacdo via LMIs (LAM; LEUNG, 2011)). O sistema nebuloso T-S tipo-2
intervalar em malha fechada (2.10) é assintoticamente estdvel na origem se existirem uma matriz
simétrica definida positiva X € R™*"™ e matrizes Nj € R"™*", para todo j € {1,...,r}, tais que
as seguintes LMIs sejam satisfeitas:

X > 0, (2.17)

Qi =AX+XA +BN;+N/B/ <0, Vije{1,2,....r} (2.18)
Uma vez que as LMIs (2.17)—(2.18) sejam factiveis, os ganhos de realimentacdo de estados sdo

recuperados por:
G, =NX"' Vje{12,..,r} (2.19)
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Comentdrio 2.3. As condi¢des do Teorema 2.1 constituem um problema de factibilidade de LMIs
nas varidveis X e {N j};:l’ que pode ser resolvido eficientemente por métodos de programagao
semidefinida, tais como o método de pontos interiores (BOYD et al., 1994). O nimero total de
LMIs em (2.18) é r2, crescendo quadraticamente com o nimero de regras r. Para sistemas com
grande nimero de regras, abordagens de relaxa¢do das condi¢des de estabilidade, baseadas em
propriedades de combinacdes convexas dos graus de pertinéncia, podem ser empregadas para
reduzir o conservadorismo das condic¢des suficientes (SALA, 2009; LAM et al., 2013).

2.2 Fundamentos de Sistemas com Atraso de Tempo

Sistemas com atraso de tempo também sdo conhecidos como sistemas com pds-efeito,
sistemas com retardo, sistemas hereditdrios, equacdes com argumento desviado ou equacoes
diferenciais-diferenciais (KHARITONOV, 2012). Comparadas com equagdes diferenciais or-
dindrias, que sdo de dimensdo finita, sistemas com atraso de tempo pertencem a classe das

equacdes diferenciais funcionais, que sdo de dimensao infinita (FRIDMAN, 2014).

O exemplo mais simples de um sistema com atraso é:
x(t) =x(t — 1), (2.20)

onde x(7) € R™ e © > 0 denota o atraso de tempo constante. Atrasos de tempo podem estar
presentes no estado (XU; LI; STOJANOVIC, 2021), na entrada de controle (FRIDMAN; SEU-
RET; RICHARD, 2004) ou na saida (YANG; WANG; ZHU, 2022). Esses atrasos podem ser de
transporte, de comunica¢do ou de medi¢ao (FRIDMAN, 2014).

2.2.1 Classificacdo das Equacdes Diferenciais com Atraso de Tempo no Estado

Equacgdes diferenciais com atraso de tempo no estado sdo generalizagdes das equacdes
diferenciais ordindrias nas quais a dindmica depende ndo apenas do valor presente das varidveis,
mas também de seus estados passados. De acordo com (FRIDMAN, 2014), a correta classificagdo
dessas formulagdes € essencial para determinar a abordagem tedrica e numérica adequada. Siste-
mas com multiplos atrasos ou atrasos variantes no tempo impdem desafios adicionais, tanto na
andlise de estabilidade quanto na implementacdo computacional (GU; CHEN; KHARITONOV,
2003). Por sua vez, as equagdes do tipo neutro exigem condigdes iniciais mais regulares e podem
apresentar comportamento dinamico significativamente mais complexo, tornando necessaria

uma andlise criteriosa da existéncia e unicidade de suas solu¢des (KHARITONOV, 2012).

A forma geral de uma equacao diferencial com atraso nos estados é
X(t)=ft,x(t),x(t —71), ..., x(t =), X(t —01), ..., X(t —0,)), (2.21)

com T;, 0 i > 0 representando os respectivos atrasos.
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2.2.1.1 Classifica¢do quanto a Estrutura do Lado Direito da Equacdo Diferencial com Atraso

de Tempo no Estado

» Equacoes com Retardo: o lado direito depende de valores passados de x(), mas ndo dos

valores passados do estado. Exemplo:

x(t) = —ax(t—1), a>0. (2.22)

* Equacoes Neutras: o lado direito depende também dos valores passados do estado.
Exemplo:
X(t) = —ax(t—1)—bx(t), a,b>0. (2.23)

2.2.2  Classificag@o quanto ao Tipo de Atraso de Tempo no Estado

* Atraso de Tempo Constante: o valor do atraso 7T € fixo e conhecido. Exemplo:

(1) = —ax(1 — 7). (2.24)

* Atraso de Tempo Variavel: o atraso € uma funcdo do tempo ou do estado do sistema.
Exemplos:
x(t) = —ax(t —1(1)), (2.25)

em que o atraso T() € variante no tempo, ou
X(t) = —ax(t —t(x(1))), (2.26)
no qual o atraso t(x(¢)) depende do estado.

* Atraso de Tempo Distribuido: o efeito dos estados passados é acumulado continuamente
por meio de uma integral convolucional, com uma fung¢do de peso denominada nucleo de

memoria. Exemplo:
h
(1) = —a / K(s)x(t —s)ds, (2.27)
0

onde K (s) define como os estados passados influenciam a dindmica presente (FRIDMAN,
2014).

2.2.2.1 Classificagdo quanto ao Nvimero de Atrasos
* Atraso de Tempo Simples: apenas um tempo de atraso afeta a dindmica. Exemplo:
x(t) = f(x(t),x(t —71)). (2.28)
» Miuiltiplos Atrasos de Tempo: a equacido envolve dois ou mais atrasos distintos. Exemplo:

x(t) = f(x(t),x(t —11), x(t — 1)) . (2.29)
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2.2.3 Andlise de Estabilidade Baseada em Lyapunov

Seja o seguinte sistema ndo linear com atraso de tempo:

X(t) = f(x), x(6)=0(6), 6¢c[-1,0] (2.30)

onde f : R x C([-7,0],R") — R"™ ¢ continua em ambos os argumentos e localmente € um

funcdo de Lipschitz no segundo argumento.

Define-se o estado funcional x; € C([—7,0],R") como o segmento de trajetéria de estado:
x(0) =x(t+0), ©€[-1,0], (2.31)

o qual encapsula a trajetéria de estado no intervalo [f — T,]. A condicdo inicial, denominada
histérico de estado, é dada denotada por ¢ € C([—7,0],R"), isto &, X;, = ¢, e a norma do supremo
em C([—7,0],R") € definida por [|¢[|c = supge|_r ) [[9(6)]| (KHARITONOV, 2012). Por fim,
assume-se que f(0) = 0, garantindo-se que o sistema (2.30) admite a solu¢do de equilibrio

trivial.

Caso a solugdo de equilibrio y(z) ndo seja trivial, realiza-se a mudanca de varidvel

z(t) = x(t) —y(t), obtendo-se o sistema:

2(t) = f(z: +y:) — f(yr), (2.32)

com solucgdo trivial z(r) = 0. Assim, a andlise de estabilidade da solug¢do de equilibrio ndo
trivial do sistema (2.30) reduz-se a andlise da solu¢ao de equilibrio trivial do sistema (2.32)
(FRIDMAN, 2014).

Definicao 2.1 (Estabilidade de Sistemas com Atraso de Tempo (FRIDMAN, 2014)). A solucdo
de equilibrio do sistema (2.30) é:

* Estdvel se, para todo € > 0, existe d = d(e) > 0 tal que ||x, ||c < & implica |x(¢)| < € para
todo t > 1g;

* Assintoticamente estdvel se for estdvel e existir §, > 0 tal que ||x,,||c < &, implica |x(z)| —

0 quando t — oo;

* Globalmente assintoticamente estdvel se 8, puder ser tomado arbitrariamente grande.

Os métodos de andlise de estabilidade no dominio da frequéncia sdo restritos a sistemas
com atraso de tempo lineares e invariantes no tempo (FRIDMAN, 2014). Assim como nos
sistemas sem atraso, o método direto de Lyapunov constitui uma abordagem eficaz para a andlise
de estabilidade e desempenho de sistemas com atraso de tempo gerais. Para essa classe de

sistemas, destacam-se duas formulacdes principais:
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* Método de funcionais de Lyapunov—Krasovskii (KRASOVSKII, 1963): emprega-se
funcionais que dependem do segmento de trajetdria de estado x;. Essa abordagem constitui
uma generalizacao natural do método de Lyapunov classico para equacgado diferenciais

ordindrias, sendo particularmente adequada ao contexto de sistemas com atraso de tempo.

* Método de funcoes de Lyapunov—Razumikhin (RAZUMIKHIN, 1956): utiliza-se fun-
coes de Lyapunov definidas apenas sobre o estado presente. Embora possa ser mais simples
de aplicar em certas situagdes, ndo explora diretamente o segmento de trajetéria de estado,

0 que o torna, em geral, mais conservador do que a abordagem de Krasovskii.

Ambas as abordagens tém sido amplamente empregadas na literatura para estabelecer
condi¢des de estabilidade assintdtica em sistemas com atraso de tempo. Contudo, o uso de
funcionais de Lyapunov—Krasovskii permite a formulagdo de condi¢des de estabilidade na forma
de LMIs, mesmo em sistemas incertos, com multiplos atrasos, ou com atrasos varidveis e distri-
buidos, tratdveis de forma eficiente por métodos de programacdo semidefinida (KHARITONOV,
2012). Portanto, a ado¢do dos funcionais de Lyapunov—Krasovskii ao longo deste trabalho
justifica-se ndo apenas por sua solida fundamentacao tedrica, mas também por sua flexibilidade

prética e capacidade de representar com precisao os efeitos do retardo na estabilidade do sistema.

2.2.4 Abordagem de Lyapunov—Krasovskii

SejaV : C[—h,0] — R um funcional continuo, e seja x(;%o, ) a solugdo de (2.30) para
t >ty com condi¢do inicial x;, = ¢. A derivada temporal superior direita de V ao longo das

trajetdrias do sistema (2.30) € definida como:

V(0) = limsup [V (xi:a10,0)) ~ V(0)]. (2.33)
At—0t

Teorema 2.2 (Teorema de Lyapunov-Krasovskii). Suponha que f : C[—h,0] — R" e que u, v,
w sejam funcoes de classe K. A solucdo trivial do sistema (2.30) é estdvel se existe um funcional

continuo V : C|—h,0] — Ry, positivo definido, que verifica:

u([0(0))) <V (9) <v(l9llc), (2.34)

tal que sua derivada temporal ao longo das trajetorias de (2.30) satisfaz:

V(9) < —w([o(0)]). (2.35)

Se w(s) > 0 para s > 0, entdo a solugdo trivial é assintoticamente estdvel. Se, adicionalmente,

limg_, u(s) = oo, entdo ela é globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracdo. Ver (FRIDMAN, 2014). ]
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2.2.4.1 Exemplo: Sistema Ndo Linear com Atraso de Tempo

Considere o sistema ndo linear com atraso de tempo constante:

i) =—ax*(t) —aX*(t—1), a>0, a €R. (2.36)

Propde-se o funcional candidato de Lyapunov—Krasovskii:

4
_¢ 2(4?) + OT 0°(s)ds. (2.37)

V()

Supondo |a;| < a, tem-se ao longo das trajetérias de (2.36):

() "6
o + o (s)ds. (2.38)

V(x) =

A derivada temporal de V ao longo das trajetorias do sistema (2.36) € dada por:

2x3(1)

V(x) = x(t) +x5(2) = x%(t =)

(2.39)
—a
-1 — e (t)
X

< —alx(r)]°,

3@_1)] < —ofx(1)

para algum o > 0. Portanto, o sistema (2.36) € assintoticamente estdvel independentemente do
atraso quando |a;| < a (FRIDMAN, 2014).

2.2.5 Condicdes de Estabilidade Independentes de Atraso

As condi¢Oes de estabilidade independentes de atraso sdo amplamente utilizadas pela
simplicidade estrutural que oferecem (LIU; TZOUNAS; MILANO, 2019). Por ndo dependerem
diretamente do valor de T, garantem estabilidade para qualquer atraso T > 0 (XUE; XU; XU,
2020), o que as torna especialmente tteis em sistemas cujo atraso é desconhecido, altamente
varidvel ou dificil de estimar com precisdo (BENJELLOUN; BOUKAS, 1997). Além disso, suas
formulagdes via LMIs costumam ser menos exigentes em termos computacionais, com menor
nimero de varidveis matriciais € menor complexidade na constru¢do dos funcionais de Lyapunov
(FRIDMAN, 2014).

Contudo, essa generalidade tem um custo: o conservadorismo. Por ndo incorporarem
informacgdo sobre o valor especifico de 7, essas condi¢des impdem restricdes mais rigidas ao
sistema, podendo indicar instabilidade mesmo quando, na prética, o sistema permanece estavel
para valores reais e limitados de T. Em problemas de controle sensiveis ao desempenho ou
com atraso bem caracterizado, isso pode conduzir a solu¢des excessivamente conservadoras
(FRIDMAN; ORLOV, 2007).



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 42

Seja o sistema linear e invariante com atraso de tempo varidvel:
x(1) = Ax(t) + Ax(t —1(r),  x(8)=0(8), 8¢ [~1,0], (2.40)

onde x(z) € R™, com atraso varidvel t(z) € [0,h], e matrizes A, A| € R,

Seja o seguinte funcional candidato de Lyapunov—Krasovskii:

V(x) =x"(1)Px(r) + t x' (5)Qx(s)ds, (2.41)

r—(t)

onde P, Q > 0. Assume-se que 1(¢) é diferencidvel e satisfaz t(¢) < d < 1, caracterizando-o
como pertencente a classe dos atrasos com variagdo lenta. Diferenciando-se (2.41) com respeito

ao tempo ao longo das trajetorias do sistema (2.40):

V(x) =2x" (1)Px(t) +x " (1)Qx(r) — (1 —1)x" (r — 1)Qx(t — 7). (2.42)

Substituindo a dindmica de (2.40) em (2.42):

V(x) <2x' ()Px(t) +x (1)Qx(t) — (1 —d)x ' ( —7)Qx(r — 1)

_ [T T x(t) B 2 (2.43)
=[x x"¢ r)}wlx(t_ﬂ] < x|
para algum o > 0, desde que:
-
w- |2 PJ“TPA+Q PAI 10 (2.44)
AP —(1-4)Q

Nota-se que a LMI (2.44) é independente do atraso, embora dependa do limite superior
da taxa de variacdo do atraso variante. A factibilidade de (2.44) constitui uma condig¢do sufici-
ente para a estabilidade assintética independente do atraso do sistema (2.40). Esse resultado é

enunciado formalmente no teorema a seguir.

Teorema 2.3. O sistema (2.40) é assintoticamente estdvel para todo atraso variante no tempo
t(t) com t(t) < d < 1 se existem matrizes 0 <P € R ¢ 0 < Q € R™*"™ tais que (2.44) é

factivel.

2.2.6 Condicdes de Estabilidade Dependentes de Atraso

As condi¢des de estabilidade dependentes de atraso t€m sido preferidas em andlises
modernas justamente serem dependentes de atraso T (FAN; ZHU; ZHENG, 2023). Ao incluir
essa dependéncia na formulacao das LMIs, essas condi¢cdes representam com maior fidelidade a
dinamica do sistema, reduzindo o conservadorismo e ampliando os limites mdximos de atraso
tolerdveis. Outro ponto favoravel € a compatibilidade com funcionais de Lyapunov—Krasovskii
mais sofisticados e com técnicas avangadas, tais como as desigualdades integrais de Jensen, de
Wirtinger, e de Bessel-Legendre (FRIDMAN, 2014).
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Por outro lado, as condicdes dependentes de atraso exigem maior esforco computacional
e formulacdo mais elaborada: as LMIs resultantes apresentam maior nimero de varidveis ma-
triciais, o que pode aumentar significativamente o tempo de processamento (KHARITONOV,
2012). Além disso, por dependerem de informacdes precisas do atraso, tornam-se sensiveis a
variacdes ou incertezas ndo previstas na formulacdo. Quando bem aplicadas, entretanto, entregam

resultados superiores e mais aderentes a realidade dos sistemas com atraso (MILOgEVIC, 2013).

A seguir, sdo apresentadas as condi¢des de estabilidade dependentes de atraso para o
sistema (2.30). Diferenciando temporalmente x ' (t)Px(t) ao longo das trajetérias de (2.40) e
aplicando o método do produto nulo (FRIDMAN, 2014), obtém-se:

% (x(Px()) = 2x()Px(0) +2(x" (0P +x ()BT ) ((A+A1)x(r)

A /ttt(t)x(s)ds—x(t)>,

com matrizes auxiliares P, P3 € R™*"x Note que o lado direito de (2.45) € obtido adicionando-
se 0 produto nulo 2(x " (1)P] +x' (1)P] ) (x(t) —x(r)) = 0 e usando a identidade x() — x(f —
(1)) = ff_r(t)x(s)ds, de modo que (A +Aj)x(r) — A4 f[_r(t)x(s)ds —x(t) = 0 ao longo das
trajetorias de (2.40). Para limitar superiormente o termo ftt_T(t) X(s)ds em (2.45), introduz-se o
funcional com dupla integral (FRIDMAN; SHAKED, 2003):

(1) / / 5)dsde, (2.46)
h +9

onde R > 0. Diferenciando-se temporalmente (2.46) e decompondo o intervalo de integracao
[t —h,t]em [t —h,t —1(t)] e [t —(t), t], obtém-se:

(2.45)

CVi() =% (RX(1) - / ’h %7 (s)RX(s) ds

(o) (2.47)

— hx| (t)RX(1) /M(t)xT(s)Rx(s)ds— /t &7 (5)RX(s) ds.

—h

Definicdo 2.2 (Desigualdade Integral de Jensen (FRIDMAN, 2014)). Seja @ : [a,b] — R™
continua e integravel por partes, e seja Q > 0 . Entao:
b
0 (/ o(s) ds) ) (2.48)
a

/(p )0@(s)ds > -— a(/b(p(s)ds>

Aplicando a desigualdade de Jensen (2.48) ao primeiro termo integral de (2.47) e usando

T

1(¢) < h, obtém-se o limite superior:
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Considerando-se o funcional candidato de Lyapunov—Krasovskii:
V(x(t),%) =x" (1)Px(t) 4+ Vr(%;), (2.50)

e combinando (2.45), (2.47) e (2.49), obtém-se:

1 t T t
Ly (x(t).%) < 2x" ()Px(r) - hx| (YRX(t) — 1 ( / %(s) ds) R ( / x(s) ds)
dt h \Ji—@t) t—(t)
TiAPT 1T (A\PT !
+2(xT@P] +xT(P] ) (A+ADX() - Ay / X(s)ds (1))
t—(t)
(2.51)
Definindo-se o vetor aumentado:
X(1)
n() = x() , (2.52)
1 t
— X(s)ds
h /t—‘c(t) (5)
a expressao (2.51) pode ser reescrita de forma compacta como:
d . T 2
5V x@).%) =m () ¥n(r) < —alx(@)], (2.53)
para algum o > 0, desde que:
P, (A+A))+(A+A)TP, P—P] +(A+A;)"P; —hPJA,
¥ = * —P;—P; —hPiA| <0. (2.54)

* * —hR

Nota-se que a LMI (2.54) é dependente do atraso, pois sua derivacao faz uso explicito
do limite superior de t(r). Segundo (FRIDMAN, 2014), a factibilidade de (2.54) constitui
condicdo suficiente para a estabilidade assintética do sistema (2.40) para qualquer t(z) € [0, A],

sem restricdo sobre (7). Esse resultado é enunciado no teorema a seguir.

Teorema 2.4. O sistema (2.40) é assintoticamente estdvel para todo atraso variante no tempo
T(t) € [0,h] se existem matrizes P, R - 0, Py € R"™*"x ¢ P3 € R™*™ tais que a LMI (2.54) é

factivel.

2.3 Fundamentos de Sistemas Chaveados

Um sistema chaveado, € definido pela composi¢cdo de uma familia de subsistemas e uma
fun¢do de chaveamento que determina qual subsistema estard ativo em cada instante de tempo
(SUN, 2006; LI; FU, 2017). De forma geral, um sistema chaveado € definido como:

X(t) = L0 (X(t)auc(t) (l)adc(z)(t))a X(t) = Xo,

(2.55)
Y(1) = 8o(r) (X(1), U6(r) (1), @1 (1))
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onde x(r) € R™ denota o estado e y(t) € R™ denota a saida. A fun¢do de chaveamento, repre-
sentada por o, € constante por partes € mapeia um conjunto finito de indices de chaveamento
M ={1,...,m} C Z=o. A cada indice pertencente a M associa-se um subsistema especifico da
familia 7 = {(f1,81),---, (fn,&m) }- Nessa familia, para todo k € M, a dupla (fi, gx) define a
dinamica do k-ésimo subsistema (modo de operagdo ou estrutura) do sistema chaveado. Sendo
assim, sob a condi¢do o(¢) = k, define-se que u;(¢) € R denota a entrada de controle, enquanto
di () € R™ e @y (1) € R" representam as perturbagdes do k-ésimo modo. Esse arranjo estrutural
tem seu diagrama de blocos ilustrado na Figura 1.

Para classes especificas de sistemas chaveados, o chaveamento pode ocorrer tanto entre
as funcdes de controle quanto entre os proprios subsistemas (SUN; GE, 2011). No caso geral
definido em (2.55), como cada subsistema possui uma lei de controle prépria, o chaveamento atua
diretamente sobre o conjunto formado pela dindmica e por sua respectiva fung¢ao de controle. De
todo modo, um sistema chaveado nao possui uma dindmica global tinica, mas sim um conjunto de
modos de operacdo. Cada configuracio pode possuir sua propria lei de controle e perfis distintos
de perturbacgao, sendo a transi¢@o entre esses regimes ditada por uma funcao de chaveamento
especifica (SUN, 2006).

Essa flexibilidade estrutural e a capacidade de assumir diferentes configuragdes sao,
precisamente, os fatores que viabilizam a aplicac@o desses sistemas em uma vasta gama de
areas tecnoldgicas (CHITOUR; MASON; SIGALOTTI, 2025). Na eletronica de poténcia, por
exemplo, essa abordagem descreve os modos de condugdo de semicondutores em conversores
estaticos; em sistemas de energia, ela € essencial para modelar o comportamento da rede elétrica
sob contingéncias ou falhas. Além disso, a modelagem por sistemas chaveados € vital em setores
como o controle automotivo e o gerenciamento de trafego aéreo, nos quais a alternancia entre
diferentes regimes dinamicos € intrinseca a operagdo e a seguranca do sistema (SUN, 2006;
LIBERZON, 2005).

Funcéo de chaveamento]«-

' Fungdes de Controle | ' Subsistemas !
, ! ", N (&)
( ) !

: " . | Awd) ]

T 1
: L J : : gl('x7u170‘)1) !
1 I 1 ~ g :
! ! (e N
v 1 | ! X, Uy, d '
| 0 | | fa(x,uz,dy) . /
e , : 1 gz(x7u270)2) 1
| . | . !
1 ! 1 . |
1 ! [ N !
I N ! I 1
| | | S (X, Uy diy) \

—+> um . —
: q J : : gm(x7u37mm) :
| L J

: . I |
Vo _____ ! Vo ______ )

Figura 1 — Diagrama de blocos geral de um sistema chaveado.
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Como apenas um subsistema atua por vez, a dindmica do sistema chaveado corresponde
aquela do subsistema ativo no instante atual (XIE; ZHENG; WANG, 2002). Dessa forma, com
respeito a dindmica do sistema chaveado, os subsistemas t€ém a func@o de contribuir com as
dinamicas locais, enquanto a funcdo de chaveamento produz o chaveamento entre as dindmicas
locais (SUN, 2006). Comparado com sistemas ndo chaveados, a interacdo entre o chaveamento
de dindmicas locais pode originar propriedades no sistema chaveado que ndo estio presentes em
nenhum dos subsistemas individualmente (LIBERZON, 2005).

De forma geral, de acordo com (SUN, 2006), a funcao de chaveamento pode apresentar
dependéncia explicita do tempo, de seu valor presente 6(¢), do estado x(¢), da saida y(¢) ou de

perturbagdes dg ;) (1) € () (7). Para formalizar essas dependéncias, adota-se a seguinte notagao:

G(t+) = (P(tvG(t)vx(t)7y<t)7d6(t)(t)vO)G(t)(t)) €M, (2.56)

em que 6(¢7) = lim,_,;+ 6(s). A introducdo da fungio auxiliar @ é fundamental para evitar o
abuso de notacdo em relacdo a varidvel 7 e a propria funcdo o, permitindo expressar a regra de
chaveamento como um mapa da séxtupla (¢,6(¢),x(2),¥(t),dg(;) (), @) (¢)). Essa construgdo
torna explicito que o valor em ¢+ é o indice mapeado com base nas informacdes disponiveis
até o instante 7. Tal distin¢do € estritamente necessaria por dois motivos: (1) caso a fungdo de
chaveamento dependesse de o, o indice associado a dindmica local no instante ¢ dependeria do
valor mapeado por G nesse mesmo instante, gerando uma dependéncia circular; (ii) caso a fungdo
de chaveamento dependesse da saida, o indice resultante dependeria de um valor de saida ainda

ndo calculado.

Seja uma dupla de fungdes (x, o) definidas no intervalo de tempo [to,#;), onde X : [tg, 1) —
R € absolutamente continua. A fun¢do x € dita ser solu¢do do sistema chaveado (2.55) no
intervalo de tempo [, 1), se satisfaz a condi¢do inicial x(zp) = X, ¢ para quase todo ¢ € [to,11),
tem-se que:
X(t) = Jo(r) (X(t>vuo(t) (t)adcs(z) (1)),
Y(1) = 8o(r) (X(1), Ugr) (£), @) (1)), (2.57)
o(t+) = ¢(t,0(1),x(1),¥(1),dg(r) (1), O (1) (¢))-

X(t),ug

Considerando que os subsistemas sdo lineares, o sistema chaveado (2.55) é denominado

sistema linear chaveado, sendo definido como:

X(t) = Ag()X(t) +Bos()us() (1) + Eg(nydo) (1),  x(to) = X0

(2.58)
¥(t) = Co()X(t) + Dy s () +Fo 1y @) (1),

em que a séxtupla (Ay, By, Ci, Dy, Ey, Fy) define a dindmica do k-ésimo sistema local linear.

2.3.1 Classificagcdo das Func¢des de Chaveamento

As propriedades dindmicas de um sistema chaveado dependem diretamente da fungao
de chaveamento (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008). Para uma mesma familia de
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subsistemas, diferentes fungdes de chaveamento geram sistemas chaveados com propriedades
dinamicas distintas (LIBERZON; HESPANHA ; MORSE, 1999). Por exemplo, o chaveamento
entre subsistemas instdveis pode resultar em um sistema chaveado assintoticamente estdvel,
sendo a reciproca também verdadeira. Essa caracteristica permite a obten¢do de propriedades
dindmicas complexas, tipicas de sistemas ndo lineares, tais como caos, multiplos ciclos limite
e convergéncia ou divergéncia em tempo finito, mesmo quando todos os subsistemas constitu-
intes sdo estritamente lineares (LIBERZON, 2005; SUN, 2006). Por isso, faz-se necessaria a
classificacdo dos tipos mais comuns de fungdes de chaveamento, excluindo-se a possibilidade de

relagdes nao causais (SUN, 2006).

2.3.1.1 Funcdo de Chaveamento Estritamente Dependente do Tempo

Uma fun¢do de chaveamento € classificada como estritamente dependente do tempo se
for definida apenas em func¢do dessa varidvel. Os membros dessa classe mapeiam o dominio

[to,1f) no conjunto de indices M, com g < ¢y < oo, sob a seguinte notacao:

O: [l(),tf) — M. (2.59)

Vale ressaltar que a auséncia de dependéncia do seu valor presente 6(z), do estado
x(t) ou da saida y(z) implica que o valor assumido por essa lei no instante ¢ é determinado
exclusivamente pela varidvel temporal. Desse modo, o mapeamento realizado por G caracteriza-

se como independente da dinamica do sistema (SUN, 2006).

2.3.1.2  Funcdo de Chaveamento Orientada pelo Tempo

Uma funcdo de chaveamento € classificada como orientada ao tempo se for definida em
funcdo da varidvel temporal e de seu valor presente 6(¢). Os membros dessa classe de fungdes
mapeiam o dominio [fp,7¢) x M no conjunto de indices M, com #y <t < oo, adotando a seguinte
notacao:

c: [to,tf)XM%M. (2.60)

E importante notar que, para os membros dessa classe de funcdes, devido 2 dependéncia
do seu valor presente 6(r), denota-se 6(1") = ¢(¢,0(t)) € M.

2.3.1.3 Funcdo de Chaveamento Orientada por Eventos

Uma funcdo de chaveamento € classificada como orientada por eventos se sua defini-
¢do ndo depender explicitamente da varidvel temporal. Como casos particulares de interesse,

destacam-se:

* Realimentacfo de estados: A fun¢io é definida a partir do seu valor presente 6(¢) e do

estado x(¢). Os membros dessa subclasse mapeiam o dominio M x R™ no conjunto de
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indices M, sob a seguinte notacéo:

o:MxR™ — M. (2.61)

E importante notar que, para os membros dessa classe de funcdes, devido a dependéncia
do seu valor presente 6(r) e do estado x(r), denota-se 6(1") = (o (r),x(r)) € M.

* Realimentacdo de saida: A fung¢io é definida a partir de seu valor presente 6(¢) e da saida
y(#). Os membros dessa subclasse mapeiam o dominio M x R™ no conjunto de indices
M, sob a notagao:

o:MxR"™ — M. (2.62)

E importante notar que, para os membros dessa classe de fun¢des, devido a dependéncia

do seu valor presente 6(r) e da saida y(r), denota-se (1) = @(o(t),y(r)) € M.

* Realimentacao dinamica de saida: A funcio é definida a partir do seu valor presente
o(t), dasaida y(t) e, possivelmente, das perturbagdes dg ;) () € Zs() (7). Os membros dessa
subclasse mapeiam o dominio composto M x R™ x R" x R"® no conjunto de indices M,
sob a notagdo:

O: M xR xR"™ xR" — M. (2.63)

E importante notar que, para os membros dessa classe de funcdes, devido a dependéncia
do valor presente 6(r) e da saida y(r), denota-se (1) = @(o(t),y(r),d(r),0(t)) € M.

Dados o estado inicial Xo € um sistema chaveado (2.55), o fato de uma fun¢do de chavea-
mento orientada por eventos gerar uma unica funcao de chaveamento estritamente dependente
do tempo decorre da existéncia e da unicidade de solucdo do sistema (2.55). Contudo, ainda que
a existéncia e a unicidade de solucdo sejam satisfeitas, € importante notar que, fixada a condi¢do
inicial xg € R™x, diferentes funcdes de chaveamento podem ser geradas com respeito a distintos

sistemas chaveados.

2.3.1.4 Fungdo de Chaveamento por Realimenta¢do Pura de Estado (ou Saida)

Uma func¢do de chaveamento € classificada como orientada por realimentagao pura de
estados (ou saida) se for definida apenas em fungdo do estado x(#) (ou da saida y(¢)). Os membros
dessa classe de fun¢des mapeiam o dominio R™ (ou R™) no conjunto de indices M, sob a
seguinte notagado:

o :R™ (ou R™) — M. (2.64)

E importante notar que, para os membros dessa classe de funcdes, devido 2 dependéncia
do estado x(r) (ou y(¢)), denota-se 6(t ") = ¢(x(r)) € M (ouo(rt) = @(y(r)) € M).
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Um exemplo tipico de fun¢do de chaveamento por realimentacdo de estados € a lei de
chaveamento de minima energia, dada por:
o(t™) = argmin{x" (r)P;x(r)}, (2.65)
ieM
que seleciona o indice do subsistema pertencente a ¥ que minimiza o valor da funcio de

Lyapunov quadrética entre os m subsistemas.

Uma fungdo de chaveamento por realimentacao de estado (ou de saida) é dita determi-
nante em X9 € R"™ no intervalo [fy,#;) dados e fixados, com respeito a um sistema chaveado
(2.55) igualmente fixado, se ela gera uma tnica fun¢do de chaveamento estritamente dependente
do tempo definida em [fg,#7). Adicionalmente, tal fungdo € classificada como completamente
determinante sobre [f,?/) se, para qualquer condigdo inicial xo € R™ e qualquer instante inicial
1, € [to,17) dados e fixados, ela gerar uma tnica func¢do de chaveamento estritamente dependente
do tempo definida sobre [),7¢). Como caso especial, uma fungdo de chaveamento estritamente
dependente do tempo definida em [fg,#7) gera a si mesma. Sendo um mapa puramente temporal,
ela se classifica, por definicio, como completamente determinante sobre o referido intervalo
(SUN, 2006).

2.3.2 Boa Defini¢dao de uma Funcdo de Chaveamento

De acordo com (SUN, 2006), uma funcdo de chaveamento estritamente dependente
do tempo ¢ dita bem definida em [fo,?7) se for definida em todo esse intervalo e se, para
todo € [to,5), os limites laterais lim,_,,+ 6(s) e lim_,,- 6(s) existirem . Adicionalmente, em
qualquer subintervalo finito de [fy,?r), deve haver apenas um nimero finito de instantes de

chaveamento.

Definicao 2.3 ((SUN, 2006)). Para o sistema chaveado (2.55), um instante de tempo ¢ € denomi-

nado instante de chaveamento se lim,_,;- 6(s) # lim,_,,+ &(s).

Sendo assim, para uma fun¢do de chaveamento ¢ bem definida, o conjunto de instantes
de chaveamento, definido por:

{t € [fo,1s) : lim 6(s) # lim o(s)}, (2.66)

st~ s—tT
é finito em qualquer subintervalo finito de [fp, ;).

Em sistemas chaveados de tempo continuo, a ocorréncia de um instante de chaveamento
implica, necessariamente, um instante de descontinuidade. Essa relagcdo, contudo, configura
apenas uma condicao suficiente, mas nao necessaria (SUN, 2006). Tome como contraexemplo a
funcdo:

1, seteN

o(t) = . (2.67)
2, caso contrério,
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a qual exibe infinitos pontos de descontinuidade no intervalo [fy,). Dado que tais pontos
temporais isolados ndo caracterizam instantes de chaveamento, conclui-se que a funcdo de

chaveamento em questdo € bem definida.

A propriedade de boa defini¢do para fungdes de chaveamento genéricas subdivide-se em
trés niveis: pontual, local e global. No contexto pontual, sob um sistema chaveado fixo, a fun¢do
¢ dita bem definida em um estado inicial xo € R™ sobre um intervalo [to, ) dados e fixados se,
além de ser determinante nesse estado inicial, a fun¢do de chaveamento estritamente dependente
do tempo por ela gerada for bem definida sobre [fg,77). A transi¢do para o nivel local ocorre
quando essa mesma propriedade € satisfeita para todo xo € R"™, qualificando a funcdo como
bem definida sobre o intervalo [to,?r). Por fim, atinge-se o nivel global (ou completamente bem
definido) se a validagao local estender-se a qualquer intervalo temporal [fo,7) arbitrado dentro
dos limites —oo < 79 <1y < oo (SUN, 2006).

2.3.3 Boa Posicao de um Sistema Chaveado

A garantia de existéncia e unicidade de solugdes € um requisito fundamental para
determinar a propriedade de bom posicionamento de uma estrutura chaveada. No contexto
pontual, sob uma funcdo de chaveamento fixa, diz-se que o sistema é bem posto em um estado
Xo € R™ e intervalo [fo,?7) dados e fixados se, para toda entrada u continua por partes e localmente
integravel, a respectiva funcdo de chaveamento associada mantiver-se bem definida, assegurando
simultaneamente uma unica trajetdria de solucdo para o sistema sobre o referido intervalo. A
transi¢do para o nivel local ocorre quando essa exigéncia ¢ atendida sobre [fp,?7) para toda
condic¢ao inicial xg € R™, qualificando o sistema como bem posto sobre o intervalo. Por fim,
atinge-se o nivel global (ou completamente bem posto) se a validacao local for observada para

todo intervalo [fo,7) concebivel dentro dos limites —oo < £y <t < oo (SUN, 2006).

Considere o seguinte sistema linear chaveado:

x(t) = Ag(X(t) + Bgu(t), x(t) =xo € R™, (2.68)

onde a entrada de controle é continua por partes e globalmente integravel, e a funcdo de

chaveamento € definida por:
o(17) = (r,0(t),x(1),¥(1))- (2.69)

Particularmente no cendrio dos sistemas lineares chaveados representados por (2.68)
e sob a lei de chaveamento (2.69), estabelece-se uma relacdo de equivaléncia fundamental.
Conforme demonstrado em (SUN, 2006), a propriedade de bom posicionamento pontual do
sistema em Xo sobre o intervalo [fy,7¢) é equivalente ao fato de a func¢do de chaveamento
ser bem definida nesse mesmo contexto pontual. Por conseguinte, ambas as condi¢des sao

indissocidveis da existéncia e unicidade de um par tnico (x,0) sobre [to,7), em que a fungdo
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de estado X : [t9,7y) — R™ caracteriza-se como uma fungao absolutamente continua e a fungéo
de chaveamento G : [fy,7¢) — M mostra-se bem definida. Esse par satisfaz a condi¢@o inicial
x(tg) = Xo e valida o conjunto de equacdes dindmicas do sistema para quase todo instante
t € [to,tf).

2.3.4 Sequéncia de Chaveamento

Seja uma fungdo de chaveamento estritamente dependente do tempo e bem definida no
intervalo [t9,?7). Ao se considerar o conjunto de instantes de chaveamento de ¢ em [to,r), dado
por {fo,t1,...,51} comtg < t; < ... <1t; <ty, este pode ser escrito na forma compacta {ti}fzo,
sendo caracterizado pela sequéncia de instantes de chaveamento #; para todo i € {0,1,...,l}
(SUN, 2006). Adicionalmente, o conjunto de indices de chaveamento {c(19),0(t]"),...,0(t;")}

pode ser denotado compactamente por {6(t)} U {o(;")}_,.

A partir dessas defini¢des, o conjunto {(t9,6(t0)), (t1,6(;")), ..., (1,6(5;"))}, denomi-
nado conjunto de chaveamento, admite a escrita compacta {(to,6(to))} U{(t;,6(#;"))}._,. Caso
a fun¢do de chaveamento seja gerada por uma lei que possua o estado como um de seus argu-
mentos, o respectivo conjunto de chaveamento pode ser estendido para incorporar a condi¢ao
inicial, sendo expresso na forma {Xo, (to,6(to))} U {(t;,0(;")) }._, (SUN, 2006).

2.3.5 Solugdo de Sistemas Lineares Chaveados

Especificamente, como consideramos que os subsistemas de controle por modos desli-
zantes sdo lineares e invariantes no tempo, € necessrio agora apresentar o procedimento para a
obtencdo da solugdo para tal classe de sistemas chaveados. Embora a obten¢do de solucdes anali-
ticas para sistemas ndo lineares chaveados represente um desafio complexo e, frequentemente,
intransponivel, o cendrio para sistemas lineares chaveados que cumprem a propriedade de bom
posicionamento € consideravelmente mais favordvel, permitindo a deducdo de uma solugdo em
forma fechada (SUN, 2006). Para ilustrar essa formulag@o, considere o sistema linear chaveado
descrito por:
x(1) = Ax(t) +Bou(t), x(fg) =xo € R™. (2.70)

Considere que a funcdo de chaveamento seja bem definida e que seu respectivo conjunto
de chaveamento seja {xo, (to, o), (t1,i1),-- -, (t1,i;) }, em que {ig, i1,...,i;} denota o conjunto de
indices de chaveamento. Durante o subintervalo [fy,7;), 0 subsistema com indice iy estd ativo,

estabelecendo o seguinte problema de valor inicial para o sistema linear chaveado:
x(t) = A;x(t) +Bju(r), x(fo) =x9 € R™. (2.71)

A func@o de estado, que satisfaz o problema de valor inicial (2.71) para todo ¢ € [fy,1;),

€ a solugdo do sistema linear chaveado dada por:

t
X(t) — eAiO(l—to)XO + eAio(t_T)BiOu(’C)dT. (2.72)

To
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No limite superior do intervalo [ty,#;), denotado por 7 = t1, a continuidade imposta a
trajetdria de estado exige que:

1]

x; =x(1) = ey, 4 [ eAo1=UB,; u(t)dr, (2.73)

fo
Subsequentemente, ao longo do intervalo [t1,%,), o subsistema com indice #; estd ativo,

de modo que o problema de valor inicial para o sistema linear chaveado € dado por:

x(t) =A;x(t)+Bju(r), x(#1) =x;3 € R™. (2.74)

Ao mapear a solugdo para esse novo intervalo, incorpora-se o estado alcangado no modo
anterior, X;. Sendo assim, para todo ¢ € [t],1;), obtém-se:
A ! A
x(1) = e (=x; 4 [ A (—IB; u(t)dr
i

(2.75)

131

t
_ oAi (1) (eAiO(rl_tO)Xo—i— eAiO(ll—T)Biou(T)d"c> +/ eAil(f—T)Bilu(’C)dT-
N

fo
De maneira andloga, no limite superior do intervalo [t;,#;), denotado por t = 1,, a

continuidade imposta a trajetoria de estado exige que:

15}
Xy = X(tp) = et 2"y 4 / A (2B, u(t)dr. (2.76)
n

Seguindo essa estratégia iterativa para os intervalos subsequentes, a generalizag@o anali-
tica da solu¢do do problema de valor inicial para qualquer instante contido em um subintervalo

arbitrdrio, ¢ € [t,#;+1), pode ser expressa em forma fechada como (SUN, 2006):

x(1) = eAi (=) gAi_ (—ti-1) Ay (1—11) gAiy (1 *lo)XO

LA (t=1) oA (n—11) /’1 Ao (1 *T)Biou(‘t)d‘t
Iy

t
LM ) / k eAikil(lk*T)Bikilu(ﬂc)dfc

I

(2.77)

t
+ [ Aul"UB, u(t)dr.

Ik
2.4 Fundamentos de Controle por Modos Deslizantes

No controle por modos deslizantes, o chaveamento atua diretamente nas fungdes de
controle. Assim, embora o sistema em malha aberta ndo possua uma natureza chaveada, em
malha fechada ele se torna um sistema chaveado, cujo comportamento de alternancia entre os
subsistemas (também denominados modos de operacao ou estruturas) é definido de acordo com
a posicao da trajetdria de estado com respeito a regido de chaveamento pré-definida no espaco

de estados (UTKIN, 1992)!. O enfoque dado ao mecanismo de chaveamento nesta tese tem

1

Devido a essa alternancia de estruturas, o controle por modos deslizantes é seminalmente conhecido na literatura
cldssica como uma abordagem de controle por sistemas de estrutura varidvel (UTKIN, 1992).
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por objetivo deixar claro que o controle por modos deslizantes constitui, fundamentalmente,
um método de controle chaveado. De fato, a abordagem por modos deslizantes constitui uma
técnica de controle chaveado que pertence a uma classe mais ampla e robusta de modelagem
e analise, denominada controle de sistemas hibridos (GOEBEL; SANFELICE; TEEL, 2012;
LIBERZON, 2003). O objetivo do controle por modos deslizantes € forcar deliberadamente a
convergéncia das trajetorias de estados para a regido de chaveamento, denominada regiao de
modos deslizantes (UTKIN et al., 2020). Sendo assim, o modo deslizante € o movimento da
trajetdria de estado realizado nessa regido. A existéncia dos modo deslizante € garantida se, de
todos os lados dessa regido, os campos vetoriais dos subsistemas estiverem direcionados para a
regido de modos deslizantes (UTKIN, 1992). Essa condi¢c@o garante que a entrada de controle
force a convergéncia das trajetdrias de estados para a regido de modos deslizantes (MORENO,
2011).

Seja o seguinte sistema nao linear:
x(1) = f(x(t),u(t)), x(to)=x0 € R™, (2.78)

onde x(¢) € R™ denota o estado e u(t) € R denota a entrada. Para uma maior interpretabilidade
dos fundamentos de controle por modos deslizantes, adota-se que a entrada pertence ao espaco

euclidiano unidimensional.

O campo vetorial f : R™ x R — R", que define o sistema (2.78), é assumido como
continuo no sentido de Lipschitz com respeito ao seu primeiro argumento®. A regidio de modos

deslizantes € definida como:
S ={x(t) e R"™:s(x(t)) =0}, (2.79)

onde s(x(¢)) € R denota a varidvel deslizante. A regido de modos deslizantes .S divide o espaco
de estados em duas regides: ST = {x(t) € R™ : 5(x(1)) >0} e S~ = {x(t) € R™ : 5(x(r)) < 0}
(SHTESSEL et al., 2014).

A funcdo de controle por modos deslizantes é definida como:

u(t) = ut(r), ses(x(r))>0 2.80)
u (1), ses(x(r)) <0,

onde as fung¢des de controle u™ e u™, com u™ # u~, sdo continuas em seus respectivos dominios,
ST e S™. Como a fungdo de controle u é definida por partes, o campo vetorial em malha fechada
fe(x(2)) é expresso como:
f&(x(1)), ses(x(r)) >0
fe(x(t)) =47 (2.81)
fe (x(1)), ses(x(r)) <O.

Mais especificamente, assume-se que a fungéo vetorial f seja localmente continuo no sentido de Lipschitz em
relacdo ao estado x(¢), o que assegura, antes da convergéncia a regido de modos deslizantes, o cumprimento
das condic¢des de regularidade para a aplicac¢do dos teoremas classicos de existéncia e unicidade de solucdes
(UTKIN, 1992).

2



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 54

De acordo com (2.80), a funcao de controle u torna-se descontinua na regiao de mo-
dos deslizantes .§, a qual constitui o conjunto de descontinuidade do sistema (UTKIN, 1992).
Consequentemente, o campo vetorial f,(x(¢)) também é descontinuo em .§, caracterizando o
sistema em malha fechada como descontinuo sobre essa regiao (SHTESSEL et al., 2014). Dessa
forma, a existéncia e a unicidade de solugdes do sistema (2.78) em malha fechada ndo podem
ser garantidas por meio dos teoremas cldssicos que garantem tais propriedades comportamentais
3 (FILIPPOV, 1967). Para analisar as solugdes na regiio de modos deslizantes, existem as
abordagens axiomatica e fisica, que solucionam o sistema em uma vizinhanga dessa regido por
meio da regularizacio da fungdo de controle (UTKIN, 1992). Adicionalmente, para solucionar o
sistema exatamente sobre a regido de descontinuidade, as solu¢des podem ser compreendidas no

sentido de Filippov ou por meio do método do controle equivalente de Utkin (UTKIN, 1992).

2.4.1 Dinamica de Modo Deslizante pelo Método de Filippov

Existem diversas abordagens para tratar sistemas com descontinuidade no lado direito
4 (UTKIN, 1992). No entanto, a proposta de Filippov assume explicitamente a presenca da
descontinuidade no sistema em malha fechada (FILIPPOV, 1988). O seu método considera
que a dindmica do sistema em malha fechada pertence a uma inclusdo diferencial, denominada

inclusdo diferencial de Filippov:

x(t) € F(x(1)). (2.82)

Uma justificativa para substituir a dinAmica em malha fechada (2.81) pela inclusao
diferencial # € que esta contém todos os vetores do campo vetorial do sistema em malha fechada
em uma J-vizinhanga de cada ponto de § (FILIPPOV, 1988). Fora da regido de modos deslizantes
S, ainclusdo diferencial ¥ torna-se degenerada, consistindo apenas no campo vetorial fj se
x(r) € $T, ouno campo f; se x(¢) € S~ (UTKIN, 1992).

Seja x° um ponto arbitrario de §. Uma vez que todos os vetores de uma 8-vizinhanga
suficientemente pequena de x" € § pertencem a ¥, essa inclusdo diferencial é definida pela
combinagio convexa dos limites dos campos vetoriais f;" e f,~ quando a trajetéria de estado se
aproxima de x” (SHTESSEL et al., 2014). Esses limites sdo expressos como:

lim £ (x(¢ :+0, lim £ (x(r)) = f7°.

x(1)—x° x(1)—x?

3 Os teoremas cléssicos referidos incluem o Teorema de Picard—Lindelsf (ou Cauchy—Lipschitz), que exige

continuidade de Lipschitz local para garantir existéncia e unicidade, e o Teorema de Peano, que assegura apenas
a existéncia sob a hipétese de continuidade estrita do campo vetorial. Ademais, falha também o Teorema de
Existéncia de Carathéodory; embora este flexibilize as condi¢des de regularidade permitindo descontinuidades
isoladas no tempo, ele ainda pressupde a continuidade do campo vetorial em relacdo ao estado x (KHALIL,
2002; FILIPPOV, 1988). Como o controle por modos deslizantes introduz uma lei de controle descontinua em
S, todas essas formulacdes cldssicas sao violadas.

A expressdo "descontinuidade no lado direito"refere-se a falta de continuidade na fungéo vetorial f que define
o membro direito da equacdo diferencial ordindria x(¢) = f(x(¢),u(¢)). Em sistemas de controle por modos
deslizantes, essa caracteristica € introduzida intencionalmente por meio de leis de controle descontinuas, o que
viola o teorema classico de Picard—Lindelof para a existéncia e unicidade de solu¢des (UTKIN, 1992).

4
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Toda trajetéria em S cruza S antes de alcancar S, e a reciproca também ¢é verdadeira.
Essa observagdo implica que o segmento de reta que conecta os vetores f." Oe I O intersecta S,
como pode ser visto na Figura 2 (SHTESSEL et al., 2014). Mais ainda, seja o espaco tangente
T0S aregido S no ponto x? (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018). O segmento de reta que
conecta £V e f.°0 também intersecta o espago tangente T,0S (UTKIN, 1992). O ponto de

interse¢do define o vetor de modo deslizante f°, que possui duas propriedades fundamentais:
fEeconv{fF0 1), e f)eTws, (2.84)

onde conv{ £, £~} denota o fecho convexo da dupla (£°, £-°), ou seja, denota o conjunto
convexo definido por todas as combinagdes convexas de £t e 0, que é o segmento de reta que
conecta esses dois vetores. De acordo com (FILIPPOV, 1988), esse segmento define o conjunto

de todos os vetores da inclusdo diferencial ¥ (x) em uma §-vizinhanga.

Figura 2 — Método de Filipppov.

O vetor £ é a tinica combinagdo convexa dos vetores f./0 e £ que permanece tangente
a regido S (SHTESSEL et al., 2014). A intersecio entre conv{ /", £ 0} e o espaco tangente
T,0S representa, portanto, a dindmica vidvel para descrever o sistema em .S € bem-definida no
sentido de Filippov (FILIPPOV, 1988). Portanto, para todo x(¢) € §, adotando a mesma notagéo

utilizada para x° (visto que este foi definido de forma arbitraria), define-se que:
X(r) = £2(x(1)) (2.85)

€ a equacdo do sistema na regido de modos deslizantes.

A solugdo de (2.85) € a solucdo do sistema (2.78) em malha fechada na regido de modos
deslizantes, no sentido de Filippov (FILIPPOV, 1967). Uma vez que f. 0 # O e f.F0 # f9,
0 campo vetorial fco permanece tangente a .S € é denominado dindmica de modo deslizante
(BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018). Tal campo vetorial define as propriedades do sistema
enquanto ele evolui sobre §. A construgdo de solucdes no sentido de Filippov € essencial na
teoria de sistemas de controle por modos deslizantes, pois garante a existéncia de solu¢des do

sistema (2.78) em malha fechada na regido de modos deslizantes.



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 56

A seguir, discute-se o procedimento para a obtengio de f. Previamente, contudo, é
necessario garantir a existéncia do modo deslizante. No ponto x° € §, o vetor normal a § é dado
por n(x%) = Vs(x°). As projecdes dos vetores f:0 e £79 na direcio normal n(x%) sdo definidas
como:

(FON =Vs(x)- £50, (f7OY = Vs(x%)- £°. (2.86)

Se os sinais dessas projecdes forem opostos, satisfazendo a condicéo ( C?LO)N (f- O)N <0,a
existéncia do modo deslizante em § € garantida (SHTESSEL et al., 2014).

Ap6s garantida a existéncia do modo deslizante, o vetor £ é obtido, para cada x(t) € S,

pela combinacio convexa de £9 e f.70:
Ax)=1-a)f"+af comaclo,l1], (2.87)

que € perpendicular ao vetor normal a §, ou seja:

vs(x’) - 2 =o. (2.88)
Substituindo (2.87) em (2.88):
Vs(x°) - [(1—a) £ O+ o f0] = 0. (2.89)
Solucionando (2.89) para o:
o= Vs(x) £ (2.90)

Vs(x0) - 70— Vs(x0). £

Portanto, o campo vetorial do sistema (2.78) em malha fechada na regido de modos
deslizantes .S, no sentido de Filippov, € obtido por (2.87), com o parametro o definido em (2.90).
Assim, garante-se que f0 permaneca tangente a S para cada x(¢) € §, mantendo, consequente-
mente, a trajetdria de estados nessa regiao (SHTESSEL et al., 2014).

Agora, a inclusao diferencial de Filippov € definida formalmente.

Definicao 2.4 (Inclusdo Diferencial de Filippov (SHTESSEL et al., 2014)). A inclusdo diferen-
cial X(r) € F(x(t)), com x € R", é chamada de inclusdo diferencial de Filippov se o conjunto de
vetores F (x(t)) for ndo vazio, fechado, convexo, localmente limitado e semicontinuo superior-

mente.

As solucdes compreendidas no sentido de Filippov sdo fungdes absolutamente continuas,
sendo diferencidveis em quase todos os instantes. Embora seja garantida a existéncia de solucdes
no sentido de Filippov, a unicidade ndo é garantida (SHTESSEL et al., 2014).

Para x’ € $, a inclusdo diferencial de Filippov corresponde ao menor conjunto convexo

que contém todos os valores-limite do campo vetorial f.(x(¢)) quando x(7), pertencente a uma
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§-vizinhanca de x°, tende a x°, de modo que x(¢) ¢ S (SHTESSEL et al., 2014; FILIPPOV,

1988). Esse conjunto € expresso como:

F) = () ®{fe(x(t)) :x(r) € B, 8) \N}, (2.91)
5>0u(N)=0
onde u(N) = 0 indica que N € um conjunto de medida de Lebesgue nula (SHTESSEL et al.,
2014) e B(x",8) denota a 8-vizinhanca de x.

2.4.2 Dinamica de Modo Deslizante pelo Método de Controle Equivalente

Uma outra forma de descrever a solucao do sistema (2.78) em malha fechada na regiao
de modos deslizantes € devida a V. 1. Utkin, sendo denominada método de controle equivalente
(UTKIN, 1992). De acordo com Utkin, durante o movimento deslizante existe uma entrada de
controle equivalente, uq(?), tal que o campo vetorial f(xX(t),ucq(t)) € tangente a regido S para
todo x(¢) € S. Logo,

Vs(t) - f(x(t),ueq(t)) = 0. (2.92)

Qualquer funcdo x(¢) absolutamente continua que satisfizer X(r) = f(x(¢),ueq(t)) €
verificar (2.92) é também uma solu¢do do sistema (2.78) em malha fechada na regido de modos
deslizantes, de acordo com o método de controle equivalente (UTKIN, 1992). Assim como
a definicdo da inclusdo diferencial é fundamental para o método de Filippov, no método do

controle equivalente é essencial definir o campo vetorial f(X(¢),ueq(t)) (UTKIN et al., 2020).

Seja x um ponto arbitrario de S. A imagem de x° por f. é obtida ao variar a entrada
de controle por modos deslizantes de u~ (x°) a u™* (x"), obtendo-se, por meio de uma acio afim,
um arco de pontos. O vetor correspondente a entrada de controle equivalente, f(x°, Uegq (x0)),
estard contido nesse campo vetorial e serd tangente 2 regido de modos deslizantes .S em x°. O
vetor f(x?, ueq(xo)) pode ser geometricamente representado de modo que seu ponto de aplicaciao
esteja em x” e o seu ponto final esteja em um determinado ponto desse arco, conforme ilustrado

na Figura 3 (UTKIN, 1992).

Comparando os métodos de Filippov e de Utkin, observa-se que ambos coincidem em

dois casos fundamentais:

« Quando a extremidade do vetor f(x",ueq(x°)) situa-se no segmento de reta que conecta os

campos vetoriais f. e f.;

* Quando o sistema € linear em relag@o a entrada de controle u, visto que, nessa condicdo, o
conjunto de vetores admissiveis gerado por ambos os métodos reduz-se ao segmento de

reta que une . a f..

Nessas situagdes, as solugdes obtidas via método de Filippov e via controle equivalente

de Utkin sdo equivalentes, isto &, f(x°,ueq(x°)) = f2(x°), onde f9(x°) pertence ao conjunto



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 58

X2

Reta tangente

X1

Figura 3 — Método de Controle Equivalente.

multivalorado da inclusdo diferencial de Filippov. Fora desses cendrios, as duas abordagens
podem produzir dindmicas distintas, sendo a formula¢do de Filippov mais geral, porém de
aplicagdo analitica mais complexa (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018).

2.4.3 Projeto de Controle por Modos Deslizantes de Primeira Ordem

Uma vez que o objetivo desta tese € propor uma abordagem de controle por modos

deslizantes de primeira ordem, torna-se necessario definir essa classe de controle.

Definicao 2.5 (Controle por Modos Deslizantes de Primeira Ordem (SHTESSEL et al., 2014;
LEVANT, 1993)). Considere a varidvel deslizante s(¢) (a ser definida na Sec¢do 2.4.3.1). O
controle por modos deslizantes é dito de primeira ordem quando a entrada de controle u(t),
descontinua, possui grau relativo unitdrio em relagdo a s(z), isto é, u(t) aparece explicitamente
em s(), de modo que s(¢) € descontinua nos instantes em que s(#) = 0, embora s(7) permanega

continua para todo .

Comentdrio 2.4. A Definicao 2.5 distingue o controle por modos deslizantes de primeira ordem
das formulacdes de ordem superior, nas quais a descontinuidade € deslocada para derivadas de

ordem mais elevada de s(¢), com o objetivo de atenuar o fendmeno de chattering °.

A operacdo do controle por modos deslizantes de primeira ordem compreende duas
fases distintas. Na fase de alcance, a trajetéria de estados, partindo de uma condig¢do inicial, é
conduzida em dire¢do a regido de modos deslizantes. Uma vez atingida essa regido, tem inicio a
fase deslizante, na qual a trajetoria permanece confinada a ela, e sua dindmica torna-se de ordem
reduzida, invariante as incertezas e perturbacdes casadas, caracteristica que confere ao método
sua robustez essencial (SHTESSEL et al., 2014). Sendo assim, de acordo com (SHTESSEL et
al., 2014), o projeto do controle por modos deslizantes de primeira ordem € realizado em duas

etapas fundamentais:

> O fendémeno do chattering é discutido na Segdo 2.4.4
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1. Projeto da regido de modos deslizantes;

2. Projeto da funcao de controle por modos deslizantes.

2.4.3.1 Projeto da Regido de Modos Deslizantes

Considere o sistema linear e invariante no tempo:
x(1) = Ax(t) +Bu(t) + Md(t), x(to) =xo € R™, (2.93)

onde A € R™*"x ¢ B € R™. O termo d(¢) € R denota a perturbagdo casada e possui um limite
superior conhecido, dado por sup; g [d(7)| = dmax. A matriz M € R™*! satisfaz a condi¢do de
casamento e pode ser expressa como M = bB, na qual b € R (EDWARDS; SPURGEON, 1998).

Definicao 2.6 (Perturbacdo Casada (EDWARDS; SPURGEON, 1998)). A perturbagao d(z) é
dita casada se o espaco imagem da matriz M estiver contido no espaco imagem da matriz B, isto
é, [n(M) C I,,(B).

Comentdrio 2.5. Uma perturbacdo € dita nao casada se nao satisfizer a Defini¢do 2.6.

A fungao deslizante s : R — R € definida como:
s(t) = Gx(1), (2.94)

onde G € R ¢ a matriz da varidvel deslizante e s(¢) é denominada varidvel deslizante. A

regido de modos deslizantes é definida como:

S ={x(tr) e R*™ :5(t) = Gx(t) = 0}. (2.95)

Antes de avangar com o restante do texto, € necessario definir formalmente o que € a

propriedade denominada modo deslizante e de conjunto positivamente invariante.

Definicao 2.7 (Modo Deslizante (SHTESSEL et al., 2014)). Os modos deslizantes sdo definidos
como os movimentos das trajetdrias de estado x(7) restritos a um conjunto positivamente invari-
ante, denominado regido de modos deslizantes em (2.95). Esse comportamento ocorre apos X(t)
convergir para § em tempo finito ¢, > 0. Em outras palavras, a varidvel deslizante s(¢) alcanga a

condi¢@o s(z) = 0 em tempo finito 7, > 0 e nela permanece para todo ¢ > f,.

Comentdrio 2.6. Tendo em vista (2.95), afirmar que as trajetdrias de estado x(f) convergem para
a regido de modos deslizantes § em tempo finito ¢, € equivalente a dizer que as trajetdrias da

varidvel deslizante s(¢) convergem para s(7) = 0 nesse mesmo instante.

Comentdrio 2.7. Por meio de (2.95), nota-se que os modos deslizantes estdo associados ao
espaco nulo da matriz G. Uma vez que a dimensdo desse espago nulo é n, — 1, a dindmica de
modos deslizantes é de ordem reduzida (EDWARDS; SPURGEON, 1998).
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Definicao 2.8 (Conjunto Positivamente Invariante (KHALIL, 2002)). Um conjunto Q C R"x é
dito positivamente invariante em relagdo ao sistema dinadmico X(7) = f(x(¢)) se, para qualquer

condigio inicial x(7p) € Q, a solugdo correspondente x(¢) satisfizer x(r) € Q, Vr > 1.

Supondo que a trajetdria de estados esteja na regido de modos deslizantes ideal, ou seja,
s(t) = s(t) = 0 para todo t > t,, a substituicéo de x(¢) em $(¢) = O resulta em:

s(t) = Gx(t) = GAX(t) + GBu(r) + GBd(t) =0, (2.96)

onde, para a simplificacdo dos resultados, definiu-se o escalar b =1 (isto é, M = B).

Comentdrio 2.8. A matriz G deve ser projetada de modo que o produto matricial GB seja nao

singular.

Solucionando (2.96) para u(t) e considerando a relacdo estrutural M = bB, obtém-se a

lei de controle equivalente:
Ueg(t) = —(GB) ' GAXx(t) —d(1). (2.97)

Comentdrio 2.9. Note que a constru¢do geométrica apresentada na Secdo 2.4.2, baseada na
varia¢do continua da entrada de controle entre u~ e ", fundamenta a existéncia do controle
equivalente por meio do fecho convexo dos campos vetoriais f." e f. . Entretanto, a solugio
algébrica de s(t) = 0 apresenta-se como uma forma alternativa e simplificada de obter u,(t).
Essa abordagem dispensa a anédlise exaustiva do arco de pontos ao longo de toda a regido .S,
permitindo que a dindmica equivalente seja determinada diretamente a partir das matrizes de

estado do sistema e da geometria da regido de modos deslizantes (UTKIN, 1992).

Comentdrio 2.10. A utilizacdo do controle equivalente destaca-se como uma ferramenta de
projeto simplificadora, pois permite contornar a complexidade das inclusdes diferenciais em
favor de uma solucao algébrica. Sob o ponto de vista fisico, essa abordagem fundamenta a
implementacdo prética do controle por modos deslizantes, uma vez que u,(f) representa a
componente de baixa frequéncia do termo descontinuo da fungdo de controle, podendo ser
extraida através de filtros passa-baixas para mitigar os efeitos do chaveamento de alta frequéncia
(SHTESSEL et al., 2014).

Substituindo (2.97) em (2.93), obtém-se a dindmica de modos deslizantes:
x(t) = (I- B(GB) 'G) Ax(¢). (2.98)

Comentdrio 2.11. Em modo deslizante, o sistema torna-se, idealmente, completamente insensivel
a perturbagdo d(t), desde que esta seja casada. Tal propriedade decorre do fato de o controle
equivalente atuar diretamente no cancelamento das perturbacdes que agem no espaco imagem da
matriz B (DRAZENOVIC, 1969).
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2.4.3.2 Projeto da Fungdo de Controle por Modos Deslizantes

Partindo da equivaléncia apresentada no Comentério 2.6, pode-se afirmar que o objetivo
do controle por modos deslizantes € forcar a convergéncia das trajetorias da varidvel deslizante
para s(t) = 0 (SHTESSEL et al., 2014; EDWARDS; SPURGEON, 1998). Para tanto, considera-se

a funcdo candidata de Lyapunov:
1
V()= Esz(t). (2.99)

Diferenciando V (¢) com respeito ao tempo ao longo das trajetdrias de estado do sistema
(2.78), obtém-se:

V(t) =s(t)s(t) = s(t) (GAx(¢) + GBu(r) + GBd(r)) . (2.100)

A lei de controle por modos deslizantes € definida como:
u(t) = —(GB) " 'GAx(t) — K(GB) 'sign (s(1)), (2.101)

onde sign (-)® denota a fungdo sinal. Em (2.101), o termo —(GB)~!GAx(¢) corresponde 2
entrada de controle equivalente desconsiderando o termo da perturbacido casada, visto que,
em problemas reais, essa parcela é desconhecida (SHTESSEL et al., 2014). Por sua vez, o
termo K(GB) !sign(s(t)) corresponde ao controle descontinuo, responsdvel por realizar o
chaveamento entre os subsistemas (SHTESSEL et al., 2014).

Considerando que sup,~ |d(7)| = dmax, para que V (¢) seja negativamente definida, o ga-
nho de chaveamento K deve satisfazer K > ||G||||B||dmax + @, com @ > 0 constante (SHTESSEL
et al., 2014). Substituindo (2.101) em (2.100), obtém-se:

V(t) = s(t)s(t)

s(1) (GAX(t) — GAX(t) — Ksign (s(¢)) + GBd(¢))
—K|s(t)|+s(t)GBd(¢)

< —Kls(0)| +[s(@)[[| G B[ dmax

< — (K~ [|G|IBlldmax) s ()] < =9ls(0)| = —v24V' (), (2.102)

para todo s(r) # 0.

A partir de (2.102), a desigualdade diferencial pode ser reescrita como V~'/2(1)V (1) <
—+/2%. Integrando ambos os membros no intervalo [0,,] e considerando que V (¢,) = 0, obtém-se
o tempo de alcance ¢, até a regido de modos deslizantes ideal, o qual € limitado superiormente

por:

1/2
t < M. (2.103)

¢

Para garantir a existéncia de solugdes sobre a regido de modos deslizantes ideal, a funcdo sinal € estendida como
um mapeamento multivoco, tal que sign (0) € [—1,1].

6
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2.4.4 O Fendmeno do Chattering

Apesar das propriedades de robustez deterministica e rejeicao total a perturbagcdes casadas
que tornam o controle por modos deslizantes uma das abordagens mais consagradas na teoria de
controle ndo linear, a sua implementacao enfrenta um obstdculo conhecido como chattering (LEE;
UTKIN, 2007). O chattering define-se como um fendmeno de oscilagdes indesejadas de alta
frequéncia e amplitude finita que se manifesta nas trajetorias de estado e na entrada de controle do
sistema, quando em modos deslizantes (BARTOLINI; FERRARA; USAI 2002). A compreensao
analitica desse fendmeno exige a distin¢do clara entre a sua origem (fisica e computacional), a
sua manifestacdo fenomenoldgica na malha fechada e a sua formalizacio matemética como uma
propriedade de estabilidade orbital, historicamente tratada na literatura por meio do método da
fungdo descritiva e de abordagens correlatas no dominio da frequéncia (BOIKO; FRIDMAN;
IRIARTE, 2005; JOHANSSON; BARABANOV; ASTROM, 2002). Sob essa perspectiva, a
caracterizacdo do chattering como um fendmeno e, simultaneamente, como uma propriedade

comportamental da malha fechada, pode ser estruturada em trés niveis fundamentais:

1. As Causas Fisicas e Computacionais: Em ambientes de simulagdo, o chattering surge
computacionalmente devido ao erro de solu¢do numérica da equacao diferencial, o qual € uma
funcdo direta do passo de integracdo (WANG; YU; CHEN, 2009). J4 na prética, o fendbmeno
possui origem estritamente ligada a presenca de dinamicas parasitas, atrasos de tempo e
perturbacdes ndo modeladas, as quais impossibilitam que a trajetdria de estado permaneca
estritamente na regido de modos deslizantes ideal (SHTESSEL et al., 2014).

2. A Resposta da Entrada de Controle: Diante do desvio inevitdvel das trajetdrias de estado
com relacdo a regido de modos deslizantes, a entrada de controle atua for¢cando os trajetorias
de volta a regido de modos deslizantes, com uma frequéncia de chaveamento que idealmente
deveria tender ao infinito (LEVANT, 1993). Contudo, a eficicia dessa acao restauradora é

severamente prejudicada por:

* Fatores Computacionais: O periodo de amostragem finito e os atrasos de processamento
e de comunicacdo de dispositivos digitais impedem a atualizac@o continua da lei de con-
trole, impossibilitando que a frequéncia de chaveamento tenda ao infinito (SHTESSEL
et al., 2014);

* Fatores Fisicos: Os limites de operacdo, os atrasos de transporte e de comunicagao,
e as bandas passantes limitadas de atuadores e sensores reais tornam impraticavel o
chaveamento em frequéncia infinita (FRIDMAN, 2001).

Portanto, devido aos fatores descritos, a entrada de controle opera sob uma frequéncia finita
de chaveamento. Para reconduzir as trajetorias o mais rapido possivel a regidao de modos

deslizantes, esse chaveamento deve ocorrer em alta frequéncia (UTKIN, 1992).
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3. A Manifestacao Final e a Propriedade Matematica: Como a entrada de controle ndo chaveia
com frequéncia que tende ao infinito devido aos fatores citados acima, a acao corretiva perde
a robustez ideal diante dos desvios das trajetérias de estado, gerando um efeito continuo
de oscilacdo em torno da regido de modos deslizantes. Sob a 6tica comportamental do
sistema dinamico, o resultado em malha fechada € o estabelecimento de ciclos-limite de alta
frequéncia e amplitude finita, confinando as trajetorias de estado a uma vizinhancga delimitada
da regido de modos deslizantes ideal. A existéncia, a frequéncia e a amplitude dessa oscilagcdo
orbital podem ser formalmente previstas por meio do método da fungdo descritiva (BOIKO;
FRIDMAN; IRIARTE, 2005; BOIKO et al., 2007; JOHANSSON; BARABANOV; ASTROM,
2002).

2.4.5 Exemplo: Projeto de Controle de um Sistema Duplo Integrador

Considere o sistema de duplo integrador definido por:

() = [o 1 0

x(t) 4+ |

0 0 (u(t) +d(1)), (2.104)

em que d(r) = 3sin(¢) representa uma perturbacdo casada com limite superior conhecido.

O objetivo de controle consiste em forcar a convergéncia da trajetdria de estados a regido
de modos deslizantes e, subsequentemente, garantir a estabilidade assintética da origem. Para

tanto, define-se a variavel deslizante como:
s(t) = Gx(1), (2.105)

onde G = [A 1], com A > 0. A lei de controle por modos deslizantes é projetada, a partir de
(2.101), como:

u(t) = —(GB)'GAX(t) — k (GB) 'sgn(s(t)) = —Axo(t) —ksgn(s(t)),  k>0. (2.106)

As simulagdes foram realizadas com os pardmetros A = 1 e k = 10 > sup,~ |d(t)| = 3,
partindo da condigio inicial x) = [2 — 1]T. Adotou-se o método de integracdo de Euler com

tamanho de passo fixo (1073 s) para a solucdo numérica.

A trajetoria exibida na Figura 4(a) ilustra a fase de alcance, na qual o estado inicial é
for¢cado em diregdo a s(¢) = 0. Uma vez atingida a superficie, a Figura 4(b) revela a presenca do

chattering, caracterizado por oscilagdes de alta frequéncia sobre a regido de modos deslizantes.

Durante a fase deslizante, a dindmica reduzida de primeira ordem governa a convergéncia
dos estados para a origem, como verificado nas Figuras 5(a) e 5(b). Por fim, a Figura 5(c)
apresenta a entrada de controle u(7), evidenciando o esforco de chaveamento necessario para

manter o sistema sobre a regido de modos deslizantes e rejeitar a perturbagéo d(t).
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Figura 4 — Evolugdo da varidvel deslizante: (a) trajetéria de estados x(¢) convergindo para a regido de modos
deslizantes; (b) detalhe do fendmeno de chattering.
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Figura 5 — Resultados temporais: (a) trajetdria do estado x;(¢); (b) trajetéria do estado x,(2); (c) entrada de controle

u(r).
2.5 Fundamentos de Controle por Modos Deslizantes Adaptativo

Como discutido na Secdo 2.4.3.2, o projeto da lei de controle por modos deslizantes
(2.101) exige o conhecimento a priori de um limite superior dp,x para a perturbagio casada d(t),
de forma que o ganho de chaveamento K seja escolhido de modo a satisfazer K > ||G||||B||dmax +
@, com M = bB, b € R, conforme a (2.93). Particularizando essa relagdo para b = 1 (isto é&,
M = B), tem-se K > ||G||||B||dmax + ®. Em cendrios préticos, contudo, esse limite superior é
frequentemente desconhecido, conservador ou variante no tempo, o que impde duas dificuldades
fundamentais ao projeto (PLESTAN et al., 2010): (i) a subestimagdo de dpyax compromete a
existéncia dos modos deslizantes; e (ii) a sobre-estimacao de dpax, estratégia comumente adotada
por precaugdo, amplifica desnecessariamente a amplitude do fendmeno de chattering discutido

na Se¢do 2.4.4, além de agravar o desgaste de atuadores e o consumo energético (BOIKO, 2008).
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A literatura de controle por modos deslizantes contorna essa dificuldade ao adotar
estratégias de ganho de chaveamento adaptativo, historicamente organizadas em duas familias
(OBEID et al., 2018). A primeira familia baseia-se na estimac¢ao da perturbagao via controle
equivalente (LEE; UTKIN, 2007; UTKIN; POZNYAK, 2013), exigindo o uso de um filtro
passa-baixas e, tipicamente, o conhecimento do limite superior da perturbacdo para o projeto
do filtro, razdo pela qual ndo € adotada nesta tese. A segunda familia, na qual se inserem as
trés formulagdes apresentadas nesta secao, baseia-se na adaptacao do ganho de chaveamento
sem estimagdo direta da perturbacdo (HUANG; KUO; CHANG, 2008; PLESTAN et al., 2010;
OBEID et al., 2018): (i) a adaptacdo por crescimento monotdnico, formulacao original dessa
familia, na qual, no contexto de modos deslizantes reais, ocorre a sobre-estimacao persistente
do ganho e ndo ha garantia de que as trajetdrias de estados convergirdo para uma vizinhanga
da regido de modos deslizantes; (i1) a adaptacdo de dupla camada, proposta para corrigir essa
limitacdo ao introduzir uma estratégia de decrescimento em uma vizinhanga da regiao de modos
deslizantes, porém sem assegurar de forma construtiva que a fronteira dessa vizinhanga nunca
serd cruzada; e (iii) a adaptacdo baseada em uma func¢do de barreira, empregada nesta tese, que
permite tanto o crescimento quanto o decrescimento do ganho em uma vizinhanga da regido de
modos deslizantes, além de assegurar de forma construtiva a invariancia positiva dessa vizinhanca.
Cabe destacar que, para todas as estratégias citadas, devido ao fendbmeno do chattering, nao
ha garantia de convergéncia a regido de modos deslizantes, mas sim de alcance a ela ou a uma

vizinhanca.

2.5.1 Formulagdo do Problema de Adaptacao

Considere o sistema com incerteza casada com limite superior desconhecido:
X(t) = Ax(t) + B(u(r) +d(1)), x(t0) =x0 € R™, (2.107)

onde d(t) satisfaz sup,~ |d(t)| = dmax, cOm diax > 0 desconhecido. Adotando a varidvel desli-
zante s(t) = Gx(t), definida em (2.94), e a lei de controle equivalente ueq(f) dada em (2.97), a

funcdo de controle por modos deslizantes adaptativa assume a estrutura:
u(t) = —(GB) " 'GAx(r) — K(r)(GB) !sign (s(r)), (2.108)
em que K > 0 é o ganho de chaveamento. Substituindo (2.108) em s(7) = GX(7), obtém-se:

$(t) = —K(7) sign (s(1)) + GBd (). (2.109)

A equagdo diferencial (2.109) corresponde exatamente a estrutura s(f) = u(t) + ()
considerada em (PLESTAN et al., 2010; OBEID et al., 2018), com §(¢) = GBd(r) e |8(7)| <
Omax = || G||||B||dmax desconhecido, uma vez cancelada a parte conhecida da dindmica pelo termo
ueq. Essa identificagdo permite transportar diretamente, com a notagao da tese, os resultados
originais de (PLESTAN et al., 2010; OBEID et al., 2018).
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2.5.2 Adaptacao por Crescimento Monotdnico

A formulacdo mais simples de adaptacdo do ganho de chaveamento consiste em fazé-lo
crescer enquanto a varidvel deslizante ndo atingir a regido de modos deslizantes. Segundo a lei
de adaptacao reportada e discutida por (PLESTAN et al., 2010) com base em (HUANG; KUO;
CHANG, 2008):

K(t) =K|s(t)], K(0)>0, K>0. (2.110)

Teorema 2.5 (HUANG; KUO; CHANG, 2008), conforme reportado em (PLESTAN et al.,
2010)). Considere o sistema (2.109) sob a entrada de controle (2.108) com o ganho de chave-
amento definido pela lei de adaptagdo (2.110). Entdo, existe um instante finito tr > 0 tal que
s(t) =0 paratodot > tr.

Demonstragcdo. Ver (HUANG; KUO; CHANG, 2008; PLESTAN et al., 2010) OJ

Comentdrio 2.12 (Limitagao estrutural (PLESTAN et al., 2010)). Esse resultado apresenta uma
limitac@o estrutural importante, discutida em detalhe por (PLESTAN et al., 2010): uma vez
s(t) = 0, a lei de adaptagdo (2.110) resulta em K(t) = 0, de modo que o ganho permanece
constante no valor atingido no instante de alcance ., valor este que, por construcio da prova do
Teorema 2.5, jd satisfaz K (¢,) > ||G||||B||dmax. isto &, ja domina ||G||||B||dmax @0 longo de toda a
fase de alcance. Contudo, essa dominéncia ndo implica que K(7,) seja o0 menor ganho suficiente
para tanto: como K() cresce continuamente enquanto s(¢) # 0, o valor retido tipicamente
excede esse minimo necessdrio, sem que exista um mecanismo de corre¢do subsequente, o que
caracteriza a sobrestimacao persistente do ganho, discutida no texto original de (PLESTAN et
al., 2010).

Além disso, essa formulagdo € aplicavel apenas no contexto de modos deslizantes ideal.
Devido ao chattering, ndo é possivel manter s(¢) = 0 para ¢t > t;, o que faz com que K(¢)
cresca indefinidamente ao longo do tempo. Esse comportamento intensifica progressivamente a

frequéncia do chattering.

2.5.3 Adaptacdo de Dupla Camada

Para superar a limitagdo descrita no Comentdrio 2.12, (PLESTAN et al., 2010) propde
duas leis de adaptagao que combinam uma fase de crescimento com uma fase de decrescimento
do ganho de chaveamento, permitindo que K(¢) se reduza quando a magnitude efetiva da
perturbagdo diminui. Apresenta-se aqui a segunda formulacido de (PLESTAN et al., 2010), por
ndo exigir o uso de controle equivalente nem de filtro passa-baixas, vantagem esta destacada

pelos préprios autores para fins de implementacao pratica.

Formalmente, sejam € > 0 um limiar de projeto e u > 0 uma constante pequena introdu-

zida por razdes técnicas para manter K(¢) > 0. A lei de adaptagdo de dupla camada é definida
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por:

(RIsOIsign(s0)] —€), se k() >
k() = @.111)
H, se K(t) <u,

com K(0) >0 e K > 0 (PLESTAN et al., 2010).
Comentdrio 2.13. Note que sign(|s(z)| — €) é positivo quando |s(7)| > €, o que faz o ganho
crescer, e negativo quando |s(¢)| < €, o que faz o ganho decrescer, de modo que a lei (2.111)

alterna automaticamente entre as duas dinamicas de operacdo, crescimento e decrescimento, sem

exigir um mecanismo de comutagdo explicito entre regras distintas (PLESTAN et al., 2010).

Lema 2.6 (PLESTAN et al., 2010)). O ganho K (t) definido pela lei (2.111) é uniformemente

limitado, isto é, existe uma constante positiva K* tal que K (t) < K* para todo t > 0.

Demonstracdo. Ver (PLESTAN et al., 2010). ]

Teorema 2.7 (Estabilidade Pratica sob Adaptacao de Dupla Camada (PLESTAN et al., 2010)).
Considere o sistema (2.109) sob a entrada de controle (2.108) com o ganho de chaveamento
definido pela lei de adaptagdo (2.111). Entdo, existe um instante finito t; > 0 tal que, para todo
t>1:

2
G||B dmax
Is(r)] < &, 5:\/82—|—(H ””12” ) 2.112)

Demonstragcdo. Ver (PLESTAN et al., 2010). O]

Comentdrio 2.14. Diferentemente do Teorema 2.5, a adaptacdo de dupla camada ndo garante
convergéncia para s(¢) = 0, mas apenas o alcance de uma vizinhanga |s(7)| < 8, com & dado
explicitamente em (2.112) (PLESTAN et al., 2010). Verifica-se que 8 > €, com igualdade apenas
no caso limite dp,x = 0: para toda perturbagio ndo nula, d excede estritamente o limiar de projeto
€, uma vez que 9 é definido pela soma de dois termos positivos sob a raiz em (2.112). Constata-se
também que o pardmetro € que define o limiar entre as fases de crescimento e decrescimento em
(2.111) é 0o mesmo que compde & em (2.112), de modo que sua escolha influencia, embora nao
determine exatamente, o tamanho final da vizinhanga de convergéncia. Além disso, & depende de
dmax, ainda que este permaneca desconhecido no projeto, o que significa que a vizinhanca final
de convergéncia ndo pode ser prescrita a priori, apenas o limiar € que a compde, sem controle

sobre o quanto d o excedera.

2.5.4 Adaptagdo Baseada em Func¢do de Barreira

Na adaptac@o por crescimento monotonico (Comentario 2.12), embora o ganho de
chaveamento sempre cres¢a enquanto a varidvel deslizante permanecer fora de s(r) = 0, ndo é
definida nenhuma vizinhanga positivamente invariante para a convergéncia das trajetorias de

s(t), de tal forma que se garanta que os estados possuam a propriedade de limitagdo uniforme
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e final (Uniform Ultimate Boundedness — UUB)’ com respeito a regido de modos deslizantes
ideal. J4 na adaptacdo de dupla camada (Comentario 2.14), uma vizinhanga de convergéncia
de s(¢) = 0 é de fato definida e efetivamente positivamente invariante, na qual o limite superior
¢ dado por 8 em (2.112). Contudo, a regido de decrescimento do ganho de chaveamento cujo
limite superior € dado por € ndo €, ela propria, positivamente invariante, pois nessa regido nao ha
dominancia de K(z) sobre |G||||B||dmax- A caracterizagio de quanto |s(z)| pode exceder &, isto &,

o proprio valor de v, depende de dpax, ainda que este permaneca desconhecido no projeto.

Diferentemente da adaptacdo de dupla camada (PLESTAN et al., 2010), a adaptacdo
baseada em fung¢do de barreira, introduzida por (OBEID et al., 2018), ndo exige o conhecimento
prévio de dmax nem para a defini¢do dessa funcdo, nem para a delimitagdo da vizinhancga de
s(t) = 0. No interior da y-vizinhanga prescrita, distinguem-se duas sub-regides: uma sub-regifo
relaxada, préxima a origem, na qual a dominancia do ganho sobre a perturbacdo nao € imposta; e
uma sub-regido adjacente a fronteira Y, na qual essa dominancia é assegurada pela divergéncia do
ganho de chaveamento conforme |s(z)| — 7. Embora a localiza¢io exata dessa fronteira interna
dependa da dominancia do ganho de chaveamento sobre dp,x, como revelado em (OBEID et al.,
2018), essa dependéncia ndo precisa ser conhecida nem calculada: a invariancia positiva de y é

assegurada de forma construtiva para qualquer valor (desconhecido) de dpyax > O.

Definicao 2.9 (Func¢ao de Barreira Positiva Definida (OBEID et al., 2018)). Uma func¢ao de
barreira Kj, : D — R, definida sobre o dominio aberto D = {s(¢t) € R : |s(t)| < v}, é dita positiva
definida se satisfizer simultaneamente as seguintes propriedades:

(i) Kp(s(t)) > 0 para todo s(r) € D\ {0};
(ii) Kp(s(t)) — +oo quando s(¢) — 9D (isto é, quando |s(¢)| — Y7);

(iii) Kp(s(t)) =0 se e somente se s(¢) = 0.
Um exemplo candnico de fun¢do de barreira positiva definida é:

Kp(s(t)) = F >0, (2.113)

v=Is(@)]’

com K,(0) = F > 0.

Definicao 2.10 (Funcdo de Barreira Positiva Semidefinida (OBEID et al., 2018)). Uma func¢ao de
barreira Kj, : D — R, definida sobre o dominio aberto D = {s(t) € R : |s(t)| < v}, é dita positiva

semidefinida se satisfizer simultaneamente as seguintes propriedades:

(i) Kp(s(t)) > 0 para todo s(t) € D;

(ii) Kp(s(t)) — +oo quando s(¢) — 9D (isto é, quando |s(¢)| — v );

7 A definigdo de trajetérias UUB é apresentada na Definigo 2.13.
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(iii) Kp(s(r)) =0 se e somente se s(¢) = 0.
Um exemplo candnico de funcao de barreira positiva semidefinida é:
(2.114)
com K5 (0) = 0.

A lei de adaptagdo proposta por (OBEID et al., 2018) combina, em duas fases sucessivas,
a lei de crescimento monotdnico (2.110), utilizada apenas para conduzir a varidvel deslizante a
uma primeira vizinhanga de y/2, com a fun¢do de barreira propriamente dita, ativada a partir

desse instante:
Ki(t), Ku(t)=K|s(t)|, se0<t<T,
K(t) = (2.115)
Kp(s(1)), set >,
onde K > 0 é uma constante arbitréria, Kj(-) pode ser escolhida como uma fung¢io de barreira
positiva definida (Defini¢do 2.9) ou como uma fungéo de barreira positiva semidefinida K, (-)
(Definigdo 2.10), e 7 ¢ o menor instante de tempo tal que s(7) = 0 (OBEID et al., 2018).

K (s(t)) Kp(s(1))
oD oD 0D 0D
. F i | |
: L gt : L gt
—I'y 0 v (1) —I'y 0TK;(0)=0 y )
(a) Funcgéo de barreira positiva definida. (b) Fung@o de barreira positiva semidefinida .

Figura 6 — Comportamento assinttico das func¢des de barreira. Em ambos os casos, Kp(s(t)) — 4o quando
|s(z)| — v, garantindo a invarifncia positiva do dominio . A fungdo positiva definida K}, satisfaz
K;(0) = F, enquanto a positiva semidefinida K, satisfaz K, (0) = 0, permitindo que o ganho decresca a
zero quando s(¢) — 0.

Teorema 2.8 (Adaptacao por Fungdo de Barreira (OBEID et al., 2018)). Considere o sistema
(2.109) sob a entrada de controle (2.108) com o ganho definido por (2.115). Entdo, para todo
s(0) e todo y > 0, existe T, a menor raiz da equagdo |s(t)| <7y/2, tal que, para todot > t, a
desigualdade |s(t)| <y € satisfeita.

Demonstragdo. Ver (OBEID et al., 2018). L]
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Comentdrio 2.15 (Funcdo de barreira positiva definida versus positiva semidefinida (OBEID
etal., 2018)). As duas classes de barreira apresentam trade-offs distintos. Com a fun¢do posi-
tiva definida, K,,(0) = F > 0 constitui um limite inferior do ganho de chaveamento: quando
|G||||B||dmax < F, 0 ganho é sobrestimado, garantindo o modo deslizante, mas ao custo de uma
entrada de controle com oscila¢des, devido ao chaveamento, de amplitude proporcional a F.
Com a fung@o positiva semidefinida, K,,s,(0) = 0, de modo que, se a perturbagio casada e s(z)
tendem monotonicamente a zero, o ganho também tende a zero e os chaveamentos da entrada de
controle sdo eliminados nesse regime, ao custo de perder a garantia de modo deslizante quando a

perturbacao nao decresce.

Comentdrio 2.16 (Sobre a Condi¢ao de Dominancia do Ganho de Chaveamento). Em ambas as
classes de fungdes de barreira, a condigdo Kp(s(t)) > ||G||||B||dmax. isto €, a dominincia do ganho
de chaveamento sobre o limite superior da perturbacdo casada, ndo precisa ser satisfeita para
todo ¢ > 7, mas apenas fora de uma sub-regido interna |s(¢)| < s* < 7. Dentro dessa sub-regido,
a auséncia momentanea de dominancia ndo compromete a invariancia do dominio |s(z)| < v,
uma vez que s* <y por construcdo e Kj(s(¢)) — oo conforme |s(¢)| — ¥~ impede, em qualquer
caso, o cruzamento da fronteira 0D (OBEID et al., 2018).

2.6 Fundamentos de Controle por Modos Deslizantes Acionado por Eventos

Para a implementacao de métodos de controle em sistemas digitais e dispositivos em-
barcados, a escolha do paradigma de acionamento para a atualizacio da entrada de controle é
determinante para a eficiéncia no uso de recursos computacionais, energéticos e de comunicagdo
(ASTROM; BERNHARDSSON, 2002). Nesse contexto, com base nas teorias de controle por
dados amostrados e de sistemas em tempo real, as estratégias de acionamento orientado ao tempo
e acionado por eventos consolidaram-se como campos de pesquisa ativos (YUE; BALDI; CAO,
2022).

No acionamento orientado ao tempo, a entrada de controle € atualizada de forma peri6-
dica, de acordo com o periodo de amostragem do sistema, sendo uma abordagem inspirada na
amostragem de Riemann (MA; ZHANG, 2022). Uma etapa critica no projeto desses métodos
€ a escolha adequada do periodo de amostragem, visto que ele determina a demanda sobre
0s recursos computacionais e a viabilidade dos canais de comunicagdo entre os instantes de
atualizacdo periédica (ASTROM; BERNHARDSSON, 1999).

Por outro lado, no acionamento por eventos, a atualizacdo da entrada de controle é
aperiédica, sendo inspirada na amostragem de Lebesgue (ASTROM; BERNHARDSSON, 2002).
Nessa abordagem, a atualizac@o ocorre apenas quando uma condi¢do de acionamento especifica
¢ satisfeita, a qual € avaliada em func¢do da evolucdo temporal do estado do sistema (TABUADA,
2007; HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012; WANG; ZHANG, 2014). Assim, a atua-
lizacao da entrada de controle é disparada pela ocorréncia de eventos, e nao por intervalos de
tempo periddicos (PERSIS; POSTOYAN; TESI, 2023).
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De forma analoga ao papel do periodo de amostragem no acionamento orientado ao
tempo, a definicdo do mecanismo de acionamento por eventos, composto pela estratégia de
monitoragdo e pela respectiva condi¢cdo de acionamento, € fundamental para que os objetivos de
controle sejam satisfeitos (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012). Esse mecanismo € o
componente responsavel por determinar os instantes em que € disparada a atualizacio da entrada

de controle e disparar a atualizac@o da entrada de controle.

2.6.1 Estratégias de Monitora¢ao

Com relacdo a estratégia de monitoracao, as principais abordagens consolidadas na

literatura sao:

* Monitoracio continua: a condicio de acionamento por eventos é verificada de forma
continua no tempo. Essa abordagem proporciona a maior eficiéncia ao mecanismo de
acionamento em termos de nimero de atualizag¢des, pois permite verificar a condi¢do de
acionamento por eventos no exato instante em que o limiar estabelecido € atingido. No
entanto, a monitoragdo em tempo continuo € impraticavel em dispositivos digitais, os quais
operam de forma inerentemente discreta (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012);

* Monitorac¢ao periddica: a condicio de acionamento por eventos € verificada em intervalos
periodicos (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2012). Essa estratégia € compativel com a
natureza discreta de processadores e dispositivos embarcados, reduzindo significativamente

o nimero de atualizagdes em compara¢do com o acionamento orientado ao tempo;

* Monitoracio assincrona: a verificacio da condi¢@o de acionamento por eventos € vincu-
lada a interrupcdes de hardware, como o cruzamento de um limiar por um sinal analdgico
detectado por comparadores integrados. Embora permita tempos de resposta rapidos,
sua implementacdo impde maior complexidade de projeto por depender estritamente da
arquitetura de hardware utilizada (MAZO; CAQO, 2014; FU; MAZO, 2016).

2.6.2 Condi¢do de Acionamento por Eventos

Antes de apresentar as principais classes de condi¢des de acionamento por eventos
consolidadas na literatura, cumpre estabelecer formalmente como ela restringe o impacto da
discrepancia entre o estado atual e o estado retido. O objetivo central € garantir que a entrada
de controle, embora mantida constante entre os instantes de amostragem, permaneca capaz de

conduzir o sistema aos seus objetivos de desempenho e estabilidade.

Formalmente, seja o instante de acionamento por evento f, 0 proximo instante ;| é
definido como:

i1 =inf{t e R:1 > 1, and f(e(r)) > r(9)}, (2.116)

onde e(t) = x(t;) — x(t) é o erro de acionamento, definido como a diferenca entre o estado

amostrado no dltimo instante de acionamento x(#;) e o estado no instante atual x(¢), ao passo
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que f(e(r)) > 0 representa a fungdo de acionamento por eventos e r(®) denota o limiar de
acionamento por eventos (TABUADA, 2007). A condi¢do f(e(r)) > r(¢) € definida como
condi¢cdo de acionamento por eventos. Entre dois instantes de acionamento consecutivos f;
e fx+1, a entrada de controle permanece constante, isto &, u(t) = u(t) para todo ¢ € [ty,t;41)
(GHODRAT; MARQUEZ, 2022).

A definicdo (2.116), no entanto, ndo especifica como a fun¢do de acionamento f e o
limiar r(®) devem ser escolhidos para que a estabilidade e desempenho do sistema em malha
fechada sejam preservados, inclusive nos intervalos em que a entrada de controle permanece

constante. Para tanto, considere o sistema nao linear:
x(1) = f(x(t),u(r)), x(t9) =xp € R™, (2.117)

em que a funcdo f € localmente continua no sentido de Lipschitz em relacdo a ambos os
argumentos, e assume-se a existéncia de uma lei de controle por realimentagdo de estados tal

que o sistema (2.117) em malha fechada seja assintoticamente estavel na origem.

Assume-se que o sistema (2.117) € estdvel no sentido entrada-estado (Input-to-State
Stability — ISS) com respeito ao erro de acionamento e(¢) definido em (2.116), o que implica a

existéncia de uma func¢do de Lyapunov V : R™ — R>( que satisfaz:
a([x(@)[) <V () <a(|x@)l), (2.118a)

V() =V (0)- £ (x(0),u(x(r) + (1)) ) < —a(|x()I])+¥(le(r) ), (2.118b)
onde o, o e & sdo fungdes de classe K., e Y€ uma funcdo de classe K.

De acordo com (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018), a partir de (2.118b), uma
condigdo suficiente para assegurar que V (¢) seja negativa definida é dada por:

Y(lle@I) < @a(llx(@)[), &< (0,1). (2.119)

Assumindo que as fung¢des inversas de classe X envolvidas sejam localmente continuas
no sentido de Lipschitz em subconjuntos compactos, a condi¢ao (2.119) pode ser reescrita em
uma forma linearizada:

Lele(r)[] < [lx(2)]l; (2.120)

na qual L, > 0 é uma constante de ganho apropriada (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018). A
desigualdade (2.120) constitui um caso particular da condi¢do geral de acionamento dada em
(2.116), na qual o limiar passa a depender explicitamente da norma do estado atual. Desse modo,
a violagdo dessa condicao determina o préximo instante de acionamento por evento segundo a
relacdo:

tir =inf{r > € R: L|le(r)]| > @||x(2)]|}- (2.121)

O desafio central no projeto de controle acionado por eventos nao reside estritamente no

instante em que a condi¢do (2.121) € satisfeita. De fato, ao desconsiderar atrasos de comunicagdo
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e de processamento, a entrada de controle é atualizada imediatamente apds a ocorréncia do
evento, restaurando as condi¢des de estabilidade e desempenho em malha fechada (BEHERA et
al., 2015). O problema fundamental consiste, portanto, em assegurar, por exemplo, a estabilidade
assintética ao longo de todo o intervalo inter-eventos [tx,#;.+1), para todo k € Z>, periodo no
qual a relag@o L.||e(r)|| < @|[x(7)|| se mantém e a entrada de controle permanece constante
(BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018). Ao longo desses intervalos, substituindo (2.119) em

(2.118b), obtém-se a seguinte limitagdo superior:
V() < —(1=9)a(|[x(1)]}) < —(1 =) (o™ )V(r) <O, (2.122)

onde olo® ' € K. denota a composicio funcional das fungdes de classe K.. Como V(t)
permanece estritamente negativa em todo o intervalo [f;,% 1), a estabilidade assintdtica do
sistema em malha fechada é garantida mesmo nos intervalos em que a lei de controle ndo sofre
atualizagdes (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018).

A condig@o (2.116) constitui, portanto, a forma geral do qual derivam as diferentes classes
de condi¢do de acionamento por eventos adotadas na literatura, classificadas principalmente em
quatro categorias (DOU et al., 2025):

* Condicao absoluta: proposta em (LUNZE; LEHMANN, 2010), essa estratégia de moni-
toragdo avalia o erro de acionamento e() e gera um novo evento quando a norma desse

desvio se torna maior ou igual ao limiar de acionamento por eventos ¢ > 0, isto é:

le(®)] > ¢. (2.123)

Embora simples de implementar, essa condi¢do garante apenas que as trajetdrias de estado

sejam UUB com respeito a uma vizinhanga da origem delimitada por @.

* Condicao relativa ao estado: proposta por (TABUADA, 2007), corresponde ao caso
linear da condicdo geral (2.119): a norma admissivel do erro de acionamento € definida
proporcionalmente a norma do estado atual x(7). Na formulagdo original, a condigdo é
expressa em termos de fungdes de classe K; para sistemas lineares, essa condi¢ao se reduz
a:

le()l| > BlIx()l, &€ (0,1). (2.124)

Essa abordagem garante que o erro de acionamento permaneca limitado em relacdo a
magnitude do estado, assegurando a estabilidade assintética do sistema em malha fechada.
No entanto, a medida que o estado converge para a origem, o limiar de acionamento por

eventos tende a zero, o que pode induzir comportamento Zeno (ver Secdo 2.6.3).

* Condicao combinada: proposta por (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012),
para mitigar o comportamento Zeno presente na condi¢do relativa ao estado. Introduz-se

um termo absoluto & > 0, adicional a (2.124), resultando em:

le()]l = ®l[x(#)[[+8, §8>0. (2.125)
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Essa combinac¢do garante um intervalo minimo entre acionamentos consecutivos, mesmo
quando o estado se aproxima da origem. O custo dessa abordagem € a perda da estabilidade
assintotica: o sistema converge para uma regiao em torno da origem, ndo necessariamente

para a prépria origem.

* Condicao dinamica: proposto por (GIRARD, 2014), introduz uma variavel auxiliar

dindmica M (¢) no limiar. A condi¢@o de acionamento assume a forma:
le®]* > BlIx(O)I* +n(),  §>0, (2.126)
onde M () evolui segundo a equagdo diferencial auxiliar:

N() = =An(@) +ulx@)]*, A, u>0. (2.127)

A varidvel 1(f) atua como uma margem dindmica no limiar: quando o sistema evolui de
forma suave, 1(¢) cresce, relaxando a condi¢do de acionamento por eventos e aumentando
o intervalo entre os instantes de amostragem; por outro lado, sob transientes acentuados ou
crescimento do estado, 1(¢) pode decrescer, tornando o limiar mais restritivo e for¢ando
acionamentos mais frequentes. Essa abordagem permite reduzir ainda mais a frequéncia
de acionamentos em comparac¢do com os limiares estaticos, mantendo as garantias de
estabilidade (GIRARD, 2014).

2.6.3 Comportamento Zeno

Um aspecto critico no projeto do controle acionado por eventos € garantir a auséncia
do comportamento Zeno na sequéncia de instantes de acionamento por eventos {}7>_,, ca-
racterizado pela auséncia de um limite inferior estritamente positivo para os intervalos entre
acionamentos consecutivos, isto €, infyez_, Ty = 0, com Ty = tx41 — ty (HEEMELS; JOHANS-
SON; TABUADA, 2012). Esse comportamento implica que o sistema permanece congelado
num Unico instante de tempo, sem que a trajetoria de estado evolua, o que € incoerente com
a natureza do modelo de tempo continuo adotado e invalida qualquer garantia de estabilidade
ou desempenho (ZHANG; JIN; SU, 2023). Na prética, a auséncia de um espacamento minimo
entre acionamentos sobrecarrega os recursos computacionais, energéticos € de comunicagao,
inviabilizando a implementagdo da estratégia de controle em sistemas digitais com recursos
limitados (BEHERA, 2025). A exclusdao do comportamento Zeno &, portanto, equivalente a
garantir 7y > ar > 0 para todo k € Z>, assegurando que as trajetorias de estado evoluam entre
atualizagOes consecutivas. Vale ressaltar que a obten¢do de uma fun¢ao de Lyapunov que asse-
gure a estabilidade do sistema nao € suficiente por si s6: € igualmente necessario demonstrar
que a sequéncia de instantes de acionamento satisfaz essa condicdo para que as garantias de
convergéncia sejam validas na pratica (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2021).

O exemplo a seguir ilustra a aplicacdo dessa abordagem de controle, demonstrando
simultaneamente a estabilidade assintdtica e a exclusdo do comportamento Zeno para um sistema

ndo linear.
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2.6.4 Exemplo: Projeto de Controle Acionado por Eventos

Considere o sistema ndo linear escalar:
x(t) =x* (1) +ut), x(0)=xy€R, (2.128)

onde o estado estd restrito ao intervalo compacto x(t) € [—c,c|, com ¢ € R>p. Seja u(t) =
—x(t) —kx(t), com k > 0, a lei de controle por realimentacio de estados projetada em tempo
continuo. Como a entrada de controle € atualizada apenas nos instantes de acionamento por

eventos, ela assume a forma:

u(t) = —x*(t) —kx(r), Vt € [t ti1) e k € Z>g. (2.129)

SejaV(t) = %xz (t) a fungdo candidata de Lyapunov. Diferenciando V() ao longo das

trajetérias do sistema (2.128), considerando |x(7)| < ¢ e a relagdo x(t;) = e(r) + x(t), obtém-se:

V(t) = x(t) (xz(t) —xz(t )—kx(tk))
x(t) (x(r) 4+ x(t) ) e(t) — hx(1)x (1)
< 2cle(r)|[x(r)| — kx(t) (e(t) +x(1)) (2.130)
< 2cle(r)[1x(r)| +klx(r)[[e(r) | =k (r)

< (2c+k)le(t)||x(r)] — kxz(t).

Aplicando a desigualdade de Young® ao primeiro termo de (2.130), resulta em:

(2¢ +k)?

V() < 5 k(O + 210 = ~ax ) + 1000, 2.131)

onde as funcdes de classe % sdo dadas por:

2 2
(2¢+k) 2

a(r) =57 e )=

(2.132)

A condicao de acionamento que estabiliza o sistema regionalmente, em conformidade

com o formalismo estruturado em (2.121), € definida por:

le()] = ¢ (@), @€ (0,1). (2.133)

2c+k

Essa condi¢@o de acionamento por eventos garante que a relagdo |e(r)| < @T]f%|x(t)|
se mantenha vélida para todo instante ¢ € [f,#x+1), 0 que implica que a derivada de Lyapunov
V (¢) permanece estritamente negativa em todo o intervalo entre eventos. Consequentemente,

assegura-se a estabilidade assintotica regional do ponto de equilibrio.

8 A desigualdade de Young com expoente 2 afirma que, para quaisquer p,q > 0 e € > 0, vale a relagio pg <

2 2
P~ &
2£+2'
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Resta demonstrar analiticamente que o sistema sob essa condi¢do de acionamento por
eventos € livre do comportamento Zeno. Para x(¢) € [—c,c| \ {0}, a derivada temporal da norma

da razdo entre o erro e o estado satisfaz a seguinte limitag¢do superior:

d le(1)] 1 d
— < t )| =x()]. 2.134
e < 2 (O | Zx(0) (2.134)
Como |x(t)| < ¢ e sabendo que a entrada de controle u(t) = —x>(t;) — kx(t) permanece
constante para todo t € [fy, ;1 1), pode-se majorar a dinAmica como:
d
’Ex(t) < (2c+k)(le(r)] + |x(1)]).- (2.135)

Substituindo (2.135) em (2.134), obtém-se a desigualdade diferencial:

2
< (2c+k) (%H) . (2.136)

Por meio do lema da comparacdo (KHALIL, 2002), definindo }ig;} < u(t), as trajetorias

das solucdes de (2.136) sao limitadas superiormente pelas trajetdrias da solugdo de:
i) = (2c+ k) (u(t) +1)*, uln) =0, (2.137)

no qual a condi¢@o inicial nula provém do fato de que e(#;) = 0. A partir da integragdo direta de
(2.137), determina-se o tempo necessario para que a varidvel de comparagdo u(t) evolua de zero
até o limiar de acionamento q’Tik Desse modo, constata-se que o tempo minimo entre eventos
consecutivos € estritamente positivo e limitado inferiormente por:

Ok

Te > [2c+ (1+§)k] (2c +k)

>0, VkeZsy. (2.138)

A garantia de um limite inferior estritamente positivo para 7j assegura que o sistema ¢
livre do comportamento Zeno, o0 que, em conjunto com a negatividade estrita de V(¢) ao longo
dos intervalos entre eventos por eventos, valida as garantias de estabilidade assint6tica regional

quanto a implementacdo da estratégia de controle em sistemas digitais de processamento.

2.6.5 Controle por Modos Deslizantes Acionado por Eventos

Em controle por modos deslizantes, sob a hipétese idealizada de chaveamento com
frequéncia infinita, as trajetérias de estado permanecem restritas a regido de modos deslizantes
para todo instante subsequente ao instante de alcance (UTKIN, 1992). Em implementagdes reais,
contudo, o chaveamento ocorre em frequéncia finita, tanto por fatores computacionais quanto por
fatores fisicos, o que impede o chaveamento ideal sobre a regido de modos deslizantes, forcando
as trajetorias a oscilar em uma vizinhanga dessa regido, caracterizando o fenomeno do chattering
(FRIDMAN, 2001; MARTINEZ-FUENTES; PEREZ-VENTURA; FRIDMAN, 2021).
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Nesse contexto, o controle acionado por eventos substitui a atualiza¢do periddica da
entrada de controle por uma atualizacdo aperiddica, condicionada a satisfacdo de uma con-
dicao de acionamento, reduzindo significativamente o consumo de recursos computacionais,
de comunicacao e energéticos (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b). Nessa abordagem,
desconsiderando a presenca de atrasos de comunicagdo e processamento, os chaveamentos da
entrada de controle somente ocorrem no instante em que a condi¢io de acionamento por evento
¢ satisfeita, reduzindo significativamente a frequéncia de chaveamento em relacdo as abordagens
de controle com atualizac¢des periddicas (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b).

Como consequéncia direta dessa reformulacio, a trajetdria de estado deixa de permanecer
restrita a regido de modos deslizantes e passa a oscilar dentro de uma vizinhanca dela. Ao
contrario do que ocorre em abordagens que propdem a reducdo ou eliminagdo do chattering
(LEVANT, 2003; BOIKO et al., 2007), para o controle por modos deslizantes acionados por
eventos, a amplitude dessas oscilacdes pode ser delimitada de forma explicita pela propria
condic¢ao de acionamento, sem a necessidade de abordagens adicionais para determinar essa
vizinhanga (SONG et al., 2023a; FAN; WANG, 2021). Essa propriedade, denominada modos
deslizantes pratico (BANDYOPADHYAY; BEHERA, 2018), € inerente ao controle por modos
deslizantes acionado por eventos e representa uma troca aceitdvel entre precisao e eficiéncia
no uso de recursos. Essa abordagem oferece os seguintes beneficios praticos (HEEMELS;
JOHANSSON; TABUADA, 2021):

* Otimizacao computacional: A lei de controle é processada exclusivamente sob demanda

da dindmica do erro, minimizando a sobrecarga nos nicleos de processamento digital;

* Reduc¢ao no uso de comunicacio: Em sistemas de controle em rede, o trafego de dados
€ reduzido, mitigando problemas decorrentes de congestionamento de banda, atrasos de

transporte e perda de pacotes;

* Eficiéncia energética dos atuadores: A reducio na frequéncia média de chaveamento
diminui o consumo de poténcia nos estigios de atuacdo, propriedade critica em sistemas
embarcados com restri¢des energéticas;

2.6.5.1 Formulacdo do Problema

Considere o sistema linear e invariante no tempo:
x(t) = Ax(r) +B(u(t) +d(r)), x(0)=x¢¢cR™, (2.139)

onde d(t) denota a perturbagdo casada. Em comparagdo com o sistema (2.91), a matriz M para o
sistema (2.139) € definida como M = bhB =B, com b = 1.

A atualizacdo aperiddica da entrada de controle introduz termos residuais na dindmica

da varidvel deslizante que impedem o confinamento estrito das trajetdrias sobre a regido de
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modos deslizantes ideal. Diferentemente das formulacdes idealizadas na Se¢do 2.4, nas quais
se assume que as trajetorias permanecem exatamente em s(¢f) = 0 apds o instante de alcance, a
estratégia acionada por eventos exige o relaxamento das condi¢des de invariancia dessa regiao.
Torna-se necessdrio, portanto, formalizar as definicdes de modo deslizante ideal e de modo
deslizante prético. Torna-se necesséario, portanto, formalizar as definicdes de modo deslizante

ideai e, sequencialmente, de modo deslizante prético.

A funcdo deslizante s : R"™ — R € estabelecida por:
s(t) = Gx(t), (2.140)
onde G € R, A superficie de modo deslizante ideal é definida pelo conjunto:
S={x(t) e R™:s(t) = Gx(t) = 0}. (2.141)

Definicao 2.11 (Modos Deslizantes Ideal (SHTESSEL et al., 2014)). Os modos deslizantes
ideal sdo caracterizados pelos movimentos das trajetorias de estado confinadas a um conjunto
positivamente invariante, denominado regiao de modos deslizantes ideal (2.141). Esse comporta-
mento ¢é estabelecido assim que as trajetérias da varidvel deslizante s(¢) alcangam s(¢) = 0 em

um instante de tempo finito ¢, > 0, permanecendo em s(¢) = 0 para todo ¢ > t,.

Comentdrio 2.17. Em vista de (2.141), a convergéncia das trajetdrias de estado para a regiao
de modos deslizantes ideal § em tempo finito 7, é equivalente a convergéncia das trajetéria da

varidvel deslizante s(¢) para s(¢) = 0 no mesmo instante finito ¢,.

Ao considerar o problema de controle por modos deslizantes acionado por eventos, a lei

de controle assume a forma:
u(t) = —(GB) " 'GAx(r;) — K(GB) " 'sign(s(x(%))), (2.142)
paratodo t € [t,tx11) € k € Z>o.

Definicao 2.12 (Modos Deslizantes Pratico (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016a)). Os
modo deslizante pratico sdo caracterizados pelos movimentos das trajetérias de estado x(r)
confinadas a uma vizinhanga positivamente invariante da regido de modos deslizantes ideal,
denominada regido de modos deslizantes pratico. Este comportamento manifesta-se apds as
trajetorias atingirem tal vizinhanca em um instante de tempo finito #; > 0. Em outras palavras,
para um dado escalar € > 0, as trajetérias da varidvel deslizante s(¢) alcanca uma vizinhanga-€ de

s(t) = 0 em t; e nela permanece para todo ¢ > 11, de modo que a relagdo |s(¢)| < € seja satisfeita.

2.6.5.2 Projeto de Controle por Modos Deslizantes Acionado por Eventos

O projeto do ganho de chaveamento K é fundamental para garantir a existéncia dos modo

deslizante prético, ou seja, para garantir a convergéncia das trajetérias de estado para essa regido.
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Em comparag@o com o controle por modos deslizantes orientado pelo tempo, o projeto do ganho
de chaveamento deve levar em consideragdo a condicdo de acionamento por eventos, pois 0 erro
de acionamento e(z) = x(#;) — x(¢) introduz uma perturbagio adicional na dindmica da varidvel
deslizante. Para tanto, é necessdrio apresentar a definicao de trajetdrias uniforme e final (Uniform
Ultimate Boundedness — UUB).

Definicao 2.13 (Trajetérias UUB (KHALIL, 2002)). Diz-se que as trajetérias de estados do
sistema possuem limitacao uniforme e final se, dado qualquer escalar R > 0, existem um escalar
r > 0eumtempo 7 > 0, ambos independentes da condi¢do inicial, tais que, para toda condi¢do

inicial satisfazendo ||x¢|| < R, a solugdo x(¢) satisfaz
Ix(t)| <r, Ve>T. (2.143)

Ou seja, todas as trajetérias com condi¢des iniciais limitadas entram e mantém-se em uma

vizinhancga de raio r da origem.

Teorema 2.9. Considere o sistema (2.139) com a entrada de controle (2.142). Seja o. > 0 tal
que:

IGI[[[Alllle()]] <o (2.144)

para todo t > 0. Entdo, é garantida a convergéncia das trajetorias de estado para a regido de

modos deslizantes prdtico se:

K>sugHGHHBH|d(t)|+Oc, (2.145)
1>

com as trajetorias sendo UUB com respeito a regido de modos deslizantes prdtico:

_ o
S = {X(l) eR":[s(2)] < m} . (2.146)
Demonstragcdo. Ver (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b). O]

2.6.5.3 Estabilidade Prdtica do Sistema na Regido de Modos Deslizantes Prdtico

Uma vez assegurada a convergéncia das trajetérias de estado para a regiao de modos
deslizantes prético pelo Teorema 2.9, é necessdrio garantir a estabilidade da dindmica de ordem
reduzida que governa o sistema durante esse comportamento. Para isso, aplica-se a transformagao
de similaridade X(¢) = Tx(r) (EDWARDS; SPURGEON, 1998), que leva o sistema (2.139) a
forma regular:

X1 (1) = Ak (1) + Ak (1), (2.147a)

fz(l‘) = Azlil (l‘) —l—A~22f2(l‘) +§2(u(t) + d(l)), (2.147b)
onde X; € R"!, %, € R, e as matrizes so particionadas em blocos como segue:

A Ap
Ay Ap

0
B,

bl 9
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com All € R(n_l)x(n_l), Alz < Rn_l, AZI < Rlx(n_l), Azz €Re Bz c R.

Considerando G = [GIT 1], com G € R! X(”X_l), a variavel deslizante pode ser escrita

Ccomao:
S(t) =G (t)—i—)?z(t), (2.148)

de modo que, na regido de modos deslizantes prético, X, (¢) satisfaz a restricao algébrica:

B(t) = —G1X (1) + 5(1). (2.149)

Substituindo essa expressao em (2.147a), obtém-se o sistema de ordem reduzida que

governa a dindmica reduzida do sistema:
%1(t) = (A1 — AG1)X (1) + Apas(1), (2.150a)
)Zz(l‘) =—G|)~(1([)—|—S(Z‘). (2.150b)

Note-se que, na dindmica de ordem reduzida (2.150a), o termo Alzs(t) atua como uma
perturbagio residual néo nula sobre a dindmica de X, (¢). Por essa razdo, a origem ndo constitui
um ponto de equilibrio de (2.150a), o que motiva a ado¢do da estabilidade pratica, definida a

seguir, em substitui¢do a estabilidade no sentido de Lyapunov.

Definicao 2.14 (Estabilidade Pratica (LAKSHMIKANTHAM; LEELA; MARTYNYUK, 1990)).
Considere o sistema (3.2), no qual a origem ndo €, em geral, um ponto de equilibrio, devido a
presenga de perturbacdes externas. O sistema € dito praticamente estdvel se existir uma regido
compacta e positivamente invariante Q C R"™, com 0 € Q, tal que, para toda condicao inicial
xo € R™, exista um tempo finito T'(xp) > 0 (com T (xg) = 0 se xp € Q) a partir do qual a trajetdria
correspondente permanece em Q para todo ¢t > T (xp).

Comentdrio 2.18. Diferentemente da estabilidade no sentido de Lyapunov, a estabilidade prética
ndo requer que a origem seja um ponto de equilibrio do sistema (3.2); exige-se apenas que
ela esteja contida na regido 2 para a qual as trajetdrias de estado convergem. Essa distin¢ao é
particularmente relevante quando o sistema esta sujeito a entradas exdgenas, como perturbacoes,
ou a termos residuais do mecanismo de acionamento por eventos: por ndo dependerem do estado,
tais termos ndo se anulam na origem, de modo que o campo vetorial do sistema perturbado € ndo
nulo na origem e a convergéncia para esse ponto nao pode, em geral, ser garantida. A estabilidade
pratica é, assim, precisamente a propriedade UUB (KHALIL, 2002) das trajetdrias de estado em
relacdo a Q: € o fato de as trajetdrias de estado apresentarem limitacdo uniforme e final a €2 que
caracteriza o sistema como praticamente estavel, e ndo a convergéncia para a origem. O tamanho
de Q depende dos limites superiores das entradas exdgenas, como perturbagdes, €, no contexto

do controle acionado por eventos, do limiar de acionamento adotado (BEHERA et al., 2015).

O restante desta subse¢do estabelece as condi¢Oes sob as quais a dindmica reduzida
(2.150a) € praticamente estdvel, determinando explicitamente a regido £ correspondente em

funcado dos parametros de projeto.
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Teorema 2.10. Considere o sistema de ordem reduzida (2.150a). Seja A, = A —AG| uma
matriz Hurwitz, e P € RUx—1)x(m—1) 4 solucdo positiva definida da equacdo de Lyapunov:

A/P+PA. =—Q, (2.151)

para alguma matriz Q positiva definida. Entdo, as trajetorias de X1 (t) sdo UUB com respeito a

regido:
Q= {xi(r) e R "1 (1) < B}, (2.152)
20[PA 15|
onde 0 = ———.
Amin (Q)[[A ]
Demonstragcdo. Ver (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b). ]

2.6.5.4 Garantia de Auséncia do Comportamento Zeno

Com as condi¢Oes de estabilidade prética do sistema na regido de modos deslizantes
pratico apresentadas no Teorema 2.10, resta demonstrar que a sequéncia de instantes de aci-
onamento por eventos {#};>, é livre de comportamento Zeno. De acordo com (BEHERA;
BANDYOPADHYAY, 2016b), Antes de enunciar o préximo teorema, de acordo com (BEHERA;
BANDYOPADHYAY, 2016b) define-se a condi¢do de acionamento por eventos:

IGll[Alllle(®)]| = @, (2.153)
onde § € (0,1) € o limiar de acionamento por eventos.

Teorema 2.11. Considere o sistema (2.139) sob a entrada de controle (2.142), atualizada de
acordo com a condigdo de acionamento por eventos (2.153). Entdo, a sequéncia de aciona-
mento por eventos {ty}y_ € livre de comportamento Zeno, pois o intervalo entre acionamentos

consecutivos Ty = ty+1 — ty admite, para todo k € Z>o, um limite inferior estritamente positivo:

1 o
T (1 ’ HGH(p(HX(tk)HHB)) 0 2159
em que:
p(Ix()]) = A~ BGB) ' GA|l (sl 2.159)
e
B=|B(GB) ||k +|B]|do. (2.156)

Demonstragdo. Ver (BEHERA; BANDYOPADHYAY, 2016b). L]
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2.7 Fundamentos da Teoria de Dissipatividade e Passividade

A teoria da dissipatividade, proposta por J. C. Willems no inicio da década de 1970, nasce
da tentativa de incorporar a teoria de estabilidade de Lyapunov os conceitos de armazenamento e
dissipacdo de energia oriundos da teoria de circuitos elétricos, caracterizando sistemas dindmicos
com entrada e saida por meio da desigualdade de dissipacdo: a taxa de variacdo de uma funcao
de armazenamento ndo negativa, ao longo de qualquer trajetdria do sistema e em todo instante de
tempo, nunca excede a taxa de suprimento de energia associada a entrada e a saida (WILLEMS,
1972a; WILLEMS, 1972b; SCHAFT, 2022). Sob condi¢des adicionais, como a nulidade da
taxa de suprimento na auséncia de excitacao externa e a observabilidade do estado nulo, essa
desigualdade recupera o critério classico de estabilidade assintética de Lyapunov como caso
particular (WILLEMS, 1972a; KHALIL, 2002).

Dentro dessa estrutura tedrica, diversos conceitos classicos da teoria de controle emergem
como casos particulares, obtidos por meio de escolhas especificas da taxa de suprimento. O
mais relevante deles é a passividade, correspondente ao caso em que essa taxa é dada pelo
produto interno entre a entrada e a saida do sistema (WILLEMS, 1972b; HILL; MOYLAN,
1980), de modo que todo sistema passivo € necessariamente dissipativo, embora a reciproca nao
seja verdadeira: taxas de suprimento associadas ao ganho £, ou a positividade real estrita, por
exemplo, definem sistemas dissipativos que néo sio passivos. E justamente essa liberdade na
escolha da taxa de suprimento que confere a dissipatividade um escopo de aplicacdo mais amplo
que o da passividade, abrangendo sistemas para os quais esta ultima se mostra excessivamente

restritiva ou simplesmente ndo € satisfeita (HILL; LIU, 2022).

No contexto do controle robusto e, em particular, do controle por modos deslizantes, a
dissipatividade fornece condi¢Ges analiticas que garantem, simultaneamente, a estabilidade e a
robustez frente a incertezas, por meio de restricdes impostas sobre a taxa de suprimento (GAO;
SUN; LU, 2011). Nesta secao, sao apresentados os fundamentos da teoria da dissipatividade e

suas principais defini¢des.

2.7.1 Sistemas Dissipativos

Do ponto de vista da fisica cldssica, a dissipatividade estd associada a sistemas nos
quais ocorrem processos de perda de energia, fendmeno observado em uma ampla variedade
de sistemas fisicos reais (LOZANO et al., 2000). Circuitos elétricos com elementos resistivos
ilustram bem esse fendmeno, ja que, nesse caso, parte da poténcia elétrica fornecida ao circuito
converte-se em calor por efeito Joule, sendo irreversivelmente perdida para o ambiente. Na
teoria de sistemas dinamicos, contudo, a dissipatividade ndo € uma propriedade absoluta do
sistema, mas sim uma propriedade definida relativamente a uma taxa de suprimento especifica,
de modo que o sistema € dito dissipativo em relac@o a essa taxa quando existe uma funcao de
armazenamento ndo negativa que satisfaz a correspondente desigualdade de dissipacdo (BAO;
LEE, 2007; BROGLIATO et al., 2007).
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O conceito foi inicialmente introduzido por J. C. Willems no ambito da teoria de sistemas
dindmicos (WILLEMS, 1972a), sendo posteriormente estendido a teoria de controle por Hill
e Moylan (HILL; MOYLAN, 1980), que o caracterizaram para sistemas afins e estabeleceram
sua conexao com a estabilidade dessa classe de modelos. Desde entdo, a dissipatividade tem
sido amplamente investigada por diversos autores (WU et al., 2017; LIU et al., 2019; FENG;
ZHANG:; LAM, 2021; CHEN et al., 2023). A motivacao original de J. C. Willems foi estender
as nogoes de passividade e dissipatividade, vindas do contexto da teoria de circuitos elétricos,
para o arcabougo da teoria de estabilidade de Lyapunov. A abordagem adotada, contudo, ndo
se restringiu a interpretacao fisica do conceito: Willems formulou a dissipatividade em termos
puramente matematicos, o que possibilitou sua aplicagdo a uma classe ampla de sistemas di-
namicos, independentemente da natureza fisica do problema considerado. Para formalizar a
dissipatividade nesse sentido, torna-se necessdario definir duas funcdes: (1) a taxa de suprimento
w(u(t),y(2)), associada a taxa instantinea de energia trocada entre o sistema e seu ambiente ex-
terno, usualmente interpretada como poténcia nas aplicacdes fisicas que motivaram a teoria; e (2)
a fungdo de armazenamento V (x(7)), associada ao montante de energia acumulado internamente

pelo sistema em cada instante.

Seja o sistema dinamico ndo linear:

x(t) = f(x(t),u(r)), x(t9) =xp € R™, (2.157a)
y(t) = g(x(t),u(t)), (2.157b)

onde x(¢) € R™ denota o estado, u(¢) € R™ representa a entrada e y(¢t) € R™ corresponde a

saida.

A relagdo entre a taxa de suprimento w(u(z),y(z)) e a fun¢do de armazenamento
V(x(t)) € C' é descrita pela desigualdade de dissipacdo, a qual impde que, ao longo das trajeto-
rias do sistema, a taxa de variagdo da energia armazenada nunca exceda a taxa de suprimento.
Em termos praticos, o sistema nio é capaz de acumular mais energia do que aquela que recebe
do ambiente externo (MADEIRA, 2021). A desigualdade de dissipagdo é dada por:

V(x(1)) < w(u(t),y(?)). (2.158)

Além disso, a propriedade de dissipatividade é preservada sob interconexoes paralelas e
de realimenta¢do, desde que as taxas de suprimento individuais sejam compativeis (MADEIRA;
MACHADO, 2024). Adicionalmente, supondo que a origem seja um ponto de equilibrio do
sistema, se V (x(¢)) € uma funcdo definida positiva e a taxa de suprimento satisfaz w(u(z),y(t)) <
0 para entradas nulas, entdo a origem € um ponto de equilibrio estdvel no sentido de Lyapunov
(PAL; BELUR, 2009).

Definicao 2.15 (Sistema Dissipativo (WILLEMS, 1972a)). O sistema (2.157) € dito dissipativo

com respeito a taxa de suprimento w(u(z),y(z)) se existir uma fun¢do de armazenamento
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V(x(t)) > 0 tal que, para toda entrada admissivel u(-) °, para todo > fo e ao longo de todas as
trajetdrias do sistema iniciadas em X, a seguinte desigualdade de dissipagdo seja satisfeita em

sua forma integral:
t

V(x(t)) <V(x(to)) + i w(u(s),y(s))ds. (2.159)

Ainda que historicamente o conceito de fun¢do de armazenamento tenha emergido a

partir da analogia com a energia armazenada em sistemas fisicos, no contexto formal da teoria
de dissipatividade ela passa a ser tratada como um objeto matematico, sem vinculo obrigatério
com nenhuma interpretacdo energética concreta. Isso permite que dissipatividade e estabilidade
sejam caracterizadas de forma puramente analitica, o que estendeu o dominio de aplicacio da
teoria bem além dos sistemas de origem fisica, alcancando também formulagdes abstratas em

espacos de estados quaisquer.

A desigualdade de dissipacdo (2.159) articula, portanto, a fun¢do de suprimento, associ-
ada a relacdo entre entrada e saida do sistema, com a fun¢do de armazenamento, dependente do
estado, revelando-se um instrumento de grande utilidade na teoria de controle (BROGLIATO et
al., 2007; MADEIRA, 2018). Supondo que a fun¢do de armazenamento seja positiva definida e
decrescente ao longo das trajetdrias do sistema, atuando, portanto, como uma funcdo de Lyapu-
nov, a desigualdade de dissipatividade garante estabilidade no sentido de Lyapunov (LOZANO
et al., 2000). Esse formalismo constitui, portanto, um arcabougo rigoroso que viabilizou diversas
aplicacdes em controle robusto, controle adaptativo e estabilizacao de sistemas ndo lineares,

além de originar uma consolidada linha de pesquisa na teoria de sistemas (MADEIRA, 2021).

Uma outra categoria de sistemas dissipativos bastante utilizada, sobretudo no ambito do

controle por interconexao, ¢ a dos sistemas ciclo-dissipativos (MADEIRA, 2021).

Definicao 2.16 (Sistema Ciclo-Dissipativo (BROGLIATO et al., 2007)). Diz-se que o sistema
(2.157) € ciclo-dissipativo em relagdo a taxa de suprimento w(u(z),y(z)) quando, em qual-
quer intervalo de tempo [fo,]] e para toda trajetéria que satisfaca x(f9) = x(¢;), verifica-se a

desigualdade:
1

/ wu(r),y(1))dr > 0. (2.160)
I

0

Segundo (MADEIRA, 2018), a distin¢do fundamental frente a nog¢do cldssica de dissipati-
vidade estd precisamente nesse requisito de ciclicidade: em vez de demandar a existéncia de uma
funcdo de armazenamento, basta que a energia fornecida ao sistema, ao longo de qualquer traje-
toria fechada no espaco de estados, ndo seja negativa. Dessa forma, um sistema ciclo-dissipativo
nunca devolve ao ambiente, ao final de um ciclo fechado, mais energia do que recebeu dele.

Trata-se, assim, de uma propriedade menos restritiva que a dissipatividade classica: enquanto

9 Uma entrada u(-) : [to,t1] — U C R™ ¢ dita admissivel se, para essa entrada, o problema de valor inicial

associado a (2.157a) admitir solugdo tnica x(-) definida em todo o intervalo [fo, ], garantindo que a saida
y(t) = g(x(r),u(r)) esteja bem definida para todo € [f,#].
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todo sistema dissipativo satisfaz também a ciclo-dissipatividade, o inverso nem sempre se verifica,
como mostrado em (HILL; MOYLAN, 1980).

2.7.1.1 Funcoes de Armazenamento

H4 uma ligagdo estreita entre a fungdo de armazenamento V(x(7)) e a construgio de
uma funcdo de Lyapunov, uma vez que ambas quantificam uma nog¢do de energia associada ao
estado do sistema e satisfazem uma desigualdade de variagdo ao longo das trajetdrias (HILL;
LIU, 2022; MADEIRA, 2018). Um caso particular relevante, apresentado a seguir, € o da fun¢do
de armazenamento disponivel V,, que corresponde ao maior valor de energia que o sistema
consegue disponibilizar ao ambiente, dentre todas as trajetorias possiveis originadas de um
mesmo estado inicial. Isto é, V, quantifica o limite superior de energia extraivel do sistema
sem que sejam infringidas sua dindmica prépria e suas restricdes. E justamente essa dupla
conexdo, com Lyapunov, de um lado, e com a energia extraivel, de outro, que faz da fungdo de
armazenamento um objeto matemadtico essencial tanto para avaliar a dissipatividade quanto para
caracterizar a estabilidade do sistema (HILL; MOYLAN, 2003).

Defini¢ao 2.17 (Fun¢do de Armazenamento Disponivel (BROGLIATO et al., 2007)). A funcdo

de armazenamento disponivel V,, associada ao sistema (2.157) é dada por:

Va(x(to)) = sup (— /ttw(u(s),y(s))ds>, 2.161)

u(t),t>0 0

em que V,(X(79)) corresponde ao supremo de energia que o sistema é capaz de restituir ao
ambiente a partir do estado inicial x(#p), tomando-se o conjunto de todas as entradas admissiveis

u(z) e as respectivas trajetérias de estado associadas, para t > .

No estudo de sistemas dissipativos, hd uma fung¢@o associada a fun¢do de armazenamento
disponivel, mas de interpretacdo complementar: trata-se da taxa de suprimento requerido, que
quantifica a menor quantidade de energia necessdria para que o sistema seja conduzido de um
estado inicial x(y) = x¢ até um estado x(fo) = X, ao longo de alguma trajetéria admissivel'”
(BROGLIATO et al., 2007).

Nesse contexto, um estado x € considerado alcancével a partir de X se for possivel
encontrar um instante ¢ > fo ¢ uma entrada admissivel u(¢) que levem o sistema de x( até
x(t) = x. Quando essa propriedade se verifica para quaisquer dois estados do espago de estados,
diz-se que o sistema € controldavel (KHALIL, 2002).

Definicao 2.18 (Taxa de Suprimento Requerido (BROGLIATO et al., 2007)). A taxa de supri-

mento requerido V, do sistema (2.157) € definida por:

V,(x)= inf ( / Ow(u(s),y(s))ds) , (2.162)

u(l)7t2l0 —t

10" Entende-se por trajetéria admissivel aquela que constitui a solugdo tinica do problema de valor inicial correspon-
dente ao sistema (2.157).
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sujeito a x(—1) = X e X(fp) = X, admitindo-se que o sistema seja alcangdvel a partir de xo.

Diferentemente da funcdo de armazenamento disponivel, a taxa de suprimento requerido
nao apresenta, de modo geral, positividade definida. Contudo, no caso de sistemas reversiveis,
ambas as funcdes passam a coincidir (WILLEMS, 1971). Com o intuito de caracterizar formal-
mente essa no¢do de reversibilidade de um sistema dinamico, torna-se necessario introduzir uma

terceira funcao de energia, conhecida como funcao de energia de ciclo.

Definicao 2.19 (Fun¢ado de Energia de Ciclo (BROGLIATO et al., 2007)). Define-se a fungdo de

energia de ciclo V. do sistema (2.157) como:

V.x)= inf /t " w(u(e),y(0)) dt, 2.163)

u(t),n >ty 0
X(ZQ)ZX(I‘]):O
tomando-se o infimo sobre todas as entradas admissiveis u(¢) para as quais o sistema, partindo da
origem X(fp) = 0, alcanga o estado x e a ela retorna ao final do intervalo considerado. Interpreta-
se V,(x), dessa forma, como o menor gasto energético associado ao fechamento de um ciclo que

passa pelo estado x. Entre as trés fungdes de energia apresentadas, verifica-se a relacao:

V() = Va(x) + Ve(x). (2.164)

2.7.2 Sistemas Passivos

Do ponto de vista conceitual, a passividade pode ser enquadrada como um caso especifico
dentro da estrutura mais ampla oferecida pela teoria da dissipatividade. Enquanto esta ultima
comporta taxas de suprimento definidas livremente, a no¢ao de passividade emerge quando se
particulariza tal fungdo para w(u(z),y(t)) =u' (¢)y(¢) (BAO; LEE, 2007; HILL; MOYLAN,
2003). Nessas condicdes, a energia injetada no sistema pela entrada u(z) acaba sendo, em algum
grau, armazenada ou dissipada com o passar do tempo, sem que haja producgdo interna de energia.
Por consequéncia, todos os resultados tedricos validos para sistemas dissipativos permanecem
validos também para sistemas passivos, o que atribui a esse ultimo conceito grande relevancia
tanto pratica quanto fisica, por se tratar de um caso particular da teoria mais geral (BROGLIATO
et al., 2007).

Definicao 2.20 (Sistema Passivo (BROGLIATO et al., 2007)). O sistema (2.157) é classificado
como passivo quando se mostra dissipativo em relagdo a taxa de suprimento w(u(t),y(z)) =
u' (1)y(t), existindo para tanto uma funco de armazenamento V (x(¢)) > 0, com V(0) = 0, de

modo que, para todo instante ¢ > fy, seja vélida a desigualdade:

t

V(x(t)) < V(x(0)) + / u’ (s)y(s) ds. (2.165)

To

Definicao 2.21 (Sistema Estritamente Passivo (BROGLIATO et al., 2007)). O sistema (2.157) re-
cebe a classificacdo de estritamente passivo quando € dissipativo em relacdo a taxa de suprimento
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w(u(t),y(t)) =u' (¢)y(¢), admite uma fungio de armazenamento V (x(t)) > 0 com V(0) = 0, e
existe uma fungdo definida positiva S(x(7)) de modo que, para todo t > #, vale:

t t
V(x(1)) <V(x(to))+ [ u' (s)y(s)ds— [ S(x(s))ds. (2.166)
lo lo
Quando essa rela¢do se verifica como igualdade e S(x(z)) = 0, o sistema recebe a

denominac¢do de sem perdas.

Existe ainda uma variante mais fraca desse conceito, denominada passividade estrita fraca,
em que a fungdo definida positiva S(x(z)) dd lugar a uma fungdo dissipativa D(x(¢),u(t)) > 0,
satisfazendo D(0,0) = 0 (ISIDORI, 1999).

Teorema 2.12. Considere que o sistema (2.157) seja sem perdas e admita um ponto de minimo
em x* com V(x*) = 0. Sendo o espago de estados alcangdvel a partir de X* e controldvel até x*,
resulta que V,(X) = V,(X),; consequentemente, a fun¢do de armazenamento € vinica e admite a

representagcdo
V(x) = / " w(u(s),y(s))ds, (2.167)

vdlida para qualquer t; < 0 e qualquer entrada admissivel u(t) € U cuja trajetéria parta de x*

emt =ty e chegue a X(0) = X em t = ty. Equivalentemente,

4
V(x) = — / w(u(s),y(s))ds, (2.168)
lo
para qualquer t| > ty e qualquer u(t) € U cuja trajetéria parta de X(ty) = X em t = ty e alcance
X*emt=1.
Demonstragdo. Ver (WILLEMS, 1972b; MADEIRA, 2021). U]

Quando o sistema (2.157) € passivo e sua fun¢do de armazenamento V (x(¢)) é definida
positiva com V(0) = 0, segue-se que o sistema é estdvel no sentido de Lyapunov. Essa con-
clus@o vem diretamente da desigualdade de dissipacgdo (2.159): tomando-se u(¢) = 0, tem-se
w(u(),y(t)) = 0 e, consequentemente, V (x(¢)) < 0 (MADEIRA, 2021).

Esse resultado assume papel central na teoria, ao estabelecer um elo direto entre passi-
vidade e estabilidade de Lyapunov. Trata-se de um principio estruturante da teoria de controle,
com aplicagcdo imediata na estabilizacao de sistemas nao lineares, em que a ideia consiste em
projetar uma lei de controle que torne o sistema em malha fechada passivo, com fungdo de

armazenamento definida positiva, garantindo-se assim a estabilidade (MADEIRA, 2021).

2.7.2.1 Sistemas Robustamente Passivos

Quando o sistema esta sujeito a perturbacdes externas e a incertezas paramétricas, nao

basta que a passividade seja verificada para um tnico cendrio: ela deve se manter vélida para todas
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as perturbacdes admissiveis e para todo o conjunto de incertezas considerado, o que caracteriza
a chamada passividade robusta. Ao contrdrio das variantes discutidas anteriormente, nas quais a
taxa de suprimento é definida em termos da entrada de controle u(z), a passividade robusta é
formulada com base na perturbagio w(t), considerando-se a entrada de controle identicamente
nula. A defini¢do adotada neste trabalho segue (WU; ZHENG, 2009) e introduz um coeficiente
de passividade robusta 1| > 0, responsdvel por quantificar a margem de dissipagdo do sistema

frente a energia introduzida pela perturbacao.

Definicao 2.22 (Passividade Robusta (WU; ZHENG, 2009)). Considerando entrada de controle
nula, isto é, u(t) = 0 para todo ¢ > 0, o sistema é dito robustamente passivo se existir > 0 tal
que
t* t*
2 y'@Ow(t)dt > - | wi(t)w()dr, (2.169)
o Io
para todo ¢* > 0, sob condi¢des iniciais nulas e para todas as perturbag¢des admissiveis w(z).

O termo a esquerda em (2.169) representa o fluxo de energia trocado entre a perturbacao
w(t) e a saida y(¢) ao longo do intervalo [tp,#*], ao passo que o termo a direita é proporcional a
energia total contida na perturbacdo nesse mesmo intervalo. A desigualdade estabelece, assim,
um limite para a energia que o sistema pode absorver: ainda que essa energia possa ser nega-
tiva (ou seja, o sistema pode devolver energia a perturbacio), ela jamais excede, em mdédulo,
n flf w1 (¢£)w(t)dt. Quanto maior o valor de 1, maior a margem de energia que o sistema com-
porta antes de romper a condicao de dissipacdo, o que corresponde, na pratica, a uma atenuagao
mais acentuada do efeito de w(z) sobre y(z). Vale observar que essa formulagdo equivale a nogéo
de passividade estrita pela entrada, aqui aplicada a perturba¢do, com o sinal do termo a direita

invertido em relacdo a defini¢do usual apresentada anteriormente.

O resultado a seguir relaciona a passividade robusta a existéncia de um funcional de
Lyapunov—Krasovskii, oferecendo uma condicao suficiente que pode ser verificada diretamente

ao longo das trajetdrias do sistema.

Teorema 2.13 (Passividade robusta via funcional de Lyapunov—Krasovskii (FRIDMAN, 2014;
WILLEMS, 1972a; HILL; MOYLAN, 1980; SCHAFT, 2022)). Considere um sistema de
estado X(t), com atraso de tempo 1(t) € [0,%y], perturbacdo w(t), saida y(t) e entrada de
controle nula. Denote por x;(0) = x(t +0), 6 € [—Ta,0], 0 segmento de trajetdria de estado
associado ao instante t. Suponha a existéncia de um funcional continuamente diferencidvel

V: C([—m,0],R™) — R>o, com V(0) = 0, satisfazendo, ao longo das trajetorias do sistema,
V(x;) <2y (£)w(t) +nw! (£)w(z). (2.170)

Nessas condigoes, o sistema é robustamente passivo com coeficiente N > 0.

Demonstracdo. Integrando (2.170) ao longo de [tg,1*], tem-se

/t Vix)d <2 [ yTewdi+n [ whew(e)dr. 2.171)
i1

0 fo To
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Pelo teorema fundamental do célculo, o lado esquerdo pode ser reescrito como
t*
V(x:)dt =V (%) —V(x0). (2.172)
fo
Como as condig¢des iniciais sdo nulas, xo(0) = 0 para todo 6 € [—1Ty, 0], e, por hipdtese,
V(0) =0, resulta V(x¢) = 0. Logo,
r* t*

V(xe) <2 [ yo)w()de+n | wi()w(t)dr. (2.173)

fo fo

Uma vez que V (x;+) > 0 para todo ¢* > 0, conclui-se que

2 [ yl(t)w(t)dt > — t w!(t)w(t)dt, (2.174)

To Io

que € exatamente a condicio de passividade robusta (2.169), valida para todo t* > 0 e para toda

perturbacgéo admissivel w(r). O

Comentdrio 2.19. Na auséncia de perturbagdo, isto é, w(z) = 0, a condi¢@o (2.170) se reduz a
V(x;) < 0, recuperando-se a nogio usual de estabilidade no sentido de Lyapunov—Krasovskii.
Dessa forma, o funcional V (x,) desempenha simultaneamente o papel de certificado de estabili-

dade e de certificado de passividade robusta.
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3 DESCRICAO DOS METODOS DE CONTROLE PROPOSTOS

Este capitulo descreve as duas metodologias de controle propostas nesta tese, denomi-
nadas Método 1 e Método 2. A Secdo 3.1 apresenta a formulagdo do problema de controle,
definindo a classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares considerada, as hipéoteses adotadas
e os objetivos de projeto. A Secdo 3.2 apresenta o Método 1. Essa secdo estabelece, nessa
ordem, a convergéncia das trajetdrias de estado para a regido de modos deslizantes pratico, em
que a adaptacdo do ganho de chaveamento € realizada com base na estratégia de crescimento
monotonico (Se¢do 3.2.1), a garantia analitica de auséncia do comportamento Zeno na sequéncia
de instantes de acionamento por eventos (Secao 3.2.2), e as condi¢des de estabilizacdo pratica e
passividade robusta da dindmica reduzida na regido de modos deslizantes prético (Se¢do 3.2.3). A
Secdo 3.3 apresenta o Método 2. Essa se¢do segue a mesma estrutura da anterior, estabelecendo
a convergéncia para a regido de modos deslizantes pratico, em que a adaptacdo do ganho de
chaveamento é realizada com base na estratégia de fun¢do de barreira (Se¢do 3.3.1), a auséncia do
comportamento Zeno (Secdo 3.3.2) e as condigdes de estabilizacdo pratica e passividade robusta
(Secao 3.3.3). Em ambos os métodos, as condi¢des de estabilizacdo prética e passividade robusta
s@o obtidas a partir da desigualdade de passividade robusta, com fun¢do de armazenamento dada
por um funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy, da qual se derivam condi¢des na forma de
LMIs dependentes do atraso mdximo, dos limites superiores das taxas de variacao do atraso e dos
graus de pertinéncia, e do coeficiente de passividade robusta. A factibilidade dessas condi¢des,
além de determinar a matriz da varidvel deslizante, certifica a passividade robusta e fornece as
varidveis de decisdo necessdrias a deducdo das condi¢des de estabilizagdo prética, cujo raio da
regido de estabilidade pratica, para ambos os métodos, € determinado independentemente da
estimativa do limite superior da perturbacdo casada, bem como o limite superior da regidao de
modos deslizantes pratico. Introduz-se, ainda, uma etapa de andlise de robustez pds-projeto que
certifica o atraso maximo admissivel sem recorrer ao co-design e, consequentemente, sem exigir
técnicas iterativas de relaxacdo das condi¢des na forma de LMIs. Por fim, a Secao 3.4 deriva
analiticamente um limite superior para o limiar de acionamento de cada método em fungao
do coeficiente de passividade robusta, estabelecendo um vinculo energético explicito entre o
mecanismo de eventos e a dissipatividade em malha fechada, ao mesmo tempo em que esse

mesmo coeficiente limita energeticamente o impacto da perturba¢do ndo casada na saida.

3.1 Formulacao do Problema de Controle

Os sistemas considerados neste trabalho pertencem a classe de sistemas dinamicos ndo

lineares sujeitos a um atraso de tempo varidavel modelados por um sistema fuzzy T-S tipo-2
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intervalar. Para esse classe, o sistema de regras de inferéncia fuzzy é dado por:

Regrai: SEfi(xi(t)) €M} e - e fy(xy(r)) € My ENTAO

X(t) = Ax(1) + Agx (1 —t(2)) +Bi(u(t) + d(t)) +By,0(2) A
)=

y(t) = Cixi (1) + Ca;x1 (t — (1)) + Dy, (1)
x(6) =0(8), 6€ [Ty, 0],

para todo i € {1,2,...,r}, onde x(r) € R™ denota o estado, u(t) € R é a entrada de controle,
y(t) € R representa a saida, e x;(¢) € R™~! corresponde as n, — 1 primeiras componentes
de x(t), de modo que x(¢) = [x{ (t) x2(¢)]" com x(t) € R. A dindmica e a saida do i-ésimo
sistema local linear sdo definidas pelas matrizes constantes conhecidas A; € R Agq. € R™*",
B; € R™, By, € R™, Dy, € R, C; € R™* (=1 e Cq. € R~ paratodo i € {1,...,r}. Cada
regra de inferéncia possui, em seu antecedente, ¥ < n, varidveis de premissa fa(xa(t)) , para
todo o € {1,...,¥}, cada uma pertencente ao conjunto fuzzy M., com um determinado grau
de pertinéncia. A perturbacdo casada d(¢) € R atua no sistema por meio do espago gerado por
B;, e a perturbac@o ndo casada v(r) € R por meio dos espacos gerados por By, e Dy,. O atraso
varidvel no tempo 1(¢) € [0, 7, varia com taxa |t(r)| <u < 1, e T, > 0 (KHARITONOV, 2012).
A condigdo inicial € especificada pelo histérico de estado ¢ € C ([—‘cm, 0], R”X), com segmento

de trajetoria de estado denotado por x,(0) = x(¢ +80), 6 € [—7,,,0], e X9 = ¢ (FRIDMAN, 2014).

Comentdrio 3.1. A parti¢do do estado x(¢) = [x{ (t) x2(t)]" com x;(t) e R» "l e xp(¢) € R é
adotada estrategicamente para garantir que a saida do sistema, em modo deslizante ideal, dependa
exclusivamente da dindmica de ordem reduzida n, — 1 (SHTESSEL et al., 2014). Essa estrutura
viabiliza que a condi¢do de passividade robusta seja formulada de forma consistente durante a

derivacao das condicdes de estabilizacdo pratica.

De acordo com a Sec¢do 2.1, o modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar € obtido pela combi-
nacao convexa dos r sistemas locais lineares, ponderada pelos graus de pertinéncia de ativacao
normalizados, resultando na seguinte representagao:

(

Y oi(r) 1)+ Aax(t — (1)) +Bi(u(r) +d(r)) +By,0(t)]
i=1

i‘”l [Cix1 (1) + Caxi (1 —7(1)) + Do, 0(1)] (3.2)

i=1

x(8) = 0(8), 6€[-1y,0]

O desenvolvimento subsequente baseia-se nas seguintes hipdteses:

* H;. Cada sistema local linear (A;, Aq,, B;) € controldvel para todoi € {1,...,r}.

* Hj. A perturbagio casada d(t) satisfaz sup,- |d(t)| = p, onde p > 0 é um limite superior
constante e desconhecido. Além disso, Y, @;(7) |G| |B;||d(¢)| < sup,oBld(¢)| = p,
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onde B=Y"_, |G]|||B;| € p = Bp. Por simplicidade terminoldgica, p serd denominado

limite superior da perturbacdo casada.

* Hj. A perturbacdo ndo casada v(t) satisfaz sup,~ [v(¢)| = ¥, onde ¥ > 0 é um limite supe-
[0(1)] < sup,»oBolv(r)] = 0,
onde By, =Y_, ||G||||By,|| € ©® = By9. Por simplicidade terminolégica, ® serd denominado

rior constante e conhecido. Além disso, Y./, @;(?)||G||||Bv, |

limite superior da perturbacdo ndo casada.

* Hy. As matrizes de entrada dos sistemas locais lineares sdo distintas, isto é, B; # B j para
todoi,j € {l,...,r} comi# j.

* Hs. Seguindo (LUK’ YANOV; UTKIN, 1981), pela transformagdo de similaridade X(¢) =
Tx(t), onde T € R™*"x ¢ a matriz de transformag@o, o sistema (3.2) é reescrito na forma

regular:

X1 (1) = A117i)~(1 (1) +A127i)72(t) + Adll,iil (t — ’C(l)) + Adlz,iiz (l‘ — ’C(Z)) -l-ﬁul_’i'l)(t)

)?2 (t) :Azuil (l‘) —i—Azz,i)fz(t) ‘l‘AdzLiil (l‘ — ’C(t)) —|—Ad227i)?2 (t — ’C(t)) +Bz7i<u(t)
+d(t)) + By, 0(¢)

y(t) =Cix; (l‘) + Cdiil (t —’L'(l‘)) —l—DuiD(t)

x(0) =0(6), ©€ [Ty, 0.
(3.3)
onde X (1) € R™~! corresponde as n, — 1 primeiras componentes de x(¢), de modo que

1
%(t) = [%] (t) %2(¢)] " com %,(¢) € R. As matrizes particionadas sdo:

i =

A A
Az Axp

5 d;

com Ayy;, Ag,,, € RUTX=D A5 i Ag,,, € R Ay, Ag, ;€ R =1 Ay,
Adzz,i eR, BQJ' eR, EDM eR=1e EDZJ eR.

» Hg. A taxa de variagdo do grau de pertinéncia normalizado ®;(¢) € limitada superiormente

por uma constante conhecida /; > 0, isto &, sup,~ |®;()| = h;, paratodo i € {1,...,r}.
A regido no espaco de estado caracterizada por:
S ={x(r) e R™:5(t) = Gx(t) = 0} (3.4)

¢ denominada regido de modos deslizantes ideal, onde s(¢) € R € a varidvel deslizante e G €
R1*mx ¢ a matriz da varidvel deslizante. Para o projeto de controle por modos deslizantes, adota-se
a hipétese classica de (EDWARDS; SPURGEON, 1998):

* H;. A matriz GB; é ndo singular paratodoi € {1,...,r}.
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Comentdrio 3.2. As Hipéteses H e H; sdo padrao na literatura de controle por modos deslizantes
e essenciais para o método proposto. Por um lado, a controlabilidade da tripla (A;,Ag,,B;),
garantida por Hj, assegura a viabilidade de projetar uma matriz G tal que a dindmica de ordem
reduzida dentro da regido de modos deslizantes pratico seja praticamente estavel (SHTESSEL et
al., 2014), sendo essa condi¢c@o necessaria para que o projeto da regido de modos deslizantes
pratico seja factivel, independentemente do posto de B,. Por outro lado, a ndo singularidade
de GB;, assegurada por H7, € um requisito para garantir que a lei de controle por modos
deslizantes seja bem definida (EDWARDS; SPURGEON, 1998). Embora essa condi¢do garanta
o cancelamento exato das perturbacdes casadas em modo deslizante ideal, as perturbagdes nao
casadas atuam fora do espaco imagem de B; e seus efeitos persistem mesmo apds o alcance dessa
regido. A atenuacdo desses efeitos na saida do sistema € assegurada pela condi¢do de passividade

robusta incorporada ao projeto de controle.

Comentdrio 3.3. A Hipotese Hy elimina a restricdo, comum na literatura de controle fuzzy T-S
por modos deslizantes, de que as matrizes de entrada dos sistemas locais lineares sejam idénticas,
isto é, B; =B paratodo i € {1,...,r}. Embora essa suposi¢éo simplifique o projeto de controle,
ela raramente ¢ satisfeita na prética, pois em sistemas ndo lineares reais a contribui¢cdo da entrada

para a dinamica do sistema tipicamente varia com o ponto de operagao.

Comentdrio 3.4. A Hipotese Hs ndo constitui uma restricdo sobre a classe de sistemas consi-
derada, pois todo sistema que satisfaz H; e H; admite a transformacdo para a forma regular
por uma escolha adequada de T. Trata-se, portanto, de uma hipétese de projeto. A matriz de
similaridade € definida de modo a separar a dinamica do sistema em duas partes, quais sejam: a
dindmica de ordem reduzida %; (t) € R™~!, que governa o comportamento em modos deslizantes
e sobre a qual a saida y(¢) é definida, e a dindmica de %,(¢) € R, diretamente acessivel pela
entrada de controle (SHTESSEL et al., 2014). Essa separacdo € essencial para que a condicao de
passividade robusta seja formulada de forma consistente durante a derivagdo das condi¢des de

estabilizacdo pratica, conforme discutido no Comentario 3.1.

Adotando o paradigma de controle acionado por eventos e seguindo a formulagao
proposta em (FENG; HAO, 2021), tem-se a seguinte definicao da funcdo de controle por modos

deslizantes acionado por eventos:

u(t) = — i (Di(l‘k)(GBi)*l [GAiX(tk) + GAdl.X(tk - ’L'(tk)) —l—K(l‘) sign (S(l‘k))i| , 3.5
i=1

paratodo t € [fy, tx11) € k € Z>o. Como a entrada de controle (3.5) permanece constante em cada
intervalo [f,fx11) € k € Z>0, os erros de acionamento e(t) = x(t) —x(t) e e(t —(¢)) = x(tx —
t(t)) — x(t — 7(¢)) introduzem termos residuais na dindmica da varidvel deslizante que impedem
o confinamento estrito das trajetorias na regido de modos deslizantes ideal. Consequentemente,

apenas o modo deslizante pratico pode ser estabelecido (BEHERA et al., 2021).

Além disso, o ganho de chaveamento deve ser projetado de modo a dominar os limites

superiores da perturbacdo casada, condi¢do necessdria para garantir a convergéncia para a
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regidao de modos deslizantes pratico. Contudo, visto que, da Hipétese H», o limite superior p
¢ desconhecido a priori, faz-se necessario o desenvolvimento de estratégias de adaptagdo para
o ganho de chaveamento. Adicionalmente, deve-se estabelecer, para a sequéncia de instantes
de acionamento por eventos, a garantia analitica de auséncia do comportamento Zeno. Resta,
ainda, o problema de estabilizacdo pratica do sistema fuzzy T-S tipo-2 intervalar na regido de
modos deslizantes prético, na presenca do atraso de tempo variante, bem como o problema
de atenuacdo da perturbacao ndo casada na saida, o qual € abordado por meio da condicao de
passividade robusta, garantindo a dissipa¢do do sistema em malha fechada por meio de um
coeficiente de passividade robusta especificado. A partir desse coeficiente, determina-se o limiar

de acionamento por eventos, estabelecendo um vinculo energético entre ambos.

3.2 Método de Controle 1

3.2.1 Convergéncia das Trajetérias de Estado para a Regido de Modos Deslizantes Pratico

Nesta subsecdo, apresenta-se o Teorema 3.1, o qual garante que as trajetérias de estado
do sistema fuzzy T-S tipo-2 intervalar (3.2) convergem para a regido de modos deslizantes
pratico em tempo finito, sob um ganho de chaveamento adaptado de forma monotonicamente
crescente, mesmo na presenca de perturbacdes casadas e ndo casadas e de atraso variante no

tempo, permanecendo nela de forma UBB para todo instante de tempo subsequente.

Teorema 3.1. Considere o sistema (3.2) sujeito a entrada de controle (3.5), com os erros de aci-
onamento e(t) = x(ty) —x(t) e e(t —1(t)) =x(tx —7(¢)) —x(t — (1)), e com A =Y_ | |G||||A{]]
e Aa =YL ||Glll|Aq,]l- Suponha que:

i) A sequéncia de instantes de acionamento {lk}keZ>0 é determinada pela condicdo de

acionamento por eventos:
Alle()|| +Aalle(r — ()| = &, (3.6)
onde ¢ > 0 denota o limiar de acionamento por eventos.
ii) O ganho de chaveamento adaptativo é dado por:
K(t)=0+p(t), Vi€ [t,tiv1), k€ ZL>o, (3.7)

onde o escalar @ satisfaz ® > @+, § > O e § > Pp(t) para todo t > 0, com O =
sup, >0 Bo[0(r)] € By = L [|G][|[ By,

iii) A estimativa do limite superior da perturbagdo casada P(t) é atualizada de acordo com a

seguinte lei de atualizacdo:

N ORG-S
p() = p (3.8)
0. Istl<l6ly.
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comy>0ep(0)>0.
Entdo:
i) As trajetérias de estado x(t) alcancam a fronteira da regido de modos deslizantes prdtico:
a5 = {x(t) ER™ : [s(1)] = |]G||§}, (3.9)
em tempo finito t|, limitado superiormente por:

vy 20 - 611§
H < = ) (3.10)

-9

onde V1(0) é o valor inicial da fun¢do candidata de Lyapunov V| (t), sendo esse limite

superior independente de P(t).

ii) Apos ty, as trajetorias entram e permanecem, por invariancia positiva, na regido de modos

deslizantes prdtico:
_ G|l (¢ —Aqglle(t — (¢ b
S=<x(r) e R™ : |5(1)| IGI(® dU (= =@)l) < HGHE , (3.11)
A A
para todot > t].
iii) As trajetorias alcangam a regido de modos deslizantes ideal:
S={x(t) e R™:s(t) =0}, (3.12)
em tempo finito t,, limitado superiormente por:
1/2
2V (t
tr<t1+M. (3.13)
-0
Demonstragdo. Considere a fungdo candidata de Lyapunov:
Vile) = 552(0) + 5=p%(0) (3.14)
= —5 _— .
=3 2P

paratodo € [ty, 1) € k € Z>0, onde p(t) = p(t) —p € o erro de estimagdo do limite superior

da perturbacgdo casada.

A derivada temporal de V; ao longo das trajetérias de (3.2) resulta em:

Vi(r) = s(t)G Zi ;i (1) [Aix(t) +Agx(r — (1)) +Bj(u(t) +d(r)) +Bu,»v(f)} + %ﬁ(f)ﬁ(f)-
N (3.15)
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Ao substituir a entrada de controle (3.5) em (3.15), a expressdo expande-se para:

(1) Y. 0i(1)G | Ax(1) + Agx(t — (1))

i=1
+B; Y 0;(1) GBj)_l(—Gij(tk)—GAdjx(tk—'c(tk))—K(t)sign(s(tk))>] (3.16)
j=1
r r 1 X
+5(t) ) w;i(t)GB;d(t Z 1)GBy, (1) + ?f)(t)p(t).
i=1 i=1
Limitando o termo de ponderagdo cruzada };_; .7, @;()®;(%)[|GB| || (GB )71 em

(3.16) via a desigualdade de norma matricial indu21da, obtém-se:

i (1) |GAX(1) + GAgx(t ~x(1))

l:

Z ()| GB|| (GB )~ 1||(—Gij(tk)—GAdjx(tk—‘c(tk))—K(t)sign(s(tk))>]

<

r r
| IUPIN
Z 1)GBid(1 ()Zwi(t)GBu,-D(f)+§P(I)P(I)-
i=1 i=1
(3.17)
Suponha que exista um escalar £ > 0 que satisfaca:
©; (1) (GBJ)*IH <t Vije{l,2,...r). (3.18)
Disso decorre diretamente que:
ZZ i () |GBy|| ‘ H <CZ<01 (3.19)

Comentdrio 3.5. O escalar { > 0 em (3.18) consolida os produtos dos graus de pertinéncia com
indices duplos em uma tnica combinagdo convexa, acomodando as distingdes das matrizes de
entrada B; impostas pela Hip6tese Hy. A escolha £ = 1 é adotada sem restricdo de generalidade:
caso { # 1, as conclusdes de estabilidade do Teorema 3.1 sdo preservadas, visto que { entra de

forma linear em todas as etapas subsequentes de limitacao.

Aplicando (3.18) em (3.17) com { = 1, e relembrando que e(r) = x(#;) — x(¢) e e(t —
t(t)) = x(tx —t(tx)) —x(t —t(2)), obtém-se:

im, ( GAse(t) — GAdie(t—r(t))+GBl~d(t)+GBDi1)(t)>

= 1 (3.20)
—s()K(t)sign(s(t)) + yﬁ(f)f)(f)-

Limitando cada termo por meio de sua norma matricial induzida, tem-se:

< |s(r)] Z o; (¢ <I|GH Al lle(®)]| + [|Gl|Aq, | lle(t — ()| + [|GII||B:l|d ()]
(3.21)

+IG]Byfo(0)]) = s K 0)sien(5()) + P(0)p(0)
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Antes de as trajetérias da varidvel deslizante alcancarem a fronteira S da regifio de

modos deslizantes pratico, uma vez que tanto s(¢) quanto s(z;) pertencem a mesma regido de R

ou ambas em {HGH %,oo) ou ambas em | —oo, —||GH% , tem-se que sign(s(r)) = sign(s()),
condi¢do sob a qual —s(¢)K(f)sign(s(t)) = —K(t)|s(¢)|- Sob essa condicdo, a desigualdade
(3.21) simplifica-se para:

Vi(r) < |so)| (Alle(t)]| + Aalle(s — 5(0)) | + Bld (1) + BuoJv ()| - K(1)) +§r><r>é<r>, (3.22)

IGI[l|Ai H<ZHGHHA | = A, Zwl )G/l Aq; H<ZHGHHAd | = Aq,
i=1 =1

~

DI GI1B:] < Z IGIIBil| = Z DIIG1By, [l < Z IG][[By;[| = By.
i=1 i=1 i=1

) oi(t)

i=1

Y oilt)

i=1
Comentdrio 3.6. A condigdo sign(s(7)) = sign(s(#)) é garantida enquanto tanto s(¢) quanto s(#)

pertencem a mesma regido de R. A violagdo dessa condi¢c@o ocorre exclusivamente quando as

trajetdrias cruzam s(¢) = 0 ap0s o instante f;.

Substituindo K () = ®+ p() em (3.22), e usando sup,~o B|d(r)| = p e sup,~o By |v(r)| =
9, obtém-se:

V1(0) < 50| (Rle) |+ Aallele )]+ +5—0—p(w)) + 1pOH0). (323
Escrevendo p — (1) = —p(r) — (3(r) — p(t)). com p(r) = p(r) — p.  reagrupando
ISP + 7 BB () =7 'B(1) (B(1) —1is(1) ), obtém-se:

Vi(r) < s(0)| (Alle() || +Aalle(r —2(0) | +8—6) —s()|(p(r) = (1)) +¥~ "B (1) (P (1) —s(r)])-
(3.24)

De acordo com (3.8), para todo |s(7)| > ||G]| %, decorre que P(t) = y|s(t)| > 0. Assim,
p(¢) é monotonicamente crescente, o que implica que P(#;) < p(¢) paratodo € [ty,f;11) e k €
Z>0. Em (3.24), o termo —|s(7)|(p(z) — P(#)) < 0 é ndo positivo e pode ser omitido, resultando

Vl(f)é\S(t)\(A\|e(t)|!+AdHe(t—T( DI =(9— ))+Y PP —vs()- (325

Substituindo p(¢) =7|s(t)|, o tltimo termo de (3.25) anula-se, e tendo em vista a hipétese

® > @+ 0, a desigualdade reduz-se a:

Vi) < [s(0)| (Alle(o) |+ Aalle(t 5| - (9 D) ). (3.26)

Considerando a regido |s(¢)| > ||G|| 9. a cada instante de acionamento por evento, 0s

erros de acionamento tornam-se e(f;) = 0 e e(f — T(f;)) = 0, de modo que (3.26) resulta em



Capitulo 3. Descrigdo dos Métodos de Controle Propostos 98

Vi(tr) < —(®—0)|s(t)| < 0, pois § > O por hipétese estabelecida no enunciado do Teorema
3.1. Para todo ¢ € (t,#+1) e k € Z>0, uma vez que a condi¢do de acionamento (3.6) ndo é
satisfeita, assegura-se que A||e(t)|| + Aqlle(r —t(1))|| < § <  — I, pois § > O+ § por hipStese
apresentada no enunciado do Teorema 3.1, garantindo que V() < —(® —9)|s(¢)| < 0 para todo
tE [tkytir1) €k € Z>p. Sendo assim, garante-se que as trajetorias da varidvel deslizante alcancem

a fronteira |s(7)| = ||G||% em tempo finito 71, 0 que equivale a assegurar que as trajetérias de

estado alcancem a fronteira d§ nesse mesmo instante.

Uma vez que as trajetdrias da varidvel deslizante alcancaram a regido |s(¢)| = || G|| %,

de (3.8) tem-se que f)(t) = 0, impedindo o crescimento ilimitado do ganho de chaveamento.

Considerando a hipétese de que @ > p(t) para todo ¢ > 0 estabelecida no enunciado do Teorema

3.1, e que os sinais s() e s(f;) pertengam a mesma regiao de R, sendo ambos em (O, |G| %)

ou ambos em <—HGH%,O>, de modo que sign(s(7)) = sign(s(zx)) e —s(t)K(¢)sign(s(tx)) =
—K(t)|s(1)], segue de (3.25) com p(z) = 0 que:

Vi(r) < Is(@)] (Alle(r)l| + Alle(r — (1)) — (®—D)) <O, (3.27)

para todo ¢ € [fy,fx11) € k € Z>¢. De fato, nos instantes de acionamento e(f;) = 0 e e(t;, —
() = 0, tem-se V; (1) < —|s(t)]|(§ —O) < 0, visto que  — O > 0 por hipétese estabelecida
no enunciado do Teorema 3.1. Adicionalmente, para os intervalos entre eventos, ou seja, para
todo t € (tx, 151 1) € k € Z>0, verifica-se que V; () < —|s(t)[(§ —O) < 0, uma vez que § — O > §
decorre diretamente da hipStese @ > @ + O estabelecida no enunciado do Teorema 3.1. Essa
andlise garante que as trajetorias da varidvel deslizante alcancem s(¢) = 0 em tempo finito #,, 0

que equivale a assegurar que as trajetorias de estado alcancem a regido § nesse mesmo instante.

Comentdrio 3.7. As hipéteses @ > @+ e § > 9, declaradas no enunciado do Teorema 3.1, além
de serem condi¢des necessdrias para garantir que as trajetdrias de estado alcancem a fronteira
0.5, garantem simultaneamente que ® domina o limiar ¢, impedindo que os termos residuais do
acionamento por eventos comprometam a negatividade de Vi (¢), e que @ domina 9, impedindo
que o efeito da perturbagio ndo casada comprometa essa negatividade. A hipdtese @ > p(t) para
todo ¢ > 0, ap6s as trajetérias de estado alcancarem a fronteira 05, é condi¢do necessdria para
que as trajetorias alcancem .S, embora a permanéncia nessa regido ndo seja garantida em virtude
dos termos residuais introduzidos pelo acionamento por eventos, 0os quais tornam a derivada

Vi (t) menos negativa, porém ainda negativa, até que um novo evento seja gerado.

Comentdrio 3.8. Antes de as trajetdrias alcancarem 0.5, tem-se que V) é estritamente decrescente

sob as hipéteses @ > ¢+ e § > U, e considerando que s(¢) e s(#;) pertencam 2 mesma regido

de R, ambos em {HGH%,W) ou ambos em —oo,—||G||%}. Esse resultado assegura que

as trajetérias da varidvel deslizante alcancem em tempo finito #; a fronteira |s(z)| = ||G||%

0 que equivale ao alcance da fronteira dS pelas trajetdrias de estado nesse mesmo instante.
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Dado que Vi (f) < —(¢—B)|s(r)| e Vi () > 5(¢), ao definir w(r) = V2 (t) obtém-se V; () <
—(®—9)v2w, o que implica em:

(3.28)

Integrando (3.28) de 0 a #1, tem-se:

V2 () < v20) - T (3.29)
Sabendo que Vi (1) > 3s(t1) e que, por definicdo, [s(t1)| = IG||2, obtém-se Vll/z(t ) > \%HGH U

Substituindo em (3.29) e isolando 7, encontra-se:

VoV o) - 61
1 < S— , (3.30)

o—10

sendo este limite superior completamente independente da estimativa do limite superior da

perturbacdo casada.

Comentdrio 3.9. Ap6s o alcance de 95, V) € estritamente decrescente sob as hipéteses > @+ 9,

® > e > p(t), para todo ¢ > 0, e sob a condigdo de que s( ) e s(#) pertencam a mesma
regido de R, ou ambos em (0 IG||= ) ou ambos em —HGH R 0 |. Esse resultado assegura

que as trajetdrias da varidvel deslizante alcancem s(¢) = 0 em tempo finito #,, 0 que equivale
ao alcance da regido S pelas trajetérias de estado nesse mesmo instante. Partindo de V;(t) <
—(@—B)|s(1)] e Vi(t) = L52(¢), obtém-se |s(r)| = v2V,/*(1), 0 que implica — (¢ — B)|s(t)| <
—(p—-10) \/EVIU 2( t). Definindo w(z) = 1/ 2( t) e aplicando a regra da cadeia, a desigualdade

assume a forma:

: o—-9
w(t) < ———=. 3.31
(r) 7 (3.31)
Integrando sobre [t1,2,] e impondo s(z,) = 0, o que implica V;(z,) = 0, obtém-se:
1/2
2V, (1
1<t +u (3.32)
¢o—-70

sendo este limite superior completamente independente da estimativa do limite superior da per-
turbacio casada. E importante notar que #; < t,, uma vez que as trajetérias de estado convergem
para S antes de alcangarem S. O instante #, estabelece o limite superior para 0 momento em que

as trajetorias alcancam a regido § pela primeira vez.

Comentdrio 3.10. Considerando que a condi¢do de acionamento (3.6) ndo € satisfeita em um

instante arbitrdrio, a diferenga |s(7;) — s(¢)| € limitada superiormente por:

50— 3(0) = 1Ge(r)] < 6] o) < LEN@AaleC—HDI)

A defini¢do da regido de modos deslizantes pratico é obtida impondo s(#;) = 0 em (3.33), o que

S = {X(t) eR™ : [s(r)] < "G‘|(¢_A“Ue(t_q"(’))|’) < ||G||%}. (3.34)

¢
G| =. 3.33
<Gy 63

resulta em:

A
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O restante da prova estabelece a invaridncia positiva de S. Observa-se que as hipéteses
P>+, ¢>0e > P(r) para todo t > 0, por si sés, ndo sdo suficientes para provar essa
propriedade. Portanto, o mecanismo de acionamento por eventos e a regido de R a qual s(¢) e s(fy.)
pertencem tornam-se igualmente essenciais. Em particular, quando a condi¢@o de acionamento
por eventos (3.6) ndo € satisfeita, obtém-se:
|61 (& — Ade(r —<(1))])

A
o que fornece uma margem estrita para a atualizacdo da entra@a de controle antes que as

(1) = ()| < |Gll[|e(r)]] <

¢
= 3.35
<6l 639

trajetorias da varidvel deslizante alcancem a fronteira |s(f)| = ||G]| % As duas situagdes a seguir

sdo consideradas:

1. Hipdteses: (i) as varidveis s(t) e s(tx) pertencem a uma mesma regido de R, sendo

ambas em (O, |G| %) ou ambas em <—||G|| %, O) ; (ii) as trajetdrias alcangam a regido

Is(t)] < |G| %; e (iii) nenhuma atualizagdo da entrada de controle ocorreu desde que as

trajetdrias entraram nessa regido. Sob as condi¢des § > @+, § > Ve @ > P(¢) para todo
t > 0, o decrescimento de V;(¢) permanece vélido mesmo que a entrada de controle néo
seja atualizada em S. Como s(¢) e s(t;) pertencem a uma mesma regido de R, garante-se
que Vi () < 0, de modo que as trajetorias da varidvel deslizante sdo conduzidas em dire¢do
as(t)=0.

2. Hipdtese: (i) as varidveis s(t) e s(ty.) pertencem a regides distintas de R, ou seja, uma delas
em (0, HGH% e a outra em —HGH%,O . A andlise de decrescimento de V; ndo se

aplica. Sob as hipéteses do Comentdrio 3.11, a condi¢@o de acionamento por eventos (3.6)

¢ satisfeita e um novo evento é gerado antes que as trajetérias alcancem |s(f)| = || G| %, e
a cadeia de desigualdades (3.35) fornece uma margem estrita para a atualizacdo da entrada

de controle. Com a atualizag@o, s(f) e s(t;) passam a pertencer a uma mesma regiao
de R, ou ambas em (0, ||G||%) ou ambas em (—||G||%,O), de modo que V; () <0,
conduzindo as trajetérias em dire¢do a s(¢) = 0.

Combinando os dois cendrios, uma vez que |s(1)| = HGH%, garante-se que |s(¢)| <

||G||% para todo ¢ > t1, estabelecendo a invariancia positiva de S.

é con-

Comentdrio 3.11. O Teorema 3.1 é demonstrado supondo-se que: (i) a fungdo ||e(7)]
tinua; (ii) a condi¢do de acionamento (3.6) € monitorada continuamente; (iii) os eventos sao
gerados exatamente quando A||e(z)|| + Aqglle(r —t(¢))|| = @; e (iv) ndo existem atrasos entre o
monitoramento da condi¢do de acionamento, a geracdo de um novo evento, a atualizacao da
entrada de controle e a sua aplica¢do no atuador. Se um novo evento for gerado apenas quando
Alle(?)|| +Aqlle(t —(2))|| > @, entdo nem a invariancia positiva de S nem o alcance em tempo

finito das trajetérias de estado a fronteira dessa regido sdo garantidos.
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3.2.2 Auséncia do Comportamento Zeno

Nesta subsecdo, apresenta-se o Teorema 3.2, o qual garante que a sequéncia de instantes
de acionamento por eventos {# };>_, do Método 1 ¢ livre do comportamento Zeno, estabelecendo
analiticamente um limite inferior estritamente positivo para o intervalo entre acionamentos
consecutivos sob a estratégia de ganho de chaveamento adaptativo baseado em fungdo de

barreira.

Teorema 3.2. Considere o sistema (3.2) sob a entrada de controle (3.5), atualizada de acordo
com a condi¢do de acionamento por eventos (3.6). Entdo, a sequéncia de acionamento por
eventos {ty}y_ € livre de comportamento Zeno, pois o intervalo entre dois acionamentos

consecutivos ty e ty41 admite, para todo k € Z>o, um limite inferior estritamente positivo:

A1 (§—Aylle(r —
fis Lo (14 PAT O Adlet =)} _ (3.36)

Vi V3l[x(#0) [ + 72

onde os escalares Y1, Y2 e Y3 sdo definidos como:
1= (Al +allAql), (3.372)
i=1
Z Z IB:ll[|(GB) ||| K ()| +p -+, (3.37b)
—1j=1

= Z‘i Zl (1Al +qllAg ] +alBil || (GB,) [ IG| A, || + 1B: ]| (GB;) ' IGII[|A]) -
=1 j=
(3.37¢)

Demonstragdo. Defina o conjunto I' = {t € R : A|le(t)|| + Ay|le(t — 1(¢))|| = 0}. Para todo
t € [te,trr1) \I € k € Z>, a derivada temporal de ||e(7)|| satisfaz:

el < lle()] = 1) <

i { 1)+ Agx(t — (1)) + Bid(r) + By, v ()

—B; [i (Dj(l‘k)(GBj)_l (GAjX(lk) + GAde(lk —1(t))
J=1

+ K(tk)sign(s(tk)))} } ||
(3.38)

Expandindo x(7) = x(7;) —e(r) e x(t —©(t)) = x(tx — ©(tx)) —e(t —7(r)) em (3.38),
aplicando o teorema de Razumikhin (FRIDMAN, 2014) (que garante a existéncia de g > 1 tal
que ||x(r —1(r))|| < q||x()|| para todo 1(¢) € [0,7y)), juntamente com a desigualdade triangular
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e os limites sup,-oB|d(r)| = p e sup,>By|v(t)| =B, e introduzindo os escalares i, 12 e V3
definidos em (3.37a)—(3.37¢), obtém-se:

d
S e = ille@)ll+vslx(@)ll +v2. (3.39)

O lema de comparagéo (KHALIL, 2002), aplicado a (3.39) com condig¢do inicial e(#;) =0,

fornece:

le(r)]| < Blx@)| +1 (e'Yl(t_tk) _ 1) 7 (3.40)
T

para todo t € [ty,ty41) € k € Z>o.

Impondo a condi¢do de acionamento (3.6) por meio de (3.40), obtém-se:
VAT (9 —Aglle(r —(0)]]) = (wlx(@)[| +12) (T —1). (3.41)

Isolando 7 em (3.41):

L
Bz Lin 14 0A @ Adlet =) ) (3.42)
N V3l[x () | 472

A positividade de (3.42) estabelece T > y > 0 para todo k € Z>¢, garantindo que a
sequéncia {#};>_ € livre do comportamento Zeno. O

3.2.3 Estabilizacao Pratica e Passividade Robusta

De acordo com o Teorema 3.1, devido a invariancia positiva da regido de modos deslizan-
tes pratico, apds as trajetdrias de estado alcancarem S em ¢ > f1, elas permanecem nessa regio
para todo tempo posterior. Sendo assim, quando o sistema estd em modo deslizante prético, as
trajetorias da varidvel deslizante sdo superiormente limitadas por:

|s(t)] < ||G||(T)_A”‘Heg_r(t)>|| < ||G||§. (3.43)

Particionando a matriz G e o estado x(t), respectivamente, como G = [Gl Gz} ex(t)=

.
[xlT(t) xz(t)} ,onde G; e R"*(=1 Gy e R, x; (1) € R™ ! e xa(t) € R. Sob a transformagao
de similaridade X(7) = Tx(¢) introduzida para derivar a forma regular (3.3), segue diretamente

que a variavel deslizante admite a representagdo s(t) = GT~1%(z).

Ao aplicar o limite superior da varidvel deslizante s(¢) estabelecido em (3.43), verifica-se

que X»(t), dentro da regido de modos deslizantes pratico, satisfaz:
- - ~_1 0]
%) < =Gxi(t)+ G, HGHK, (3.44)

emque G = Gz_ G, obtido a partir da parti¢do estrutural GT ! = [Gl Gz} .
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Para fins de simplifica¢@o algébrica, %, (¢) pode ser expressa de forma compacta como:
(1) = —Gxi (1) + 85, (1), (3.45)

na qual 8z, (t) = G, 's(t) cumpre a condigdo de limitagio uniforme dada por sup, > |0z, (£)| =

Gz_ 1(j)max, com Omax = || G| % recuperando-se diretamente a relagdo limite apresentada em (3.44).

A dinamica de modo deslizante pratico, que é de ordem reduzida n, — 1, € dada por:

X (1) = Zﬁ)i(f) [(An,i —A12iG)%1 (1) + (Agyy, — Aay,, G)%1 (1 — (1)) +Bul,i0(f)] + Ay (1),
- (3.46)
onde Ai = (AHJ —Au,iG) € Adi = (Adlu _Adlz‘ig)‘ O termo A¢(l) = erzl (D,'(t) [A127i8j2 (l) +
Adu,isiz (t —(t))] satisfaz:

.
Ao ()| MGy " Omax, M =Y |[A12;+Aq,,,|- (3.47)
i=1

Comentdrio 3.12. O termo Y/, @;(t)[Ai%) () + Agq 1 (t —T(r)) + By, ,0(¢)] = X% (1) & a dina-
mica do sistema na regido de modos deslizantes ideal, obtida quando 8z, (t) = G, () =0, que
equivale a afirmar que s(t) = 0. O termo Ay representa o desvio do modo deslizante pratico em

relacdo ao ideal.

Comentdrio 3.13. A matriz G = G5 G é obtida diretamente das particdes da matriz da varidvel
deslizante G, apds a transformacdo de similaridade realizada por T. Na dindmica de modo
deslizante pratico (3.46), as matrizes A=A 1i— Alz.jg e Adi = Adll,i — Adm G revelam que
G atua como uma matriz de realimentagdo de estado sobre a dinimica de ordem reduzida n, — 1,
razdo pela qual serd referida como matriz de realimentag@o de estado ao longo desta tese. Essa
interpretacdo tem uma consequéncia direta para o projeto: garantir que a dindmica de modo
deslizante pratico possua propriedades desejadas, como estabilidade e passividade robusta, é
equivalente a projetar a matriz da varidvel deslizante G, pois G € inteiramente determinada por
G e pela matriz de transformacao T. Por sua vez, como a regido de modos deslizantes pratico
¢ definida em funcao dessa matriz da varidvel deslizante, projetar G é também equivalente a
projetar essa regido, estabelecendo assim um vinculo direto entre o projeto da regido de modos

deslizantes pratico e as propriedades dinamicas do sistema em malha fechada.

Teorema 3.3. Seja (3.46) a dindmica do sistema em modo deslizante prdtico. Suponha que,
dados os escalares Tyy >0, u € [0,1), €9 > 0, €1 > 0 e h;, existam matrizes X = 0, W = 0, R = 0,
Q; =0, S, = 0eSmx=1) o atrizes Ve RIXx=1) ¥ ¢ RUx=Dx(m=1) 1446 que para
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todoi € {1,...,r}, sejam factiveis:
He(A.,)+Qi+®-R+eX Aq +R-Y Y By, -XC/ A/ ]
* [;—2R+He(Y) R-Y —XCg  tAg
* * S;—R 0 0 <0,
* * * —2Dy;, — 1M ’CM]_SIU
* * * * -W
) (3.48)
W 1
>0, (3.49)
I R
onde os blocos de (3.48) sdo definidos por:
AC,‘ = All,ix - Alz,iva Adci = Ad“yix - Adlz‘ivv (350)
Li=—(1-w)(Qi+S), ®=1m) hi(Q;+8§)), (3.51)

J=1

com as transformagoes de congruéncia X = P! Q=P1QP LS =P'SP! Y=
P-lYP~!, R =P 'RP~! ¢ a matriz de ganho de realimentagdo de estado determinada por
G=VXL

Entdo, garante-se a estabilidade pratica do sistema (3.46) em conjunto com a passividade

robusta com coeficiente | > 0, obtendo-se:

i) As trajetorias do estado funcional X1, sdo UUB com respeito a regido de estabilidade

prdtica funcional:
Boab = { X1, € C' ([~ a1, OL, R™ 1) 1 [|%1, | o1 < Fstab (3.52)

definida no espago de fungoes de dimensdo infinita C'([—7y,0],R™1), com raio funcio-

nal:
G| ¢ 82 + /83 + 45,
Tstab = Kstab A Kstab = e ) (3.53)
onde:

max

81 = [eg "Mhax (P) + (1 +&1)ThAmax (R) | M?G5 2, 8 = 215 Amax(R)A. MG, ', (3.54)

r

M=) [|Ai;+Aq,,l, (3.55a)
=1

]
A=Y (Al +|Aq |l + By, 1), (3.55b)

—
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e = mm( Zco, (®; + t3,F; RF; )> — €0Amax (P), (3.56)
i=1

comF; = [A,- Ag, O 1_31,“} e

He(PA;) +Q;+®—R Ag,+R-Y Y PBy,—C/]
_ * ~(1-w)(Qi+S)+T R-Y -CJ
&, — (1=)(Qi+S) q 357
* * Si—R 0
i * * * —2Dy, —M _

na qual ® =ty Y1 hj(Q;+S;) e I' = —2R+He(Y).

ii) A projecdo de By, sobre R~ define a regido de estabilidade prdtica geométrica:

Rotab = { X1 (t) € R™ 11 ||%1(2)|| < Rytab } (3.58)

Vv
Ryab = \E Fstabs (3.59)

V = Amax (P) + Ty max{Amax (Q;) } + Tar max{Amax (Si) } + 2, L Amax (R). (3.60)

com raio geométrico:

onde v = Ain(P) e:

iii) Para toda perturbagdo admissivel v(t) e todo t* > 0, as trajetdrias satisfazem a condi¢do

de passividade robusta:

2/ dr > n/ V(1) (3.61)

que, sob condicoes iniciais nulas ( V(ilo) = 0), reduz-se exatamente a desigualdade

integral de passividade robusta com coeficiente 1.

Demonstragdo. Sejam P,R >0, Q(®(1)) =Y, ;(r)Q; = 0e S(0(r)) =Y/, w;(z)S; = 0.0
funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy de 4 termos V : C!([—1y7,0], R»~!) — R é definido

como.:

—_—— J) ™
Vi ~~ - g -
%) V3
0 0 .
+ Ty X (s)RXy,(s)dsd6,
A

(3.62)
onde %;, € C'([~7ty,0],R™~1), com %y,(8) = %; (¢ +0) para todo 6 € [Ty, 0].



Capitulo 3. Descrigdo dos Métodos de Controle Propostos 106

Reescrevendo (3.62) em fungdo do tempo absoluto, mediante a mudancga de varidvel
s=1t+0:

~ T B t T ~ t—(t) T ~
V(&) =%, (1)PX(t) + ) (5)Q(@(s)) X1 (s)ds+ %) (s)S(@(t)) X1 (s)ds
—(0) =T (3.63)

—l—‘CM/ / s)RX;(s)dsd®.
—TM +G

Diferenciando cada parcela de (3.63) ao longo das trajetdrias do sistema (3.46), obtém-se:
r
V()< Y o) [%] (1) (A P+ PA;) %1 (1) + 2] (1)PAG (1 = (1)) + 2%/ (1)PBy, (1)

+2i1T(f)P(512i+Ad12,,-)5fz(t)}+f<1T(f)Q(‘D( )X +TMZIPJX1 )(Q;+8))%i(r)
i

(t —Tu)S(0(1))%1 (7 — i)

X/ (1)R% (1)

e
N—" N
S~—
o ©n
= o~
e &
= =
S—
= =
e
QQ
|
a

a
= =
5\_/

+
EN'—_'

(3.64)

Lema 3.4 (Desigualdade de Jensen para Integrais (GU; CHEN; KHARITONOV, 2003)). Seja a
matriz R = 0, h > 0 um escalar e £: [a,a+ h] — R" uma fungdo integrdvel. Entdo:

h / s)ds > ( / ) ds) 'R ( / ) ds) . (3.65)

Lema 3.5 (Convexidade Reciproca (PARK; KO; JEONG, 2011)). Sejam R > 0, escalares

RY
€(0,1)eB=1—0, ea,be R" Para qualquer matrizY € R"™" satisfazendo >0,
*
a seguinte desigualdade é vdlida:
1 1 ! RY
a
—a'Ra+-b'Rb> . (3.66)
o B b * R| |b

Aplicando o Lema de Jensen 3.4 separadamente em cada subintervalo da particao
[t —Tp,t —(t)] U [t —T(2),t], obtém-se:

—Ty /t[rM iI(S)R§1(S) ds < — %OLTROL— Wi—%BTRBv (3.67)
onde:
o=X1() =X (t—=1(), B=%(—10)) =% —m) (3.68)

Como t(¢) € (0,7Tpr), 08 escalares o0 =T(t) /Ty € B = (Tyr — (1)) /Tas satisfazem o+ B =1
com o, € (0,1). Identificando a = o, b = 3 e aplicando o Lema da Convexidade Reciproca 3.5
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o . R Y
a (3.67), com variavel livre Y satisfazendo > 0, chega-se a:
*
- T
; il(t) —R R-Y Y i](l‘)
—Ty ilT(s)Ril(s)ds < |X1(t—1(1)) * —2R+He(Y) R=Y| |X(t—1(t))
l_
o (6 —T) | " R | | %10t —1)
(3.69)
Ao introduzir o vetor aumentado &' (¢) = [f(lT ) %[ (t—7() %X (t—1m) D(t)] €

substituir as relagdes (3.69) e (3.46) em (3.64), a derivada superior do funcional de Lyapunov—

Krasovskii fuzzy passa a ser limitada superiormente por:

V() <& (1)®(0(r))E(r) + 13 (X1 (1))

em que a matriz ®(®(r))

TRESN (1) + Ty (1) + T (1) + Ta() + T3(1), (3.70)

Y, o;(t)®;, tal que:

He(PA;)+Q;+®—R PAg +R-Y Y PB,,

® — * —(1=w)(Qi+Si)—2R+He(Y) R-Y 0 (3

* * Si—R 0

* * * 0

onde @ =1y Y1 5;(Q;+S;).
Os termos Ty(2), T1(t), T»(t), e T3(¢) sdo definidos como:

To(t) = 2%{ ()P(A12,+Aqyp,,) 85, (1), (3.72a)
Ti(t) = 213,Ay ()R Ac(1), (3.72b)
To(1) = 23, (X9 (1)) "R Ay (1), (3.72¢)
T3(t) = TyAg ()R A1), (3.72d)

onde Apc (1) = YI_; @;(1)By, ().
Comentdrio 3.14. A decomposicao algébrica apresentada em (3.70) detalha como a dindmica
de modo deslizante pratico impacta a derivada do funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy. Ao

expandir o termo quadratico t3,%, (f)R%; (), obtém-se:

2

’CMT

%] (1R (1) = 3, (%190 (1)) TR&9 (1) + 222, (%199 (1)) TR Ane () + T AL ()R Anc (1)

+ T3 (R A (1) + 215, (X7 (l‘))TRAq)(l‘) +273,Ag ()R Ane ().

Nessa estrutura, as trés primeiras parcelas do lado direito sdo absorvidas diretamente em
(3.48). Por sua vez, as trés parcelas remanescentes tornam-se os termos Ti(z), T»(t) e T3(t).
Procedimento andlogo é aplicado a Vj(t), na qual a parcela remanescente torna-se o termo
To(t) = 2%/ (1)PA(1).
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Lema 3.6 (Desigualdade de Rayleigh (HORN; JOHNSON, 2012)). Seja R > 0 uma matriz
simétrica positiva definida com menor valor singular Apin(R) e maior valor singular Ayax (R).

Entdo, para todo x € R":
Anin (R)[|x[|* < x"RX < Aoy (R) [[x]|*. (3.73)

Lema 3.7 (Desigualdade de Young (YOUNG, 1912)). Para quaisquer a,b € R", matrizR >0 e

escalar € > 0, a seguinte desigualdade é valida:

2a’b<ea'Ra+e 'b'R'b. (3.74)

Para a andlise do termo Tp(t), que é proveniente de Vi (¢), aplica-se o lema da desigualdade
de Young, seguida do lema da desigualdade de Rayleigh. Ao estabelecer €y > 0, a = P!/2%, (t)e
b= P*I/ZPAq,(t), obtém-se:

N
1
(3.75)
< g% ()P (1) +-5 A2

max

(P)M* G * O

Seguindo a mesma estratégia de limitagdo para os componentes de V4(¢), o termo pura-

mente quadratico 7j(¢), é limitado superiormente pelo lema da desigualdade de Rayleigh:

Ti (1) = ThAq (VR A (1) < Tiyhmax (R) [ A9 (1)

e (3.76)
< T Amax (R)M2 G5 202 1.

Adicionalmente, o termo T5(¢), que caracteriza o produto cruzado entre X194 (¢) e Ay (t)
em Vj4(t), é realizado por meio da aplica¢do do lema da desigualdade de Cauchy—Schwarz,
seguida do lema da desigualdade de Rayleigh. Sabendo que a taxa de variacdo ideal € limitada
em norma por |9 (1)[| <A [|§(1)||, na qual A = ¥/, ([|Acill + || Aac;]| + By, l). segue que:

Ta(t) = 253 (R (1)) " RAG(1) < 2T Aama (R) |71 (1) [ |49 (1)

5 I (3.77)
< 2'CM}Vmax (R)ACMGZ Omax Hg(t) H .

Por fim, para a andlise do termo 73(¢), que descreve o produto cruzado entre Ay(z) e
A, (1), ao aplicar inicialmente o lema da desigualdade de Cauchy—Schwarz, seguida do lema da

desigualdade de Rayleigh, obtém-se:

T3(t) = ZT@Ag(l)RAHC(I) < 2'512\/17‘maX(R)“A¢(I)H [ Anc ()]

; IR (3.78)
< 2T Amax (R)M G5 O D

Em seguida, de modo a desacoplar o produto presente no limite superior de (3.78) e
permitir a lineariza¢do matricial, aplica-se o lema da desigualdade de Young com parametro

escalar €1 > 0. Esse procedimento resulta em:

T5(t) < €173 Amax (R)M> G 2020 + €1 ' tard?. (3.79)
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Comentdrio 3.15. O termo T3, (X0 (z ))TRiidea]( t) presente em (3.70) pode ser expandido

na forma T3, X T (1)RX (1) = 13, Y7, Xy 0i(1)w; (1) (Fi€(t)) "R(F,;&()), em que a ma-
triz F; = [Aci Age;, O Bvl,l} . Para cada vetor aumentado §(r) fixado, os escalares G;;(§) =

(Fi&(1)) TR(F ;&(1)) sao constantes, permitindo definir a matriz compacta G(§) =t3,Z" (§)Z(&),
com a matriz bloco mapeada por Z' (§) = [RI/ 2FiE() ... RY 2F,§(t)} . Visto que a matriz
resultante cumpre a condi¢do de semidefini¢do positiva G(&) = 0 por construgio, a forma qua-
drética associada f¢(@()) = o' (1)G(&)®(t) é estritamente convexa em relago as fungdes de

pertinéncia @(¢) para qualquer trajetria fixa do vetor aumentado.

Lema 3.8 (Desigualdade de Jensen (JENSEN, 1906)). Seja ¢ : I C R — R uma fungdo convexa.
Para todon >2, x1,...,x, €l e Ay,..., Ay > 0 que satisfaz ' | \; = 1, verifica-se que:

0 (Zn‘, kixl) < Zn‘, Aio(x;). (3.80)
i=1 i=1

Visto que a forma quadrtica t3,x.4 T (r)Rxideal (1) = fe(o(t)) é convexa em relagdo a
funcdo de pertinéncia @(¢) para cada vetor aumentado §(z) fixado, a aplicagdo direta do lema

da desigualdade de Jensen, definida em 3.8 sobre o simplex unitario fornece o seguinte limite

superior para fg (@(7)):

f¢<m<r>>=fg<gwi<r>e,—) < YLounfle) =% L o) (F40) REEN). G5

em que e; € R" denota o i-ésimo vetor da base candnica.

Na sequéncia do desenvolvimento, o objetivo é garantir que a condi¢c@o de passividade ro-
busta se verifique sob perturbagdes ndo casadas admissiveis (Comentério 3.16). Essa propriedade

€ definida pela seguinte desigualdade:
V(1) < 2y(r)v(r) +mu(r). (3.82)

Comentdrio 3.16. Como a variavel deslizante satisfaz s(¢) € R, a saida do sistema na forma
regular (3.3) é escalar, y(f) € R, e a perturbagio ndo casada também & escalar, v(¢) € R. Em
consequéncia, Dy, € R paratodo i € {1,...,r}, de modo que a taxa de suprimento 2y(z)v(t) +
N2 (1) é escalar. Essa dimensionalidade justifica diretamente o bloco (4,4) de (3.48) e o bloco
(3,3) de (3.57) assumirem a forma escalar —2Dy, — 1, em lugar de —He(Dy,) —L

Ao aplicar o limite superior de T3, (X% (¢ ))TRi?ildea1 (t) obtido em (3.81) na derivada
do funcional (3.70) e agrupar os termos quadriticos em rela¢do ao vetor aumentado &(z), a
imposi¢do da condicdo de passividade robusta (3.82) € garantida se a seguinte desigualdade se

verificar:

Z ) (®; + 13 F; RF,)&() +eo%| (t)P&i (1) + Z Ti(1) () —mu?(r) < 0.
- (3.83)
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Ao substituir a equacgdo de saida (3.3) em (3.83), chega-se a:
r 3
&' (1) Y wi(t) (®;+13,F RE)E(r) +eok{ (1)P&y (1) + Y Ti(r) <0, (3.84)
i=1 k=0

na qual a matriz:

[He(PA;) +Q;+® R Ag,+R-Y Y PB,,—C/]
) * —(1-u)(Q;+S;)—2R+He(Y) R-Y —Cy,
®i= X X Si—R 0 ’
* * * —2Dy, — 1M
(3.85)

com P = ‘CMZ;-:Ihj(QJ-—l—SJ-).

Considerando as propriedades de convexidade dos graus de pertinéncia, dadas por
®;(t) >0e Y, ;(t) = 1, uma condi¢do suficiente para assegurar a negatividade definida da
forma quadratica matricial descrita em (3.84) € estabelecida por:

& +12,F/ RF; <0, (3.86)

para todo i € {1,...,r}, onde ®; = ®; +goP. O termo &% (1)P%, (¢) é incorporado 2 forma
quadritica ao reescrevé-lo como Y;T(t)l_)&(t), em que P = diag(P,0, 0, 0).

Lema 3.9 (Complemento de Schur (BOYD et al., 1994)). Seja a matriz simétrica particionada

Q S
ST R

(3.87)

com Q=Q" e R=R" de dimensées apropriadas. As seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(i) M > 0;
(ii) R=0eQ—SR™IST =0,

(iii) Q-0eR—-STQ !S> 0.

Pelo lema do complemento de Schur (Lema 3.9), (3.86) ser negativo definido é equiva-
lentea —R™! <0ea:

(He(PA) +Qi+®—R+gP  Ag+R-Y Y PBy,—C/ tyA] |
* I[;—2R+He(Y) R-Y -Cq Ay,
* * Si—R 0 0 <0,
* * * —2Dy, — 1 ’CMBIH
* * * * —R!

(3.88)
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onde I = —(1—pu)(Q; +S;).

Seja a matriz de transformagdo de congruéncia diag (P_l, Pl P! 1, I). Ao aplicar
a transformacdo de congruéncia em (3.88), e adotando as mudancas de varidveis X = P!,
Qi =P 1Q;P !, S, =P 'SP L,Y=P 'YP !, R=P !RP! junto a mudanca de varidvel

V = GX, estabelece-se a seguinte desigualdade matricial:

He(A,)+Qi+®-R+eX  Ag +R-Y Y  By,—-XC/ 1Al
* I;,— ZR—I—HC(Y) R-Y —XC(I ’L'MA(—L
* * S;—R 0 0 <0,
* * * —2Dy, —M ’CMB;I,—U
* * * * —R™!
i (3.89)
em que os blocos componentes sdo descritos por:
AC,‘ = All,ix - AIZJ'Va Adci = Adll,ix - Aduﬁ,‘v) (390)
r
Li=—(1-w(Qi+Si), ®=1) hj(Q;+8§)). (3.91)

j=1

Visando eliminar a ndo linearidade remanescente decorrente do termo inverso —R ! no

bloco de posicdo (5,5) de (3.89), introduz-se a varidvel de folga W >~ 0 restrita por:

W 1

=0, 3.92
I R (3.92)

0 que assegura, via o lema do complemento de Schur, a relagio W = R~

Comentdrio 3.17. A partir dessa restri¢iio, a substituicio direta de —R~! por —W em (3.89)
viabiliza a solu¢do do problema de otimizag¢do, via programacio semidefinida, na forma de
LMI em relacdo as varidveis de decisdo. Uma vez resolvido o sistema, a matriz de ganho de

realimentacdo de estados é prontamente recuperada por G = VX1,

Considerando-se que (3.89) e (3.92) sdo factiveis, pelo lema do complemento de Schur,

€ equivalente a afirmar que:
®;+13,F/ RF; +¢0P <0, (3.93)

paratodoi € {1,...,r}. Pelo lema da desigualdade de Rayleigh aplicada a (3.93):
r
(1) Y oit) (P + Ty F/ RF; +eoP)&(1) < —Ael|E(1)]|%, (3.94)
i=1

com 7\.8 = xmin (— Z?:l ; (<i>, + Tj%lF;—RFi)) — Eokmax (P)

Reunindo os limites superiores provenientes de 7, 71 e T3 desenvolvidos em (3.75)—
(3.79), obtém-se:
5 = [eg‘xz (P) + (1+ €)% Amax (R) | 712652, (3.95)

max
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ao passo que a contribuicdo de 7; resulta em:

82 = 273 Amax (R)A MG . (3.96)

Considerando-se 8; e &, ¢ o limite superior de &' (¢) ;1) (®; + 13, F/ RF; +
SOI_’)E..(t) desenvolvido em (3.94), a desigualdade (3.83) é reescrita como:

V(1) = 2y(e)o(1) =0 (1) < Ael|E(1) 1% + 81 Omax (1) | +8207ax (3.97)

com Omax = [|G|§/A.
O lado direito de (3.97) € negativo sempre que:

Gl
180601 r = s | 5L (.99

onde 7 € a raiz positiva da equagdo quadratica Aer? — 81 Qmax 7 — 8202, = 0, que fornece:

8 + /85 +4Aed)
20 (3.99)

2Ae

Kstab =

Comentdrio 3.18. Note-se que rg.p, dado por (3.98), depende exclusivamente do limiar de
acionamento @ e de constantes determinadas pelo projeto (Kgap, ||G||, A), ndo dependendo
da estimativa p(¢) nem do limite superior real p da perturbagio casada, ambos desconhecidos
a priori pela Hipdtese H,. O raio da regido de estabilidade pratica €, portanto, determinado

independentemente de qualquer estimativa dessa perturbacao.

A partir da factibilidade de (3.89) e (3.92), assegura-se que P - 0, Q(®(7)) > 0, S(®(r)) >

0 e R > 0, garantindo a positividade definida dos componentes do funcional, de modo que

Vi(t) >0, Va(t) >0, Va(r) > 0 e Vy(t) > 0. Consequentemente, estabelece-se o seguinte limite
inferior:

V() > V() > hein(B) %1 (0)]2 = w15 ()], (3.100)

onde v = Apin (P).

Por sua vez, os limites superiores de cada termo do funcional de Lyapunov—Krasovskii
fuzzy (3.62) podem ser deduzidos individualmente. Para V(¢), a aplicacdo do lema da desigual-
dade de Rayleigh fornece:

Vi(t) = &{ (6)PK1 (1) < Mmnax (P)[[%1 (1)[|* < Amax (P[5, ||2517 (3.101)

em que a desigualdade satisfaz a relagdo funcional ||%;(z)|| < ||Xy,]| 1.

Para V;(t), o limite superior é obtido ao aplicar o lema da desigualdade de Rayleigh no

integrando seguido da integragdo da norma do estado X; no intervalo [r —1t(¢),], resultando na
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seguinte cadeia de desigualdades:

V)= [ 5008 (3)ds Al Qolr) [ [a(5)]ds

—(t)

= Manax (Q(@(1)))T(1) |1, |
< T hmax (Q(0(1))) %1, | 24

Comentdrio 3.19. Considerando a estrutura fuzzy da matriz dependente de parametros dada por

Q) [R50

Q(®(r)) = Y/, 0;(t)Q;, um limite superior uniforme para o seu autovalor maximo pode ser
estabelecido ao explorar as propriedades de convexidade dos graus de pertinéncia. Sabendo
que w;(t) >0e Y, m;(r) =1, aaplicagdo do lema da desigualdade triangular para a norma-2

induzida de matrizes simétricas fornece:

kmax < Z(Dz max Ql < max }{}VmaX(Ql)} (3-103)

i€{l,...,r
Considerando-se o Comentdrio 3.19, V() € limitado superiormente por:

Va(t) < tu o max }{Kmax(Q,)}Hxl 1% (3.104)

seeesl

Seguindo o mesmo procedimento para Vz(z), obtém-se o limite superior descrito por:

t—(1)

V(1) = /t ::t) %] (5)S(0(t))%1 (5)ds < Amax (S(@(1))) [ L ImG)Pds (.105)
< Ty Amax (S((D(t))) ||)~(1[ H%‘l

Considerando-se o Comentdrio 3.19, V3(¢) € limitado superiormente por:

yeees

Va(r) < _max }{%max(so}\lilzuél. (3.106)

Por fim, V4(¢) assume inicialmente o seguinte limite superior:

0 r . 0 o
Va(r) =t / / &7 (5)R% (5) ds d6 < TyrAmax (R) / / 1 (s)||> dsdo
—Ty Jt+0 —Ty J1+0
< ke (R)L [, 2 / / 1dsde,
+6

na qual L denota a constante de Lipschitz do sistema que satisfaz a restri¢o [|X; (¢)|| < L||%1, || 1

(3.107)

Ao calcular a integral dupla em (3.107), o limite superior V4(¢) reduz-se a:

272
T4, L
Wi <

Amax (R)[[X1, H2C1 < ":szlekmaX(R) %1, ||2C1 (3.108)

Dessa forma, ao agrupar os limites superiores obtidos para cada componente do funcional

de Lyapunov—Krasovskii fuzzy, estabelece-se o seguinte limite superior:

V() <o|%1, 12, (3.109)
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em que o coeficiente v € dado por:

7= Amax(P) + Ty max }{xmaX(Qi)}HM, max }{xmax(s,-)}ﬂ,%,mmax(lz). (3.110)
e 1,...r

i€{l,..,r

Portanto, de (3.100) e (3.109), tem-se que o funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy
(3.63) satisfaz a seguinte desigualdade:

V][RI ()] <V (%1,) <75, )20 3.111)

O raio funcional ry,, definido em (3.98) determina a regido de estabilidade prética

funcional no espago C!([—T,0], R~ 1):
Bstab = {ilt S Cl([_TMao]aRnx_l) : HiI,HCl < Fstab }

O maior valor do funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy ao atingir a fronteira de B,y €
= vrsztab, e o conjunto de nivel Q.+ = {&;, € C' : V(&;,) < ¢*} é positivamente invariante, pois

V(t) < 0 para todo ||§(2)|| > rstap. Portanto, para toda trajetéria iniciada em Q+:

v[IR1(0)|1* SV (%1,) < ¢* = Prigp, (3.112)

< v v G| ¢
RO < = e 512, a113)

confirmando que as trajetdrias de (3.46) sdo UUB na regido de estabilidade pratica funcional

do qual se obtém:

Bqiab €, por consequéncia, na regido de estabilidade pratica geométrica:
Rotab = { X1 (1) € R™ 2 [[%1 (1) || < Roas } (3.114)

onde Rgap = /V/Vrsap € 0 raio geométrico resultante da projecéo de By,p sobre R L

Comentdrio 3.20. E importante destacar a distingio conceitual e geométrica entre os conjuntos
Bstab € Rstap- O conjunto Byap constitui a regido de estabilidade pratica funcional, definida no
espago de fungdes de dimensio infinita C!([—1y,0],R™ 1) com base no nivel de energia do
funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy, em razao da presenca do atraso variante t(t). Por
outro lado, Kb constitui a regido de estabilidade pratica geométrica, obtida pela projecao
de By sobre o espaco euclidiano R™~!, mapeando diretamente o estado instantineo % (z).
Essa transi¢do do espago funcional para o espago euclidiano justifica o escalonamento de rgyy
pelo fator \/ﬂ, que expressa a razdo entre os limites superior e inferior do funcional de

Lyapunov—Krasovskii, resultando no raio geométrico Rgp.
Comentdrio 3.21. A regido B,p € positivamente invariante para qualquer atraso t(z) € [0, Ty,
desde que (3.48)—(3.49) sejam factiveis. Por consequéncia, o conjunto Rg,p, que representa a

projecio de By, sobre o espaco euclidiano R !, também é positivamente invariante.
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Por fim, integrando (3.82) de 0 a ¢* e usando V(X;,.) > 0, obtém-se:

2/ £)dt > n/ ~V(x,), (3.115)

que, sob condi¢des iniciais nulas (V (X;,) = 0), reduz-se exatamente a desigualdade integral de

2/ £)dr > n/ (3.116)

para todo t* > 0 e para todas as perturbacdes admissiveis v(¢), garantindo, conjuntamente

passividade robusta:

com (3.86), as afirmacgdes do teorema.

Comentdrio 3.22. A desigualdade (3.116) caracteriza o sistema em malha fechada como passivo
com o coeficiente de passividade robusta 1 especificado: o produto interno em L,[0,7*] entre a
saida y() e a perturbagdo néo casada v(¢) pode ser negativo, mas sua magnitude estd limitada
inferiormente por —1 vezes a energia da perturbagdo ao longo do intervalo [0,7*]. Em outras
palavras, o coeficiente 1 quantifica o quanto o sistema pode deixar de ser passivamente robusto
(n = 0 correspondendo a passividade exata) em fun¢do da energia fornecida pela perturbagao:
quanto menor 1), mais préximo o sistema esta de ser passivo, e menor € o impacto admissivel de
v(t) sobre y(¢). Como a desigualdade vale para todo t* > 0 e para toda perturbagdo admissivel,
essa cota é uniforme no tempo e robusta a forma especifica de v(¢), dependendo apenas de sua
energia acumulada fé* v?(t) dt. Esse resultado garante, portanto, que o efeito da perturbaciio nio

casada sobre a saida do sistema permanece proporcionalmente limitado pelo coeficiente 1.
O

Comentdrio 3.23. Para determinar o atraso midximo admissivel, uma busca por bissecdo é
realizada sobre Tj;, que representa o atraso miaximo para o qual o sistema em malha fechada
permanece praticamente estdvel, dada a matriz G = VX! obtida de (3.48)—(3.49). Isto constitui
uma andlise de robustez pds-projeto que certifica o atraso maximo admissivel por meio de um
teste de factibilidade de (3.57), sem requerer um procedimento de co-design. O problema de

otimizagdo é formulado como:

maximizar Ty, (G),

3.117)
syjeito a: (3.57), P>0,Q;>0,S;>-0,R>=0, Vie{l,...,r}.

3.3 Método de Controle 2

3.3.1 Convergéncia das Trajetorias de Estado para a Regido de Modos Deslizantes Pratico

Nesta subsecdo, apresenta-se o Teorema 3.10, o qual garante que as trajetorias de estado
do sistema fuzzy T-S tipo-2 intervalar (3.2) convergem para a regido de modos deslizantes pratico
em tempo finito, sob um ganho de chaveamento adaptado baseado em funcao de barreira, mesmo
na presenca de perturbacdes casadas e ndo casadas e de atraso variante no tempo, permanecendo

nela de forma UBB para todo instante de tempo subsequente.
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Teorema 3.10. Considere o sistema (3.2) sujeito a entrada de controle (3.5), com os erros de aci-
onamento e(t) =x(t;) —x(t) e e(t — (1)) = x(tp —t(tx)) —x(t —1(¢)), e com A =Y_, | G||||A{]]
e Ay =Y!_||G|/|Azll- Suponha que:

i) A sequéncia de instantes de acionamento {t}icyz., é determinada pela condi¢do de

acionamento por eventos:

Alle()]| +Adlle(t =)l 5 (3.118)
A|GJ! T

onde & > 0 denota o limiar de acionamento por eventos.

ii) O ganho de chaveamento adaptativo é dado por:

Ka(t) =0+p(t), |s(t)] >,
K(t)= (3.119)

Ky(t) = % s(0)] <8,

para todo t € [ty,tx11) e k € Z>o, onde K,(t) é o ganho de chaveamento adaptativo
baseado em crescimento monotonico e Ky(t) é o ganho de chaveamento adaptativo
baseado em fungdo de barreira. O escalar © satisfaz ® > SA||G|| ™'+ e § > 0, com
O = sup;>oBo|v(t)] e By = X7, |G]|||By, . Os pardmetros o, > 0 e 8 > 0 sdo projetados
de modo que Ky(t) > p +9 para todo ¢ < |s(t)| < 8, com K(g) = p + 0. Nesse contexto,
p = sup,5oBld(1), B=Y/_||G||Bi|| e g=8—0/(p+D) >0, sendo essa condigio
garantida por p+0 > 8A |G|~ .

iii) A estimativa do limite superior da perturbagdo casada p(t) é atualizada de acordo com a

seguinte lei de atualizacdo:

S Vs, Is(0)] =8,
p(r) = (3.120)
0, [s(1)] <3,

comy>0ep(0)>0.
Entao:

i) As trajetérias de estado x(t) alcancam a fronteira da regido de modos deslizantes prdtico:
085 = {x(1) e R™ : [s(t)| = &}, (3.121)
em tempo finito t|, limitado superiormente por:

1/2,0\
“<\/§Vi-p (g) 8, (3.122)

onde V1(0) € o valor inicial da fun¢do candidata de Lyapunov V| (t), sendo este limite

superior independente de P(t).
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ii) Apos t1, as trajetorias entram e permanecem, por invariancia positiva, na regidao de modos

deslizantes prdtico:

A — ||G|Alle(t — (1)) <5} (3.123)

S = {x(t) eR™:|s(r)| < 1

para todo t > 1.

iii) Para qualquer € > 0 arbitrariamente pequeno, as trajetorias alcangam em tempo finito t5

a fronteira da vizinhanga da regido de ndo domindncia:
0D e = {x(t) e R™ : |s(t)| = g+ €}, (3.124)
onde @g denota a regido de ndo domindncia:
={x(r) e R™ : |s(r)| < ¢}. (3.125)
O tempo finito t5 ¢ limitado superiormente por:

zvzl/z(fl)

BS
onde Vo(t1) = 35° (1) + 5Kz (11), B§ = V2 ¥ min{1,0,8 7'} e 5 = K, (c+€) — A |G| 7! >
0 é o valor minimo de Ky,(t;) — A ||G||~! na regido ¢c+¢ < |s(t)| < 8.

15 <1+ (3.126)

Demonstracdo. A demonstragdo é dividida em duas etapas: a Etapa 1 aborda a regido |s(z)| > 9,

e a Etapa 2 aborda a regido |s(f)| < d.

Etapa 1: Para a regido |s(t)| > &
Considere a fun¢ao candidata de Lyapunov:

1 1
Vi(t) = 557(1) + 2—Yf>2<t>, (3.127)

paratodo t € [f,tx+1) € k € Z>0, onde p(r) = p(t) — p € o erro de estimagdo do limite superior

da perturbagdo casada.

Diferenciando V/ (¢) ao longo das trajetdrias de (3.2) e substituindo (3.5), obtém-se:
Vi(t) =s(t) Y 0i(t)G[AX(r) + Agx(t — T(r)) + Bid (1) + By, 0(1)]
Z Z OJJ lk GB (GB ) [—GAjX(lk) — GAde(Z‘k — ’C(tk)> — K(tk)sign(s(tk))}

p(r )ﬁ( )-
(3.128)
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Limitando superiormente V, (r) em (3.128), e aplicando o mesmo procedimento de
majoracdo do Teorema 3.1, em particular, adotando £ = 1 conforme justificado no Comentdrio 3.5,
e relembrando que e(r) = x(7;) — x(¢) e e(r —t(t)) = x(tx — ©(t)) — x(t — 7(¢)), obtém-se:

) < Is(1)] Z o;(t) (|Gl Aillle@)]| + Gl Ag et — ()]l + [|GIIB; ] |d(r)]

(1)-

29)
+|!G||||Bui||!D(t)|)—S(I)Ka(t)sign(( 0)+7 ()8

>

Antes de as trajetorias da varidvel deslizante alcangarem a fronteira |s(¢)| = J, uma vez
que tanto s(¢) quanto s(f;) pertencem a mesma regido de R, ou ambos em [3,%0) ou ambos
em (—oo, —9], tem-se sign(s(z)) = sign(s(#)), condicdo sob a qual —s(¢)K,(t)sign(s(t;)) =
—K,(1;)|s(2)|. Sob essa condigdo, (3.129) simplifica-se para:

Vi(e) < |s(r)| (Alle(r) ]| +Aalle(r — ()| +Bld (1) +By|o()| — Ka(r)) +v~'p(1)p(1), (3.130)

onde A, Ay, B e By sdio os limites superiores definidos na demonstragio do Teorema 3.1.
Comentdrio 3.24. A condigdo sign(s(#)) = sign(s(#)) € garantida pela mesma argumentagdo do

Comentério 3.6, com HGH ? substituido por 9.

Substituindo K, (1x) = @+ p(#) em (3.130), adotando as cotas superiores sup,~oB|d(r)| =
p e sup,~oBy|v(¢)| =B, e reescrevendo p — P (i) = —p(r ) (p(z) — p(tx)), o reagrupamento

dos termos na forma —|s(¢)|p(z) +y ' p(t)p(t) =y 'p(¢)(P(t) —y|s(¢)|) permite obter:

Vi(1) < Is(0)| (Alle(r) ]| +Aglle(t —(1)) [ +8—&) — |s(1)|(B(r) —p(1x)) +¥~ ' p(r) (B(r) —¥is(1)])-
(3.131)
De acordo com (3.120), para todo |s(¢)| > &, p(t) =y|s(t)| > 0, de modo que p(r) é mo-
notonicamente crescente e P(;) < P(¢) para todo t € [tx,f;+1) € k € Z>¢. O termo —|s(r)|(p(r) —

P(#;)) < 0 € ndo positivo e pode ser omitido, resultando em:
Vi(e) < Is()| (Alle(0)]| +Aalle(t — (1) = (@ —B)) +7 BEO)BE) —As@)]).  (3.132)

Substituindo p(¢) = y|s(¢)|, o dltimo termo de (3.131) anula-se. Dessa forma, (3.132)

reduz-se a:

Vi(t) < s(t)|(Alle(t)]| + Aglle(t — (1)) ]| - (9 —D)). (3.133)

A cada instante de acionamento, e(t;) = 0 e e(fy — t(tx)) = 0, de modo que (3.133)
resulta em V) (f;) < —(® —0)|s(t)| < 0, pois § > O por hipétese estabelecida no enunciado
do Teorema 3.10. Para todo ¢ € (t,t;+1) € k € Z>0, uma vez que a condi¢do de acionamento
por eventos (3.118) nio é satisfeita, assegura-se que Alle(r)|| + Ag|le(r —1(¢))|| < 8A|G|~! <
@ — 9, garantindo que V() < —(§ —9)|s(¢)| < 0 para todo ¢ € [t,tx+1) € k € Z>0, , pois
® > 9+ 8A|/G|~! por hipétese apresentada no enunciado do Teorema 3.10. Sendo assim,

garante-se que as trajetdrias da varidvel deslizante alcancem a fronteira |s(¢)| = & em tempo
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finito ¢1, 0 que equivale a assegurar que as trajetdrias de estado alcancem a fronteira 0.5 nesse
mesmo instante. Para todo ¢ > ¢, o ganho de chaveamento € adaptado segundo a funcdo de
barreira Kj(¢) na regido |s(¢)| < 8, conforme estabelecido na Etapa 2.

Comentdrio 3.25. Como V(1) < —(§—®)|s(t)] e Vi(t) > Ls2(r), definindo w(r) = V,"/*(z),
tem-se w(r) < —(@ — ) /+/2. Integrando de 0 a #; e usando Vll/z(tl) > §/v/2, pois |s(t1)| = 8,
obtém-se:

/2,0y
t1<\/§V1 ((_)) 8, (3.134)

com o limite superior sendo independente de p(7).

Comentdrio 3.26. Considerando que (3.118) ndo € satisfeita em um instante arbitrario, a diferenca

[s(1k) = s(7)

¢ limitada por:

_ A [[GlAe(t ~ <))

. 1
i <d (3.135)

[s(t) = s()] < [|G][[le(®)]

Impondo s(f;) = 0 em (3.135), obtém-se a defini¢do da regido de modos deslizantes pratico
(3.123).

Etapa 2: Para a regido |s(t)] < &

Com¢=38—0u/(p+10) e Ky(c) = p+10, amonotonicidade de K}, garante que Kj,(s(z)) >
p+ 0 para todo ¢ < |s(¢)| < 8. Nenhuma condigdo de dominancia de Kj,(¢) sobre p -+ é imposta

para a regido |s(t)| < ¢, que é equivale a dizer que D é .
Considere a fun¢ao candidata de Lyapunov:

1

5sz(t) + lK,f(t), (3.136)

Va(t) = >

paratodo t € [t,tr11) e k € Z>o.

Diferenciando V;(#) ao longo de (3.2), aplica-se o mesmo procedimento de majorac¢ao
da Etapa 1 com { = 1. Uma vez que, antes de as trajetérias da varidvel deslizante alcangarem a
regido |s(7)| < ¢, tanto s(¢) quanto s(f) pertencem a mesma regido de R, sendo ambos em (0, d)

ou ambos em (—39,0), tem-se a igualdade sign(s(¢)) = sign(s(#)), de modo que se obtém:

Va(t) < [s(@)] (Alle() ]|+ Aalle(t — (1)) [+ P+ — Kp(t)) + Ky (1) Ky (2)- (3.137)

Para estabelecer que V»(r) < 0 na regidio ¢ < |s(z)| < 8, analisa-se Kj(¢) em dois casos.

Caso 1: ¢ < s(t) < &. Diferenciando K, (¢) pela regra da cadeia, obtém-se Kj,(t) = MWS'(I).
Substituindo s(¢) e aplicando os limites A, Ay, B e By, estabelecidos na demonstracdo do

Teorema 3.1, resulta:

Kb(l‘) < %20

< sz AleOIl+ Adllelt =@ +p+3 —Ki(0)). (3.138)
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_ dKydls| _
T d|s|] dt T
MW(—S’U)). Aplicando os mesmos limites do Caso 1 a —s(¢), obtém-se o mesmo limite
superior (3.138).

Caso 2: —8 < s(t) < —¢. Para s(t) < 0, tem-se |s(t)| = —s(t), de modo que Kj(¢)

Ambos os casos resultam no mesmo limite superior para Kj(¢), dado por:
Kp(r) < o) (Alle(t)[| +Aglle(t —(2))]| +p + 0 — Ky (7)), (3.139)
onde ¢(¢) = 028/(8 — |s(¢)])?> > 0. Substituindo (3.139) em (3.137), obtém-se:

Va(t) < (Is(t)[ +Kp(1)0(r)) (Alle(r) ]| + Adller — () [ +p + B — Ky (1)) (3.140)

A cada instante de acionamento com G < |s(#)| < 9, e(tx) =0 e e(ty —t(#)) = 0, de modo
que (3.140) reduz-se a Va (t;) < —(|s(t)| + Kp (1) 0 (tx) )1, onde W1 = Kj, (1) — (p+9) > 0, pois
Ky (t;) > p+0 para todo ¢ < |s(#)| < 8 por hipétese estabelecida no enunciado do Teorema 3.10.
Como ¢(1) = 08/ (8 — |s(t)|)? é estritamente crescente em |s(¢)| e atinge seu infimo sobre (0, )
quando |s(¢)| — O™, estabelece-se o limite inferior uniforme ¢(z) > o /8 para todo |s(z)| € (0,d),
de modo que min{1,¢(z)} > min{1,0,/8}. Levando em consideragdo a estrutura de V,(t),
obtém-se:

Va(in) < —BiVs (1), (3.141)

onde B; = V2% min{1,0/5}.

Para todo 7 € (tx,#;+1) € k € Z>0, uma vez que a condi¢do de acionamento por eventos
(3.118) ndo & satisfeita, assegura-se Alle(t)|| + Aylle(t —t(t))||8A||G||~!. Substituindo esse
limite em (3.140) e definindo ¥, = K} (#;) — 8A||G||~!, obtém-se:

Va(t) < —|s(1)|¥2 — 0(t)¥2Kp(2). (3.142)
Aplicando o mesmo procedimento de fatoracdo de (3.141), obtém-se:
. 1/2
Va(r) < —B2V, " (1), (3.143)

onde B, = V2%, min{1,,/8}. A condigio de projeto p +O > SA||G||~! garante que ¥, > 0
para todo ¢ < |s(¢)| < 8: como Kj(t) > p + O nessa regido, tem-se Kj(t;) > SA[|G||~'; em
|s(t)| = ¢, tem-se K, () = p + 0, o que fornece ¥, = p+0 — 8A||G||~! > 0. Portanto, para todo
¢ < |s(t)] < 8, garante-se que V5 (t) < —BQV;/Z(t) < 0 paratodot € [ty,tx+1) € k € Z>0, 0 que
significa que as trajetérias da varidvel deslizante sdo conduzidas em direc¢do a |s(t)| = ¢, isto &,
as trajetorias de estado sdo conduzidas em dire¢do a fronteira BQ_DQ. Contudo, ndo se pode garantir
que |s(7)| = ¢ seja alcangada por tais trajetdrias, com conclusdo equivalente para as trajetérias de
estado em relagdo a fronteira aabg.

Comentdrio 3.27. Como V(1) < 0 é garantido apenas para ¢ < |s(t)| < 8, ndo € possivel es-

tabelecer um limite superior finito para o tempo de alcance de aa‘)g. Para qualquer € > 0 ar-

bitrariamente pequeno, considera-se a vizinhanga D¢ = {x(t) € R™ : |s(¢)| < ¢+¢€}. Na
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regidio g+¢ < |s(t)| < 8, o valor minimo de W» = Kj,(tx) — 8A||G||~! ocorre em |s(t;)| = ¢+,

fornecendo:
(05}

d—(c+e)

Definindo B = v2W5min{1,0,/3}, tem-se V»(¢) < —Bszl/z(t) para todo ¢+ ¢ < |s(7)| < O.
Fazendo w(t) = Vzl/ 2(t) e aplicando a regra da cadeia, obtém-se w(r) < —B5/2. Integrando sobre

5 =Kp(s+€) —BA|IG| ™! = SA[G|™" > 0.

[t1,15] e impondo Vzl/ 2 (t5) > 0, conclui-se que as trajetdrias de estado alcangam a fronteira 9D
em tempo finito #5 limitado por:

1/2
2V, (1)

: 3.144
B G149

5 <t +
sendo este limite superior independente de p(¢).

Os resultados acima garantem que as trajetorias da varidvel deslizante sdo conduzidas em
diregdo a |s(t)| = ¢ e entram em uma vizinhanga |s(r)| < g+ € de |s(¢)| = ¢ para qualquer € > 0
arbitrariamente pequeno. O restante da prova estabelece a invariincia positiva de S. Observa-se
que, considerando o problema de controle tratado nesta tese porém no contexto orientado ao
tempo, a condi¢do Kj () — o quando |s(¢)| — &~ seria por si s6 suficiente para garantir a
s(t)| =9.

No entanto, sob o mecanismo de acionamento por eventos, a entrada de controle € mantida

invariancia positiva de .S, pois o ganho divergente impediria as trajetdrias de alcancar

constante em [fx, %1 ), de modo que Kj(7) ndo € atualizado continuamente e essa propriedade
ndo pode ser assegurada. A condi¢@o de acionamento por eventos (3.118) e a regido de R a qual
s(t) e s(t) pertencem tornam-se, portanto, igualmente essenciais. Em particular, quando (3.118)
ndo € satisfeita, obtém-se:

SA — ||G|Adlle(t — (1))
A

[s() = s(@)| < [|Gl[le()]| < <3, (3.145)

o que fornece uma margem estrita para a atualizacio da entrada de controle antes que as trajetorias

alcancem |s(r)| = . As trés situagdes a seguir sdo consideradas:

1. Hipdteses: (i) as varidveis s(t) e s(ty) pertencem as mesmas regides de R, sendo ambas em
(—6,0) ou ambas em (0,G); (ii) as trajetdrias alcangam a regido |s(t)| < ¢; e (iii) nenhuma
atualizacdo da entrada de controle ocorreu desde que as trajetorias entraram nessa regido.
A dominancia de Kj,(¢) sobre p + 0 ndo é imposta e V»(¢) < 0 ndo pode ser garantido, de
modo que as trajetdrias podem sair de |s(7)| < ¢ sem cruzar s(¢) = 0. Como a entrada de
controle foi atualizada pela dltima vez em ¢ < |s(7)| < 9, ao re-entrar nessa regido tem-se
Vi(t) < —BgVZ1 / 2(t) < 0 para g+ € < |s(¢)| < 8, conduzindo as trajetérias em diregdo a

uma vizinhanca |s(¢)| < g+ € de |s(f)| = ¢, para qualquer € > 0 arbitrariamente pequeno.

2. Hipdteses: (i) as varidveis s(t) e s(ty) pertencem as mesmas regides de R, sendo ambas
em (—¢,0) ou ambas em (0,q); (ii) as trajetdrias alcancam a regido |s(t)| < ¢, e (iii)

a entrada de controle foi atualizada desde que as trajetorias entraram em |s(t)| < G. A
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dominancia de Kj,(¢) sobre p + O ndo é imposta e V»(¢) < 0 nio pode ser garantido. As
trajetorias podem sair de |s(7)| < G e se mover em direcdo a |s(¢)| = 8. Sob as hipéteses do
Comentario 3.28, a condicdo de acionamento por eventos (3.118) € satisfeita sendo gerado
um novo evento antes que as trajetdrias alcancem |s(¢)| = 9, e a cadeia de desigualdades
(3.145) fornece uma margem estrita para que a entrada de controle seja atualizada antes de
|s(z)| = 3 ser atingido. Com a atualizagdo, s(z) e s(#;) voltam a pertencer 2 mesma regido
de R, sendo ambas em (—8,0) ou ambas em (0, 8), de modo V5(t) < —B%Vzl/z(t) < 0 para
c¢+¢e < |s(r)| < d, conduzindo as trajetérias em direcdo a uma vizinhanga |s(z)| < g+ € de

|s(¢)| = ¢, para qualquer € > 0 arbitrariamente pequeno.

3. Hipdtese: as varidveis s(t) e s(ty) pertencem a regides distintas de R, uma em (—9,0) e
outra em (0,8). A andlise de V»(¢) ndo se aplica. Sob as hipéteses do Comentdrio 3.28, a
condicdo de acionamento por eventos (3.118) € satisfeita, sendo gerado um novo evento
antes que as trajetdrias alcancem |s(¢)| = §, e a cadeia de desigualdades (3.145) fornece
uma margem estrita para a atualiza¢do da entrada de controle. Com a atualizagdo, s(f) e
s(t) voltam a pertencer 2 mesma regido de R, sendo ambos em (—9,0) ou ambos em (0, d),
de modo que V5 (1) < —Bszl /2 (r) < 0 parag+€ < |s(r)| < 8, conduzindo as trajetdrias em
direcdo a uma vizinhanga |s(¢)| < ¢+ € de |s(¢)| = G, para qualquer € > 0 arbitrariamente

pequeno.

Combinando os trés cendrios, uma vez que |s(f1)| < d, garante-se que |s(f)| < & para

todo ¢ > t1, estabelecendo a invariancia positiva de S.

Comentdrio 3.28. O Teorema 3.10 é demonstrado supondo-se que: (i) a condi¢ao de acionamento
(3.118) é monitorada continuamente; (ii) os eventos sdo gerados exatamente quando Ale()|| +
Aglle(t —(t))|| = 8A||G||~!; e (iii) ndo existem atrasos entre o monitoramento da condigdo de
acionamento, a geracao de um novo evento, a atualiza¢io da entrada de controle e a sua aplicagcdo
no atuador. Se um novo evento for gerado apenas quando A ||e(z)|| +Ay|le(t —(¢))|| > 8A |G|~ !,
entdio nem a invaridncia positiva de S nem o alcance em tempo finito das trajetérias de estado a
fronteira 05 ou BQ_)Q sdo garantidos. Essas hipoteses sao padrdao no controle por modos deslizantes
acionado por eventos com monitoragdo continua (BEHERA, 2025; FENG; HAO, 2021) e

constituem uma limitacdo inerente a essa classe de métodos.

Comentdrio 3.29. A regido de modos deslizantes pratico S e o dominio do ganho Kj(t) coincidem
por projeto: ambos sao definidos por |s(z)| < 6. O crescimento de K (7) quando |s(z)| — 0~ asse-
gura a dominancia sobre p em toda a regido ¢ < |s(¢)| < 3. Sob as hipéteses do Comentrio 3.28,

as trajetorias da varidvel deslizante nunca deixardo a regido |s(¢)| < d.

Comentdrio 3.30. Embora K(f;) seja mantido constante para todo ¢ € [t 1), 0 ganho Kp(¢)
difere fundamentalmente de K,(¢): enquanto K,(¢) possui comportamento discreto, Kj(t) é
continuamente diferencidvel para todo |s(¢)| < 8, propriedade explorada na Etapa 2 por meio do

calculo explicito de Kj(t) via regra da cadeia.
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Comentdrio 3.31. As hipéteses @ > SA||G||~! +O e § > O sdo condicdes necessarias para se
garantir a negatividade de V| (¢). A hipétese @ > p(¢) para todo ¢ > 0 garante adicionalmente
que K, () domina a estimativa p(#;) em todo instante de acionamento; como p(¢) = y|s(t)| > 0
para todo [s(z)| > &, p(¢) cresce de forma monotdnica, assegurando essa dominéncia para
todo ¢ > 0. A dominancia de K (¢) sobre p + 9 para todo ¢ < |s(t)| < & decorre diretamente da
definigio ¢ =8 — 0, /(P +9): para qualquer |s(¢)| > ¢, tem-se 8 — |s(¢)| < oz /(P + D) e, portanto,
Kp(t) = 0/ (8 —|s(t)|) > p + 9. A condigio p+O > SA|G||~! garante ¢ > 0, assegurando que
a regido de ndo dominancia Q_)g seja ndo vazia.

Comentdrio 3.32. Para prevenir a divergéncia numérica de Kj(¢) quando |s(¢)| — 6, impde-se

a saturacdo:
o2 ~

" max(d—|s(r), o) ' °

resultando em Kp,x = 0o/ (7} 8). A saturagio torna-se ativa apenas na regido |s(¢)| > (1 —1)d, e

K (1) (0,1), (3.146)

a selecdo do fator de saturagdo 7 € [0,05; 0,15] assegura que essa zona permanega desprezivel
em relacdo a largura total de S. Como Ky, > P para todo ¢ < |s()| < 8, o limite superior de

em (3.144) permanece valido sob saturacgdo.

3.3.2 Auséncia do Comportamento Zeno

Nesta subse¢do, apresenta-se o Teorema 3.11, o qual garante que a sequéncia de instantes
de acionamento por eventos {};>, do Método 2 é livre do comportamento Zeno, estabele-
cendo analiticamente um limite inferior estritamente positivo para o intervalo entre instantes

acionamentos consecutivos, Ty = x| — t para todo k € Z>.

Teorema 3.11. Considere o sistema (3.2) e que as a condi¢do de acionamento (3.118) governe
as atualizagoes da entrada de controle (3.5). Entdo, para todo k € Z>( e quaisquer dois instantes
de acionamento consecutivos ty e ty1 1, o intervalo entre eventos Ty = ty1 — ty admite um limite

inferior estritamente positivo:

(3.147)

S|G|~ ' —A1A —
I G et =)\ _
Y1 Yl [x () || + 72

onde os escalares Y1, V> e Y3 sdo dados por (3.37a)—(3.37¢).

Demonstragcdo. A prova segue o mesmo procedimento do Teorema 3.2. Aplicando o teorema
de Razumikhin, a desigualdade triangular e os limites sup,~B|d(¢)| = p e sup,~oBy|v(r)| = O
a dinamica do erro de acionamento, obtém-se a mesma desigualdade diferencial (3.39), e

consequentemente 0 mesmo limite superior (3.40) para ||e(z)]|.
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O acionamento ocorre quando (3.118) é satisfeita, o que implica A|le()|| > 8A |G| ~! —
A,|le(t —(t))||. Combinando com (3.40):

SA|G|| ™t = Aglle(r—1(r)| < AW (enTe—1). (3.148)

Isolando T} em (3.148):

1 x—1 B
Tkzlln 1Y 71 (3]Gl Aglle(t—1())|) >0, (3.149)
Y1 Y3|\X(fk) |+

A positividade de (3.149) garante T; > y > 0 para todo k € Z>(, de modo que a sequéncia

{tx}7_ € livre do comportamento Zeno. O

3.3.3 Estabilizagao Pratica e Passividade Robusta

De acordo com o Teorema 3.10, devido a invariancia positiva da regidao de modos
deslizantes pratico, ap6s as trajetérias de estado alcancarem S em ¢ > fq, elas permanecem
nessa regido para todo tempo posterior. Sendo assim, quando o sistema estd em modo deslizante

pratico, as trajetérias da varidvel deslizante sdo superiormente limitadas por:

SA — ||G|Adlle(t — (1))
A

Is(1)] < <8 (3.150)

Ao aplicar o limite superior da varidvel deslizante s() estabelecido em (3.150), verifica-

se que % (t), dentro da regido de modos deslizantes pratico, satisfaz:
BH(t) < —Gxi (1) + G, 8. (3.151)
Com objetivo de simplificagdo, % () é expresso da seguinte forma:

%o (t) :—gfq(l‘)—f—s)zz(l‘), (3.152)

onde |85, (#)| < G, '8 para todo # > 0. A dinamica de | tem a mesma forma de (3.46), com

Omax = 0 no lugar de Omax = HGHS
A
= Lo (1) | Ak (1) + Aa i (£ = 3(0)) + B, 0(0)| + A4 1), (3.153)

com ||Ay ()| < MG, 8.

Teorema 3.12. Seja (3.153) a dindmica do sistema em modo deslizante prdtico. Suponha que,
dados os escalares tyy >0, u € [0,1), €9 > 0, €] > 0 e h;, existam matrizes X = 0, W > 0, R0,
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Q; =0, S, - 0eSm1x=1 o atrizes Ve RIXx=1) ¥ ¢ RUx=Dx(m=1) 1446 que para
todoi€{1,...,r}, sejam factiveis:

He(A,)+Qi+®-R+eX Aq +R-Y Y By, ~XC/ 1yA] |
* I;—2R+He(Y) R-Y —-XCj TMA(L
* * S;—R 0 0 <0,
* * * —2Dy, —M TMBIL,-
* * * * -W
(3.154)
VIV II{ =0, (3.155)
onde os blocos de (3.154) sdo definidos por:
Ay =A1 i X—ApV, Aq =Ag, X-Aq,,V, (3.156)
Li=—(1-w(Qi+S)), é:rMilhj(QﬁSj), (3.157)
=

com as transformagcoes de congruéncia X = PLQ=P1QP LS =P'SP! Y=
P-lYP~!, R =P 'RP~! ¢ a matriz de ganho de realimentagdo de estado determinada por
G=VX L

Entdo, a estabilidade prdtica do sistema (3.153) em conjunto com a passividade robusta com
coeficiente | > 0 sdo garantidas, e:
i) As trajetorias do estado funcional X1, sdo UUB com respeito a regido de estabilidade
prdtica funcional:

Qgstab - {ilt € Cl([_TMyo]anx_l) : Hih”cl < Fstab }7 (3-158)

definida no espago de fungées de dimensao infinita C'([—7y,0],R™~1), com raio funcio-

nal:
82+ 1/ 8% +4Nedy
T'stab = Kstab 8; Kstab = wm s (3.159)
€
onde:

81 = [y Max (P) + (1 +81) T3 Amax (R) [ M?G, %, 8 =273 Amax(R)A. MG, !, (3.160)

M=Y [|Ap;+Aq,,l, (3.161a)
i=1

Ac= Z(HAIH+HAdzH+HBD1l“)7 (3.161b)

—
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Ae = mm< Zcol (®; + t3,F; RF; )> — €0Amax (P), (3.162)
i=1
comF; = -Ai Ag, 0 ]_31,171} e
[He(PA,) +Q; +®—R Ag,+R-Y Y PBy,—C/]
& * —(1-w)(Qi+S)+T R-Y  —Cg
l * * S;—R 0 ’
- o x * _2DUi —1n

(3.163)
na qual ® =ty Y1 hj(Q;+S;) eI = —2R+He(Y).

ii) A projecdo de Byap, sobre R~ define a regido de estabilidade prdtica geométrica:

Rotab = { X1 (t) € R™ 1+ ||%1(2)|| < Rytab } (3.164)

Vv
Ry = \ﬂ Fetabs (3.165)

7 = Amax (P) + Ty max{Amax (Q) } 4+ Tayr max{Amax (S1)} + T3 L2 Amax (R).  (3.166)

com raio geométrico:

onde v = Apin(P) e:

iii) Para toda perturbagdo admissivel v(t) e todo t* > 0, as trajetdrias satisfazem a condi¢do

de passividade robusta:

2/ dt > n/ V(1) (3.167)

que, sob condigées iniciais nulas (V(X1,) = 0), reduz-se exatamente a desigualdade

integral de passividade robusta com coeficiente ).

Demonstragcdo. O funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy € o mesmo (3.62). O desenvolvi-
mento de V() — 2y(t)v(¢) —nv?(¢) é idéntico ao do Teorema 3.3, com Opax substituido por
o

V(1) = 29()0(t) =m0 (1) < —Ael|E () |1* + 8181 (1) | + 828, (3.168)

negativa para ||&(1)|| > ryap = KstabO, raiz positiva de Aer? — 8187 — 5,8 =

Os limites superiores dos termos do funcional de Lyapunov—Krasovskii (3.101)—(3.108)

aplicam-se identicamente. O maior valor do funcional ao atingir By, € ¢* = vr2

“tab» O CONjuUNto

de nivel Q. = {X, : V(X;,) < ¢*} é positivamente invariante, e para toda trajetoria em Q-

v v
D1 = /8 = Ra B.169)

confirmando que as trajetdrias do sistema (3.153) sdo UUB em Ryap. A passividade robusta segue
pela integracdo de (3.168) de 0 a t*, usando V(ilt*) >0, de modo andlogo a (3.115)-(3.116). [
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Comentdrio 3.33. Analogamente ao Método 1 (Comentdrio 3.18), rgap, dado por (3.169), de-
pende exclusivamente do limiar de acionamento & e das mesmas constantes de projeto, ndo
dependendo da estimativa P () nem do limite superior real p da perturbagio casada. O raio da re-
gido de estabilidade pratica do Método 2 é, portanto, igualmente determinado independentemente

de qualquer estimativa dessa perturbacao.

Comentdrio 3.34. Os Teoremas 3.3 e 3.12 sdo estruturalmente idénticos, diferindo apenas no
parimetro de projeto: Omax = ||G||®/A no Método 1 € Omax = & no Método 2. A distingio
estd no comportamento na regido de modos deslizantes pratico: o Método 2, mediante K, =
02/ (8 —|s(t)|), pode reduzir o ganho para todo |s(¢)| < , resultando em menor energia de
controle, enquanto o Método 1 mantém K, constante no valor atingido no instante em que as

trajetdrias de estado alcancam a regido de modos deslizantes prético.

3.4 Vinculo Energético entre os Limiares de Acionamento e o Coeficiente de Passividade
Robusta

A relacdo entre o coeficiente de passividade 1 e os limiares ¢ (Método 1) e & (Método 2)
ndo € arbitréria: ela surge diretamente das condi¢des na forma de LMIs (3.48) e das condicdes de
estabilizacdo pratica dos Teoremas 3.3-3.12. A cadeia dedutiva a seguir torna essa dependéncia
explicita em trés passos: (i) extrair um limite inferior para a taxa de suprimento a partir da LMI;
(i1) combinar esse limite com a condi¢do de decrescimento do funcional de Lyapunov—Krasovskii
fuzzy na fronteira de By,p; € (iii) obter analiticamente o limite mdximo admissivel para ¢max €em

funcdo de m.

3.4.1 Passo 1: Limite Inferior para a Taxa de Suprimento

Como Dy, € R € escalar, a factibilidade das LMIs (3.48) impde, para cadai € {1,...,r},
que o bloco (4,4) satisfaga:

—2Dy, —M <0, (3.170)
ou, de forma equivalente,
Dy, > —g. (3.171)
Define-se o escalar:
dmin = min D, € R, (3.172)
ie{l,...,r}

de modo que (3.170) implica 2d i, +M > 0.

Para derivar o limite inferior da taxa de suprimento, parte-se da equacdo de saida:

r

y(1) =Y 0i(1) [Ci%i (1) + Ca, X1 (£ — (1)) + Dy, 0 (1) . (3.173)
i=1
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Substituindo (3.173) na taxa de suprimento 2y(z)v(t) +nv(), tem-se:

29(6)0 (1) +Mo3(r) =2 i ®;(1)Cix (t)v(t) +2 i 0;(1)Cq; X1 (t —T(2))0(2)
i=1 i=1
+2 Z @; (1) Dy, 0% (1) + M (1).
i=1

(3.174)

Os dois primeiros termos de (3.174) sdo produtos cruzados entre os estados X;(z),
X1 (t —(t)) e a perturbagdo v(¢). Esses termos aparecem explicitamente na desigualdade (3.97)
e sdo absorvidos pelo funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy (3.62) por meio de desigualdades
de Young e Rayleigh, ndo contribuindo para o limite inferior da taxa de suprimento. O terceiro
termo € limitado inferiormente por:
r
2Y @;(1) Dy 07 () > 2dimin 0 (1), (3.175)
i=1
pois Y.I_; @;(t) =1 € Dy, > dmin para todo i € {1,...,r}. Somando ao quarto termo e usando

2dmin +1 > 0, obtém-se para todo v(z) # 0:
2y(1)0(1) +MV*(1) > 2dmin0* (1) +MV*(1) = (2dmin +M)V*(1) > 0. (3.176)

Comentdrio 3.35. A desigualdade (3.176) constitui um limite inferior para a taxa de suprimento,
cujo coeficiente (2dpyin +1) € determinado diretamente pela condic@o de factibilidade (3.170) e

contém 1 de forma explicita.

Comentdrio 3.36. O escalar dp,;, quantifica a contribuicdo minima de Dy, ao limite inferior
da taxa de suprimento: quando dpi, > 0, essa contribui¢do € estritamente positiva para todos
os r sistemas locais lineares; quando dp, € (—1/2, 0), o limite inferior positivo é assegurado
exclusivamente pelo coeficiente 1.

Comentdrio 3.37. A escolha da passividade robusta como funcdo de suprimento é motivada
pela sua estrutura: dentre as func¢des de suprimento QSR (HILL; MOYLAN, 1976; MADEIRA,
2021), a passividade robusta, obtida com Q =0, S =1 e R =, € o caso mais simples cujo limite
inferior (3.176) contém 1 de forma isolada e explicita, sem parametros de ponderacdo adicionais,

sendo essencial para que (3.179) produza um vinculo analitico fechado entre Qmax € M.

3.4.2 Passo 2: Condi¢ao Algébrica entre ¢max €N

Na demonstracao do Teorema 3.3, a derivada do funcional de Lyapunov—Krasovskii
fuzzy (3.62) satisfaz a desigualdade (3.97):

V(1) = 2y(1)o(r) =m*(r) < —Ael|EO)II +82 Omax [E(1) | + 81 Oan. (3.177)

com Omax = ||G||@/A para o Método 1 € Omax = & para o Método 2. Somando (3.176) em
(3.177):
V(1) < —Nell&(0)1* + 82 Omax 1§ (1) ]| + 81 Oax — (2dhmin +1)0% (1) (3.178)
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Na fronteira ||§(7)|| = rgab = KstabOmax» 08 trés primeiros termos de (3.178) se anulam,

POiS 7ap € raiz positiva da equagio polinomial Aer? — 8yOmaxr — 8102, = 0, restando V (¢) <
—(2din +1)v%(¢) < 0. Dividindo essa equagio por ¢2 . e substituindo 7 = Kyap®max, Obtém-se
Kgthab = 8>Kytab + 81. Multiplicando ambos os membros por ¢2,.. € usando rgup = KstabOmaxs

obtém-se 7“8"s2tab = (82Kstab + 81) 92, Para obter um limite superior para Qax em fungio de 1,

impde-se que kgrftab seja dominado pelo limite inferior (3.176) avaliado com sup,~ [v(t)| = ¥:
(82Kstab + 81) Oy < (2dhyin +1) D%, (3.179)

do qual se obtém diretamente, no Passo 3, o limite superior ¢*(1) para Omax.

Comentdrio 3.38. Note-se que (3.179) € uma condi¢ao suficiente obtida por tomada de limitantes
superiores ao longo da cadeia dedutiva; a estabilizacao pratica e a passividade robusta ja estdo
garantidas pelas LMIs e pela construcao de Kgp, iIndependentemente do valor de Qpax. O limite
superior ¢*(1) estabelece portanto uma restri¢ao de projeto que assegura o vinculo analitico
entre o limiar de acionamento e o coeficiente de passividade robusta, sem interferir nas garantias
de estabilidade j4 obtidas.

3.4.3 Passo 3: Vinculo Analitico entre Qmyax € M

Isolando ¢pmax em (3.179), obtém-se o limite superior compativel com o coeficiente de

passividade robusta n > 0:

2dmin + n
82Kstab + 8l

Omax < O°(M) =0 (3.180)
Comentdrio 3.39. Como 2dyi, +mM > 0, $*(1n) € estritamente crescente em 1): aumentar o
coeficiente de passividade robusta amplia o conjunto admissivel de limiares de acionamento por

eventos.

Comentdrio 3.40. A expressdo (3.180) estabelece o vinculo energético entre o limiar de aciona-
mento por eventos e o coeficiente de passividade robusta para a classe de sistemas fuzzy T-S
tipo-2 intervalares considerada: ¢max € limitado superiormente pela capacidade dissipativa do
sistema em malha fechada, medida por 1. Sistemas com maior capacidade dissipativa admitem
limiares de acionamento mais elevados sem comprometer as garantias de estabilizacdo pratica e
passividade robusta ja estabelecidas pelas LMIs dos Teoremas 3.3 e 3.12. Em sentido inverso,
a escolha do limiar impde uma demanda minima sobre a capacidade dissipativa: dado Omax.,
o coeficiente de passividade minimo necessario € determinado diretamente por (3.179), sem

necessidade de iteragc@o sobre as LMIs.

3.4.4 Limites de Projeto para Cada Método de Controle

O vinculo energético (3.180) estabelece um limite superior Opmax < ¢*(1) para os limiares

de acionamento, desde que as LMIs dos Teoremas 3.3 e 3.12 sejam factiveis. Esse limite se traduz
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em restricdes distintas sobre os parametros de projeto de cada método, mediante as relagdes
Omax = ||G||®/A para 0 Método 1 € dmax = & para o Método 2.

Corolario 3.13 (Vinculo passividade—limiar para o Método 1). Para o Método 1, o vinculo

(3.180) exige que o limiar de acionamento satisfaca:

~ ~ A % A 2dm1n+n
< =— = 13’ / . 3.181

Sob essa condigdo, o raio da regido de estabilidade prdtica funcional satisfaz:

G 0 *
rib = Katab w < Keap 0* (). (3.182)

Demonstragdo. Substituindo ¢pax = ||G||@/A em (3.180) e isolando @, obtém-se (3.181). A
(M1)

expressdo de r ,, ~ segue de ryah = KstabOmax COM Opax < 07(M). O

Comentdrio 3.41. O limiar §*(n), dado por (3.181), depende exclusivamente do coeficiente de
passividade robusta 1, do limite superior conhecido ¥ da perturbacdo ndo casada, de constantes
de projeto e de ||G]| e A, ndo dependendo em nenhum momento da estimativa P (¢) nem do limite
superior real p da perturbacao casada. O limite superior da regido de modos deslizantes pratico &,

portanto, determinado independentemente de qualquer estimativa dessa perturbagao.

Corolario 3.14 (Vinculo passividade—limiar para o Método 2). Para o Método 2, o vinculo

(3.180) exige que o limiar de acionamento satisfaca:

2dmin +T]
0 <o = 0* =) —. 3.183
<8 (M) =0"(n) =B/ Soko 1 O, (3.183)

Sob essa condigdo, o raio da regido de estabilidade prdtica funcional satisfaz:

M2 .
rgtab) = Kstab O < Kstab 0" (1]). (3.184)
Demonstragcdo. Imediata por substituicdo de Omax = 0 em (3.180). U]

Comentdrio 3.42. Analogamente ao Método 1, o limiar 8*(1), dado por (3.183), depende
exclusivamente de 1, de ¥ e das mesmas constantes de projeto, ndao dependendo da estimativa
p(¢) nem do limite superior real p da perturbagio casada. O limite superior da regido de modos
deslizantes pratico do Método 2 €, portanto, igualmente determinado independentemente de

qualquer estimativa dessa perturbacao.

Comentdrio 3.43. Como as LMIs dos Teoremas 3.3 e 3.12 tém estrutura idéntica, uma vez que as
dindmicas (3.46) e (3.153) diferem apenas no pardmetro Qmax, 0s coeficientes 91, 02, Ae € Kgiab
sdo0 os mesmos para os dois métodos, dados 0os mesmos parametros 1, Ty, € 4. Consequentemente,
quando os limiares sdo escolhidos nos seus valores superiores (1) e 8*(1n), os raios funcionais

das respectivas regides de estabilidade prética coincidem:

M1) _  (M2)

Tstab = Tstab = Kstab o*(n). (3.185)
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A vantagem do Método 2 ndo reside, portanto, no raio da regido de estabilidade prética,

mas na redugio do esforgo de controle dentro de S, conforme o Comentdrio 3.34.
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4 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Este capitulo apresenta os resultados computacionais obtidos com as metodologias de
controle propostas. A Se¢do 4.1 realiza a andlise de desempenho comparativa dos dois métodos
de controle propostos, avaliando o comportamento das trajetérias de estado, a evolucdo do ganho
de chaveamento adaptativo, as propriedades da regido de modos deslizantes pratico e a eficiéncia
do mecanismo de acionamento por eventos. A Sec¢ao 4.2 compara os métodos propostos com
abordagens da literatura, evidenciando a vantagem decorrente da certificacao de robustez a atraso
variante e a perturbagdes casada e ndo casada frente a métodos sem tais garantias, bem como
o compromisso entre a velocidade de convergéncia e o esfor¢o de controle e a frequéncia de
acionamento por eventos observado frente a métodos que ja empregam acionamento por eventos

€ atraso variante.

4.1 Comparacao de Desempenho entre os Métodos Propostos

4.1.1 Descri¢do do Sistema e Pardmetros de Simulacdo

As simulacdes foram realizadas sobre um modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar com quatro

modelos locais lineares de segunda ordem. O modelo segue a estrutura (3.2), com matrizes de

—-0,5 1 —0.5 1 0.5 1 0.5 1
’ , Ag = ’ L A3=| A= ;
20 —1,0 20 —03 0,5 —1,0 0,5 —0,3
“4.1)

matrizes de entrada B; = [0 0,8] ", B, =1[0 1,0]", B3 =[0 1,2]", B4 =[0 1,5]", distintas entre

os sistemas locais em conformidade com a Hipdtese H4, e matrizes de atraso Ay, = 0,2A;. A

estado

A=

perturbac@o ndo casada entra no sistema por meio de B, = By, = [0 0,03]T e By, =By, =
[0 0,05]". A equagdo de saida segue a estrutura (3.3), com C; = 0,1, C;, = 0,05 e Dy, = 0,1
paratodoi € {1,...,4}, de modo que dpi, = min; Dy, = 0,1 > 0, garantindo a positividade de
¢@*(n) para todo n > 0. A perturbacdo casada é d(r) = 0,3sin(2¢) 4+ 0,01|y(z)| e a perturbagio
ndo casada é v(¢) = 0,5sin(2,3r+0,5).

As fungOes de pertinéncia inferiores e superiores normalizadas sdao

o, (x1 (1)) = e 100, (1 (1)) = e (O3,

03 (x1 (1)) = 1 — @ (x1(1)), 4 (x1 (1)) = T =@y (x1(2)), (4.2)
@1 (x1 (1)) = min(1, 1,20, (x1())), @ (x1 (1)) = min(1, 1,20, (x1(1))),
@3 (x1 (1)) = 1= (x1 (7)), @4 (x1 (1)) = 1 =@ (x1(1)). (4.3)

Os pesos da combinagdo convexa entre os graus de pertinéncia inferior e superior, O(t) =

0,5sin?(¢) e v(r) = 1 — (r), sdo comuns a todas as regras do modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar.
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Ao longo desta secdo, os indices M1 e M2 designam, respectivamente, as varidveis e as métricas

associadas ao Método 1 e ao Método 2.

4.1.2 Resultados de Simulacao

As matrizes de ganho de realimentagdo de estados foram obtidas pela solucao das LMIs
dos Teoremas 3.3 e 3.12. A matriz de transformacao de similaridade T, empregada na obtencao
da forma regular (3.3), foi definida como a matriz identidade. Os parametros €g e €;, oriundos da
desigualdade de Young utilizada na demonstragcdo dos Teoremas 3.3 e 3.12, foram ajustados para
maximizar 8*(n) e *(n), resultando em €9 = 0,1 e €; = 0,01. Os demais pardmetros associados
as LMIs foram definidos como = 0,1 e h; = 0,25, paratodo i € {1,2,3,4}.

Os limiares de acionamento foram obtidos aplicando-se, em todas as simulagdes e
varreduras apresentadas nesta se¢do, uma margem de seguranga de 90% sobre os respectivos
limites superiores ®*(n) e 6*(n), definidos pelos Corolérios 3.13 e 3.14. Note-se que essa
escolha faz com que a fronteira 05! do Método 1 seja igual i fronteira 052 do Método 2. Essa
igualdade, deliberadamente imposta, torna a comparagdo entre os dois métodos estruturalmente
justa. Dessa forma, as regides de modos deslizantes pratico SM! e $M? possuem exatamente o
mesmo limite superior, garantindo que qualquer diferenca de desempenho observada a seguir
decorra exclusivamente da estrutura da lei de chaveamento adaptativo, e ndo de uma vantagem

artificial concedida a um dos métodos por uma regiao de confinamento mais permissiva.

Com esse mesmo objetivo de promover uma comparacao justa, a condi¢do inicial da
estimativa do limite superior da perturbagdo casada, p(0) = 0,1245, foi adotada de forma
idéntica para ambos os métodos. Isso implica que o ganho K¥!(¢) do Método 1 e o ganho
KM2 (1) do Método 2, ativo quando |s(¢)| > 8, obedecem exatamente 2 mesma lei de adaptacio,
p(r) = vls()

decorre, portanto, exclusivamente de K}M2(t) = aip /(8 — |s(#)|), ativo apenas quando |s(t)| < §,

, sob a mesma taxa Y= 0,15 e o mesmo ¢ = 0,4150. A vantagem do Método 2

a qual é baseada em funciio de barreira e foi definida com oty = 1,39 x 1073 e limite de saturagio
KM2 — 1,66 (com fator de saturacio fj = 0,10). Em todas as simulacdes apresentadas nesta
secio, salvo indicacio em contrério, a condicio inicial é dada pelo histérico ¢(8) = [0,1 —0,1]"
para 0 € [—Ty,0], de modo que o estado do sistema em cada instante ¢ € descrito pelo segmento
de trajetéria x; definido em (2.31), com passo de integracio Ar = 1 x 1073 s e horizonte de

simulacdo 7 =10 s.

Para avaliar a robustez desses resultados frente a escolha do coeficiente de passividade
robusta 1, a Tabela 2 apresenta uma varredura de 1 entre 0,05 e 1,00, mantendo fixo o atraso de
projeto em Ty = 0,2 s, o histérico ¢ e as demais condi¢des descritas anteriormente. Para cada
valor de 1, os limiares tedricos @, e 8}, foram recalculados pelos Coroldrios 3.13 e 3.14, e
os respectivos limiares adotados @1 € 02 foram obtidos pela mesma margem de seguranca ja

descrita.

Observa-se que a reducdo percentual de E, do Método 2 em relagdo ao Método 1
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cresce de forma monotdnica com M, e a redugdo de N,, acompanha essa tendéncia de forma
geral, passando de aproximadamente 75% em 1 = 0,05 para 78% em 1 = 1,00, ainda que sem
monotonicidade estrita ao longo de toda a faixa. Esse comportamento decorre da estrutura das
expressoes dos Coroldrios 3.13 e 3.14: um coeficiente 1 maior relaxa a restricao de passividade
robusta e, por consequéncia, eleva o limite superior do limiar 85, do Método 2 de forma mais
expressiva do que o crescimento do limite superior do limiar @y,; do Método 1. Em termos
absolutos, o numero de eventos de ambos os métodos decresce monotonicamente com 0 aumento
den (N% I de 1791 a 1086 eventos; N%z de 450 a 237 eventos), acompanhado pelo crescimento
correspondente do tempo médio entre eventos (TkM I'de 0,0056 s a 0,0092 s; TkM2 de 0,0222 s
a 0,0422 s), refletindo o alargamento das regides de modos deslizantes pratico permitido por
um coeficiente | maior. O tempo de alcance ¢, idéntico para os dois métodos em cada coluna,
decresce monotonicamente de 0,298 s em 1 = 0,05 para 0,219 s em n = 1,00, pois uma regido
de modos deslizantes prético mais ampla é alcancada mais cedo por |s(¢)|. J4 a reducéo de E,
(1,1% a 1,8%) nao exibe nenhum comportamento monotonico, refor¢cando a conclusdo de que
a vantagem do Método 2 reside no esforco de controle e na frequéncia de acionamento, nao
na precisao de convergéncia da trajetoria de estado, e que essa vantagem € uma propriedade

estrutural da estratégia de adaptacdo baseada em fungdo de barreira.

Esse comportamento favordvel do mecanismo de acionamento decorre da prépria de-
finicdo de M: o coeficiente de passividade robusta delimita também a atenuagdo energética do
impacto da perturbacao nao casada sobre a saida do sistema. Um 1 maior, a0 mesmo tempo em
que amplia os limiares de acionamento e reduz o esforco de controle e a frequéncia de eventos,
corresponde a uma garantia de atenuac@o mais fraca dessa perturbacdo sobre a saida. A escolha
de n constitui, portanto, um compromisso de projeto entre a economia de recursos energéticos,
de comunicacdo e de processamento, € a rejei¢do de perturbagdo nao casada, e ndo um parametro
a ser maximizado indiscriminadamente; a faixa 1 € [0,05, 1,00] investigada nesta varredura
ilustra a extensdo desse compromisso, cabendo ao projetista posicionar-se dentro dela conforme

a severidade da perturbagdo ndo casada esperada na aplicagdo.

Uma segunda dimensao de robustez, complementar a anterior, € a sensibilidade dos
resultados ao atraso de projeto Ty, apresentada na Tabela 3, com o coeficiente de passividade
robusta mantido fixo em 1 = 0,3. Para cada valor de T, testado, entre 0,05 s e 0,50 s, o histérico
®(8) =[0,1 —0,1]" foi redefinido no intervalo correspondente 8 € [—Ty,0], de modo que o
segmento de trajetdria x;, conforme (2.31), acompanha a redefini¢do de Ty; a cada coluna da
tabela. Para cada Ty, as LMIs dos Teoremas 3.3 e 3.12 foram resolvidas novamente, o atraso
maximo admissivel Ty, foi certificado por bisse¢do (Comentdrio 3.23), e os limiares tedricos
®y71> O3> © 08 respectivos limiares adotados @ay1, Opr2 foram reprojetados pelos Coroldrios 3.13

e 3.14, mantendo-se fixo o atraso real do sistema simulado.

Como esperado, tanto os limiares tedricos (§;,; de 0,0829 a 0,0236; &;,, de 0,0117
a 0,0033) quanto os adotados (71 de 0,0746 a 0,0213; &y de 0,0105 a 0,0030) diminuem
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Tabela 2 — Varredura no coeficiente de passividade robusta 1: limiares teéricos e adotados, métricas de acionamento
por eventos (nimero de eventos N,, e tempo médio entre eventos 7T}), energias de estado e controle (Ey,
E,), tempo de alcance #; a regido de modos deslizantes pratico, e reducdo percentual do Método 2 em
relagdo ao Método 1 (AN,,, AE,, AE,), para cada valor de 1 testado. As linhas §},, e 8}, correspondem
aos limites superiores analiticos dos limiares de acionamento (Corolérios 3.13 e 3.14); 1 e dps2 s0 os
valores efetivamente adotados na simulacao.

Varidvel/Métrica 1 =005 m=0,10 n=015 =020 1n=030 n=050 1n=070 mn=100

foyem 0,046756 0,051218 0,055322 0,059142 0,066123 0,078238 0,088713  0,10244
P 0,042080 0,046097 0,049790 0,053228 0,059510 0,070414 0,079842 0,092193
81 0,006578 0,007206 0,007783 0,008321 0,009303 0,011007 0,012481 0,014412
Sura 0,005920 0,006485 0,007005 0,007489 0,008373 0,009907 0,011233 0,012971
NM 1791 1668 1592 1531 1424 1277 1185 1086

NM2 450 412 378 352 323 296 277 237

TM! [s] 0,005579  0,005990 0,006276 0,006524 0,007016 0,007822 0,008420 0,009191
TM2 [5] 0,022183 0,024192 0,026374 0,027855 0,030969 0,033515 0,035982 0,042216
EM! 0,007080 0,007114 0,007166 0,007188 0,007240 0,007338 0,007407 0,007501
EM? 0,006997 0,007035 0,007064 0,007088 0,007131 0,007214 0,007288 0,007365
EM! 3,1025 32108 33110 34072 35858 39047  4,1927 45813
EM? 057192  0,58957 0,59097 0,57980 0,60562 063176  0,66510  0,67693
M [s] 0,298 0,290 0,282 0,276 0,265 0,247 0,234 0,219
M2 [s] 0,298 0,290 0,282 0,276 0,265 0,247 0,234 0,219
AN, [%] 74,87 75,30 76,26 77,01 77,32 76,82 76,62 78,18
AE, [%] 81,57 81,64 82,15 82,98 83,11 83,82 84,14 85,22
AE, [%] 1,17 1,11 1,42 1,39 1,51 1,68 1,61 1,82

monotonicamente com o aumento de Ty, refletindo o maior conservadorismo exigido pelas
LMIs a medida que o atraso de projeto aumenta. Esse estreitamento das regides de modos
deslizantes pratico eleva substancialmente o nimero de eventos de ambos os métodos (N de
1087 a 3577 eventos; N2 de 229 a 862 eventos), acompanhado pela redugio correspondente
do tempo médio entre eventos (TM! de 0,0092 s a 0,0028 s; M2 de 0,0433 s a 0,0116 s). A
energia de estado E, apresenta variacdo pequena e sem tendéncia monotonica clara em toda a
faixa investigada, para ambos os métodos, ao passo que a energia de controle £, do Método 1
decresce globalmente ao longo da faixa (de 3,667 a 3,162, com um pequeno acréscimo inicial
entre Tyy = 0,05 s e Ty = 0,10 s), com padrdao semelhante para o0 Método 2; a reducdo percentual
de E, do Método 2 em relacdo ao Método 1 permanece, ainda assim, superior a 82% em toda a
faixa de Ty investigada. O tempo de alcance #1, idéntico para os dois métodos em cada coluna,
cresce monotonicamente de 0,215 s em Ty, = 0,05 s para 0,400 s em Ty, = 0,50 s, pois 0 maior
conservadorismo das LMIs, resultante do aumento do atraso de projeto, estreita a regido de
modos deslizantes prético e retarda o instante em que |s(z)| a alcanga. Observa-se, contudo,
que o atraso maximo admissivel certificado permanece praticamente constante, em torno de
Tyr ~ 3,00 s, para toda a faixa de Ty, de projeto investigada, o que sugere que esse valor estd
limitado pelo intervalo de busca empregado no algoritmo de bissecdo, € ndo por uma fronteira de
factibilidade das LMIs.
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Tabela 3 — Varredura no atraso de projeto Ty (com 1 mantido igual a 0, 3): atraso mdximo admissivel certificado
Ty, € margem percentual em relacdo ao atraso de projeto, limiares tedricos e adotados pelo Método 1 e
Método 2 (§;,,, Par1, 835, Ou2), métricas de acionamento por eventos (nimero de eventos N, e tempo
médio entre eventos 7T;), energias de estado e controle (Ey, E,), e tempo de alcance | a regido de modos
deslizantes prético, para cada atraso de projeto Ty testado.

Varidavel/Métrica 7y, =0,05 1t =0,10 Tt =0,15 t%=020 9% =025 T%=030 Ty =040 7Ty =0,50

Ty [s] 2,9993 2,9993 2,9993 2,9993 2,9993 2,9993 2,9994 2,9994
Margem [%] 5898,6 2899,3 1899,5 1399,7 1099,7 899,78 649,84 499,88
O 0,082939  0,079361 0,073586 0,066123  0,057715 0,049185 0,034257  0,023626
O 0,074645 0,071425 0,066228  0,059510 0,051943  0,044267 0,030831 0,021263
Sin 0,011669 0,011165 0,010353  0,009303  0,008120  0,006920  0,004820  0,003324
e 0,010502 0,010049 0,009318 0,008373  0,007308  0,006228  0,004338  0,002992
NMI 1087 1171 1276 1424 1610 1874 2595 3577
NM2 229 292 289 323 381 432 659 862
Tle [s] 0,009181 0,008528 0,007825 0,007016 0,006205 0,005331 0,003851  0,002795
TkMz [s] 0,043268 0,033976  0,033712  0,030969 0,026253  0,023037 0,015170  0,011590
EMI 0,007204  0,007250  0,007260  0,007240  0,007214  0,007170  0,007077  0,006995
EM? 0,007089  0,007111 0,007136  0,007131  0,007122  0,007093  0,007023  0,006962
EMI 3,6673 3,6917 3,6606 3,5858 3,4845 3,3815 3,2235 3,1619
EM? 0,60403 0,63984 0,61417 0,60562 0,60155 0,57316 0,57386 0,55067
t’l""1 [s] 0,215 0,228 0,245 0,265 0,287 0,311 0,358 0,400
zf”z [s] 0,215 0,228 0,245 0,265 0,287 0,311 0,358 0,400

Em ambas as tabelas, o tempo de alcance observado #; € idéntico para os dois métodos
em cada linha. Essa igualdade decorre da propria defini¢do de #; como o primeiro instante em
que |s(t)| atinge a respectiva regido de modos deslizantes pratico, e ndo de um mero acaso: como
ambas as regides possuem exatamente 0 mesmo raio equivalente e os dois métodos partem do
mesmo histdrico e da mesma estimativa inicial p(0), a fase de alcance transcorre sob a mesma
dindmica de aproximagao até que |s(¢)| cruze a fronteira comum aos dois métodos, momento a
partir do qual as leis de adaptacdo do ganho de chaveamento passam a diferir. Cabe destacar que

os limites superiores analiticos de ¢, dados por:

G| ®

2V1(0) — ——
M1 _ 1(0) A M2 _ \/2Vl(0_)—8
! P90 o -0

com V(0) = %S(O)2 + ziy(po —p)?, permanecem, em toda a faixa investigada, consideravelmente
acima dos valores observados na simulacdo. Esse comportamento € esperado para cotas obtidas
via fun¢do de Lyapunov Vi, as quais privilegiam a tratabilidade analitica em detrimento do
conservadorismo. Portanto, a distiancia entre o limite tedrico e o valor simulado ndo deve ser
interpretada como imprecisdao do modelo, mas sim como a margem de conservadorismo inerente

ao método de prova.

Para a geracdo dos graficos de simulacdo, o coeficiente de passividade robusta foi
fixado no valor n = 0,3, enquanto o atraso de projeto foi definido em Ty = 0,2 s. A matriz

de ganho de realimentagdo, obtida pela solu¢do das LMIs dos Teoremas 3.3 e 3.12, resultou
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em G = [2,2890 1,0000]. Com o ganho G fixado, o atraso maximo admissivel certificado pelo
algoritmo de bisse¢do (Comentdrio 3.23) alcangou Ty, ~ 3,00 s, evidenciando uma margem
substancial de robustez ao atraso. Os valores numéricos das métricas obtidos dessa simulagao

correspondem as colunas 1 = 0,30 e Tyy = 0,20 s j4 apresentadas nas Tabelas 2 e 3.

0.15 : —()
O 01 _SA\lz(t)
L S— S————————————————— R Is(t)| = 1812 = 0, 0084
......... |s(t)] = & = 0,0084
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‘f’ -0.01 : : ‘ ‘
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Figura 7 — Trajetérias das varidveis deslizantes s™!
de ambas as trajetdrias dentro de |s(r)
pratico.

(t) e s™2(t). O detalhe ampliado evidencia o confinamento estrito
| <0,0084, raio comum as duas regides de modos deslizantes

A Figura 7 mostra que ambas as varidveis deslizantes convergem para a vizinhanga da
origem em menos de um segundo, e o detalhe ampliado, correspondente ao intervalo ¢ € [6,7] s,
confirma que sM!(¢) e s"?(¢) permanecem estritamente confinadas dentro da faixa |s(z)| <
0,0084 ao longo de todo o regime permanente, em concordancia com as regides definidas pelos
Teoremas 3.1 e 3.10. A igualdade numérica entre os dois limites superiores das regides de modos
deslizantes prético, ja discutida, é o que legitima a comparagdo de desempenho apresentada nas
figuras seguintes.

0.1

—af(t
—a1"()

0.08 _
0.06 - _

8 0.04 .

0.02 - _

Figura 8 — Trajetrias de estado x}!(¢) e 2412 (1).

As Figuras 8 e 9 mostram que as trajetdrias de estado dos dois métodos sao praticamente

indistinguiveis, com convergéncia de x;(¢) e x,(¢) para a origem em aproximadamente 1,5 s.
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Figura 9 — Trajetdrias de estado X3! (1) e x31% (7).

O detalhe ampliado da Figura 9, no intervalo ¢ € [2,5] s, evidencia oscilag¢o residual de alta
frequéncia confinada a faixa £5 x 1073, assinatura caracteristica do modo deslizante pratico
em regime permanente. A escolha entre o Método 1 e o Método 2 ndo compromete, portanto,
o desempenho da regulacdo: a energia de estado E, difere entre os dois métodos por menos de
dois pontos percentuais em toda a faixa de m investigada, conforme a Tabela 2. A distin¢@o entre
os métodos manifesta-se exclusivamente no esfor¢o de controle e na frequéncia de acionamento,

o que € evidenciado a seguir no plano de fase e nas entradas de controle.

0,05 — 10-

0.1 ST Y ST [s(t)] <0,
T T TT1SM2 U a8M2 L |s(t)] < 0,0084
—xM(t) = [z (t) 23" ()]
—xM2(t) = [21(t) )" (1)]"
e x)=[0,1 —0,1]
-0.15 T T | 1 |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

w1 (t)

Figura 10 — Trajetérias de estado no plano de fase (x1,x;), com as respectivas regides de modos deslizantes pratico
SM! e $M2 ambas com limite superior igual a 0,0084, e o ponto inicial xo = [0,1 —0,1]. O detalhe
ampliado exibe o confinamento das trajetdrias dentro do modo deslizante prético.

A Figura 10 apresenta a trajetéria de estado no plano de fase, com as duas regides de
modos deslizantes pratico sobrepostas e de mesmo limite superior. Observa-se que a trajetoria
xM2(t) apresenta uma inflexdo inicial antes de convergir para S™2, distinta da aproximacio mais
direta de x™'(¢), que exibe o padrio em dente de serra caracteristico do chaveamento monotonico

de ganho crescente. O detalhe ampliado confirma o confinamento de ambas as trajetérias dentro
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das regides SY! e $M2, corroborando o resultado teérico de invaridncia positiva estabelecido nos
Teoremas 3.1 e 3.10.

Figura 11 — Evolugio temporal das entradas de controle u!(¢) e uM?(t).

A Figura 11 evidencia a diferenca estrutural entre os dois métodos de forma mais direta.
A entrada ¥™! (1) mantém chaveamento de alta frequéncia e amplitude sustentada préxima de
40,5 ao longo de toda a simulagio, ao passo que u?(¢) apresenta comportamento predominan-
temente intermitente, com longos intervalos de baixa atividade interrompidos por picos isolados.
Essa diferenca qualitativa € quantificada na Tabela 2: para 1 = 0,3, a energia de controle do
Método 2 corresponde a apenas 16,9% da energia do Método 1 (EM2 = 0,60562 do Método 2,
em comparagio a EM! = 3,5858 do Método 1), uma redugio de 83,1%.

0.542 - =
_K;\[l (t)

T
|

0.5415
0.541 |

=
5 0.5405 |
0.54 |

0.5395 |- -

0.539 \ \ \ \ \ \ \ \ \
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Figura 12 — Evolugio temporal do ganho de chaveamento adaptativo KM (¢).

As Figuras 12 e 13 explicam o mecanismo por tras dessa redugdo de energia. O ganho
KM1(t) cresce monotonicamente e alcanga o valor de convergéncia de aproximadamente 0,542
em t{” 1'= 0,265 s, permanecendo constante pelo restante do horizonte. J4 KM?(z;) exibe um pico
inicial acentuado, igual a 1,66, valor que coincide com a saturagdo K{‘r{a%( = 1,66 imposta pelo

mecanismo de saturacdo da funcdo de barreira, decaindo rapidamente e permanecendo limitado
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Figura 13 — Evolugdo temporal do ganho de chaveamento adaptativo KM?(z;).

numa faixa entre 0,1 e 0,3, com picos esporadicos associados aos instantes em que a trajetoria
se aproxima da fronteira |s(#;)| — &~ . Excetuados esses picos, o ganho de regime permanente
de KM? ¢ tipicamente inferior & metade do ganho de regime permanente de KM!, o que explica

diretamente a reducdo observada em Ej,.

0.025 [ [ : — — — , :
0.01
"l i |
i
0015 6.2 6.4 6.6 6.8 7 i
001 |
0.005 \ H\ “ ‘W PRl
MHH \
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Figura 14 — Tempo entre eventos T;'!. A linha tracejada indica o valor médio, 7! = 0,0070 s.

As Figuras 14 e 15 completam essa andlise pela perspectiva do niimero de acionamentos.
O intervalo entre eventos do Método 1, TkM ! concentra-se predominantemente abaixo de 0,02 s,

com valor médio TkM 1'=0,0070 s, e exibe um padrio quase periédico ao longo dos 10 s de

simulacgdo. Ja TM 2

TM2

apresenta padriao esparso, com picos isolados que atingem 0,4 s e valor
médio 0,0310 s, aproximadamente 4,4 vezes maior que o valor médio do Método 1. Isso
corresponde a NM! = 1424 eventos contra N¥? = 323 eventos ao longo do mesmo horizonte de
simulagdo, uma reducdo de 77,3% no niimero de acionamentos, conforme reportado na Tabela 2.
Em ambos o0s casos, o intervalo minimo observado entre eventos permanece estritamente positivo,

o que € consistente com a auséncia do comportamento Zeno garantida pelos Teoremas 3.2 e 3.11.
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Figura 15 — Tempo entre eventos 7;/?. A linha tracejada indica o valor médio, 7> = 0,0310 s.

4.2 Comparacio de Desempenho entre os Métodos Propostos e a Literatura

4.2.1 Comparagao com Li et al. (2016)

A fim de situar o desempenho dos métodos propostos frente aos métodos da literatura,
esta secao compara o Método 1 e o Método 2 com o método de controle por modos deslizantes
integral adaptativo de Li et al. (2016) (LI et al., 2016a), aplicados ao Exemplo 1 daquele artigo:
um sistema fuzzy T-S tipo-2 intervalar com trés modelos locais lineares de segunda ordem, com

as matrizes:

20 0 18 0 | 14 0
Al - , 9 A2 - , ) A3 - , 9 (44)
06 —1,0 0,8 —0,7 06 —1,0
B 201 g 221 B 24 | (0)=1[0,2 —0,1]" (4.5)
— 9 = 9 = ) X = ) - Y, ) .
"ooel T |—04|T T | =02

cujos autovalores de malha aberta, {—1,0; 2,0}, {—0,7; 1,8} e {—1,0; 1,4}, confirmam a insta-
bilidade relatada em (LI et al., 2016a). O método de controle emprega uma regidao de modos
deslizantes integral s(t) = Gx(t) — GK [y x(a)do, com G = [2 4} e ganho K obtido pela
solucdo da LMI do Teorema 1 (LI et al., 2016a); o ganho K empregado aqui foi escalado por

2,6594 —0,2734
um fator v/ 10 em relacdo ao ganho original, K = +/ ’ ’ , necessario para
¢ 8 8 —1,3297 0,136 P

evitar instabilidade numérica na integracao explicita sem comprometer a estrutura da lei de
controle. Os pardmetros adaptativos (g;, €, i, ;(0)) seguem exatamente a Se¢do IV do artigo
original. Em ambos os cenérios, o horizonte de simulagdo adotado é de T = 10 s, cinco vezes
maior do que o horizonte de 2 s empregado no exemplo original de Li et al. (2016), de modo a

permitir uma avaliacdo mais conservadora dos resultados obtidos para comparagao.

A comparagdo é conduzida em dois cendrios complementares, cada um respondendo
a uma pergunta distinta. O primeiro reproduz exatamente as condi¢des do Exemplo 1 (LI et

al., 2016a): sem atraso e sem perturbacdo ndo casada, avaliando o desempenho de cada lei



Capitulo 4. Resultados Computacionais 142

de controle estritamente dentro do dominio para o qual os trés métodos foram projetados e
demonstrados. O segundo introduz atraso variante, perturbacdo casada e perturba¢do ndo casada,
exatamente o tipo de incerteza para o qual o Método 1 e o Método 2 possuem certificagao
formal, mas que o trabalho de Li et al. (2016) ndo contempla em sua formulagdo original. Em
ambos os cendrios, os limiares de acionamento do Método 1 e do Método 2 foram definidos para
que as regidoes de modos deslizantes pratico coincidissem, garantindo que qualquer diferenca
de desempenho entre ambos decorra exclusivamente da estrutura da lei de controle, e nao de
uma vantagem sobre o limite superior de cada regido. Cabe destacar que a natureza adaptativa
do Método 1 e do Método 2 é concebida estruturalmente para dominar perturbacdes casadas
independentemente do cendrio de teste; a perturbac@o casada d(t) € introduzida explicitamente
a partir do segundo cendrio, em conjunto com a perturbagdo ndo casada e o atraso variante,
de modo que os dois cendrios avaliados isolam progressivamente as complexidades adicionais

frente as quais os métodos propostos foram certificados.

4.2.1.1 Primeiro Cendrio

Neste primeiro cendrio, os trés métodos operam estritamente dentro do dominio do
Exemplo 1 (LI et al., 2016a): auséncia de atraso, auséncia de perturbac¢do ndo casada e auséncia
de perturbacgdo casada, restando apenas a incerteza paramétrica intrinseca ao modelo fuzzy T-S
tipo-2 intervalar.

Tabela 4 — Comparacdo de métricas entre o0 Método 1, o Método 2 e Li et al. (2016) no cendrio do Exemplo 1 (LI et
al., 2016a): mesmo sistema e condigdo inicial xo = [0,2 — 0, 1]T, sem atraso e sem perturbagdo casada e

ndo casada.

Métrica Método1 Meétodo 2 Li et al. (2016)
Energia do estado Ey 0,0047 0,0113 0,0065
Energia da varidvel deslizante Ej 0,0026 0,0095 0,0003
Energia do controle E, 12,3994 13,6252 0,0417
Frequéncia de chattering [Hz] 247,40 56,00 774,75
Tempo de alcance #1 [s] 0,104 9,996 N/A
Nuimero de eventos (N,,) 2496 565 N/A
Tempo médio entre eventos T}, [s] 0,0040 0,0175 N/A

A Tabela 4 apresenta este primeiro cendrio. Com o limite superior da regido de modos
deslizantes prético igual a 0,0079 para ambos os métodos propostos, a trajetdria de estado para o
Meétodo 1 converge rapidamente (#; = 0,104 s), ao custo de uma frequéncia de chattering elevada
(247,40 Hz), energia de controle de E,, = 12,3994, energia da varidvel deslizante E; = 0,0026
e acionamento frequente, com N,, = 2496 eventos e tempo médio entre eventos de 0,0040 s.
O Método 2, apesar de operar na mesma regido, apresenta frequéncia de chattering menor
(56,00 Hz), energia da varidvel deslizante ligeiramente superior (E; = 0,0095) e acionamento

consideravelmente menos frequente, com N,, = 565 eventos e tempo médio entre eventos
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Ty = 0,0175 s, porém converge de forma consideravelmente mais lenta, atingindo a convergéncia
apenas proximo ao limite do horizonte de simulagao (#; = 9,996 s). O método de controle de Li et
al. (2016) emprega a estratégia de controle por modos deslizantes integral, que conduz a trajetéria
a regido de modos deslizantes integral desde r = 0, sem a fase de alcance caracteristica do modo
deslizante convencional; por essa razdo, o tempo de alcance ¢1, definido em fun¢do do limite
superior 0 da regido de modos deslizantes pratico do Método 1 e do Método 2, ndo se aplica
a mesma nog¢ao de convergéncia empregada naquele método, e por isso nao € reportado para
Li et al. (2016) na Tabela 4. O método de Li et al. (2016) obtém, ainda assim, a menor energia
de controle entre os trés (£, = 0,0417) e a menor energia da varidvel deslizante (E; = 0,0003),
livre do custo estrutural de uma certificacdo de robustez que, neste cendrio, ndo é exigida, ainda
que a custa da maior frequéncia de chattering (774,75 Hz), decorrente da natureza de controle

orientada ao tempo adotada por Li ef al. (2016), sem mecanismo de acionamento por eventos.

4.2.1.2 Segundo Cendrio

Para avaliar a robustez de cada método frente a um cendrio mais exigente, o sistema foi
estendido para a classe de sistemas com atraso variante e submetido a perturbacdo ndo casada,
com condigdo inicial dada pelo histérico de estado x(8) = [0,2 —0,1]" para 8 € [—7y,0].
O atraso variante no tempo é dado por 1(¢) € [0,Ty] para todo t > 0, com Ty = 0,2 s, de
modo que o estado do sistema em cada instante ¢ é descrito pelo segmento de trajetéria de
estado X, : 6 — x(r +0), 8 € [—Ty,0]. Adotam-se matrizes de atraso Ag, = 0,1 A;, matrizes
By, =By, = [0 0,03]" e By, = [0 0,05]", para todo i € {1,2,3}, além de perturbagio casada
d(t) = 0,1sin(2¢) +0,01]y(z)| e perturbagdo ndo casada v(r) = 0,1sin(2,3r 4 0,5). O projeto de
controle para o Método 1 e o Método 2 foi mantido sob o coeficiente de passividade robusta
n = 0,3, certificando formalmente a robustez a esse cendrio exato. Em contrapartida, a estratégia
de Li et al. (2016), por ndo contemplar atrasos de tempo ou perturbacdes ndo casadas em sua
formulacdo original, foi simulada sob 0 mesmo cendrio para avaliar o seu comportamento fora
do dominio de projeto.

Tabela 5 — Comparacdo de métricas entre o Método 1, o Método 2 e Li et al. (2016), sob a adi¢do do atraso variante
e perturbacdes casada e ndo casada.

Métrica Método 1 Método 2 Li et al. (2016)
Energia do estado Ex 0,0083 0,0083 DIVERGIU
Energia da varidvel deslizante Ej 0,0076 0,0075 DIVERGIU
Energia do controle E,, 0,4289 0,2057 DIVERGIU
Frequéncia de chattering [Hz] 53,50 26,50 DIVERGIU
Tempo de alcance #1 [s] 0,569 0,569 DIVERGIU
Numero de eventos (N,,) 585 303 N/A
Tempo médio entre eventos T, [s] 0,0171 0,0325 N/A

Os resultados da Tabela 5 revelam duas conclusdes principais, cada uma sustentando um
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argumento distinto da tese. A primeira diz respeito a comparagdo entre o0 Método 1 e o Método 2:
mantendo a mesma regido de modos deslizantes pratico, o Método 2 reduz a energia de controle
em 52,0% (E, = 0,2057 do Método 2, em comparacdo a E,, = 0,4289 do Método 1), o nimero
de eventos em 48,2% (N,, = 303 eventos do Método 2, em comparacdo a N,, = 585 eventos
do Método 1) e a frequéncia de chattering em 50,5% (26,50 Hz do Método 2, em comparagao
a 53,50 Hz do Método 1), refletindo-se em um tempo médio entre eventos quase duas vezes
maior (7; = 0,0325 s do Método 2, em comparacdo a T, = 0,0171 s do Método 1), enquanto
preserva a mesma energia de estado Ey, uma energia da varidvel deslizante praticamente igual
(Es =0,0075 do Método 2, em comparagio a E; = 0,0076 do Método 1) e o mesmo tempo de
alcance t; = 0,569 s. Esse padrao reproduz, em um sistema e cendrio completamente distintos
daqueles da Secdo 4.1, a mesma conclusao estrutural j4 estabelecida: a estratégia de adaptacao
baseada em funcao de barreira ndo compromete a precisdo de convergéncia, mas redistribui o

esfor¢o de controle de forma significativamente mais eficiente.

A segunda conclusio decorre da exposi¢do do controlador de Li ef al. (2016) ao cenario
com atraso e perturbagcdo nao casada. O trabalho de (LI et al., 2016a) certifica a estabilidade
apenas frente a incerteza paramétrica intrinseca ao modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar, sem
qualquer termo na lei de controle ou na andlise de Lyapunov que trate atrasos ou perturbagdes
ndo casadas. Ao ser simulado nesse cenario sem modificacdes de projeto, o estado diverge,
tornando todas as métricas, incluindo E,, E, e E,,, indefinidas. Esse resultado nédo deve ser lido
como uma falha do método de Li ef al. (2016) dentro do escopo para o qual foi formulado,
mas sim como evidéncia direta de que os métodos propostos nesta tese possuem valor prético
mensurdvel: exatamente no cendrio para o qual essa certificagdo foi construida, as estratégias
propostas preservam a estabilidade e a convergéncia rdpida, ao passo que uma lei de controle

sem essa garantia estrutural perde a estabilidade sob as mesmas complexidades.

As duas avaliagdes, tomadas em conjunto, evidenciam a natureza complementar da
contribui¢cdo desta tese frente a literatura. No primeiro cendrio, a auséncia de atraso variante,
de perturbagdo casada e de perturbagcdo nao casada permite que o método de Li et al. (2016)
opere com esforco de controle reduzido, uma vez que sua lei ndo paga o custo estrutural de uma
certificacdo de robustez que, naquele cendrio, ndo € exigida. No segundo cendrio, esse mesmo
custo estrutural revela seu propdsito, pois os métodos propostos preservam a estabilidade quando
o sistema € submetido a atraso e perturbagdes casada e ndo casada nao contemplados por Li et
al. (2016). A comparacio ndo sustenta, portanto, uma afirmagdo genérica de superioridade em
todas as condi¢des, mas uma conclusio mais precisa e teoricamente solida: a garantia formal de
robustez proposta nesta tese apresenta um custo mensuravel no primeiro cendrio e um beneficio
decisivo no segundo, de modo que a escolha entre as abordagens deve ser orientada pela presenca

ou auséncia, na aplicacdo real, das complexidades para as quais essa garantia foi projetada.
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4.2.2 Comparagdo com Su et al. (2019)

Como segunda referéncia de comparag@o com a literatura, esta se¢do compara o Método 1
e 0 Método 2 com o método de controle por modos deslizantes acionador por eventos de Su et
al. (2019) (SU et al., 2019), aplicado ao sistema fuzzy T-S com dois sistemas locais lineares de

segunda ordem daquele artigo, com as matrizes:

—-1.2 03 06 —-0)5
’ ’ ]7A2=[ 7 ’], B =B;=

Al =
1,0 —08 12 —04

0
4,
2] ; (4.6)

com ganhos de perturbagio casada C; = 1,6 e C; = 2,0 associados a f(¢) = 0,5¢ " sin(z), e con-
dicdo inicial dada pelo histérico de estado x(08) = [~0,5 —0,4] " para 8 € [—hyAt, 0]. O método
de controle de Su ef al. (2019) emprega a varidvel deslizante s(r) = Y; fi(0(2)) [Gi, 1] z1 (), com
G; =0,9733 e G, = —1,2538, e uma lei de controle definida por partes, com parametro de
projeto @ = 0,005. Diferentemente de Li et al. (2016), o controlador de Su e? al. (2019) possui

mecanismo préprio de acionamento por eventos, definido pela condicao:
—I— -—
21 (tx+nT) — 21 ()] Wi[z1(tx+nT) — 21 ()] > 8z (tx) Wazi1 (1), 4.7)

com Wy =6,2x 1073, Wo = 14,373 x 10~* ¢ 8 = 0,8; 0 periodo de integracdo, nio explicitado
naquele artigo, foi definido por Ar = 0,001 s adotado nas simulacdes desta tese. O sistema
estd sujeito a atraso induzido pela rede, representado pelo segmento de trajetdria de estado
X, : 01— x(t+0), 0 € [—hyAt, 0], com atraso pontual h(t)At € [h,,At, hyAt] para todo ¢ > 0,
onde h(t) € [hy,hy] = [1,3] é o ndmero de periodos de amostragem decorridos, de modo
que A(t)Ar € [0,001, 0,003] s. Como o mecanismo de Su et al. (2019) ja incorpora atraso e
acionamento por eventos em sua formulacio original, esses dois elementos sao mantidos comuns
aos trés métodos em ambos os cendrios avaliados; a Unica varidvel isolada entre eles € a presenca
de perturbagdo nao casada, certificada via passividade robusta apenas para o Método 1 e o
Método 2. O horizonte de simulagdo adotado em ambos os cendrios € de T = 50 s, 0 mesmo
empregado no exemplo numérico do artigo original de Su et al. (2019) para demonstrar a

convergéncia de seu método.

4.2.2.1 Primeiro Cendrio

Neste primeiro cendrio, os trés métodos operam sob o mesmo atraso de rede A(z) e o
mesmo mecanismo de acionamento por eventos, na presenca da perturbacgiio casada f(t) ja

definida no sistema original de Su et al. (2019), e sem perturbagdo ndo casada.

A Tabela 6 mostra que, para o0 Método 1 e o Método 2, a trajetdria de estados alcanga a
regido de modos deslizantes pratico em menos de um segundo (¢; = 0,649 s), enquanto, para
o controlador de Su et al. (2019), esse alcance ocorre apenas em t; = 11,535 s, quase dezoito
vezes mais lento. Essa diferenca decorre diretamente da frequéncia de acionamento resultante

em cada método: com apenas 14 eventos ao longo dos 50 s de simulagdo e tempo médio entre
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Tabela 6 — Comparacdo de métricas entre o Método 1, o Método 2 e Su et al. (2019) no primeiro cendrio, com atraso
de rede e acionamento por eventos comuns aos trés métodos e auséncia de perturbagdo ndo casada.

Métrica Método1 Método2 Suetal (2019)
Energia do estado Ey 1,0264 1,0071 0,3509
Energia da varidvel deslizante Ej 0,1242 0,1246 0,2697
Energia do controle E,, 22,1652 0,3813 0,0102
Frequéncia de chattering [Hz] 121,52 11,00 0,08
Tempo de alcance ¢ [s] 0,649 0,649 11,535
Nimero de eventos (NV,,) 6172 652 14
Tempo médio entre eventos T}, [s] 0,0081 0,0767 1,2607

eventos T; = 1,2607 s, a entrada de controle de Su et al. (2019) é atualizada com frequéncia
muito inferior 2 do Método 1 (N,, = 6172 eventos, T; = 0,0081 s) e & do Método 2 (N,, = 652
eventos, T = 0,0767 s), o que explica também sua menor energia de controle (E, = 0,0102) e
sua menor frequéncia de chattering (0,08 Hz), ainda que a custa da maior energia da variavel
deslizante entre os trés métodos (E; = 0,2697 para Su et al. (2019), contra E; = 0,1242 do
Método 1 e E; = 0,1246 do Método 2). Entre o Método 1 e o Método 2, o padrio observado
nas demais comparacdes desta tese se repete: o Método 2 reduz a energia de controle em 98,3%
(E, = 0,3813 do Método 2, em comparacdo a E, = 22,1652 do Método 1) e o nimero de
eventos em 89,4% (N,, = 652 eventos do Método 2, em comparagio a N,, = 6172 eventos do
Método 1), refletindo-se em um tempo médio entre eventos quase dez vezes maior (T, = 0,0767 s
do Método 2, em comparagdo a T, = 0,0081 s do Método 1), com uma redugio leve de 1,9% na
energia de estado (E, = 1,0071 do Método 2, em comparagdo a E, = 1,0264 do Método 1) e um
aumento de 0,3% na energia da varidvel deslizante (E; = 0,1246 do Método 2, em comparagdo a

E; =0,1242 do Método 1), mantendo o mesmo tempo de alcance do Método 1.

4.2.2.2 Segundo Cendrio

Para avaliar a robustez de cada método a um cendrio mais exigente, mantendo o atraso
de rede h(t) e o mecanismo de acionamento por eventos do primeiro cendrio, foi introduzida
perturbagdo ndo casada v(t) = 0,1sin(2,3t +0,5), com By ; = [0 0,03]" e By, = [0 0,05] T,
certificada via passividade robusta com coeficiente 11 = 0,3 apenas para o Método 1 e o Método 2.
O controlador de Su et al. (2019), por ndo contemplar perturbagdo ndo casada em sua formulagdo

original, foi simulado sob 0 mesmo cendrio sem qualquer alteracdo de projeto.

A Tabela 7 confirma que, sob a perturbag@o nao casada, a trajetoria de estado para Su et
al. (2019) alcancga a regidao de modos deslizantes pratico em t; = 11,419 s, com 46 eventos ao
longo dos 50 s de simulacdo e tempo médio entre eventos T; = 1,0904 s, resultado consistente
com o observado no primeiro cendrio. Para o Método 1 e o Método 2, a trajetéria de estado
alcanca a mesma regido em t; = 0,879 s, cerca de treze vezes mais rdpida do que a de Su et al.

(2019). Entre os dois métodos propostos, 0 Método 2 reduz a energia de controle em 98,2%
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Tabela 7 — Comparacao de métricas entre o0 Método 1, o Método 2 e Su et al. (2019), sob a adi¢@o de perturbacao

ndo casada.
Métrica Método1 Método2 Suetal (2019)
Energia do estado Ey 0,9234 0,8924 0,3496
Energia da varidvel deslizante Ej 0,1723 0,1729 0,2689
Energia do controle E,, 14,2864 0,2626 0,0102
Frequéncia de chattering [Hz] 69,30 6,14 0,08
Tempo de alcance 17 [s] 0,879 0,879 11,419
Nimero de eventos (NV,,) 3531 372 46
Tempo médio entre eventos [s] 0,0141 0,1344 1,0904

(E, = 0,2626 do Método 2, em comparagdo a E,, = 14,2864 do Método 1), o niimero de eventos
em 89,5% (N,, = 372 eventos do Método 2, em comparagao a N, = 3531 eventos do Método 1)
e a frequéncia de chattering em 91,1% (6,14 Hz do Método 2, em comparacgdo a 69,30 Hz
do Método 1), refletindo-se em um tempo médio entre eventos mais de nove vezes maior
(T;, = 0,1344 s do Método 2, em comparacdo a Ty = 0,0141 s do Método 1), com uma redugio
leve de 3,4% na energia de estado (E, = 0,8924 do Método 2, em comparagdo a E, = 0,9234
do Método 1) e uma energia da varidvel deslizante praticamente igual, com aumento de apenas
0,3% (Es = 0,1729 do Método 2, em comparacao a E; = 0,1723 do Método 1), reproduzindo,
mesmo sob perturbagdo nao casada, o mesmo padrao de desempenho observado nas demais
comparacdes desta tese. O controlador de Su et al. (2019), por sua vez, apresenta novamente
a maior energia da varidvel deslizante entre os trés (E; = 0,2689), consistente com o padrao ja

observado no primeiro cendrio.

O conjunto das duas comparacdes com a literatura, Li ef al. (2016) e Su et al. (2019),
evidéncia contribui¢des distintas e complementares. Frente a Li ef al. (2016), que ndo emprega
acionamento por eventos, a certificacdo de robustez a atraso e perturbacdes casada e nao casada
mostrou-se decisiva, uma vez que o controlador daquele trabalho diverge quando exposto a um
cendrio para o qual ndo foi projetado. Frente a Su et al. (2019), que ja emprega mecanismo
proprio de acionamento por eventos e permanece estdvel em ambos os cendrios avaliados, a
diferenca central reside na velocidade de convergéncia: o Método 1 e o Método 2 atingem
a regido de modos deslizantes prético entre treze e dezoito vezes mais rdpido, ao custo de
energia de controle e frequéncia de acionamento mais elevadas, especialmente no caso do
Método 1. O Método 2 reduz consistentemente esse custo frente ao Método 1 sem comprometer
a velocidade de convergéncia, aproximando-se do menor esforgo de controle observado em Su et
al. (2019), sem abrir mao de uma resposta significativamente mais rdpida. A comparagdo nao
sustenta, portanto, uma superioridade irrestrita dos métodos propostos em todas as métricas,
mas demonstra que ambos ocupam um ponto de opera¢do voltado a convergéncia rapida sob
acionamento por eventos. Em contrapartida, Su et al. (2019) prioriza a economia de recursos

de comunicacao e de energia, a custa de uma resposta consideravelmente mais lenta. Assim, a
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escolha entre as abordagens deve ser orientada pelo requisito de velocidade de convergéncia

exigida.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo encerra a tese apresentando a sintese das contribui¢des desenvolvidas, o
reconhecimento das limitacdes dos métodos e as diretrizes para pesquisas futuras. A Secdo 5.1
retoma os resultados tedricos e numéricos em articulagdo com o problema de pesquisa e os
dois métodos de controle propostos. A Secao 5.2 delimita o alcance do trabalho ao abordar as
restricdes tedricas e metodoldgicas assumidas. Por fim, a Sec¢do 5.3 indica extensdes que, em sua
maioria, decorrem diretamente dessas limita¢des e, nos demais casos, ddo continuidade natural

aos resultados obtidos, com vistas ao seu aprofundamento tedrico e a sua aplicacdo pratica.

5.1 Conclusao

Esta tese prop0s, para a classe de sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares com atraso
variante no tempo, matrizes de entrada distintas entre os modelos locais, e perturbagdes casada e
ndo casada, duas estratégias de controle por modos deslizantes adaptativo com acionamento por
eventos e garantias formais de passividade robusta. As contribui¢cdes desenvolvidas ao longo do

trabalho podem ser sintetizadas como segue.

Estabeleceram-se, a partir de um funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy tomado como
funcdo de armazenamento na desigualdade de passividade robusta, condi¢cdes de estabilizacao
pratica e de passividade robusta na forma de LMIs, dependentes do atraso maximo, dos limites
superiores das taxas de variacdo do atraso e dos graus de pertinéncia, e do coeficiente de
passividade robusta. A factibilidade dessas condi¢des determina a matriz da varidvel deslizante e
certifica a passividade robusta, fornecendo as varidveis de decisdo necessarias a deducdo do raio
da regido de estabilidade prética, determinado, para o Método 1 e o Método 2, independentemente
de qualquer estimativa do limite superior da perturbagcdo casada, bem como do limite superior
da regidao de modos deslizantes pratico. Complementarmente, prop0s-se um procedimento
desacoplado para a certificacdo do atraso maximo admissivel. Esse procedimento dispensa
estratégias de co-design e, consequentemente, estratégias iterativas de relaxacdo, permitindo

avaliar a robustez do sistema a um atraso superior ao atraso de projeto.

Desenvolveram-se duas leis de adaptacdo para o ganho de chaveamento. A primeira,
baseada em crescimento monotonico, dispensa o conhecimento do limite superior da perturbacao
casada e forca a convergéncia do ganho assim que a trajetéria de estado atinge a regiao de modos
deslizantes prético, com instante de alcance independente dessa estimativa. A segunda, baseada
em funcdo de barreira, flexibiliza a condi¢ao de dominancia do ganho por meio de uma regiao
de relaxacdo em que essa domindncia ndo é imposta; ao permitir crescimento e decrescimento
do ganho, essa lei produz uma a¢do de controle menos agressiva dentro da regido de modos

deslizantes pratico, enquanto preserva a mesma independéncia do instante de alcance em relagdo
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a estimativa da perturbacdo. Para ambas as leis, demonstrou-se a invariancia positiva da regiao
de modos deslizantes pratico sob a presenca simultanea de atraso variante, perturbacdes casada e

ndo casada e acionamento por eventos.

Formulou-se, adicionalmente, o mecanismo de acionamento por eventos de modo a
assegurar a auséncia do comportamento de Zeno na sequéncia de instantes de acionamento,
preservando a eficiéncia na redu¢do do ndimero de atualizagdes da entrada de controle. Derivou-
se ainda, analiticamente, um limite superior para o limiar de acionamento, estabelecendo um
vinculo energético explicito entre o mecanismo de acionamento e a dissipatividade em malha
fechada, e assegurando, pelo mesmo coeficiente de passividade robusta, a atenuacdo energética

do impacto da perturbagcdo ndo casada sobre a saida.

Os resultados numéricos confirmaram, em multiplos sistemas e cendrios, que a lei de
adaptacdo baseada em funcao de barreira, referente ao Método 2, reduz de forma consistente
a energia de controle, o nimero de eventos e a frequéncia de chattering em relacio a lei de
adaptacdo baseada em crescimento monotdnico, sem comprometer a precisdao de convergéncia da
trajetoria de estado. A comparacao com os métodos de Li et al. (2016) e Su et al. (2019) situou
essas contribui¢cOes frente a literatura a partir de duas perspectivas complementares, cada uma
isolando uma dimensao distinta da contribuicdo desta tese. A primeira, frente a Li et al. (2016),
cuja formulagdo original ndo contempla atraso nem perturbaciao nao casada, avalia o efeito das
condi¢cdes de estabilizacdo pratica e de passividade robusta desenvolvidas nesta tese frente a
um método sem tais garantias, mostrando que essas condi¢des asseguram a convergéncia da
trajetéria de estado no cendrio estendido, quando comparadas ao método de Li et al. (2016), sob
o qual a trajetdria de estado diverge nesse mesmo cendrio. A segunda, frente a Su et al. (2019),
que ja emprega acionamento por eventos € sob o qual a trajetoria de estado permanece estavel
no mesmo cendrio, avalia o desempenho frente a um método também robusto a esse cendrio,
revelando que a distincdo recai sobre a velocidade de convergéncia, obtida a custa de maior
energia de controle e maior frequéncia de acionamento; nesse compromisso entre velocidade
de convergéncia e economia de recursos, o Método 2 se mostra a escolha mais favoravel entre
os métodos propostos, ao reduzir consistentemente a energia de controle e a frequéncia de

acionamento do Método 1 sem comprometer a rapidez de convergéncia.

Em conjunto, os resultados tedricos e numéricos apresentados demonstram que 0s
métodos de controle propostos permitem conciliar robustez a atraso e a perturbacdes casada
e ndo casada, precisdo de convergéncia e economia de recursos computacionais e energéticos,

respondendo ao problema de pesquisa que motivou este trabalho.

5.2 Limitac¢oes do Trabalho

Apesar dos resultados obtidos, algumas limitacdes devem ser reconhecidas.

As condicdes de estabilizacdo pratica e de passividade robusta desenvolvidas empregam
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um funcional de Lyapunov—Krasovskii fuzzy em que a matrizes Q(®(z)), S(®(¢)) sdo dependen-
tes dos graus de pertinéncia, ao passo que a matriz P foi mantida unica para todos os sistemas
locais lineares, escolha que assegura uma unica regido de modos deslizantes pratico, comum
a todos os sistemas locais, em vez de uma regido distinta para cada uma; essa restricdo pode
ser relaxada em trabalhos futuros, ao custo de se admitir regides de modos deslizantes pratico
dependentes dos graus de pertinéncia. Uma segunda fonte de conservadorismo é o emprego da
desigualdade integral de Jensen no majoramento dos termos integrais do funcional, também

passivel de relaxamento por meio de majorantes menos conservadores.

As duas leis adaptativas propostas pressupdem o conhecimento de um limite superior
para a perturbagdo ndo casada. Adicionalmente, na estratégia baseada em fun¢do de barreira, o
ganho de chaveamento precisa dominar efetivamente o limite superior da perturbacdo casada fora
da regido de ndo dominancia imposta, ainda que o valor desse limite ndo precise ser conhecido
a priori para o projeto; essa exigéncia € mais forte do que a imposta pela estratégia baseada
em crescimento monotdnico, cuja lei de adaptacdo exige apenas que o parametro @ domine a
estimativa do limite superior da perturbagdo, sem definir uma regido de relaxagao na qual essa

dominancia deixe de ser imposta.

O mecanismo de acionamento por eventos desenvolvido nesta tese pressupde a monitora-
¢do continua do estado, para verificar a condi¢cdo de acionamento a cada instante. Embora essa
formulacao reduza significativamente o ndmero de atualizacdes da entrada de controle, ela nao
elimina a necessidade de processamento continuo para a avaliacdo da condi¢do de acionamento,
0 que pode representar uma limitagdo em plataformas embarcadas com restri¢cdes severas de

energia ou de capacidade computacional.

A validacdo apresentada € inteiramente numérica, restrita a sistemas com nimero redu-
zido de regras e de estados, sem verificacao experimental em plataforma fisica, o que deixa em
aberto o efeito de ndo linearidades de modelagem, ruido de sensor e limitagdes de hardware ndo
capturadas pelo modelo fuzzy T-S tipo-2 intervalar. Por fim, as fun¢des de pertinéncia inferiores
e superiores foram admitidas como conhecidas e fixas ao longo de todo o desenvolvimento,
hipétese razodvel para representar a incerteza paramétrica considerada nesta tese, mas que nao
contempla cendrios em que a fronteira da regido de incerteza se altera ao longo da evolugao
temporal do sistema, por exemplo em razdo de degradacdo gradual de componentes ou de

mudancas de regime ndo previstas no projeto original.

5.3 Trabalhos Futuros

Os resultados obtidos nesta tese abrem diversas perspectivas de investigacdo. As princi-

pais direcdes de trabalho futuro sdo elencadas a seguir.

1. Generalizacido da condicao de passividade robusta para funcoes de suprimento QSR

mais ricas. A condicdo de passividade robusta empregada nesta tese pode ser vista
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como um caso particular da dissipatividade QSR generalizada. A extensdo para fungdes de
suprimento QSR mais gerais permitiria critérios de projeto mais flexiveis e, potencialmente,
relagdes analiticas mais completas entre os parametros de projeto e o comportamento do

sistema na regido de modos deslizantes pratico.

2. Formalizacdo analitica da relacdo entre o coeficiente de passividade robusta e os
parametros do chattering. Embora os resultados numéricos evidenciem que o coeficiente
de passividade robusta estd associado a amplitude e a frequéncia do chattering, essa relacao
ndo foi caracterizada analiticamente nesta tese. Tal caracterizagdo requer abordagens
baseadas em fun¢do descritiva ou em andlise de sistemas de Filippov, ndo contempladas

nesta tese.

3. Extensao a sistemas fuzzy T-S tipo-2 intervalares com consequentes polinomiais.
A extensdo da abordagem proposta para modelos fuzzy T-S tipo-2 intervalares com
consequentes polinomiais, com certificacdo de estabilidade e passividade robusta via
soma de quadrados, ampliaria a classe de sistemas nao lineares representdveis com maior
fidelidade, reduzindo o conservadorismo associado a aproximac¢do puramente linear dos

modelos locais.

4. Extensao a sistemas com atraso na entrada de controle. A formulacao atual considera
atraso exclusivamente no estado. A extensdo para sistemas com atraso simultineo no
estado e na entrada de controle, cenario comum em sistemas em rede com assimetria de
canais, requereria condicdes adicionais para garantir a invariancia positiva da regido de

modos deslizantes e da regido de estabilidade pratica.

5. Relaxacao das exigéncias das leis de adaptacio. Para o Método 1, investigacdes de leis
de adaptacdo que relaxem a exigéncia de dominéncia de @ sobre a estimativa do limite
superior da perturbacdo casada visam reduzir o conservadorismo da estratégia. Para o
Método 2, o emprego de funcdes de barreira assimétricas para otimizar o desempenho
sob perturbacdes assimétricas e a relaxacdo da dominincia do ganho de chaveamento
sobre o limite superior desconhecido da perturbagao surgem como dire¢des relevantes para

cenarios de incerteza mais severa.

6. Funcionais de Lyapunov—-Krasovskii fuzzy menos conservadores. Os funcionais de
Lyapunov—Krasovskii fuzzy empregados nesta tese recorrem a desigualdade de Jensen
no tratamento dos termos integrais duplos, o que introduz um grau de conservadorismo
conhecido na literatura de sistemas com atraso. A investigacdo de desigualdades integrais
menos conservadoras, como as desigualdades de Wirtinger, a desigualdade de Bessel—
Legendre de ordem superior, ou abordagens baseadas em matrizes livres, combinadas com
funcionais dependentes dos graus de pertinéncia, poderia reduzir o conservadorismo das
condi¢cdes LMI resultantes e ampliar a faixa admissivel do atraso méximo e dos parametros

de projeto.
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7. Implementacao em plataformas embarcadas. A validacdo experimental dos métodos
propostos em sistemas fisicos constitui um passo natural para a avaliacdo do desempenho
de controle. A eficiéncia computacional do acionamento por eventos torna os métodos
propostos especialmente adequados para implementacdes com restricdes de processamento,

de comunicagdo e de energia.

8. Estratégia de monitoracio nao continua. O mecanismo de acionamento por eventos
desenvolvido nesta tese pressupde a monitoragao continua do estado para a verificagao da
condi¢do de acionamento. A proposicao de uma estratégia de monitoracdo nao continua
eliminaria essa exigéncia computacional e ampliaria a aplicabilidade dos métodos pro-
postos a plataformas embarcadas com restri¢des severas de energia e de capacidade de

processamento.
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