Universidade Federal do Maranhao

Pro-Reitoria de Pesquisa, Pés-Graduagao e Inovagao ‘ %

[talo Bruno Leandro Lustosa

SOBRE NOQ@ES RESTRITIVAS DE LINEABILIDADE

Sao Luis - MA
2026



Universidade Federal do Maranhao
Pré-Reitoria de Pesquisa, Pés-Graduacgao e Inovagao
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Programa de Pés-Graduacao em Matematica - PPGMAT

[talo Bruno Leandro Lustosa

SOBRE NOQ@ES RESTRITIVAS DE LINEABILIDADE

Este exemplar corresponde a versao final

da dissertacao defendida p
Bruno Leandro Lustosa e
comissao julgadora.

elo aluno Italo
aprovada pela

Anselmo Baganha Raposo Junior

(Orientador)

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do
Programa de Pdés-Graduacdo em Matematica
(PPGMAT) da UFMA como requisito parcial
para a obtencao do titulo de Mestre em Ma-
tematica.

Sao Luis - MA

2026



Universidade Federal do Maranhao
Pré-Reitoria de Pesquisa, Pés-Graduacgao e Inovagao
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Programa de Pés-Graduacao em Matematica - PPGMAT

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pdés-Graduacao em
Matemédtica (PPGMAT) da UFMA como requisito parcial para a obtengdo do titulo
de Mestre em Matematica.

Area de Concentracgao: Analise Funcional

Aprovada em: 26 de fevereiro de 2026

Prof. Dr. Anselmo Baganha Raposo Junior
Orientador
Universidade Federal do Maranhao (UFMA)

Prof. Dr. José Vanterler da Costa Sousa
Examinador Interno
Universidade Estadual do Maranhao (UEMA)

Prof. Dr. Daniel Marinho Pellegrino
Examinador Externo
Universidade Federal da Paraiba (UFPB)

Sao Luis - MA
2026



AOS QUE ME FAZEM FORTE



Agradecimentos

A Deus.

A minha familia, por sempre me apoiar e ajudar, sendo presentes nos momentos mais
dificeis e complexos da minha vida.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Anselmo B. Raposo Junior, pela paciéncia, dedicacao,
motivagao, amizade, hombridade e por demonstrar confianca em mim. Enquanto seu
aluno, pude aprender muito sobre Matematica e também como ser lticido e empatico com
o préximo.

Aos meus colegas do Mestrado, que tiveram papel fundamental nessa caminhada
académica.

Aos professores que tive durante toda essa caminhada, em especial: Leomar Veras,
Ronaldo José, Raimundo Neto, Giovane Ferreira, Vanessa R. Ramos, José Santana, Ivaldo
Paz, José Vanterler, Anselmo Baganha, Gustavo Silvestre e Ermerson Rocha.

Por fim, agradeco a CAPES, pelo apoio financeiro.



vi

Das coisas existentes, algumas sao
encargos nossos; outras nao. Sao en-
cargos nossos o juizo, o impulso, o
desejo, a repulsa, em suma: tudo
quanto seja acao nossa. Nao sao
encargos nossos O COrpo, as Pos-
ses, a reputagao, os cargos publicos,
em suma: tudo quanto nao seja
acao nossa. Por natureza, as coi-
sas que sao encargos nossos sao li-
vres, desobstruidas, sem entraves.
As que nao sao encargos nossos sao
débeis, escravas, obstruidas, de ou-
trem. Lembra entao que, se pensa-
res livres as coisas escravas por na-
tureza e tuas as de outrem, tu te
fardas entraves, tu te afligiras, tu te
inquietards, censuraras tanto os deu-
ses como os homens.

Epicteto, Encheiridion, §1



Resumo

Neste trabalho, reunimos e contextualizamos resultados recentes sobre estruturas
algébricas em subconjuntos nao lineares de espacos vetoriais topoldgicos, com énfase
nas nogoes de lineabilidade, espacabilidade e suas versdes mais fortes, como a (a, J3)-
lineabilidade, («, 3)-espagabilidade e as nogbes pontuais associadas. Inicialmente,
discutimos critérios gerais para as nocoes fortes de lineabilidade e espagabilidade,
estabelecendo condicoes abstratas que explicam a falha sistematica de resultados positivos
quando se impoem exigéncias mais restritivas de dimensao e fechamento. Em seguida,
apresentamos resultados sobre o conjunto das fungoes continuas, integraveis e ilimitadas
em [0,00), mostrando que tal conjunto admite estruturas lineares de grande dimensao,
incluindo resultados de espacabilidade pontual, ao mesmo tempo em que se evidenciam
limitagoes relevantes quanto a (X, ¢)-espacabilidade. Como aplicagoes, sdo recuperados e
generalizados resultados classicos em espacos de fungoes e de sequéncias, evidenciando a
interacao delicada entre propriedades algébricas e topoldgicas nesses contextos.

Palavras-chave: Lineabilidade, Espacabilidade, Espaco vetoriais topoldgicos, Nogoes
restritivas de lineabilidade.

vil



Abstract

In this work, we gather and contextualize recent results on algebraic structures in
nonlinear subsets of topological vector spaces, with emphasis on the notions of lineability,
spaceability, and their stronger versions, such as (a, f)-lineability, («, /3)-spaceability,
and the associated pointwise notions. Initially, we discuss general criteria for the strong
notions of lineability and spaceability, establishing abstract conditions that explain the
systematic failure of positive results when more restrictive requirements on dimension
and closedness are imposed. We then present results on the set of continuous, integrable,
and unbounded functions on [0,00), showing that this set admits large-dimensional
linear structures, including pointwise spaceability results, while also highlighting relevant
limitations regarding (X, ¢)-spaceability. As applications, classical results in function and
sequence spaces are recovered and generalized, revealing the delicate interplay between
algebraic and topological properties in these contexts.

Key-words: Lineability, Spaceability, Topological vector spaces, Restrictive notions of
lineability.
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Notacoes e terminologias

e K - Denota de forma indistinta os corpos R dos nimeros reais e C dos niimeros
complexos.

e Qx - Denota o conjunto @Q dos niimeros racionais se K = R e o conjunto dos ntimeros
complexos z para os quais Re (z),Im (2) € Q se K = C.

e card (A) - Denota a cardinalidade do conjunto A.

e N - Denota o conjunto {1,2,3,...} dos nimeros naturais.
e N, - Denota a cardinalidade de N.

e ¢ - Denota a cardinalidade de R.

e (,, 0 <p < oo- Denota o conjunto das sequeéncias p-somaveis de escalares, isto ¢,

b, = {(xn)zol : &, € K para todon e > |z,[" < oo} :

n=1

Este conjunto ¢ sabidamente um espago vetorial com respeito as operacoes usuais
de adicao de vetores e de multiplicacao de um vetor por um escalar.

° |H|p - Denota a aplicagao

(a2 € by @)l = (5 lanl”) 77 € R.

Esta aplicacao é sabidamente uma norma se 1 < p < oo e uma p-normase 0 < p < 1.
Faz de ¢, um espaco completo.

e /., - Denota o conjunto das sequéncias limitadas de escalares, isto é,

loo = {(xn)ffl : z, € K para todo n e sup|z,| < oo} .
neN

e |||l - Denota a aplicagio

(1771)20:1 € loo > ||($n)20:1||oo = sup |xn| € R.
neN

Esta aplicacao é sabidamente uma norma e faz de /., um espago completo.
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e ¢ - Denota o subespaco fechado de /., constituido das sequéncias convergentes de
escalares.

e ¢y - Denota o subespago fechado de /., constituido das sequéncias de escalares que
convergem para 0.

e L,(I), 0 < p < oo - Denota o conjunto das classes de equivaléncia das fungoes
p-integraveis a Lebesgue f: I — R que coincidem quase sempre sobre I. E usual
identificar a classe de equivaléncia [f] a qual f pertence com a prépria fungao f.
Assim,

L,(I)={f:1—K:|f[" éintegrdvel a Lebesgue} .

Este conjunto é sabidamente um espacgo vetorial com respeito as operacoes usuais
de adicao de vetores e de multiplicagao de um vetor por um escalar.

° ||||Lp - Denota a aplicacao

1/p
FeLy (D) e fl,, = ( [ dx) eR.

Esta aplicacao é sabidamente uma norma se 1 < p < oo e uma p-normase 0 < p < 1.
Faz de L, (I) um espago completo.

e C(I) - Denota o espago das fungoes continuas f: [ — K.

e C"(I) - Denota o espaco das fungoes continuas f: I — K que possuem derivada
continua de n-ésima ordem.

e C™ (I) - Denota o espago das fungdes continuas f: I — K que possuem derivada de
qualquer ordem.

e span (A) - Denota o espaco gerado por A, isto é, o conjunto das combinagoes lineares
finitas de elementos de A.

e dim (X) - Denota a dimensao algébrica do espago vetorial X isto é, a cardinalidade
de uma base de Hamel de X.

e Sx - Denota a esfera unitaria do espaco vetorial normado X, isto é, Sx =
{reX: |zl =1}

e B, (a) - Denota a bola aberta de centro a e raio r > 0 em um espago métrico M, ou
seja,
B, (a)={x € M :d(z,a) <r}.



Introducao

Grande parte do desenvolvimento da matemaética esteve historicamente associada a
investigacao de objetos que desafiam a intuicao e escapam aos padroes usuais. Muitos
desses exemplos, inicialmente considerados curiosidades ou excecoes patologicas, acaba-
ram desempenhando papel central na consolidagao de novas teorias. A irracionalidade de
V2, j4 conhecida na Grécia Antiga, rompeu com a visao pitagérica dos nimeros; os traba-
lhos de Liouville e Cantor revelaram nao apenas a existéncia de niimeros transcendentes,
mas também sua abundancia; e o célebre exemplo de Weierstrass de uma funcao continua
em todo ponto e diferenciavel em nenhum abalou profundamente a intuicao geométrica
do célculo cléssico.

Esses fenomenos suscitam uma questao natural: objetos matemaéaticos aparentemente
excepcionais sao de fato raros ou escondem, sob sua irregularidade, algum tipo de
estrutura subjacente? No contexto da Analise Funcional, essa pergunta motivou o
surgimento da Teoria da Lineabilidade, cujo objetivo central é investigar a existéncia
de grandes estruturas lineares contidas em subconjuntos nao lineares de espagos vetoriais
topologicos.

O primeiro estudo nesta diregao (ainda sem o formalismo conceitual e terminolégico
que temos hoje) é atribuido a Gurariy que, em 1966, demonstrou que o conjunto das
fungoes continuas f: [0,1] — R que nao sao diferencidveis em nenhum ponto contém um
subespaco vetorial de dimensao infinita. Desde entao, essa teoria foi substancialmente
ampliada, sobretudo a partir da década de 1990, com contribuicoes de diversos autores,
como Aron, Bernal-Gonzilez e Seoane-Sepilveda, que exploraram a lineabilidade em
diferentes espacos vetoriais e sob distintas perspectivas.

Um fortalecimento natural dessa nocao é a espac¢abilidade, que exige que o subespagco
vetorial contido no conjunto seja, além de infinito dimensional, também fechado no
espaco ambiente. Essa exigéncia intensifica a interacao entre propriedades algébricas
e topoldgicas, revelando que muitos conjuntos definidos por comportamentos irregulares
possuem, na verdade, uma estrutura interna rica e topologicamente robusta.

Outra nocao relevante é a de lineabilidade densa, que requer que o subespaco vetorial
de dimensao infinita seja denso no espaco ambiente. Essa propriedade assegura que
os elementos do conjunto considerado estejam distribuidos de forma topologicamente
significativa, permitindo a aproximacao arbitraria de elementos gerais do espago por
elementos pertencentes ao conjunto em questao.

Mais recentemente, surgiram versoes ainda mais restritivas dessas nocgoes, como a
(e, B)-lineabilidade e a (a, B)-espacabilidade, nas quais se exige que todo subespago de
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dimensao « contido no conjunto possa ser estendido a um subespaco de dimensao [,
ainda contido no conjunto, possivelmente com propriedades adicionais de fechamento
ou densidade. Paralelamente, foram introduzidas as nocoes pontuais de lineabilidade
e espacabilidade, que substituem a exigéncia global pela condicao de que, para cada
elemento do conjunto, exista um subespaco vetorial de grande dimensao que o contenha
e permaneca, exceto pelo vetor nulo, dentro do conjunto. Essas ideias foram introduzidas
por Favaro, Pellegrino e Tomaz e posteriormente aprofundadas por Favaro, Pellegrino,
Raposo Jr. e Ribeiro.

Embora naturais, essas versoes mais fortes frequentemente se mostram excessivamente
restritivas, levando a falha sistematica de resultados positivos. Compreender as razoes
dessas falhas, bem como identificar os contextos em que tais nocoes ainda sao viaveis,
constitui um dos principais objetivos deste trabalho. Um aspecto central dessa analise
¢ a relagao entre dimensao algébrica, densidade topoldgica e a estrutura de subespacgos
e espagos quocientes, especialmente em conjuntos do tipo V' \ W, onde V' é um espago
vetorial topoldgico e W é um subespaco vetorial de V.

Como aplicacao concreta dessas ideias, dedicamos atencao especial ao conjunto das
fungdes continuas, integraveis e ilimitadas definidas em [0,00). Esse conjunto ilustra de
forma clara a tensao entre a abundancia algébrica local e as limitacoes globais impostas
por exigéncias topoldgicas mais severas, especialmente no contexto das nogoes (a, 3) e
pontuais de lineabilidade e espacabilidade.

A dissertagao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos os
conceitos e resultados preliminares necessarios ao desenvolvimento do trabalho, incluindo
nocoes basicas de aritmética cardinal, dimensao algébrica e as defini¢bes fundamentais de
lineabilidade, espacabilidade, suas versoes densas, bem como as nogoes (o, 3) e pontuais.

No Capitulo 2, desenvolvemos um estudo sistematico das nocoes restritivas de
lineabilidade e espacabilidade. Inicialmente, estabelecemos critérios gerais que explicam a
inexisténcia de resultados positivos em diversos contextos, obtendo importantes resultados
negativos. Em seguida, discutimos condig¢oes sob as quais resultados positivos ainda
podem ser obtidos, destacando o papel da codimensao, da densidade e da existéncia de
sequéncias basicas em espagos de Banach e de Fréchet.

No Capitulo 3, mostramos que o conjunto das funcgoes continuas, integraveis e
ilimitadas em [0, c0) admite estruturas lineares de grande dimensao, inclusive sob a dtica
das nogoes pontuais de espagabilidade, ao mesmo tempo em que evidenciamos limitagoes
fundamentais quanto a (R, ¢)-espagabilidade.

O objetivo geral desta dissertagao é, portanto, aprofundar a compreensao das nog¢oes
restritivas de lineabilidade em espagos vetoriais topologicos, destacando a delicada
interacao entre estrutura algébrica e propriedades topoldgicas, bem como esclarecer os
limites e possibilidades dessas nogoes em contextos abstratos e aplicados.



Capitulo

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados que serao fundamentais
para o desenvolvimento desse trabalho. Alguns deles serdao apresentados apenas por
questoes de completude, haja vista que o intuito deste trabalho nao é retomar os
fundamentos da Teoria Axiomatica de Conjuntos.

1.1 Numeros cardinais

Numeros cardinais sao, de certa forma, uma extensao dos numeros naturais. Neste
contexto, a aritmética cardinal é, pois, uma extensao da aritmética usualmente construida
sobre N. A nocao de numero cardinal e alguns fatos bésicos sobre aritmética cardinal serao
de suma importancia para o entendimento dos conceitos apresentados neste trabalho.

No que segue, se A é um conjunto, entao card(A) denota a cardinalidade de A.

Definicao 1.1 Sejam A e B conjuntos nao vazios. Diremos que:

e card(A (B) se houver uma fung¢do injetora de A em B;

e card(A

< card
> card(B) se houwver uma fungao sobrejetora de A em B;
= card

(4)
(4)
e card(A) (B) se houver uma func¢dao bijetora de A em B;
e card(A) < card(B) se card(A) < card(B) e nao ezistir uma fungao bijetora de A
em B;

e card(A) > card(B) se card(A) > card(B) e nao ezistir uma fungao bijetora de A
em B.

Claramente, se card(A) < card(B) e card(B) < card(C) entao card(A) < card(C).
Os resultados a seguir mostram que as definigoes acima estao de acordo com o que se
esperaria.

OBSERVACAO 1.2 Nao definimos aqui card(A) e card(B) de maneira direta. No entanto,
em breve veremos que card(A) estende a no¢ao de nimero natural e os simbolos <, >,
<, > e = se comportarao, de maneira natural, como esperado.
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Teorema 1.3 card(A) < card(B) se, e somente se, card(B) > card(A).
Demonstragao: Ver [1, Proposition 1.2, p. 1]. |

O primeiro teorema principal nesta secao sera o responsavel por garantir que a relacao
< aqui introduzida define uma relacao de ordem. Sua profundidade pode ser percebida
quando observamos as sutilezas dos argumentos contidos em sua prova.

Teorema 1.4 (Teorema de Cantor—Bernstein—Schroder) Se card(A) < card(B) e
card(A) > card(B) entdo card(A) = card(B).

Demonstracao: Sejam f: A — B e g: B — A fungoes injetoras. A existéncia de tais
fungoes é garantida pela hipétese feita acerca das cardinalidades dos conjuntos A e B.
Para cada n = 0,1,2,..., definamos h,: A — A pondo hy = ids e hy,11 = (go f) o hy,.
Assim, se n > 1, podemos escrever h,, = (go f)", onde (go f)" representa a composi¢ao
de n fatores iguais a g o f. Sabemos que a injetividade das funcgoes f e ¢ implica na
injetividade de h,,. Seja S C A, dado por

S={zeA h"(x)¢g(B), paraalgumn € NU{0}}.

Observemos que, se © ¢ g (B), entdo, tomando n = 0, segue que hy' (z) = = ¢ g(B),
ou seja, z € S. Equivalentemente, se x ¢ S, entdo x € g (B). Por outro lado, notemos
que, dado y € B, se tivermos g (y) € S, entao y € f (A) e ocorre f~!(y) € S. De fato, se
g(y) € S entdo existe n € N tal que h ' (9 (y)) ¢ g (B). E claro que n # 0 e, neste caso,
podemos escrever

b (9(W) = ((go f)o 1) (9(y))
=h (9o ) (9()

i (FH g 9 ()
_ hnll (F ).
Logo, ', ((f~'(y)) ¢ g(B), donde f~1(y) € S Para concluir, definamos H: A — B
pondo H(z) = f(x)sex € Se H(z) = g'(z) se z ¢ S. Notemos que H estd
bem definida, pois g é injetiva e se * ¢ S entdao z € ¢(A), como ja observamos.
Ademais, H é injetiva, haja vista que, dados x1,z2 € A, temos as seguintes possibilidades:
x1,Ty € S (ambos estao em A); 1,12 ¢ S (ambos estdo no complementar de S) ou
x1 € Sexy ¢ S (um estd em S e o outro no seu complementar). Nos dois primeiros
casos a igualdade H (x1) = H (z5) implica x; = 9, devido a injetividade das fungoes
f e de g. No tltimo, tal igualdade implicaria f(x;) = g¢g~'(z2) de onde teriamos
vy = (g7 (12) = h1_1 (arg) Porém, como z; € S, existe n € N U {0} tal que
h,' (z1) ¢ g(B). Logo, h,' (hi" (22)) ¢ g( ), ou seja, h, 1 (z9) ¢ g(B). Isso implica
xg € 5, 0 que é uma contradlgao. Isso conclui a verificacao da injetividade de H. Por
fim, dado y € B, temos duas possibilidades: ¢ (y) ¢ S ou ¢g(y) € S. No primeiro caso,
temos H (g (y)) = g7 (g (y)) = y e, no segundo caso, como observado, temos f~1 (y) € S
e, dai, H(f'(y)) = f(f*(y)) = y. De todo modo, dado y € B, existe x € A tal que
H (z) = y, ou seja, H é sobrejetora. A funcao H é, portanto, uma bijegao e o resultado
segue. |
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De agora em diante, se A for um conjunto, o simbolo card(A) serd chamado de nimero
cardinal (ou simplesmente cardinal). O nimero cardinal card (A) pode ser pensado como
uma classe de equivaléncia de conjuntos, isto é, como sendo a colecao dos conjuntos B
para os quais existe uma bijecao f: A — B.

O numero cardinal card(A) é dito finito, se A for um conjunto finito; caso contrério é
chamado nimero cardinal infinito. Diremos ainda que card(A) é contével se card(A) <
card(N), ocasiao em que o conjunto A é chamado de contavel ou enumeravel.

Para um conjunto finito é claro que card(A) pode ser visto como o nimero de elementos
de A. Em particular, se houver uma bijegao de A para {1,...,n} escrevemos

card(A) = n.
A partir de agora, escreveremos
card(N) = Ry e card(R) = ¢,

e diremos que N tem a cardinalidade “aleph zero” e R possui a cardinalidade do
“continuum”. Por simplicidade os ntimeros cardinais serao denotados por letras gregas
mintsculas. E conveniente definir a cardinalidade do conjunto vazio por zero.

O préximo resultado sobre niimeros cardinais mostra outra propriedade interessante:
quaisquer dois numeros cardinais sao comparaveis. Isso estabelece uma ordenagao total
dos niimeros cardinais.

Teorema 1.5 Se «, 3 sao numeros cardinais entdo o < 5 ou < «.
Demonstragao: Ver [1, Theorem 1.5, p.3]. [ |

O préximo resultado garante que, dado um nimero cardinal «, existe um cardinal
tal que a < #. Em particular, isso garante que existem infinitos cardinais infinitos. Dado
um conjunto A, denotamos por P(A) o conjunto das partes de A.

Teorema 1.6 Para qualquer conjunto A, temos card(A) < card(P(A)).
Demonstracao: Ver [1, Proposition 1.6, p.4]. |

Como era de se esperar, o menor numero cardinal infinito é o N, e isso é afirmado no
préximo resultado.

Teorema 1.7 Se a é um numero cardinal infinito, entao a > Ng.

Demonstragao: Seja M um conjunto qualquer, tal que card(M) = a. Escolha x; € M.
Como M ¢ infinito, existe xo € M \ {z1}. Como M ¢ infinito, existe x5 € M \ {z, z2}.
Prosseguindo deste modo, obtemos uma sequéncia (z,)r>; tal que z; # x; sempre que
i # j. Logo, a funcao de N em M que a cada j faz corresponder z; ¢ injetora e, portanto,
« Z NU- |

Lembremos que a Hipdtese do Continuum (HC) afirma que nao existe um conjunto H
tal que
Ng < card(H) < c. (1.1)
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E bem conhecido que HC é independente dos axiomas padrao da Teoria dos Conjuntos
(geralmente denotados por ZFC, ou seja, a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel
juntamente com o Axioma da Escolha). Assim, quando se diz que estamos assumindo a
HC, na verdade significa que estamos assumindo (como um axioma) que nao existe um
conjunto H que satisfaga (1.1). Por outro lado, se assumirmos a negacao da HC, significa
que assumimos (como um axioma) a existéncia de um conjunto H que satisfaga (1.1).

1.2 Aritmética cardinal

Como ja mencionamos na primeira se¢ao, a nocao de cardinalidade é, de maneira
muito natural, uma extensao da nocao de niimeros naturais. Portanto, um passo natural
que se poderia dar é definir operacoes dentro dos ntimeros cardinais.

Definigao 1.8 Sejam « e 3 numeros cardinais. Definimos:
(1) a+ f:=card(5), onde S =AU B com a = card(A), f = card(B) e AN B = 2.
(17) a-f:=card(P), onde P = A x B, com a = card(A) e § = card(B).

(iii) o := card(C), onde C' ¢ qualquer conjunto da forma

C - HA“

el

com card(l) = f e card(A;) = « para todo i € 1. Equivalentemente, se card(A) = «,
entio o = card(A?), com

Al = {f: f ¢ uma funcio de I em A}.
Dados os nimeros cardinais «;, 5,y > 1, temos:

o a+f3=p0+aq,

(a+B)+v=a+(B+7),
ca-f=0-a,

o (@ B)y=a (8-7),
ea-(B+y)=a f+a-7,
(a-B)Y=a7- B,

o ()t =0af . a7,

° (aﬂ)v — aP = (Oﬂ)@

Além disso, a relacao < é compativel com as operacoes de adicao e multiplicacdo. Mais
precisamente, se a1 < ag e 1 < (3o, entao :
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o a1+ 1 < ag+ P,

o a1 b1 < g o,

° a/fl < OégQ

Também, se a é um cardinal infinito, entao
a—+n=a,
para qualquer inteiro positivo n. O préoximo resultado é uma extensao desse tltimo fato.
Teorema 1.9 Sejam « e 3 nimeros cardinais, com 1 < 8 < « e « infinito. Entao
a+p=a.
Demonstracao: Ver [1, Theorem II.2, p. 6]. |

Corolario 1.10 Se «, 8,7 sao niumeros cardinais infinitos, com a+f5 = v e a < vy, entao

B=n.
O seguinte resultado é uma versao de multiplicagao do Teorema 1.9.

Teorema 1.11 Sejam « e § niumeros cardinais, com 1 < < « e « infinito. Entao
a-f=a.

Demonstragao: Ver [1, Theorem I1.4, p. 7]. |

Corolario 1.12 Se 8 ¢ um cardinal infinito, entao
R - 8= B.

Teorema 1.13 2% = ¢,

Demonstracao: Segue do Teorema de Cantor-Bernstein—-Schréder que é suficiente
mostrar que 2% < ¢ e, reciprocamente, que ¢ < 2%, A funcdao h: R — 22 definida
por h(x) = h,, com h,: Q — {0, 1} dada por

0, sey<ux,
hm(y) =
1, sex <y,
¢é injetiva e, assim,
¢ < 2%,
Por outro lado, a funcao
g: {0, 1} - R
(Oéi) — ZC(Z‘ . 1071',
ieN

¢ injetiva e, portanto, 2% < ¢. [ ]
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Lema 1.14 Se o ¢ um numero cardinal infinito e f € um numero cardinal tal que
2 < B <29 entao
/80[ — 20£'

Demonstragao: Notemos que, como « - & = «, obtemos
29 < g < (2 =2% = 2¢
e assim, a luz do Teorema de Cantor—Bernstein—Schroder, concluimos que g* =2%. W
Teorema 1.15 ¢ = ¢.
Demonstracao: Do lema anterior, como 2 < ¢ = 2% conseguimos
Mo = 2% — ¢

e o resultado segue. |

1.3 Lineabilidade e espacabilidade

Lembremos que um espaco vetorial topoldgico é um espago vetorial com uma topologia
segundo a qual as operacoes de adicao e multiplicagdo por escalar sao continuas. O
“tamanho linear” de um subconjunto em tal espaco, pode ser descrito com as nocoes de
lineabilidade e espacabilidade.

Definicao 1.16 Sejam V um espago vetorial topologico, A um subconjunto ndo vazio de
V e a um numero cardinal. Dizemos que:

(1) A € a-lineavel se AU {0} contém um subespago vetorial de dimensao .
(i1) A € a-espagavel se AU{0} contém um subespago vetorial fechado de dimensdo .

(i1i) A é a-denso linedvel (ou densamente o-linedvel) se A U {0} contém um
subespaco vetorial denso de dimensao .

Sera comum referirmo-nos ao conjunto A simplesmente por lineavel, espagavel ou
densamente lineavel, se o subespaco em questao for de dimensao infinita, mas o nimero
cardinal que denota esta dimensao nao é especificado. Observemos que, se estivermos no
contexto de espacos vetoriais (sem topologia envolvida), entao a nocao de lineabilidade
ainda é valida. O maior numero cardinal « tal que A é a-linedvel pode nao existir. O
préximo exemplo ilustra esse fenomeno.

Exemplo 1.17 Sejam j; < k1 < jo < -+ < g < kpy < Jma1 < -+ inteiros com
kn — jn —= 00 e seja

1=Jm

[e’e) km .
M:= | {ZaiXZ:aieK}.
m=1

km
1=Jm

portanto, M € n-linedvel para todo n mas nao é Ny-linedvel em K[X].

Os conjuntos { a; X" :a; € K}, m € N, sao, obviamente, dois a dois disjuntos e,
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Recentemente, em [8] as nogoes de («, §)-lineabilidade e (o, 5)-espagabilidade foram
introduzidas como uma tentativa de investigar até que ponto resultados positivos de
lineabilidade e espagabilidade permanecem validos quando colocados sob condigoes mais
rigorosas.

Definigao 1.18 Sejam V um espago vetorial topoldgico, A um subconjunto nao vazio de
Ve, a e 8 numeros cardinais onde o < 3. Dizemos que:

(1) A € (a,p)-linedvel se é a-linedvel e para todo subespago a-dimensional W, C
AU{0} existe um subespagco Wy tal que

dim(Wp) = 5 e W, C Wz C AU{0}. (1.2)
Quando V' é munido de uma topologia, duas novas nogoes surgem:

(17) Quando o subespago Wy satisfazendo (1.2) pode sempre ser escolhido fechado em V.,
dizemos que A € (o, B)-espagavel;

(i19) Quando o subespaco Wg satisfazendo (1.2) pode sempre ser escolhido denso em V,
dizemos que A € (a, B)-denso linedvel (ou densamente (o, §)-lineavel).

Notemos que, em particular, (a, #)-lineabilidade (espagabilidade, lineabilidade densa)
implica f-lineabilidade (espagabilidade, lineabilidade densa). Por outro lado, enquanto
(cv, &v)-lineabilidade e a-lineabilidade sao o mesmo conceito, a nogao de («a, a)-espagabi-
lidade (lineabilidade densa) nao coincide com a nogao de a-espacabilidade (lineabilidade
densa).

Nesse mesmo sentido, em [14], a nogao de S-lineabilidade (espagabilidade) pontual foi
introduzida. Posteriormente, em [7], foi introduzido o conceito de (-lineabilidade densa
pontual.

Definicao 1.19 Seja V' um espago vetorial, A um subconjunto de V e [ um nimero
cardinal. Dizemos que:

(1) A é pontualmente (-linedvel se, para todo x € A, existe um subespagco W, tal
que
dim(W,) = e xeW,CAU{0}. (1.3)

Quando V' € munido de uma topologia, temos as sequintes nogoes:

(i7) A é pontualmente [S-espagavel quando o subespago Wy satisfazendo (1.3) sempre
pode ser escolhido fechado em V ;

(i1i) A € pontualmente densamente [-lineavel se o subespaco Wy satisfazendo (1.3)
sempre pode ser escolhido denso em V.

Quando A € pontualmente [-linedvel (espagdvel, densamente linedvel) e dim(V) = £,
dizemos que A € pontualmente maximal linedvel (espagdvel, densamente linedvel).
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E claro que (-lineabilidade (espagabilidade, lineabilidade densa) pontual implica em
(1, B)-lineabilidade (espagabilidade, lineabilidade densa). Diante disso, vale o seguinte
questionamento natural: A reciproca é verdadeira?

Exemplo 1.20 Vejamos que (1, 5)-lineabilidade nao implica em B-lineabilidade pontual.
De fato, seja A =R*U{(1,1,1)} note que, A nio é pontualmente linedvel em R?, porém,
¢ (1,2)-linedvel em R3.

Exemplo 1.21 Vejamos que (1, 5)-espacabilidade nao implica em [-espagabilidade pon-
tual. De fato, sejam E um espaco vetorial normado de dimensao infinita, p1,...,¢0, €
E'\ {0} ee > 0. Facamos,

A={z e E:|pj(x)|<e, j=1,...,n} e M := () ker(p;).
j=1

Notemos que, como M tem deficiéncia finita,

dim(M) = dim(E).

1 o0 o .
Seja v € E'\ ﬂ?zl ker(y;). Como Ea: o Op, seque da continuidade de ¢;, j =1,...,n,

que existe k. € N tal que, se k > k., entao, para todo j =1,...,n,
1
| -
90_] ]f

1

—x € A.

ke
Isso mostra, em particular, que A ndo é pontualmente (1, B)-linedvel, qualquer que seja o
cardinal 8 > 1. Agora, seja F' C E tal que F' C A. Para fins de contradi¢do, suponhamos
que F ¢ M. Sejay € F'\ M. Nesse caso, existe jo € {1,...,n} tal que @;,(y) # 0 e,
portanto,

<e€

logo,

250 ()] > 0.
Isso implica que

i # |z, (y)] = oo
e, consequentemente, existe to € [0,00) tal que to|p;,(y)| > . Mas
to i (W) = [towso ()] = 0o (toy)|

de onde seque que tyy ¢ A, o que € claramente uma contradi¢do. Logo, F© C M. Agora,
sejam 1 < a < dim(E) e W, um subespago de dimensao o contido em A. Pelo que vimos,

WoCM

e, portanto, A € (a,dim(FE))-espacdvel. Em particular, A € (1,dim(FE))-espacdvel. Mas
A nao € pontualmente [-espacdvel.
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OBSERVACAO 1.22 Quando A U {0} € fechado quanto a multiplicacao por escalar, a
no¢ao 3 pontual coincide com a nog¢ao (1,[) correspondente. Até o momento existem
poucos resultados concernentes as nogoes de («, B)-lineabilidade, («, 5)-espagabilidade. A
maioria dos resultados obtidos até o momento mostram a (1,c)-lineabilidade e a (1,c¢)-
espacabilidade de certos conjuntos e nenhuma técnica geral que relacione lineabilidade

e espacabilidade com («, B)-lineabilidade e (o, B)-espacabilidade, respectivamente, parece
ser conhecida.



Capitulo

Um critério geral para uma nocao mais forte

de lineabilidade

Este capitulo é baseado em [7]. Seu principal objetivo é esclarecer a rela¢ao entre as
nogoes ordindrias de lineabilidade e espacabilidade e as nogoes de («, 5)-lineabilidade e
(av, B)-espacabilidade, fornecendo técnicas gerais aplicdveis em diversos contextos.

2.1 Conjuntos («, f)-espagaveis: resultados negativos

Antes de apresentar o principal resultado desta secao, recordemos que, se A e B sao
subconjuntos de um espago vetorial V', entao A é dito mais forte do que B se

A+B={rs+y:x€ Aeye B} C A

Notemos que, se A é mais forte do que B, entao A é mais forte do que BU{0}. Recordemos
também que um F-espago é um espago vetorial topoldgico cuja topologia ¢ induzida por
uma métrica completa e invariante por translagoes.

Teorema 2.1 Sejam a > Ry um numero cardinal e V um F-espaco. Sejam também A e
B subconjuntos de V tais que A € a-linedvel e B € 1-linedvel. Se ANB = e A € mais
forte do que B, entdo A nao é (a, 3)-espagavel, independentemente do nimero cardinal

8.

Demonstracao: Seja d: V x V — R uma métrica completa e invariante por translagoes
que induza a topologia de V. Como B é 1-linedvel, existe v € V' \ {0} tal que

Kv \ {0} C B.

Como A é a-lineavel, existem um conjunto " de cardinalidade a e um conjunto linearmente
independente {v,},.r C V tal que

EN{0} C A,

onde £ = span{v,},.p. Fixemos um subconjunto infinito e enumeravel {a,}n,en C T
Fixado n € N, segue da continuidade da multiplicacao por escalar que, dado € > 0, existe
0, > 0 tal que

d(sv,,,00,,) < €, sempre que |s| < d,.

12
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: 1 .
Em particular, para ¢ = —, se s = En’ entao
n

Dado b € T', seja uy := tpv, + v, onde

n b= 1

—, se b= a, para algum n,
ty=1+ 2

1,  caso contrario.

Como A+ B C A, inferimos que u;, € A para todo b € I'. Como AN B = &, é claro que
{up}per € linearmente independente. Assim, se

M := span{up }per

entdo dim(M) = a. Vejamos que M \ {0} € A. Dado w € M \ {0}, sejam N € N,
(c1,..yeny) € KVA\{(0,...,0)} e by,...,by €T tais que
N N N N N
w =Y cjuy, =y cj(ty,vp, +v) = D (city,vp, + cjv) = D ocity,vp, + D5
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Como {vp}per € linearmente independente e (cq, ...,cn) # (0, ..., 0), obtemos
N N
Y cityoy, € EN{0}C A e > c;v e Kv C BUA{0}.
=1 i=1
Logo,
weA+(BU{0}) C A

1
e M\ {0} C A. Agora, dado £ > 0, seja n € N tal que — < . Como d é uma métrica
n
invariante por translacoes, temos
d(ug,,v) = d(ts, Ve, + v,v)
= d(t4,va, + v —v,0 — V)

= d(ta,Va,,0)

On
=d (311@”, O)

1
< - <e,
n

ou seja, u,, — v e, portanto, v € M. Entretanto, como v ¢ A, concluimos que
M ¢ Au{0}
e, sendo assim, A nao é (a, #)-espagavel, independentemente do cardinal 5 > «. |

Corolario 2.2 Sejam o > Ny e 8 numeros cardinais, X um espaco de Banach ou um
espago p-Banach (p > 0) e Y um subespago nao trivial de X. Se X \Y € a-linedvel, entdo
X\ Y ndo é (a, 5)-espagdvel.
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Demonstracao: Facamos A = X \Y e B =Y. Entao A é a-linedvel, B é 1-linedvel,
A+ B C Ae AN B = J e, nestas condigoes, o resultado segue do Teorema 2.1. |

Sabemos de [9] que o conjunto N'D [0, 1] das fungbes continuas f: [0,1] — R que nao
sao diferencidveis em nenhum ponto é c-espagavel em C [0, 1]. A seguinte consequéncia do
resultado anterior mostra que tal conjunto nao é («, ¢)-espagével, independentemente do
cardinal o > N.

Corolério 2.3 Sejam a > Ny e 8 um nimero cardinal. O conjunto N'D[0,1] ndo é
(c, B)-espagdvel.

Demonstracao: Fazendo A = ND[0,1] e B = {f € C[0,1] : f é diferencidvel}, notemos
que,
ANB=g e A+ B C A.

Se Ng < a < ¢, como A é a-linedvel, o resultado segue do Teorema 2.1. Se a > ¢ o
resultado ¢ imediato. [

Seguindo as linhas de [3], mostraremos agora que L,[0,1] \ J
c-espagavel em L,[0, 1].

L,[0,1], com p > 0, é

q>p

Teorema 2.4 L,[0,1]\ U,.,L,[0, 1] € espagdvel para todo p > 0.

Demonstracao: Vamos primeiro considerar a seguinte representagao do intervalo
semiaberto [0, 1) como uma uniao disjunta de intervalos:

0,1)=1[0,1—1/2)U[1—1/2,1—1/4)U[1 —1/4,1—1/8)U--- = [j[n,

onde I, := [a,,b,) = [1 —1/2"71 1 — 1/2"). Notemos que, para todon € Ne todo z € I,,,
existe um unico ¢, € [0,1) tal que

r=(1—1t,n)a,+ by,

Agora, dado p > 0, fixando f € L, [0,1]\ U,-,Lq [0, 1], definamos a sequéncia de fungdes
(fu)ory, com f,: [0,1] — R, da seguinte forma:

f(ten), sex€l,,
fn(z) =

0, caso contrario.

A ideia geométrica é reproduzir o grafico de f no intervalo [,. Notemos que, por
construcao,
1fallz, < IIfllz,,  paratodon € N.

Ademais, as fungoes f, sao linearmente independentes (pois possuem suportes disjuntos)
e
span { fu} ey © Ly [0, 1]\ U Ly [0,1].

>p
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Isto nos diz, em particular, que L, [0, 1]\ U,-,Lq [0, 1] é Ro-linedvel. Para conseguir o que
queremos, a estratégia é definir um operador linear continuo e injetivo T': F' — L, [0, 1],
em que F' é um espaco de Banach, tal que m N L,[0,1] = {0} para todo ¢ > p. Isso
deve provar que Ly, [0, 1]\ U, Lq [0, 1] é espagdvel. De fato, se (a;)72,; € £, onde

1, sep>1,
p, sel<p<l,

entao

S
(o .:lH < 0.
S

oo
> lowfally, = X lonl" I1fall, < 3 loul* 1713, = 141,
n:

n=1 n=1

Como L, [0,1] é um espago de Banach para p > 1 e um espago quasi-Banach para
0 <p<1,segue que Y >~ a,f, € L,[0,1] e, portanto,

T: 0, — L,[0,1]
@)% = T ((@)5,) = Saut,

¢ uma aplicagdo bem definida e claramente linear. Suponhamos que >~ a,f, = 0
Dado k € N, se x € I}, entao

anfi () = ianfn () =0

e, como cada f, # 0, concluimos que oy = 0. Portanto, o operador linear T é injetor e
T (¢s) é um subespago vetorial de L, [0, 1] tal que

dim (T (4,)) = dim (£,) = «.

Notemos que, neste momento, fica estabelecido que L, [0,1] \ U,s, Lq [0,1] é c-linedvel.
Seja T (£s) o fecho de T (£,) em L, [0, 1]. Provaremos que T (¢,)N L, [0,1] = {0} para todo
)z, € b (k €N)

S~

q > p. De fato, seja g € T () \ {0}. Entao, existem sequéncias (o
tais que
g = Jim T((f")2)  em L, [0,1].

Q;
k—o0

Assim,

(k) . (x) —g(x)| dx=0.

lim
k—o0 0

Em particular, isso implica em

1/2
lim
k—o0 0

p
ol fi () = g ()| dz =0,
A menos de uma subsequéncia, obtemos

klim ozgk)fl () =g¢g(x), para quase todo = € [0,1/2).
—00



2.1. Conjuntos (a, §)-espagaveis: resultados negativos 16

Claramente, o conjunto S = {z € [0,1/2) : fi (z) # 0} nao possui medida nula. Deste
modo, dado ' € S, obtemos

. k) g (') _
dm oy =y =170

0 que nos permite concluir que
g(z)=nf(x) para quase todo x € [0,1/2),
o que mostra que g ¢ L, [0,1/2] (independentemente do ¢ > p), finalizando a prova. W

Como consequéncia do Teorema 2.4, se considerarmos X = L,[0,1]e Y =
no Corolario 2.2, obtemos o seguinte:

L,[0,1]

q>p

Corolario 2.5 Sejam a > Ny e f um numero cardinal. Para p > 0, o conjunto
Ly[0, 1]\ U5, L4l0, 1] ndo € (a, B)-espagdvel.

Apenas por uma questao de curiosidade, apresentamos uma demonstragao construtiva
do Corolario 2.5.

Teorema 2.6 Seja p > 0. O conjunto Ly[0,1]\ U, Lq[0, 1] ndo € (No, ¢)-espagdvel.
Demonstracao: Seja

1/2,1) = U1,

onde I, = [an,b,), a, =1—1/2" e b, =1 —1/2""!. Para cada x € I, existe uma tnica
tzm € 10,1) tal que
r=(1—1tyn)an + tznbn.

Seja f € Lp[0, 1]\ U,>,Lq[0, 1]. Para cada n € N, seja f,: [0,1] — R a fungao dada por

1, se x € [0,1/2),
fo(x) =< f(ten), sex€l,,
0, sex ¢ I, U[0,1/2).

E facil observar que f, € L,[0,1], para todo n € N. Além disso, se ¢ > p, denotando
o comprimento do intervalo I,, por |I,,|, n € N, e fazendo uma mudanga de varidveis,
concluimos que

1 1
/|fn|" d:cz/ £l da;+/ il da:=—+/ ful? do
0 [0,1/2) [1/2,1] 2
1 1
— 5Ll [ 1 de = .
> )

Assim, f, € Ly[0,1] \ U,,Le[0,1] para cada n € N. Notemos que {fi, fz,...} ¢
linearmente independente. De fato, sejam ay, as, ..., a,, escalares tais que

arfr +agfo+ - 4 amfm = 0.
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Para cada k = 1,...,m, seja x € I; tal que f (x) # 0. Por isso,

ap fe(zr) = (anfr +asfo+ -+ amfm) (xx) =0

e assim a = 0. E também simples ver que

WAAL0} € Lp[0, 1]\ U Lg[0, 1],

q>p

onde W = span{f, : n € N}. Finalmente, denotando por x[o,1/2) & funcao caracteristica
em [0,1/2), obtemos

1
= xoaml= [ ool = [ 167 =15l [ 17 =50
[071} In 0

Logo, W nao pode ser um subespago fechado contido em L,[0,1] \ U,.,Lq[0,1], pois

X[0,1/2) € W e, como Xp0,1/2) & Lp[0,1]\ Uq>qu[0, 1], a prova segue. [ |

OBSERVACAO 2.7 Notemos que, se V € um espaco vetorial topologico e A € um
subconjunto proprio de V que é densamente a-linedvel, entdo A nao pode ser («,[3)-
espacavel para qualquer > «.

Dizemos que um subespaco F' de um espaco de Banach X é quasicomplementado em
X se é fechado e existe um subespago vetorial fechado G de X tal que FNG = {0} e F+G
é denso em X. Em [12], Lindestrauss perguntou se ¢ é ou nao quasicomplementado em
l+ €, em [16, Theorem 1.7], Rosenthal respondeu afirmativamente a este questionamento.
Mais geralmente, todo subespago separavel de £, é quasicomplementado em /... Portanto,
se F' = ¢ ou ¢, entdo ly, \ F' é c-espagével.

O préximo resultado foi extraido de [15, Proposition 1.5].

Teorema 2.8 (Papathanasiou) Seja X um subespaco vetorial denso de lw,. Entdo
dim (X) = c.

Demonstracao: Notemos que, se X = /., entao X deve ser um subespago de dimensao
infinita. Assim,

Ng < dim (X) < dim/, = c. (2.1)
Seja
H = {(z,),~, : &, € {0,1} para todo n € N}.

Para fins de contradigao, suponhamos que H seja enumeravel e consideremos uma
enumeracao

H = {x(l) z® ...,x(k),...}

de H, onde ) = (;,,,)°°,. Se © = (x,,)0",, entdo z # z® para todo k € N e, no
entanto, x € H. Logo, H é nao-enumeravel. Considerando as fungoes fig: H — [0, 1]
definidas, respectivamente, por

Fladz) =S5 e gl =X
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observamos, sem dificuldades que f é sobrejetora e g é injetora. Logo, do Teorema de
Cantor-Bernstein-Schroder,

card (H) = card ([0, 1]) = ¢.

E facil ver que, se z,y € H e x # y, entdo ||z — Y|l = 1. Sendo assim, as bolas abertas
B(2,1/2) C ly, com z € H, sao duas a duas disjuntas. Consequentemente, se B é a
colecao destas bolas, entao

card (B) = card (H) = ¢.

Como todo subconjunto denso de /., devera ter pelo menos um elemento em cada bola
de B, concluimos que, se £ é um subconjunto denso de /., entao

card (E) > . (2.2)

Para fins de contradigao, suponhamos que dim (X) < ¢. Sejam C' = {v; : i € [} uma base
normalizada de X e D a colecao das combinacoes lineares finitas de elementos de C' com
coeficientes em Qg. Sejam a € l,, e € > 0. Segue da densidade de X em /., que existe
r € X tal que

9
o - alo < 5.

Sejamn € N, 4y,...,1, € [ e aq,...,q, € K tais que

T = QU + -+ apv;,.
Da densidade de Qg em K concluimos que, para todo j = 1,...,n, existe 3; € Qk tal que
€
. — . < e
’a] BJl 2n
Dai, se g = f1v;, + -+ + Bpv;,, entao g € D e
|z = 2ol = [[(a1 = Br) viy + - + (= Bn) Vin |l

<lon = Billlvialle + -+ + lan = Bal l[oi I,

= lon = Bil + -+ + [an — Bal

€ 5 39
— e — = —

<o o 2

e, consequentemente,

9 £
7 = all < 1o = woll oo + 1 = all < 5+ =

isto é, D é denso em /.. Agora, para todon € Nseja D,, a colecao de todas as combinacoes
lineares de n elementos distintos de C' com coeficientes em Q. Entao a correspondéncia

. . n n
a1V, + -+, € Dy (a0 iy, i) € Q X
é, claramente, uma bijecao e, portanto,

card D,, = card(Qg x I") = card(Qf) - card (I") = N, - card (/) = card (1) .
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Agora, uma vez que

inferimos que
card (D) = card ( U Dn> < card (H Dn) = card (™) = card (I) <,
n=1
contrariando (2.2). Logo,
dim (X) > c. (2.3)
De (2.1) e (2.3), o resultado segue. |

Como consequéncia imediata do Teorema 2.8, do Corolario 2.2 e do fato de ¢ e ¢
serem quasicomplementados, temos:

Coroldrio 2.9 Se F = ¢y ou F = ¢, entao s \ F nao é (o, 5)-espagdvel se o > Ny.

2.2 Conjuntos («a, f)-espagaveis: resultados positivos

Sejam V um espaco vetorial e W um subespaco de V. A codimensao de W em
V', que representamos simbolicamente por codim (W), é a dimensao do espago quociente
V/W, isto é,
codim (W) = dim (V/W) .
Dadov e V,sejav ={z eV :x—veW}eV/W. Vejamos que, se {z; :i € [} CV
é tal que {7;:i €1} é uma base de V/W e {w;:j € J} é uma base de W, entdo
B={z;:1el}U{w;:je J}éumabasede V.

e BgeraV. Dadov eV, sejamm € N, iy,...,i,, €[ e aq,...,q, € K tais que
m m
U= 0T, = Y, 0T,
r=1 r=1
Entao, v — > a,x;, € W e, consequentemente, existem n € N, ji,....j, € J e

B1,. .., Bn € K tais que
m n
U= Zarxir = ZBSsz'
r=1 s=1

Logo,
v= Y .z, + Y [wj €span(B).
r=1 s=1
e B ¢ linearmente independente. Sejam m,n € N, iy,...,%, € I, j1,...,Jn € J €

A1y O, P,y ..., Bn € K tais que
m n
doopxi, + > Bsw;, = 0.
r=1 s=1

Entao

_ m n
0= > oz, + > Bswj,
r=1 s=1
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NIE

n
Oérfir + Z/Bssz
1 s=1

T

NE

Oérfir

Il
—

T

e, como {T;,,...,T;, } é sabidamente, linearmente independente, concluimos que a; =
-+ = ay, = 0. Logo,

Zﬂssz = 0
s=1

e, como {wj,,...,w;, } também é, sabidamente, linearmente independente, inferimos que

Bi=--=B,=0.
Seja M = span{z; : i € I'}. Entao

dim (M) = codim (W) e V=W+M.

Seja v € M N W. Entao existem m,n € N, iy,....0, € I, 71,...,9, € J e
A1y y O, B,y ..., B € K tais que

m n
Zarwir =V = Z/Bsw]s
r=1 s=1

Daqui,
m n
doarmi, — Y Baw;, =0
r=1 s=1

e, consequentemente, do que estabelecemos acima, a; = - =, = 1 = -+ = 5, = 0,
de onde extraimos que v = 0 e que

V=WaoM.

Assim, a codimensao de um subespaco pode ser entendida como sendo a cardinalidade
daquilo que foi preciso acrescentar a uma base do subespaco para estende-la a uma base
do espaco.

Dizemos que um espacgo vetorial topolégico V é de Fréchet se é localmente convexo,
metrizavel e completo. Um resultado classico devido a Wilansky e Kalton afirma que, se
W é um subespaco fechado de um espago de Fréchet V| entdo V \ W é espagdvel se, e
somente se, codim (W) > Ng. Wilansky estabeleceu o resultado para espagos de Banach
e Kalton observou que o mesmo argumento vale para espagos de Fréchet (ver [17, p. 12]).
Este resultado é apresentado em [10, Theorem 2.2] da seguinte forma:

Teorema 2.10 Se W ¢ um subespaco vetorial fechado de um espaco de Fréchet V', entao
V\W € espagdvel se, e somente se, codim (W) > Ny.

Nesta secao, apresentaremos uma extensao desse resultado. Mostraremos que, se W
é um subespaco fechado de um espago de Banach V' que possui uma sequéncia bésica

regular e V' \ W é Ry-linedvel, entao

V\ W é (a, 5)-espagavel se, e somente se, a < Ny.
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Em particular, isto assegura que ly \ ¢ € lo \ ¢ s@0 (a,¢)-espagdveis se, e somente
se, a < Ng. Comecamos lembrando alguns resultados referentes a base de Schauder e
sequéncia basica.

Defini¢ao 2.11 Uma sequéncia (2,)5°, em um espa¢o de Banach X €é uma base de
Schauder para X se para cada x € X existe uma tnica sequéncia de escalares (0u,)
tal que x = Y 7 o,x,. Mais geralmente, uma sequéncia (x,)32, em um espago de

Banach é uma sequéncia béasica se é uma base de Schauder para span{z, : n € N}. Uma
sequéncia basica (1,)5, em um espago de Banach é dita regular se inf {||z,|| : n € N} >

0.

E imediato que, se (x,),-; é uma sequéncia bésica em um espago de Banach X, entao
{z,, : n € N} é linearmente independente.
Agora, apresentaremos alguns lemas que serao utilizados em resultados subsequentes.

Lema 2.12 Sejam V um espaco de Banach de dimensao infinita e W um subespago de
V' de dimensao finita. Entdo, dado ¢ € (0,1), existe v € V tal que |[v]| =1 e

lw + dof| = (1 =€) [Jw]]
para todo (\,w) € K x W.

Demonstracao: Seja Sy a esfera unitaria de W. Por se tratar de um subconjunto
fechado e limitado de um espaco vetorial normado de dimensao finita, Sy é compacta.
Assim, dado € € (0, 1), podemos encontrar um conjunto finito {ws, ...,w,} C Sy tal que

SW C U Bs(wk),
k=1

onde, para todo k = 1,...,r, B.(wg) é a bola aberta de centro wy e raio e. Seja V' o
dual topoldgico de V. Segue do Teorema de Hahn-Banach que existem wj,...,w. € V'
tais que, para todo k = 1,..,r, |Jwi] = 1 ¢ wi(wx) = 1. Como V tem dimensao

infinita, (,_, ker (w},) é um subespaco nao-trivial de V. Fixemos, um vetor unitario
v € (_, ker (w},). Dado w € W'\ {0}, existe k € {1,...,r} tal que

w
H__wk <
[w]
Para todo A € K, temos
|w + Av| w Av
= -
[[w]] [wl[ o]
w
- ( W) (1)
|| I |
> Wy
|| HH
> ——i—wk — €
[Jw]
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| ‘ AVl
el
i (e + )|
> lw, |we +—— ]| —¢
]|
A,

— &

_ \wuww b re)

= |wy, (w)| — ¢

=1—e.

Portanto,
Jw+ Mol = (1 —e)[Jw],

para todo w € W\ {0} e todo A € K. O caso w = 0 é imediato.

Lema 2.13 Seja (¢)52, a sequéncia definida por
-1
108 k1
Er = — + z 10] .
9 =0

L 1

l—ep) t=2——.
f-e0 =2

Entao, para todo n € N,

Demonstragao: Notemos que, para todo k£ € N, temos

1

T
?+1+10+102+~~+10k—1
B 1
C949-104---4+9- 105 4+ 10*

9
9

T 94910+ ---+9-101 + 0%

Logo,
9 10

loe =1— 2 ==
°1 19 19

e, se k > 2, entao
9

C949-10+---+9- 1051 4 10k
949104 ---+9-10"1+105 -9

1—8k:1

9+9-10+---4+9-10*1 + 10~
9104 +9- 105 + 107
94910+ ---4+9- 1051 4 10+

Portanto,

(2.4)
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1 949-10+---+9-10"" 410
l—er 9-10+9-102+---+9-10k1 4 10*
108491014 +9-10+9
- 10F 49101+ 4910
sempre que k > 2. A fim de estabelecermos a igualdade desejada, mostraremos que,
equivalentemente,

n 9 9
1 — I T T 2.5
para todo n € N. Para n = 1, segue de (2.4) que
19 9
l—e)t=—==1+4+—.
I=e) =15 =1+ 5
Supondo que (2.5) vale para um certo n, observamos que
n+1 1 1 n 1
[TA—e) =0 —cp1) [T(L—er)”
k=1 k=1
10" +9-10"+---+9-10+9 9 1
= I+ =+ +—=
10+t +9.10"+---4+9-10 10 107
B 10" 4+9-10"+---4+9-10+9 10" +9-10"t+..-+9-10+9
~10(10" +9- 10" +--- +9-10+9) 10m
10" 910"+ +9-10+9
B 10 - 107
10" 4+ 910"+ - 4+9:-1049
- 10n+1
=1+ ) + -t ) + )
10 10m 107+
e, portanto, a igualdade é verdadeira para todo n € N. [
Lema 2.14 Sejam V um espago de Banach de dimensao infinita e {vy,...,v,} CV um

conjunto linearmente independente de vetores normados. Entao V' contém uma sequéncia
basica (ug)52, tal que vy = uy para todo k =1, ....n.

Demonstracao: Seja W; = span{vy,...,v,}. Definamos uj, = vy, paratodo k =1,...,n.
Seja (€,,),—, como no Lema 2.13. Segue do Lema 2.12 que existe u,+; € V tal que
[tnia]| =1 e

[w 4+ Mg || = (1 — &) [Jw]

para todo w € Wy e A € K| isto é,

n n
Do + A || > (1 —e1) || D0 A
k=1 k=1
sempre que A\, Ay, ..., A\, € K. Definamos, Wy = span{uy, ..., u,11}- A luz novamente do
Lema 2.12, existe u,4o € V tal que [[u,4o]| =1 e

[ + At o] = (1 = &2) [|w]]
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para todo w € Wy e A € K| isto é,

n+1 n+1
Do AkUg + Aol > (1 —e2) || D0 A
k=1 k=1
sempre que A\, Aj,...,A\,p1 € K. Repetindo este processo, conseguimos uma sequéncia

(ur)s2, em V, com ||ug|]| = 1 para todo k € N, tal que, para todo N > 1 e qualquer
sequéncia (A\y)7=Y de escalares, temos

n+N-—1

Z AU,
k=1

n+N

Notemos que, aplicando a desigualdade (2.6) recursivamente, inferimos que, para todo
m € N

n+N-—1 m+1 1 n+N+m n+N+m
> Mgl < TT (X —engn—1)” Doodkuk|| <20 D0 Newgl|,
k=1 k=1 k=1 k=1
para todo m € N. Em particular,
s t
Do Aeuk|| <21 D0 Aul] (2.7)
k=1 k=1

para todo t > s > n. Agora, suponhamos que s < r < n. Como a correspondéncia
n n
Zakuk — Z |Oék;|
k=1 k=1

define uma norma em W, e, duas normas sao sempre equivalentes em espacgos de dimensao
finita, existem L, M > 0 tais que

k=1 k=1 k=1
Portanto,
k=1 k=1 k=1 k=1

Combinando as desigualdades (2.8) e (2.9), obtemos

t
> Ak

k=1

> Ak

k=1

<2M

I

para todo t > n. Finalmente, por (2.7), (2.8) e (2.9), concluimos que, em geral, se r, s € N
sao tais que s < 7, temos

k=1 k=1

Y

para uma certa constante C'. Logo, do Critério de Banach-Grunblum (ver, por exemplo,
[4, Teorema 10.3.13]), (ux)52; é uma sequéncia bdsica. |
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sequéncia (t(nk)):il de (t(”))zozl et € ly tal que

Lema 2.15 Seja (t(”))zo_l uma sequéncia limitada em lo. FEntao existem uma sub-

lim ¢™) = ¢.
k—o00
Demonstracao: Seja L > 0 tal que
Ht(”)HOO < L para todo n € N. (2.10)

Fazendo (™ = (tgn));?‘;l, segue de (2.10) que, para todo n € N,

£

<)l <z

e, portanto, (tgn));’le ¢ uma sequencia limitada de escalares. Sendo assim, existem um

subconjunto infinito Ny = {n;; <njo <---} C Net; € K tais que

Segue também de (2.10) que, para todo n € N,

£

<[ <L

e, portanto, (té"’)neNl ¢ uma sequencia limitada de escalares. Deste modo, existem um
subconjunto infinito Ny = {ng; < mngs < ---} C Nj e t3 € K tais que

lim 5" = t,.
n€Ny

Prosseguindo deste modo, obtemos uma sequéncia (N;)7°, de subconjuntos infinitos de
L o . 00 = .
inteiros positivos e uma sequéncia (tj)j:1 de escalares tais que, para todo j € N,

Njt1 ={njp11 <njp2<---}C{nji <njp<---}=N;

lim ¢ = ¢.
nen, 4

Seja N* = {n;; < ngs <nss < ---}. Notemos que

NGO N
g " =

Ademais, segue do Teorema da Conservagao do Sinal que |¢;| < L para todo j e, portanto,

[o¢] A~ .
t = (t)) -1 € (. Como uma sequéncia em /., converge se, e somente se, converge
coordenada a coordenada, segue que lim t™ = ¢. [ |
neN*

Para a conclusao do proximo resultado, lembremos que, se T: X — Y é um
isomorfismo linear entre os espacos de Banach X e Y e (z,),.; é uma sequéncia bésica
de X, entao (T (x,)),—, é uma sequéncia bésica de Y (ver, por exemplo, [4, Teorema
10.3.11))
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oo
n=1’

Lema 2.16 Sejam X um espago de Banach e () (un),”, sequéncias em X tais que

o0
(z,,).2, € sequéncia bdsica e Y ||u,|| < co. Seja y, =, + uy,. Suponhamos que
n=1

o0

thy, =0&1,=0 para todo n € N.

n=1

Entao (yn),—, € uma sequéncia bdsica.

Demonstracao: Notemos que, dado t € £,

D
Z lnn,
n=1

< 5% ltatall = 3 6]
< Sl ol = (5 ) el < o 211)
n= n—=

Dai, sendo X um espago de Banach, concluimos que a sequéncia (t,u,),, é somavel e,
portanto, é bem definida a aplicagao

Sl — X
b S (1) = b,
n=1

E evidente que S é linear. Além disso, a desigualdade (2.11) assegura a continuidade de

S. Seja (t(”))zozl uma sequéncia em £, tal que

sup{Ht(”)Hoo ‘n € N} < 00
e, denotando t™ = (t{) | para todo k € N,

lim £ = 0. (2.12)

n—00

A condicdo (2.12) assegura que lim ¢ = 0 e, portanto, da continuidade de S,
n—oo

lim S (t") = 0.

n—oo

Sejam E = span{z, :n € N} e (f,),~, uma sequéncia em E’ tal que, dados m,n € N,
Jn () = 6, (onde 0y, € 0 delta de Kronecher). Seja x € E. Entao existe uma tnica
sequéncia (ay)r-, de escalares tal que

(o]
T =) QpTg.
k=1

Assim, dado n € N,

(@) = fo (éakmk> - éak fo (@) = an.
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Seja a = inf ||z,||. Como (x,) ”, é uma sequéncia bésica regular, inferimos que a > 0 e,
o0

como Y agxy converge, deduzimos que oy, z,, — 0. Logo,
k=1

|an| ||17n|| = Hanxnn — 0

e, como

0 < fay| — luda _ ol ]
a a

segue do Teorema do Confronto que «,, — 0. Assim, é bem definida a aplicagao

RZE—>CO
z = R(z) = (fu ()5l = (an)yly -

E evidente que R ¢ linear. Sejam G (R) o gréfico de R e (z,y) € G (R). Neste caso, existe
uma sequéncia (x,, R (z,)) em E X ¢y tal que

lim (x,, R (z,)) = (z,y) .

n—oo

Como (relativamente a topologia produto) convergéncia em E X ¢y implica em convergéncia
coordenada a coordenada, concluimos que

lim z, =2 e lim R (z,) =y.
n—oo n—oo
Denotando y = (yx),—,, segue da continuidade dos funcionais f, e do fato de que

convergéncia em ¢y implica em convergéncia coordenada a coordenada que

ap — Yp = ag — lim oz,(cn)

= fi (2) —limfk( (™)
= lim [fk (x )}
= lim [fk (x — )}
| i (5 — 0)| =
ou seja, R(z) = y e (x,y) € G(R). Logo, G(R) é um subespago fechado de E X ¢y

e, sendo assim, a luz do Teorema do Grafico Fechado, o operador linear R é continuo.
Portanto, é também continuo o operador linear

ZL’
T

T=1I+SoR.

Notemos que, dado = € F,

[ee]
= > Ty + Zakuk
k=1 k=1
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=Y oy (Tp +up) = D agls.
k=1 k=1

Segue da hipdtese que

T($>:0<:>’;104k:yk:0<:>04k:0<:>$:0

s e . . o0 A .
e, portanto, o operador T' ¢é injetor. Agora, seja (z,),., uma sequéncia em E tal que
|T (2,)]] — 0. Para fins de contradi¢do, suponhamos que exista ¢ > 0 tal que ||z,| > ¢
para todo n € N. Suponhamos inicialmente que

sup {||R (z,)|| : n € N} < 0. (2.13)

Segue entao do Lema 2.15 que, a menos de subsequéncia, podemos supor que existe t € £,
tal que
R (z,) —t. (2.14)

Da continuidade de S segue, entao, que
S(R(z,) — S(t) € X.

Assim,
2n =T (2,) — S(R(2,)) = =5 (¢) (2.15)

e, consequentemente, S (t) € E, z, + 5 (t) — 0 e, da continuidade de R,
R(z,)+ R(S(t)=R(zn+S(t) —0 (2.16)
em (. De (2.14) e (2.16) concluimos que
t+R(S(t)=0
de onde extraimos que
0=S{t+R(S()=SEt)+S(R(S())=T(S(1)).

A injetividade de T assegura que

S () = 0. (2.17)

De (2.15) e (2.17),
lim z, = 0,

contrariando a hipétese de que ||z,|| > €. Se
sup {|| R (zn)[| : » € N} = o0,
a menos de subsequéncia, podemos supor
lim || R (2| = oo,

. N . —1 oo s~ . 7
considerar a sequéncia (||R (z,)||” 2.), _, e obter uma contradi¢ao similar. Logo, T' é um
. . n=1 o0 , ~ . , ’ .
isomorfismo sobre sua imagem e, como 1" (x,) = Yn, (Yn), ., € uma sequéncia basica. W

Agora, podemos partir para o resultado principal dessa secao.
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Teorema 2.17 Sejam V um espaco de Banach de dimensao infinita e W um subespaco
vetorial fechado de V. Se codim (W) > Wy, entao V \ W € (n,c)-espagdvel, para todo
n € N.

Demonstracao: Seja Z um subespaco de V tal que
dm(Z)=n e Z\{0}CV\W.

Seja ainda {vy,...,v,} uma base de Z. Como W é fechado, o espago quociente V/W é
um espaco de Banach quando munido da norma

I-llyw: V/IW =R
0= vl = nf{{lv —w| - w e W},

onde 7 denota a classe de equivaléncia de v € V. Seja (yr)52; uma sequéncia bdsica
regular em W. Para todo ¢ =1,...,n, seja

O it ) (2.18)
[[03lv/w
Vejamos que {Z;,...,T,} é linearmente independente. Com efeito, sejam Aq,..., A\, € K
tais que
i=1
Entao

|

I
M=
>

(HwHWW)
(Amww)

s
I
—

Il
||M: ||M: ||M:

— Vi — Y =i
||U | i= 1HUz‘||V/W '
Ai
||Uz||V/W
=227= Y
i=1HUiHV/W

Isso implica que
n

AN

v, e WnNZ={0}
i= 1HUZ||V/W

e, como {vy,...v,} é uma base de Z, concluimos que

A =0, para todoi=1,....,n.
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Usando o Lema 2.14, obtemos uma sequéncia basica normalizada (7x)52, em V/W com
T1, ..., @, como em (2.18). Como ||Zk|y, y, = inf{[|z) — w|| : w € W}, para todo k > n,
existe wy € W tal que

_ 1 —k
ek — wi]] < ||£Bk||V/W+ﬁ=1+2 )
Sejam

|0k llvywk, se k <n,
U ‘=
27F(z), — wyg), sek>n,

~ .
e (ar)52, uma sequéncia em K tal que

ak(yk + Uk) =0. (2.19)
k=1
Entao, em particular
Tim Jay] s+ uel) =0 (2.20)

Como (yx)?2; é uma sequéncia bésica regular, existe um L > 0 tal que [|yx|| > L para
todo k € N. Assim, se k > n, entao

1 1 o0
o+l > Dol =l 2 £ = o (14 5 ) =5 2.0 (2:21)
De (2.20) e (2.21) concluimos que
kh_}rgo ar = 0. (2.22)
A desigualdade
S olull= X 2@ —w)] < X 27F1+27F) <0 (2.23)
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

combinada com (2.22), nos permite concluir que >~ ayuy converge absolutamente e,
portanto, converge. Por conseguinte, de (2.19), obtemos

x o
Zakyk = _Zakuk~
k=1 k=1

Consequentemente, > o~ apur € W. Assim,

_ 0 n 0 0 0 A
0= Zakﬂk = Zakﬂk + Z ARl = Zak”EkHV/WEk + Z ap2” "Ty
k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
e, como (Ty)%2; é uma sequéncia bésica em V/W, segue que
ar =0 para todo k € N. (2.24)

Por (2.23) e (2.24) podemos invocar o Lema 2.16 para concluir que a sequéncia (yx+ug)5
¢ uma sequéncia basica em V. Definindo F' = span{yi + us},cy, mostraremos que
F\{0} cV\W. Sev e WnNF, entao existem escalares ¢ tais que

v="> cx(yr + ug)
=1
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oo o
= Yy + D Cliy
k=1 k=1

k=1
= e (Imell g 7275
k=1

_ (chumuww > 2) %
k=1

k=n+1

o0
= > dpTy
k=n-+1

onde,

cilltkllvyw, se k <mn,
k=
27k, se k > n.

Como (Ty)52, ¢ uma sequéncia basica em V/W, segue que dy = ¢ = 0, para todo k € N
e, portanto, v = 0. Assim, W N F' = {0}, isto é,

FA\{0} cV\W

Como, para todo k € {1,...,n},

_ _ Uk — Yk
Yr + up = Y + [|Vkllvywzr = yr + ||U1<:||V/W¥ =Yk + Uk — Yk = Uk,
[0k lvyw
inferimos que Z C F e o resultado segue, pois dim(F') = . [ |

O proéximo resultado é consequéncia do Corolario 2.2 e do Teorema 2.17:

Corolario 2.18 Se W é um subespaco fechado de um espago de Banach V' e codim(W) >
Ny, entao
VAW € (a,c)-espagdvel se, e somente se, o < Ng.

Demonstragao: O Teorema 2.17 assegura que V\W é (a, ¢)-espagavel, para todo o < Ry.
Por outro lado, o Coroldrio 2.2 garante que, se 8y < o < ¢, entdao V' \ W néao é («,¢)-
espagavel. [ ]

Corolédrio 2.19 Seja F = ¢ ou F = ¢q. Entao, o, \ F' € (, c)-espagdvel se, e somente
se, a < N.

Demonstracao: Os subespacos ¢j e ¢ sao ambos fechados e possuem codimensao infinita
em /... Portanto, se pegarmos V = (., e W = ¢y ou ¢ no Corolério 2.18, concluimos que
tanto fo \ ¢ quanto £, \ ¢y s@o (a, ¢)-espagaveis se, e somente se, o < N;. |
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Alternativamente, o Corolario 2.19 pode ser obtido pela substituicao do Corolério 2.2
pelo Corolério 2.9 na demonstragao do Corolério 2.18.

O proximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 2.17 e do fato de que
V\W é pontualmente c-espagavel se, e somente se, é (1, ¢)-espagavel (ver Observagao 1.22).

Corolario 2.20 Sejam V' um espago de Banach de dimensao infinita e W um subespaco
vetorial fechado de V. Se codim(W) > Ny, entdao V \ W ¢é pontualmente c-espagdvel.

2.3 Lineabilidade densa

Esta secao é dedicada a investigagao da nogao de («, §)-lineabilidade densa. Iniciamos
apresentando um lema técnico que sera utilizado para estabelecer um resultado devido a
Bernal-Gonzélez e Cabrera (ver [2, Theorem 2.5]).

Lema 2.21 Sejam V um espago vetorial de dimensao infinita e W um subespago de V.
Entao V\ W € linedvel se, e somente se, codim (W) > N;.

Demonstracao: Se V' \ W é lineavel, entao existe um subespago M C (V' \ W)U {0} tal

que dim(M) > Wg. Seja {v; : i € [} uma base de M. Como M NW = {0}, concluimos
que U; # 0 para todo i € I. Sejamn € N, 4y,...,i, €I e aq,...,a, € K tais que

_ n n
0= Z@j@ij = ZO&j”UZ'j.
j=1 j=1

Logo,
n
Q505 S MﬂW:{O},
j=1
ou seja,
n
ZO&jUij =0
j=1
e, consequentemente, a; = -+ = «, = 0. Isto prova que {7, : i € I} é um subconjunto

linearmente independente de V/W e, portanto,
codim (W) = dim (V/W) = card ({v; : i € I}) = card (I) = dim (M) > N,.

Reciprocamente, se codim (W) > Ry, entao existe M C V tal que V.= W & M, com
dim(M) = codim (W) > Ry. Como, neste caso, M C (V \ W) U {0}, concluimos que
V' \ W é linedvel. ]

Teorema 2.22 (Bernal-Gonzdalez—Cabrera) Sejam V um espaco vetorial topoldgico

metrizdvel separdvel e W um subespaco de V. Se codim (W) > Ng, entdo V\W ¢é
densamente Ng-linedvel.

Demonstracao: Sendo V um espaco vetorial topolégico metrizavel e separavel, existe
uma base enumerével de abertos {G, }nen para a topologia de V. A luz do Lema 2.21
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extraimos que V \ W é linedvel. Deste modo, em particular, W C V. Para fins de
contradigao, suponhamos que int(W) # &. Neste caso, existem y € W e r > 0 tais que

B,(y) C W.
Como V' é um espago vetorial topologico, a translacao

AV >V
TH—xT—Yy

¢ um homeomorfismo e, portanto, uma aplicagao aberta. Logo, A_,(B,(y)) é um aberto
de V. E evidente que 0 € A_,(B,(y)). Seja x € V \ W. Segue da continuidade da
multiplicagdo por escalar que existe 6 > 0 tal que, se |A| < d, entdo Az € A_,(B,(y)).
Seja A € K\ {0}, com |\| < 4. Entao,

y+ Ao = A,(\e) € A,(A,(B. () = By (y).

No entanto, isto significa que

r 1
x—)\x—x[(y—i—)\x)—y]ew

o que é claramente uma contradicao, visto que x € V' \ W. Portanto, int(W) = & e,
consequentemente, nao ha nenhuma bola que esteja contida em W. Logo, toda bola
aberta em V terd elementos de V'\ W, isto é, V'\ W é denso em V.

Agora, como Gy é aberto e V \ W é denso em V', podemos escolher x; € G; \ W.
Uma vez que codim(W) > N,, concluimos que span (W U {x;}) € V e, portanto,
int (span (W U {x1})) = @ e V \ span (W U {z1}) é denso em V. Como Gs é aberto,
a densidade de V' \ span (W U {z;}) em V assegura que podemos escolher z, €
Gy \ span (W U {x1}) e, como codim(WV) > Ry, concluimos que span (W U {xy,x2}) €
V, de onde segue que int (span (W U{zi,25})) = @ e, por conseguinte, que V \
span (W U {x1,22}) é denso em V. Prosseguindo deste modo, obtemos uma sequéncia
(z,,),, tal que

1 € G\ W e Tpt1 € Gy \ span (W U {xq,...,2,}).

Em particular, z, € G, para todo n € N e sendo {G, },en uma base de abertos para a
topologia de V', concluimos que {z, },en é um subconjunto denso de V. Dali, se

M := span{z, }nen,

entao M é um subespaco denso de V. Para fins de contradicao, suponhamos que exista
um vetor nao-nulo y € M NW. Como y € M, existem kK € N e ay,...,a, € K, com

ay # 0, tais que
k

y = > a;m;.
=1

. , 1
Observemos que deve ser k > 2 pois, se fosse k = 1, terfamos x1 = —y € W, o que
o

sabemos nao ocorrer. Assim,

1 k=1
Tp = — (y— ajxj> € span (W U {z1,...,z5-1}),
j=1

Qg



2.3. Lineabilidade densa 34

contrariando o fato de que, sabidamente,
xy & span (W U {z1,...,z5-1}).

Logo, M NW = {0} e, consequentemente, M C (V' \ W) U {0}. Isto encerra a prova de
que V \ W é denso linedvel. [

Dado um espaco vetorial topoldgico V', seja By o conjunto de todas as bases da
topologia de V. Como os nimeros cardinais sao bem ordenados, podemos considerar
By € By de cardinalidade minima. O numero cardinal card(By) é chamada de peso de
V' e é denotado por w(V).

O principal resultado desta segao foi inspirado em [11, Lemma 3.1] e fornece a seguinte
versao mais forte e nao-separavel do Teorema 2.22:

Teorema 2.23 Seja V' um espaco vetorial topologico nao trivial e seja W um subespaco

vetorial de V' tal que w(V') < codim (W). Entao, V\W € (a, f)-denso linedvel para todo
a < codim (W) e
max{o, w(V)} < B < codim (W).

Demonstracao: Fixado a < codim (W), seja C = {ur}rea C V um subconjunto
linearmente independente de cardinalidade « tal que

span(C) C (V \ W)U {0}.

Considerando o subespago M, := W @ span (C), seja By = {Uy} ¢,y € By uma base
de cardinalidade minima para a topologia de V. Como « = dim (span (C')) < codim (W),
inferimos que M, C V e, consequentemente,

V\ M, é denso em V.

Isto significa que existe um vetor v,, € U,, N (V \ M,). Dado p < w(V'), suponhamos
por inducao transfinita que

0y € Uy (1 (V\ (Ma @ span{v, 1))
tenha sido definido para todo n < p. Como,
dim (span (C) @ span{v, }¢,) = o + p < max{o, w (V) } < codim (W),
o subespago M, @ span(v,) e, S V. Isto é,
V\ (M, @ span(vy),e,) € denso em V.

Logo, existe um vetor v, € U, N (V' \ (M, @ span{v, },¢,)). Isso assegura a existéncia de
vetores {vy, } ecw(v) satisfazendo

v, € U,N(V\G,), para todo u < w(V),

onde G, := W @ H, e H, := span (C) @ span(v,)e,. E claro que o conjunto {vu}pewov)
¢ denso e linearmente independente em V. Consequentemente o subespaco

Y :=span(C) & span{v, } ucw(v)
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é denso em V. Além disso, se v € Y\ {0}, entao

v=Yoajuy Y apUy,.

j=1 k=nt1

Logo, v € H,,, e, como H,, NW = {0}, concluimos que v ¢ W. Portanto,
span(C) C span(C) @ span{v, }ucwv) =Y C (V\ W)U {0}.

Como

dim(Y) = max{a, w(V)} e max{a,w(V)} > «,

o conjunto V' \ W é (a, max{a, w(V)})-denso linedvel. Uma vez que podemos estender Y’
a um subespago Y tal que

YcYc(WV\W)u{o} e dim(Y)=25
o resultado segue. ]

Seja V' um espago vetorial topolégico nao-trivial. A densidade caracteristica de V/,
denotada por dens(V'), é o menor nimero cardinal infinito para um subconjunto denso de

V.

Corolario 2.24 Sejam V' um espago vetorial topologico metrizavel de dimensao infinita
de densidade caracteristica dens(V) = k e W um subespago vetorial de V. Sao
equivalentes as sequintes afirmacaoes:

(i) V\W € (a,p)-denso linedvel sempre que
a < codim (W) e max{x,a} < < codim (W).
(11) V\ W € k-linedvel.
(13i) k < codim (W).

Demonstracédo: (i) = (ii) E ¢bvio.
(17) = (i1i) Sejam W, um subespago de k-dimensional de V' tal que W N W, = {0} e
mw: V — V/W a projecao canonica. Se x € W, entao

mw(z) =0 & x € ker(my) = W
sreWnWw, ={0}
Sx=0

e, portanto, mw |w, é injetiva. Logo,
k = dim(W,) = dim(7mw (W) < dim(V/W) = codim (W) .
(731) = (i) Se kK < codim (W), como V é metrizdvel, temos
w(V) =k < codim (W)
e, o resultado segue do Teorema 2.23. [ |

O proéximo resultado melhora o Teorema 2.22.
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Corolario 2.25 Sejam V' um espago vetorial topologico metrizavel de dimensao infinita,
com dens (V') = k, e W um subespago vetorial de V' tal que k < codim (W). Entao V\W
¢ pontualmente codim (W)-denso linedvel. Se, além disso, codim (W) = dim(V'), entdo
V\ W € pontualmente mazximal denso linedvel.

Demonstracao: De fato, o Corolario 2.24 assegura que V' \ W é (1, codim (W))-denso
linedvel e, como (V' \ W) U {0} é fechado quanto a multiplicagdo por escalar, segue da
Observacao 1.22 que V' \ W é pontualmente codim (1V)-denso linedvel. |

Em [8, Theorem 3.2] os autores provaram que o conjunto L,[0,1] \ ., L4[0,1] é
(1,c)-espacavel. Assim, fazendo V = L,[0,1] e W = |J, . L4[0,1] no Coroldrio 2.25,
obtemos:

q>p

Coroldrio 2.26 L,[0,1]\U,-, Le[0, 1] € pontualmente mazimal denso linedvel, para todo
p > 0.

Corolario 2.27 Sejam V um espago vetorial topologico metrizdvel separdvel e W um
subespago de V. Se codim (W) > Ng, entao V \ W é (k, 5)-denso linedvel, para todo
k €N e todo Ry < 8 < codim ().

Demonstracao: Isso é uma consequéncia imediata do Corolério 2.24 uma vez que, neste
caso,

dens(V') = Ry < codim (W) .

Fazendo V' = L,[0,1] e W = ., L4[0, 1] no Coroldrio 2.24, obtemos:

Corolario 2.28 Seja 0 < p < oco. O congunto L,[0,1] \ U,., L4[0,1] € («, 3)-denso
linedvel, sempre que

q>p

a<c e max{a, N} < 3 <.
Em [13], Nestoridis levantou a seguinte questao:
O conjunto £y \ ¢o contém um subespago vetorial denso?

Em [15, Theorem 1.2] Papathanasiou deu uma resposta positiva para a questao. Mais
precisamente, ele mostrou que o conjunto /., \ ¢y é maximal denso-linedvel. Agora, o
resultado de Papathanasiou foi melhorado pelo seguinte resultado:

Corolario 2.29 Seja F' = ¢y ou c.
(1) b \ F' € (o, ¢)-denso linedvel para todo o < c.
(17) loo \ F nao € (n,Ng)-denso linedvel para todo n € N.
Demonstracao: (i) Uma vez que
dens(ly) = ¢,

segue do Corolario 2.24 que o, \ F' é (a, ¢)-denso lineavel para todo a < ¢ = codim (F).

) E uma consequencia direta do fato de que a dimensao de todo subespaco linear
denso de /, é ¢ [ |

OBseErvacAo 2.30 Os Corolarios 2.19 e 2.29 nos permitem concluir, em particular, que
loo \ F' € (Ng, ¢)-denso linedvel, mas nao € (N, ¢)-espagdvel.



Capitulo

Lineabilidade e funcoes ilimitadas, continuas
e integraveis

A investigacao da estrutura algébrica do conjunto das fungoes ilimitadas, continuas e
integraveis f: [0,00) — R foi iniciada por Calderén-Moreno et al. em [5], ocasido em que
os autores provaram, entre outros resultados, que o conjunto

A= {f € C[0,00) N L1[0,00) : limsup | f (z) | = oo}

T—r00

é linedvel. Apresentaremos agora a continuagao dessa investigacao desenvolvida em [6]
provando, com técnicas diferentes, outros resultados acerca das estruturas topoldgica e
algébrica deste conjunto.

3.1 As estruturas algébrica e topolégica do conjunto
das funcoes ilimitadas, continuas e integraveis

Para p > 0, seja L,[0,00) o espago classico das (classes de equivaléncia de) fungoes
mensuraveis f: [0,00) — R equipado com a norma (p-norma se 0 < p < 1) definida por

i1~ ( | |f<t>\pdt)’1’.

Seja C[0,00) o espago das fungoes continuas f: [0,00) — R, munido da topologia da
convergéncia uniforme sobre compactos, com a qual C[0, c0) se torna um espaco vetorial
topoldgico metrizavel completo, isto é, um F-espaco. Consideremos o conjunto

X :=CJ[0,00) N L1]0, 00),
equipado com a métrica dx: X x X — R definida por

S = gl
TEI =gl

> 1
dx(f,g) = |f _9||1 + ;127

37
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onde
[ fll oo, = max{[f ()| : € [0,n]}.
Em [5, Theorem 2.4] foi mostrado que

T—r00

A= {fEX:limsup]f(a:)\:oo}

¢ maximal densamente linedvel. Um protétipo de uma fun¢ao w: [0,00) — R em A é o
seguinte:

;

2"s2(x —n), sen<x< :
273,
" 9 1 1
w(z) =< —2"s;, Ul ves vl B sen+2n8 <z<n+ g
0 U, [nont o
se T n,n
\7 n=1 ) 2n8n )
onde s, =1+3+ -+ =
I
B R et et
R R o e
I R e
St |
3 4 )

Figura 1: O gréfico de w.

Nesta segao, mostraremos resultados negativos e positivos acerca da estrutura
topolégica de A. O préximo resultado mostra que A é pontualmente c-espacavel.

Teorema 3.1 O conjunto A € pontualmente c-espagdvel em (X, dx).

Demonstragao: Sejam f € A e ().~ uma sequéncia crescente em [0, 00) tal que

n—,oo

T, — 00,
f(z,) #0paracadan=12,..., (3.1)

n—o0

Dados n, k € N, definamos ) da seguinte foma:
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(O _ Tt Tat gy _ Tty
" 2 » 2
-~ o o & 6 @ >
a:n"t'?(f) t7(~03) t7(12) 7(11) Tnil

Figura 2: Um panorama geométrico dos t(k).

Agora, dados k,n € N, seja

(k) !
"o 2
tal que
1
(@) | € —5-
2”5%’“)

Para todo k € N, seja fi: [0,00) — R a fungao

.
/ %?) (:c — t,(f) + ESP) , se t%) — sgk) <z< t%k),
En
fr(z) = i ((i;) (:p — P 5%’”) CosetP <z <t 4P (3.2)
En
0, sex ¢ | t%k)—e() ()+€(k)
\ n=1

Geometricamente, fj representa o k-ésimo triangulo em cada intervalo [z, ;1]

Fl@m) <= [ g T e e

Tp Tn+1
Figura 3: Sobreposicao dos graficos das fungoes fi em |2y, Zpi1]-
Observemos que :

(1) fr é continua, para todo k € N;

(i7) fr € L1[0,00), para todo k € N, pois

| Ml e = S @)l < 55—
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(14i) Para todo k € N,

t) 2% o0 e |fktk ’—]f:l:'n|n_>—o>°oo.

n
Portanto, limsup,_, . | fx (z)| = o0

(v) Sex € ( R A E(k)> entdo, sempre que j # k, temos fi, (z) # 0 = f; (z).

Assim, se & Uy pen ( &) _ B 4P +€(k)> entdo fi () = 0, para todo £k € N. Em

particular, fy (z,) = 0 para quaisquer n,k € N. Fixando uma sequéncia nao-nula
(an)iiio € (1, seja g: [0,00) — R a fungao

g(z)= ki;oakfk (),

onde fy = f. Vejamos que g é bem definida. Se x € (tgﬂ) ek ), ® 4 81(@]6)> para algum

par de naturais kg, ng, entao
g (@) = aof (x) + ak, fi, (¥)

e, ser ¢ (tgf) —5() (k )+€£L)>, entao

g(x) =aof (z).

Mostremos agora que g é continua. Se xg € ( &) _ P t%) + E(k)> entao

lim g (v) = xlggclo[aof (z) + apfr (2)] = ao f(z0) + ar fu(zo) = g(x0)-

T—T0

OO

Se g é um ponto interior de R\ [, ,,cx ( &) +elf )>, entao

lim g (z) = xh_gﬂlo aof (x) = ao f(zo) = g(x).

T—T0

Se xg = ) _ B para algum par de inteiros k,n, entao

lim g (z) = lim aof (z) = aof(z0) = g(o)

17—)11)0 I—):EO

lim g (z) = lim+[a0f (z) + ar fr. (7)] = ao f(x0) + ar fe(wo) = aof(w0) = g(x0).

+
(1?%1‘0 Jf—>$0

De maneira analoga verificamos que

lim g (z) = g(zo) = lim g(z)

— +
$—)IO CC—)CUO
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se xg = =t 4+ B para algum par k,n de nimeros naturais. Isto assegura a continuidade

de g. Agora, uma vez que
o o)
;;o larfrlly < laol 1f1l; + ;;1 |ak| < oo,

inferimos que g = Y p-  axfx € L1[0,00). Finalmente, notemos que, se ag # 0, entao

n—oo

|9 (2a)| = laof (2a)| = laol |f (2n)] = o0

e, consequentemente,

limsup |g (z)| = co.
T—00

Se ap = 0, seja j tal que a; # 0. Entao,
g (¢9)] = la;fi (¢)] = laj| | f (@a)] == o0
e, por conseguinte,

limsup |g ()| = o0

T—00

Portanto, g € A. Em particular, acabamos por estabelecer que o operador
T:0;—C [0,00) N L [0,00)
(ak‘>zo:0 = > akfi
k=0

é bem definido e que T'(¢;) C AU{0}. Ademais, é evidente que T é linear. Seja (ax),—, € (1
tal que T' ((ax)z—y) = 0. Entéo,

:QE%Q)QQZ%f@ﬂ

e, para k > 1,

0= (Souh) @) = anf o)
e, como f (x1) # 0, concluimos que a; = 0 para todo k = 0,1, ... e, portanto, T' é injetor.
Logo,

e, como f =1T(1,0,0,0,...) € T(¢;), é suficiente mostrar que T(fl)(X’dX) C AU{0}, onde
T(él)(X’dX), denota o fecho de T'(¢;) em (X,dx). Seja h € T(EI)X’dX \ {0}. Entao, existe
uma sequéncia (¢¥))%, em ¢4, com ) = ()22, tal que

lim ch])f =h em (X,dx).

j—)OO k=
Em particular, > 77, cg ) fr converge uniformemente para h sobre cada intervalo compacto

la,b] C [0,00). Portanto, fixando n € N, e lembrando que fj (z,) = 0 para quaisquer
n, k € N, obtemos

lim ¢ f (z,) = lim ch])fk () = h (z,)
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e isso implica que
N hi(z,
lim ) = (zn)
J—roo f(zn)
A unicidade do limite de uma sequéncia e a arbitrariedade de n € N asseguram que
h(x,) = cof (x,), para todo n € N. Se ¢y # 0, entao

= (.

lim |h (z5)] = lim |eol |f (2n)] = 00
n— 00 n—00

eh €A Secy=0,segue do item (iv) que, se z & Uy pen ( k) _ 5%k),t,(1k) + 55{”), entao
fr () = 0 para todo k € N e, portanto,

h(z) = lim ic,&j)fk (x) = 0.

Sex € (t,(f) el )y 6@) para algum par n,7 de nimeros naturais, segue de (iv) que

fr(x) #0 = fr (x) sempre que k # r e, portanto,

h(x) = lim > fi (2) = lim ¢, ().

J=00
Assim,
lim cfnj) = h(z) = Cr
Jj—o0 fr ((E)
e
h() = cofe (2). (3.3)

Como h # 0, existem n, k € N tais que h(zg) # 0 para algum xg € < k) _ sﬁf), ® 4 sﬁ{”).
Assim, ¢, # 0 e, como (3.3) vale para todo z € ( *®) _ 6%’9), ® 5%:)), concluimos que

lim [A(t{)| = Jim ey | | it = oo.

n—oo

Logo, h € A e o resultado segue. |
Como consequéncia imediata temos o seguinte:
Corolario 3.2 O conjunto A € (1, c)-espagdvel em (X, dx).

OBSERVAGAO 3.3 Seja C™[0,00), n = 1,2,..., 0 espaco vetorial das fungoes f: [0,00) —
R cuja derivada de ordem n € continua, e seja C*[0,00) o espago linear das fungoes
f:[0,00) = R que possuem derivada de qualquer ordem. Usando fungoes bump, uma
pequena adaptacdo da prova acima garante que 0s conjuntos

A”:{fGC"[O,oo)ﬂLl[O,oo):limsup|f(x)|:oo}, n=1,2...

T—00

A = {fECOO [0,00) N Ly [0,00) : limsup | f (z)] :oo}

T—r00

sao pontualmente c-linedveis.
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Isso nos leva & seguinte questao natural: seria possivel estender a nogao de (1,¢)-
espagabilidade em 4 para uma forma mais geral? Nosso segundo resultado mostra, no
entanto, que esse conjunto nao é (R, ¢)-espagavel.

Teorema 3.4 A ndo € (Ro, c)-espagdvel em (X, dx).

Demonstracao: Seja f € A e seja (9(:7(11))20:1 uma sequéncia crescente em [0,00), com
a:gl) > 0, tal que
) "X oo, f(zM) # 0 para todo n = 1,2, ... e |f(a:§bl))| ¥ .

Para cada n € N, sejam tg) o ponto médio do intervalo [xg), x&)l} e 5,(11) > 0 tal que

z(l) )
5;1) < HT” e 57(11) }f(w 1))‘ < —.

Definamos 2 = =, para cada n € N e a funcao f;: [0,00) — R por

)
/ (gf) (x — M +€%1)> o oset) — el <a <),
En
filw) = LU (o0 ) el <o <) 4D
En
0, sex ¢ U2, [ts) — et 4 8511)} .
\

Seja (mg))o‘ll a unica ordenacgao crescente de {z, :n € N} U {tg) 'n € N}. Para cada

n € N, seja 2 o ponto médio do intervalo [m% ), xﬂl] e seja 5%2) > 0 tal que
1
[tg) - 622)7 tg) + 622)} C |:ng2)’ I7(’L2+)1i| € |f ('rn>| 2_
Definamos fy: [0,00) — R como a fungao dada por
(fl(x)7 Sexlga?gx?u
! (é:)”) <a: P+ 5(2)> seti) —eP <z <tPew ¢ [x1,x2),
En
fa(2) =
—f (("Z;L) (x — )~ 59) ,osetd) <x <t 1 e ea d oy, m),
En
0, se x ¢ ( U [tg) N 5%2)]) U [z1, x2).
\ n=1

Em geral, para cada inteiro k£ > 1, sejam (x%k))

{ 25 ine N} U{ D p e N} tP o ponto médio do intervalo [m% ), xﬁl] eel) >0

tal que

o0

o, a Uunica ordenagao crescente de

LB ®) ]
W I ()| <
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Entao fx: [0,00) — R é a fungao definida por

( fl(‘r)’

se 1 < x < X9,

f@n)(x <>+e()> se ty) — e <w <t ex ¢ [11,9],

fi(z) = :
. _f((i)) <x_t%)_€gk)>’ se tW <z <tP +el ex ¢ [11,3),
En
0, se x & <U [ (k) (k)+52>]> U [z, z,).
\ :
| S
fgx3g: 7777777777777777
gl /\ A /\
[L?l 1?2 ‘ LL’=3 1 1?4
f2
J(@e) pozmmzmmmmomo oo
fgg;?)g: ffffffffff
sl N
R 2 RONERCER
floe)proscrnr s oy
flas)Fozzooozoiooooooo oo
A
3 3 ® bt o 33 =3 =3 _3 . o - "
ORCRORORE é) (7) xé) ()()g)g)xg)

Dado k € N, seja nj o menor indice tal que x,, > max{xq, k}. Sejam g, g

Ty Ty Ty Ty Ty T Ty T1gTi] TigT13

Figura 4: A sequéncia (fx)r,

as fungoes definidas, respectivamente, por

o0 (@) = { fr(x), sex €|0,z5)U[xy,,00),

0, se T € [T2, Ty, ],

:[0,00) = R
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filx), se <z < xy,
g(I)Z{ )

0, se T > To.

Procedendo como no Teorema 3.1, concluimos que {g1, go, . . .} é linearmente independente
e que

span{g, : n € N} \ {0} C A.

k—
Provaremos que g, —> g em (X, dy) e, para tanto, veremos que

k—o0

Hgk - 9”1 — 0

e que

> 1 — Jlloo,n oo
ST U [

n:12_n I+ Hgk - gHoo,n

Notemos que

07 se $2§$§xnk7

(9x — 9) () = {

gk (z) = fr(x), sex >z,

Uma vez que z,, — 00, obtemos

o k—oo
mwwm:/|%v%o

k

Como w,, > k, inferimos que ||gr — ¢g||.,,, = 0, para todo n = 1,...,k e, consequente-
mente,

gk = 9l L lge=9lan $ 11

L llgr = 9lloem w122 14 1lgk — glloon ~ ndiia2® 2

x 1
11;12"
para cada k € N. Logo,

k—o0

Como g € X \ A, segue que

span{g, : n € N} \ {0} € A.
Portanto, nao existe um subespaco fechado W de X que possua dimensao infinita,

contenha span {g, : n € N} e esteja contido em A U {0}, isto é, A ndo é (N, ¢)-espagédvel
em (X, dx). |

Corolario 3.5 A ndo € (X, ¢)-espacdvel em L]0, 00).

Coroléario 3.6 A nao é (R, ¢)-espagdvel em C[0, 00) munido da topologia da convergéncia
uniforme sobre compactos.
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(251

fgl‘e‘g TICCIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIITTTTTT
fZL‘4 ****************************
fla) pommmmeen ‘ |
. /1\1 . 2 ! . .
:cf) wgz) $g2) 95512) xéz) a:éz) x$2)
f(z12) CIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII Gy
frg) prmmmmmmr
fla) pmmmmmm- ‘
3 3) (3 3 3 3
O O O O O T O DR R

f($1)

******* /A
!
!
o T2 3 T4

Figura 5: A sequéncia (gi),-, € o seu limite g.

3.2 Sequéncias de funcoes ilimitadas, continuas e
integraveis

A seguinte observacao serd tutil nesta secao:

OBSERVAGAO 3.7 Sejam f € Ae(x,) .

~, uma sequéncia crescente em [0, 00) satisfazendo
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(3.1). Para cada k € N, seja fy, definida como em (3.2). Fizando k € N, seja ji, o menor
indice tal que z;, > k. Fazendo go = f, para k > 1, definamos gi: [0,00) = R por

0, se 0 <z <uxj,
g (x) =
fr(x), sex>uxj,.
E claro que a prova do Teorema 3.1 se mantém se substituirmos a sequéncia (fi),—, pela
sequéncia (gr)me -
Seja cg (X) o espago de sequéncias definido por
co (X) == {(f,n);?i1 . f. € X para todo 7 e dx(f,,0) =% 0} :

Neste espaco consideraremos a métrica de,(x): ¢o (X) % ¢o (X) = R dada por
deo) ()21 (90):20) = sup dix ([, 9v)
Agora, seja Ay C ¢ (X) o conjunto definido por
Ay = {(fr)fil : fr € A para cada r e dy (f,0) = O}.

Em [5, Theorem 3.2] foi provado que Ay é maximal denso-linedvel em (co (X)), dey X)),
isto é, Ay contém, a menos do vetor nulo, um espaco vetorial denso com a mesma dimensao
de ¢o (X). Aqui estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 3.8 A, € pontualmente c-espagdavel em (co (X) ,dCO(X)).

[e.9]

Demonstracao: Seja f = (f,)2, € Ay. Para cada r € N, seja (xg»r))jzl uma sequéncia

crescente em [0, 00) tal que

(r) j—oo Jj—o0
Q.

Ty 00, fr(xg-r)) # (0 para cada j = 1,2,... e fr($§7”))

Consideremos a funca@o f, definida por f, e (azg-r));?‘;l como em (3.2), isto é,
( (r)

fr((f:) ) ([E . tgbk,r) + 6%1@,7”)) ’ se tglk,r) . gglk,r) <r< t;k’r),
En ’

)

(r)
Trr () = < _fr((flfvz)) (x _ tgc,r) _ 67(1k,r)> | se t%k,r) <z< tgc,r) +5$Lk,r)
En’

. sexg U |7 = el affD 4]
n=1

\

k) o~ . )
onde os t&") sdo definidos recursivamente por

r) r r k,r
_ o) + xa(mll o pEHLY) o) + 1
n 9 )

tgll,r) 5
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) ¢ tal que
(k) t(k-i—l,r)

0<elbn <2 ‘
" 2

0| (1)) < o

Para cada r € N seja j, o menor indice tal que xgr) > r. Para cada k € N, seja
grr: [0,00) — R a fungao definida por

0, se0§m§x§:),

o () = .

Jir(T), sex >’

Denotando g; = (27"g;, ).~ ,, precisamos mostrar que g; € A, para cada j. (O fator

27" na defini¢ao de g; nao é realmente necessario. No entanto, como veremos, seu uso

simplifica os argumentos.) Fixando j € N, como g;, € A para cada r € N, s6 precisamos
r—00

provar que dx (27"g;,,0) — 0. Se j > 1, entao

HQ_TQJ}TH1 - 2_T/ |G| dz < 277 —=0.
0
Dado n € N, ¢é claro que

HQ_ng,THom = max{‘Q_rgN (x)| RS [O,n]} =0

sempre que r > n. Consequentemente,

7—00

Hzirgj’THoo,n — 0
para cada n € N. Portanto, para r > 1,

HQ_TQJ}T Hoo,n
L+ 11277gjr [loon

<9 T4 i i ) 127" gjsrlloo,n
- n=r+1 2n 1+ ||2_ng77"

—Tr —T > 1
dx (2779, 0) = 1127 gL + 2127'

|oo,n

x ]- T (o.9]
<274 Y —=27ER.
n:r+12

Agora, consideremos (a,),—, € ¢1 ndo-nulo e definamos
h=aof+ > angn = (aofl + 270 anGn1,aofo + 277 angna, - - ) :
n=1 n=1 n=1
Seguindo as mesmas linhas da demonstracao do Teorema 3.1, obtemos h, = aof, +
(o]
277> angn, € A para cada r. Notemos também que, se r > n, entao

n=1

Iorlly = flao e 4277 32 angr

1
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o
< laol | f+[l; +277 21 |anl [|gnrlly
=

< laol £ +277 % Joal.

Como
1Ar ]l o, = max{|ao fr (z)] : x € [0,n]} = [ao] || £/

sempre que r > n, segue que
[ ———

para cada n € N. Como dx (f,,0) = 0, conclulmos que

r—00 > 1 Hfr“oon r—00
£, =30 e Z— L 1)
! 12n 1+ ”fr”oo,n
Se ag = 0, entao
Z_ |ao] [|.frlloo,n -0
n=12" 1+ faol | fr[loom
Notemos que, se 0 < |ag| < 1, entdo
ii |ao] [|.frlloo,n ii |ao| || frlloon ii 1 frlloc,n =%
=127 1+ ag| ||fr||oo,n =127 aol + laol ([ frllon  a=12" 1+ || frlloom
e, se |ag| > 1, entdo
S ool follen 8L ool [Flln o S8 L L ellen e
=127 1+ ag| ||frHoo,n w=12" 14| frllcon w=12" 14| fillcon
Portanto,
21 helloon
d h,«,O = hr + N LR et Mo
X( ) ” ”1 nz::lzn 1+ ||hrHoo,n
1 aol 1frllsom L helloon
=Hhr|h+z—' D
—12" 1+’ 0| HfrHoon n= 7"+1 1"’ Hh Hoon
|aol Hfr”oon
<aol| || fll; +2° an|+ Y — — +
| 0‘ || ||1 Z | ’ ;12,1 1 + |(l0| HfTHOO,n n;+12
x 1 Tioo,n T o0
) |ao| ||f+[| o, iy

=la Al 277 an,| +1 )+ ) —

aol 11, (gwr )+ S il

Assim sendo, h € Ay. Em particular, denotando gy = f, concluimos que o operador
T: 0, — Co (X)

n=0
estd bem definido, é linear, injetivo e satisfaz

T (6,) C Ay U {0}.
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Uma vez que

e f=T(1,0,0,...) € T ({1), até aqui, mostramos que Ay é pontualmente c-linedvel.
O resultado sera totalmente comprovado se mostrarmos que

= (c0(X),deg (X))

T(él) C A()U{O}

————(co(X)d,
Sejaw = (w,) -, €T (61)( 1) deg(20) \ {0}. Observemos que, para completar esta prova,
basta mostrarmos que w, € A para cada r € N. .
J)\oo

Seja (a(j));il uma sequéncia em £, com a¥) = (a;)))%%,, tal que

U(j) — Zag)gn ]io w em (CO (X) 7dCO(X)) :
n=0

Logo, denotando
Uﬁj) = aé])fr +27" Z ag)gn,ra

n=1
inferimos que
deo(x) (v(j), w) = supdx (v, w,) 2% 0.
reN

Em particular,

dx (W9, w,) =3 0
para cada r € N. Assim sendo, para r € N, W) 2% w, uniformemente em cada intervalo
compacto nao degenerado [a,b] C [0,00). Procedendo como no Teorema 3.1, concluimos

que w, € A. [ |
Corolério 3.9 A € (1, ¢)-espacdvel em (co (X)), dey(x))-
Teorema 3.10 Ay ndo € (N, ¢)-espagdvel em (Co (X) 7dCO(X))'

Demonstracao: Tomemos uma sequéncia f = ()52, € Ag e consideremos a fungao f,
definida como em (3.2) para f, e uma sequéncia adequada (x,(:)),;";l em [0,00) como em

(3.1). Para cada par (n,r) de ntimeros naturais, seja n, o menor indice tal que z\’

Seja gnr: [0,00) — R a funcao definida por

>rn.

r

0, se 0 < <all)
In,r (I> =

Jor (2), sex > xﬁfr)
Definindo ¢,,: [0,00) — R por
1—x, se0<x <1,
On(x)=2 0 sel <z < x%ll),

_ 1
n 1gn,l (l’), s€ T Z l‘gll)7
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denotemos ¢, = (9n,272"gn2,2""gn3,...,27™gnr,...). Precisamos mostrar que g, €
Ay, para cada n. Como g,, € A para cada n,r € N, é suficiente mostrar que
dx (27" gnr, 0) X 0. Se r > 1, entdo

2 gl =27 [l <27 =0

Como 2" > rn, obtemos

HQ_Tngn,THoo,m = Inax { ‘Q_Tngn,r (:E)l ST E [07 m]} = O’

sempre que m < rn. Consequentemente,

7—00

0

HQ_rn-gneroo,m
para cada m € N. Portanto, dado r > 1,

- B o 1 ‘|2_Tngnr||oom
d 27 nrao = |27 n,r + om ’ ’
X (27790 0) = 127" gns mZ:lQm L+ (127 g e lloo,m

_ S 1 ”2_TngnrHoom
< 2 ™ _I_ . ) ’
o m:;z-;-l 2™ 14127 || co,m
x 1 r—00
<27 Y =2 TX (3.4)

m=rn+1 2m

Agora, vamos mostrar que {g, : n € N} é linearmente independente. Suponhamos que

N
AnGn = 0.
n=1
Como,
N N N N N
Zangn = <Zan¢na 227 nangn,27 z 27 nangn,3; 227 nangnA; e ) )
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
obtemos
N
Z 2_2nangn72 = 0.
n=1
Como {g, 2 : n € N} é linearmente independente, obtemos a,, = 0, paracadan =1,..., N.

Seja W := span {g, : n € N}. Vejamos que W \ {0} C Ay. Seja

N N N 9 N 3 N 4
Zangn = (ZanQbM Z 2 nangn,27 227 nangn,37 227 nangn,éb N ) S w \ {O} .
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

N
Seguindo as mesmas linhas da demonstracao do Teorema 3.1, obtemos > a,¢, € A e

n=1
N
> 27", g, € A para cada r > 1. Notemos ainda que
n=1
N N N N
27 G|l < X 27" 0| [|gnsll, < X027 an] <277 |an] .
n=1 1 n=1 n=1 n=1
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E imediato que, dado m € N,

N N
27" Ay G = max{ 27" an gy ()| s x €0, m]} =0
n=1 oco,m n=1
sempre que 7 > m. Consequentemente,
N T—00
> 27" an gy — 0
n=1 oco,m
para cada m € N. Deste modo,
N
al —rn N —rn > 1 n:12 s co,m
dX (;12 AnGn,r, 0) - n712 QnGn,r + m27:12_771 ’ N ’
B - L B L+ > 27 angnr
n=1 co,m
N
27rnangn,7"
N —rn ) 1 n=1 co,m
= 22 QpGn,r + Z om N
n=1 1 m:r+12
L+ {>27™angnr
n=1 oco,m
_r N e 1 r—00
<273 anl + D) 5 — 0.
n=1 m:r+12
N
Portanto, Y a,g, € Ag €
n=1
WA {0} C A.
Definamos v := (v,) -, fazendo
11—z, se0<x<1,
vy () =
0, sex > 1.
e v, = 0 para cada r > 2. Temos, pois:
(i) dx (v, 0) =% 0;
(7i) v, € X para cada r € N;
(¢4i) v, ¢ A para cada r € N.
Segue de (7), (i) e (4i1) que v € ¢o (X) \ Ap.
Como, para cada n € N,
]- ||¢n_vl||oo7m

d n)v = n—U _'_ PRy
X(¢ 1) ”¢ 1H1 gl2m1+‘|¢n_vl|’oo,m

0 < 1 |gnall
1 L lloo,m
/x‘slll) | " 1‘ m=n+1 2m 1+ Hgml”oo,m
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(o)
<n Tty Y o2
m=n+1

— n—l 4 2—1’L
< ont

segue de (3.4) que

dey(x) (gn, ) = sup {dx (¢n,v1) ,dx (277" gn2, v2) . dx (27" gn3,v3) , ...}
S sup {27171, dX (272ngn,27 UQ) 7dX (273ngn,37 ’03) P }
= sup {2n’1, dx (2’2”gn72, O) ,dx (2’3ngn,3, 0) , }

<sup {2n7, 272 27 = 27t R0,

Isso significa que v € W. Como v ¢ A U {0}, segue que W \ {0} ¢ Ay e, assim sendo,
Ao nao é (N, ¢)-espacavel em (co (X)), dey(x))- |

Para p > 0, consideremos o espaco de sequéncias
ty (X) ={(fr);2, : fr € X para todo r e (dX<frvO))iil € Ep}

munido da métrica

Z[dX (f'r;g'r)]p7 Seo<p< 17
r=1

dep(X) ((fT):ozl ) (gr):il) - - 1/p
(Z_:l [dx (fr,gr)]p> , sel<p<oo.

Observemos que (¢, (X),ds,(x)) é um espago vetorial métrico. Seja A, C £,(X) o
conjunto definido por

Ay = {(f)2, : fr € Apara cadar e (dX<fT’O))7?il < gp}

Mostremos que A, é ndo-vazio. Para cada r € N, definimos f,: [0,00) — R por

(
1
n?2" (x —n), sen<zr<n+ —on Para algum inteiro n > r,
n n
29n 1 + 1 <x<n4+ 1 intei >
—{ —n rT—n—— sen+—<x<n ara algum inteiro n > r
fT (l’) - nan ’ nan — — n2n—1 P & -
0 ¢ U lnnt——
, se x n,n .
N n=r n2n-1

Obviamente, cada f, é uma funcao continua e é simples verificar que || f.||, = 27! e que

n2n
seja (ar)—, € L, tal que a, # 0 para cada r € N. Se tomarmos

(gr):il = (zr_larfr):ila

1
fr (n + —) =n se n > r. Consequentemente, f, € A para cada r € N. Fixado p > 0,
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entao
dx (90, 0) =gl + X o7 — =l + X2 oo —
! n:12n I+ HgTHoo,n n=r+1 2" 1+ HgTHOO,n

Notemos que

< 1 gl RN AU
Z 7& < ( Z _n> = —.
n:r+12 1+ ||g7"||oo,n n:r+12 2P

Por isso,
(=1 |l o= 1
Y oraels) Siwmwo
r=1 n:r+12 1 + HgT”oo,n r:12 p 2p 1
€ assim -
S, ol ) g
<n=r+1 2n 1+ HgTHoo,n r—1 '
Consequentemente,

o 1 gl
d s 0))oe = (Jag]) e + S PR €
(dx (gr,0));=1 = (lar )2y (n—r+12n 1+ 1lgrll o ’

r=1

e entdo (g,) -, € A,.
As provas dos Teoremas 3.8 e 3.10 podem ser adaptadas, mutatis mutandis, para
provar o seguinte:

Teorema 3.11 Para cada p > 0, o conjunto A,
(1) € pontualmente c-espagdvel em (Ep (X) ,dgp(X)), para cada p > 0;
(73) € (1,c)-espagdvel em (fp (X) ,dgp(x)),‘

(17i) nao € (N, ¢)-espagdvel em (ﬁp (X), dep(x))-
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