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Resumo

Neste trabalho, utilizamos o Método de Nehari, baseado em [9], para mostrar a
existéncia de uma solugao do tipo Ground State para o seguinte problema de valor de

contorno

—Au = f(u) em ;
(1)
u=20 sobre 0f2,

onde Q C RY denota um dominio limitado, A é o operador Laplaciano e a nio linearidade

f € CH(R,R) satisfaz hip6teses adequadas de regularidade e crescimento, tais como
fO)] < CA+ [,

para constantes C' > 0 e 2 < r < 2%, onde 2* representa o expoente critico de Hardy-Sobolev
com valor

2N

N9 se N > 3;

2" =
oo, se N=1ouN = 2.

Também aplicamos o Método de Nehari para provar a existéncia de uma solugao

nodal com energia minima para o problema do tipo Kirchhoff proposto em [10] e descrito

por
M o) Au = 0
(/Q \Vul|dz ) Au = f(u) em Q;
(P) ut #0eu #0 em (;
u=20 sobre 02,

onde  C R? é um dominio suave e limitado,
ut(r) = max{u(x),0} e wu (z)=min{u(z),0}; Ve

e assume-se que a nao linearidade f, bem como o termo nao local M da fun¢ao de Kirchhoff,

satisfazem hipdteses adequadas de regularidade e crescimento.

Palavras-chave: Médodo de Nehari, Solugao Ground State, Problema do tipo Kirchhoff.



Abstract

In this work, we use the Nehari Method to show the existence of a Ground State

solution for the following boundary value problem based in [9]

—Au = f(u) in
(£1)
u=20 on 0f2,

where ) C R denotes a bounded domain, A is the Laplacian operator, and the nonlinearity

f € CYR,R) satisfies suitable regularity and growth hypotheses, such as
[F)] < O+ e,

for constants C' > 0 and 2 < r < 2%, where 2* represents the critical Hardy-Sobolev

exponent with value

2N

22N >3,
N_g TN

2" =
oo, if N=1or N =2.

We also apply Nehari’s Method to prove the existence of a nodal solution with

minimum energy for the Kirchhoff-type problem proposed in [10] and described by
-M </ |Vu|2d$) Au= f(u) in Q;
Q

(P) ut #0eu #0 in Q;

u=>0 on 0,

where Q0 C R? is a smooth and bounded domain,
vt (z) = max{u(r),0} and wu (z)= min{u(z),0}; Vze

and it is assumed that the nonlinearity f, as well as the nonlocal term M, satisfy adequate

regularity and growth hypotheses.

Keywords: Nehari method, ground state solution, Kirchhoff-type problem.
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1 Introducao

Os Métodos Variacionais sao ferramentas poderosas para resolver problemas da
teoria de Equacgoes Diferenciais Parciais Elipticas. A esséncia por tras destes métodos
consiste na obtencao de pontos criticos para um funcional ¢ associado ao problema
considerado. Mais precisamente, busca-se determinar um ponto critico u em um espaco de

Banach E apropriado que satisfaga ®'(u)v = 0 para todo v € E.

Uma maneira de encontrar esses pontos é tratar a equagdo como um problema
de minimizacao. No entanto, ha situagoes em que o funcional ® associado ao problema
nao ¢ limitado inferiormente, impossibilitando a busca por minimos globais. Surge, assim,
a necessidade de restringir o funcional ® a um conjunto onde ele seja, de fato, limitado
inferiormente. A vantagem dessa nova abordagem reside no fato de que, sob hipoteses
adequadas, qualquer ponto critico encontrado sob essa restricdo herda a propriedade de

ser um ponto critico no espaco inteiro.

Foi esta alternativa estabelecida por Zeev Nehari e introduzida em dois de seus
artigos, a saber, em [19] e [20]. Nesses trabalhos, Nehari considerou uma EDO de segunda
ordem em um intervalo aberto (a,b) e mostrou a existéncia de uma solugdo nao trivial

minimizando o funcional ® de classe C? restrito ao conjunto ' C E, dado por
N ={ue E\{0}: d(u)u =0},

cujo passo decisivo de sua demonstragao envolveu o Teorema da Funcao Implicita para

provar que a restricao a A atua como um vinculo natural.

O conjunto N é conhecido na literatura como Variedade de Nehari. Vale notar que,
embora o termo dé nome ao método (Método da Variedade de Nehari ou, simplesmente,

Método de Nehari), N' nem sempre admite estrutura de variedade.

No capitulo 2, para ilustrar a aplicacao deste método no contexto de Equagoes
Diferenciais Parciais, iniciamos esta dissertacao estudando o seguinte problema de valor

de contorno proposto em [9]
—Au = f(u) em Q, wu =0 sobre 0%,

onde 2 C R denota um dominio limitado, A é o operador Laplaciano e a nao linearidade
f satisfaz hipoteses adequadas de regularidade e crescimento. Estabelecemos a existéncia
de uma solucao para o problema acima de duas maneiras distintas: a primeira, andloga a
realizada por Nehari, utiliza o Teorema da Func¢ao Implicita; a segunda emprega o Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange aplicado ao problema de minimizacao com restrigao.
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Neste caso, busca-se um minimizador de |, e mostra-se que o multiplicador de Lagrange

se anula, recuperando assim uma solucao fraca para o problema sem restrigoes.

Posteriormente, no capitulo 3, inspirado pelo trabalho de Figueiredo e Nascimento
(2015) [10], fizemos uso do Método de Nehari com o objetivo de provar a existéncia de uma
solucao nodal (solugdo que muda de sinal) para a classe de equagoes do tipo Kirchhoff

descritas por
-M (/ |Vu|2dx) Au= f(u) em
Q
(P) ut #0eu” #0 em §;
u =0, sobre 02,

onde 2 C R? é um dominio limitado suave e
ut(z) = max{u(r),0} e wu (r)=min{u(z),0}
para todo = € Q. Note que, neste caso, u =u" +u~ e |[u] =u" —u".

Para tratar solu¢oes mudando de sinal, introduz-se a chamada variedade de Nehari
nodal,
M={weN:¥w),wt=0,0w),w =0}

Sob hipdteses adequadas, essa construcao permite obter solugoes nodais de energia minima,

frequentemente com exatamente dois dominios nodais [6, 22].

Na demonstracao do teorema principal, optamos por uma abordagem alternativa a
utilizada em [10]. Enquanto os autores fundamentam a prova na aplicagdo de um Lema de
Deformagao Quantitativa e em argumentos de grau topoldgico, neste trabalho utilizamos
um argumento direto de minimizagao e contradigao, proposto em [17]. Essa escolha decorre
da estrutura do conjunto de Nehari Nodal M. Demonstraremos que o minimizador de ®| a4
¢ um ponto critico no espaco inteiro assumindo, por contradi¢ao, que a derivada é nao nula
e construindo uma deformagao local que projeta a solucdo em um nivel de energia inferior
ao infimo estabelecido. Concluimos a prova mostrando que a solugao possui exatamente
dois dominios nodais. Por fim, encerramos a dissertacao apresentando alguns apéndices

com resultados que fundamentam a teoria e os calculos usados ao longo do trabalho.



2 O Método de Nehari

Neste capitulo, dedicamo-nos a detalhar a aplicagao do Método da Variedade de
Nehari no contexto de equagoes elipticas semilineares. Para expor a técnica com o devido
rigor e clareza, usaremos a apostila [9] como objeto de estudo para o seguinte problema de
valor de contorno

—Au = f(u) em

(F1)
u=20 sobre 02,

onde Q C RY denota um dominio limitado. A fim de estabelecer a existéncia de solucoes
nao triviais para o problema (Pj), é necessario impor certas condigoes de regularidade e

crescimento sobre a nao linearidade f, as quais descrevemos a seguir.

A fungao f é de classe C*(R,R) e existem constantes C,r € R com 2 < r < 2* tais

que
(fi):  [f@®I<CA+[") para todo t € R;

Além disso, considere as seguintes condi¢des na origem e no infinito:

/@)

(f2) : \HEI}OW =0;
(f3): tEeroo Ft(;) =400, onde F(t) = /Otf(s) ds;

t
(f1) : A funcao t — fi) 6 crescente para [t| > 0.
Exemplo 2.1. Seja f : R — R dada por f(t) = [t|P2t, com 2 <p <r <2*. Comop<r,
temos que o crescimento de f é controlado por |t|"~t. Logo, existe uma constante C > 0 tal
que |f(t)] = [t|P~ < C(1 + |[¢t|"™') para todo t € R. Perto da origem, o limite é dado por

—1
li —'f(t” = lim il = lim [t["~? =0,
lt—0 |t t—0 |t [t|—0

uma vez que p > 2. Avaliando o comportamento no infinito, obtemos

1
F(t S
lim L) = lim £~ = lim -2 = 4o0.
t—+oo {2 t—+oo 12 t—>+oop
S f) ,
Por fim, para t > 0, a funcao 5 = ~ = tP7* € estritamente crescente, visto que o

expoente p — 2 € estritamente positivo.
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Observagao 2.1. As hipdteses (f1) e (f2) garantem que, dado € > 0, existe C. > 0 tal que
If@)| <elt|+CoJt|™h VteR. (2.1)

De fato, de (f2) seque que, para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que

t
It < = W <e.
Dessa forma, |f(t)| < e|t| quando |t| < §. Agora, vejamos para valores grandes de
t € R. Utilizando (f1) e o fato de que 2 < r, obtemos, para § < |t],

1

57‘—1

5r—1 S |t|r—1 o] S
e assim,

Fl < Ca+e

|t’7"—1
57'71

o( + )

= C(ss+1)l!

57“71
1 r—1
< elt|+ C<F + 1) Jt
1
Tomando C. = C’(F + 1), obtemos (2.1).
Antes de enunciarmos o principal resultado deste capitulo, é importante conhecermos a

definicao a seguir.

Definic¢ao 2.1 (Solugao Ground State). Considere um funcional ® € C'(H}(Q),R). Um
ponto critico u € H}(Q) \ {0} de ® tal que ®(u) = ¢ é dito Ground State ou ponto
critico de energia minima se c = inf{®(u) |u € H}(Q) \ {0}, ®'(u) = 0}. Se ug € N

é tal que ®(ug) = ¢, entdo ug é chamado Solugdo Ground State.

Teorema 2.1. Considere (f1) — (f1) verdadeiras. Entao (Py) tem uma solugao ground

state.

Nas se¢oes a seguir, estabeleceremos a estrutura variacional necessaria para a prova
deste teorema. Inicialmente, definiremos o funcional energia associado e introduziremos
a variedade de Nehari. O nosso objetivo serda demonstrar que o funcional restrito a essa
variedade possui um minimizador e, subsequentemente, provar que este minimizador é

uma solucao fraca do problema (P).
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2.1 Estrutura variacional

Multiplicando a primeira equagdo em (P;) por uma fungao teste ¢ € C§°(Q2) e

integrando sobre €2, obtemos
—/ Augzﬁdx:/f(u)gzﬁdx. (2.2)
Q Q

Usando a Férmula de Green (Teorema FE.3) para integrar por partes o termo a

esquerda, temos
—/ Aud dz = / YVuVe dr —/ O, e (2.3)
Q Q a0 On

em que do denota a medida da superficie em 0. Sendo ¢ € C§°(2), a condigdo de

contorno de Dirichlet nos garante que ¢ = 0 em 0f2. Logo,
_ /Q Aué da = /Q VuVe di (2.4)
e, portanto, segue de (2.2), (2.3) e (2.4) que
/QVquzﬁdx _ /Q Flu)dde =0, Vo e CX(Q).
Pela Definigao (B.3), concluimos que
/QVqubdx - /Q fluypde =0, Yo e HLSQ). (2.5)

Definigao 2.2 (Solugio fraca). Uma fungio u € Hy(Q) é solug@o fraca do problema
(P)) se satisfaz a relagio (2.5) para todo ¢ € HJ ().

Consideremos o funcional energia ® : H}(Q) — R associado ao problema (P;)
o HY(Q) > R

u— P(u) —;/Q|Vu]2dx—/QF(u)dx.

Primeiramente, observe que o funcional ¢ estd bem definido. De fato, a funcao
u — L[u|? estd bem definida para todo u € H}($2). Por outro lado, decorre da restri¢ao

de crescimento (2.1) que

[F(u)] =

/Ou f(s)ds

< [ 1res)las
< /0“@15; 4 COs| Y ds

- g/ |s\ds+C’5/ Is|"~1 ds
0 0
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€ Cei o
§\u|2+7|u\ : (2.6)

Pelas imersdes de Sobolev (ver Teorema B.3), H}(Q) < LP(Q), com p € [1,2*], temos

/ |F(u)|dx < / <€|u|2 + C'E|u|7"> dx < 4o00.
Q Q\2 r

Observe que a restrigdo de crescimento subcritico (2.1) implica na boa defini¢ao
do funcional energia ® no espago Hj(f2). Caso f apresentasse um crescimento superior
ao expoente critico, a primitiva F' comportar-se-ia como |u|” com r > 2*. Visto que a
imersdo de Sobolev H}(Q) < LP(Q) nio se verifica para p > 2*, ndo poderfamos garantir

a integrabilidade de F', tornando o funcional mal definido.

Proposigao 2.1 (Diferenciabilidade de ®). O funcional energia ® : H} () — R € de
classe C*'(H}(Q),R) e

:/wa)dx—/gf(u)d)da::o. (2.7)

Demonstra¢io. Primeiramente, vamos encontrar a derivada de Gateaux de u +— [;(u) =

1
5 / |Vu|? de na direcao ¢, definida por
Q

I (u)p = lim Llutto) - [1(u).

t—0 t

Observemos que, para t # 0, temos

L(u+t¢) — Li(w) = 1(;/Q|V(u+t¢)|2dx—;/Q|Vu|2dx>

t

( /|Vu+tV¢|2dx——/ |Vu|2dm)
(1/(|Vu|2+2tVuV¢+t2|qu| do — & /|Vu|2dx>

_ 1( /|Vu|2dx+t/VuV¢dx+ /|V¢|2dx—/Q|Vu\2dx>
</VuV¢dx+ /|V¢|2dx>

_ /QVUV¢dx—|—;/Q|V¢|2dx.

Desse modo,

I (u)¢ = lim Luttg) -

t—0 t

_ / VuVe dz
Q

e I] é Gateaux diferenciavel.
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Veja que o lado direito desta igualdade pode ser visto como o seguinte funcional

linear

T,: H(Q) = R

6 s T, (6) = /QVquzde.
A derivada I} : H} () — H~1(Q) é dada por I](u) = T,. Além disso, dados u,w € H}(Q)

e a € R, note que

L(u+w) =Typw = Ty + Ty = I} (u) + I} (w)

I (au) = Ty, = oT, = ol (u),

logo I; é uma aplicacdo linear. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

i (u) = L(w)]lg— = Hitnlgll(I{(U)—I{(w))cbl

= sup [[(u—w)g|
loll<1

= sup
lgll<1

/QV(u W)V dz

IN

sup [ |V(u—w)Vo|dx
llgll<1 /82

< sup (Jlu—wlllol])
lloll<1
= Jlu—w].
Isso mostra que I] é Lipschitz e, portanto, continuo. Assim, I; € C1(H}(Q),R).

Quanto ao funcional u +— Ir(u) = /QF(u) dx, sejam u, ¢ € H}(2). Vejamos que

12(U+t¢i)_12<u) = 1(/QF(U—l—t@d:c—/QF(u)d:c):/QF(U—Fti)_F(U)d:c.

Fixado x € €, temos que F' é uma funcao de valores reais, logo o Teorema do Valor

Médio garante a existéncia de 6 € R, satisfazendo 0 < 6 < 1, tal que
oF
¢

f(u(z) + 0to(x))td(x)
t

= [flu(z) +0to(z))o(x).

[F(u(z) + top(x)) — Flu(z))] = 1{

& | =

|55 ) + 0t o)

Desse modo,
Ir(u+tp) — I
t

(w) _ /Qf(u+9tq§)¢da:. (2.8)
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Mostremos que a integral em (2.8) é finita. Para tanto, notemos que

| (u(z) + 0to())p(x)] = [f(u(z) + 0to(x))]|o(z)]

< O(1+|u(z) + 0t(x)")lo(z)] (2.9)
< ClL+ (Ju@)] + Oftllo(x)) ()]

< O+ (Ju(@)] + le(@))) o ()]

< CH+27(ju(@)" + lé(@)[" D]le()] (2.10)
< Clg(a)] + 027 (|o () [Ju(z) "~ + |¢(2)]")

< k(o) + @) Ju(@)]"" + |¢(@)[").

Nas estimativas acima, (2.9) segue da hipétese (f1), enquanto (2.10) decorre do Lema A.1
e, além disso, k = max{C,C2"?}.

Resta verificar que a fun¢do majorante (|¢| + [¢[[u|"" + |¢|") € L}(£2). Com efeito,
como ) ¢ limitado, temos a imersao Hj(Q2) < L'(2), logo |¢] € L*(2). Além disso, o
fato de u,¢ € H}(S2) implica, pela imersio de Sobolev H}(2) < LP(Q),p € [1,2*] que
u, ¢ € LP(9) e, consequentemente, |u|", |¢|” € L*(§2). Por fim, visto que os expoentes r e

-L- sdo conjugados, |¢| € LP(Q) e |u|"! € L%(Q), a Desigualdade de Holder garante que

[roras < ([1orar) ([ury=mas) ™
— ol ([ puras) "

= Il [lull*
< CllellCllul) (2.11)

= C"lolllull"" < oo,

onde (2.11) segue do fato de Hg(Q2) < LP(Q) com p € [1,2*]. Assim |¢||u|""! € L}(Q), o
que conclui a demonstragao de que (|¢| + |¢||u]"' + |4]") € L' ().

Finalmente, observamos que, como f é continua e ¢t — 0, temos a convergéncia

pontual
lim f(u(z) + 0to(x))d(x) = flu(x))p(r) g.t.p. em Q.
Portanto, estando satisfeitas as hipdteses do Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos

que

1o Bt 19) = I(u)
t—0 t

_ %/Qf(wetgb)gbdx
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= /hmf u+ 0tp)p dx
= [ fweds.

Assim, o limite existe para todo u,¢ € H}(Q) e dessa forma, I}(u / fu)pdx e Iy é

Gateaux diferencidvel.

Para concluir que ® € C'(H}(Q2),R), resta verificar a continuidade da aplica¢ao
I : Hy () — H™*. Dado u € H}(f2), decorre de (2.1) que

e < [ (el 4+ Colul ) da
Q Q
< [ 2757 [(eul) T + (Celul ™)) do
Q Q
= Kllull T+ Kallul, Ky K > 0

Sabemos pelas imersdes compactas de Sobolev, que H}(Q) < LP(Q), p € [1,2*) e, como
é limitado, segue da Proposigao A.2 que L"(Q) C errl(Q), pois r > 2 > Ll > 1. Logo,
r —

temos a imersio HY(Q) < L1 () e, portanto, o lado direito da desigualdade acima é
finito e f € L™1(Q).

Seja (u,) C H}(£2) uma sequéncia convergindo para u quando n — +oo. Pelas
imersoes compactas de Sobolev, temos u, — u em LP(Q), p € [1,2*). Além disso, pelo
Teorema A.5, temos

(1) up(z) = u(z) em q.t.p x €
(i7) Existe uma fungao h, € LP(2), p € [1,2*) tal que |u,(z)| < hy(z) em ¢.t.p. v € Qe

para todo n € N.

Como f é continua e |f(u,) — f(u)] € L7, temos que f(u,) = f(u) ¢.t.p em Q. Por

outro lado, de (2.1), note que
|f(un) = fw)] < [f(un)] + 1 f(w)]
< e(fun] + [ul) + Ce(fun| ™" + [u[")
< 2¢h, +2C.hI7" € LY(Q).

De fato, sendo h, € L"(Q2) e Q um dominio limitado, temos que L"(Q) C L'(Q), logo
h, € L'(2). Além disso, observe que hi~! € L1 (Q), pois (h."1)=T = hl € LY(Q).
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Segue da Desigualdade de Holder e do Teorema da Convergéncia Dominada que

nggloo 13(un) = L)l = nEIEoo ”21“151 |(I5(wn) — Io(u)) )|
=i s | (Flu) = f()odo

<t sw |( [ 15w) - f=rac) ([ lorrao)’]
= lim uy,) — fu)|l—— [ su -

() = Sl (5w o], )
<l Ol () — F(u)l 2.12)

n—-+00 r—1

Desse modo, fazendo n — +00, o limite em (2.12) tende a zero, provando a continuidade
desejada. O

Assim, encontrar solugdes de (P;) é o mesmo que procurar pontos criticos do

funcional de classe C'(H} (), R) dado por
1
Mm:fMW—/FmMm (2.13)
2 Q
Defini¢ao 2.3. Seja E um espago de Banach reflexivo e ® € C'(E,R). O conjunto
N ={ue E\{0}:®(u)u=0}
¢ chamado Variedade de Nehart.
Observe que a condi¢ao ®'(u) = 0, para u # 0, implica diretamente que ®'(u)u = 0,
ou seja, u € N. Isso caracteriza N como um restricao natural que engloba todos os pontos

criticos nao triviais, permitindo transformar a busca por solugoes em um problema de

minimiza¢ao com vinculo.

Observagao 2.2. Conforme [23], é importante ressaltar que a defini¢ao de N nao garante,
por si 86, que este conjunto possua estrutura de variedade diferencidvel. Para que N seja

uma variedade de E, é necessario que 0 € R seja um valor regular do funcional vinculo
J:E\{0} >R
u— J(u) = &' (u)u,
isto €, J'(u) # 0 para todo uw € N. Nestas condigoes, temos que N = J~1(0) é uma

variedade de E.

Os resultados a seguir estabelecem o cenario usual no qual pontos criticos para o

funcional energia ® sao obtidos através do Método de Nehari.
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2.2 Lemas Técnicos

O lema que demonstraremos a seguir desempenha um papel central no Método
de Nehari. Ele estabelece que toda func¢ao ndo nula u € Hy(2) pode ser projetada na
variedade de Nehari de maneira tinica. Como consequéncia imediata, concluiremos que a

variedade de Nehari é nao vazia.
Lema 2.1. Se (f1) — (f4) ocorrem, entdo para u € H}(Q) com u # 0, existe um tnico

to = to(u) > 0 tal que tou € N e ®(tou) = max O (tu).

Demonstragio. Seja u € HY () com u # 0 e

2

t
h(t) = @(tu) =  Jull —/ F(tu) d.
Q
Observe que, avaliando (2.6) em tu € H}(Q2) e integrando sobre €2, obtemos
Ce
/F(tu) dr < §t2/ | d + —t’“/ " d.
Q 2 Jo r o Jo
Usando as imersoes de Sobolev com r € (2,2%), existem constantes C, Cy > 0 tais que
[P <cillul® e [ Julde < Goljull
0 Q
Portanto,

W) = t2||u||2—/QF(tu)dac

12 £
Sl - (2t2/gyu\2dx+0ﬂ/g|uvdx)

2 2 € 2 Ce v o pir
il — S0l de — ot ul

v

v

t2 C.
= (1—eC)5 Jull® = == Cat"[u]".

Sendo 2 < r < 2*, existe t; > 0 suficientemente pequeno tal que h(t) > 0 para todo
t € (0,t1). Por outro lado, a condigao ( f3) garante que, para qualquer K > 0 suficientemente

grande, existe M > 0 tal que, se t > M, entao
F(t) > Kt* (2.14)
Como u # 0 em L?(Q), existe § > 0 tal que o conjunto
Es ={x € Q:|u(z)] >0}

tem medida de Lebesgue positiva. De fato, se para todo § > 0 a medida de Ej fosse nula,
entdao u(z) = 0 em ¢.t.p. x € , contrariando a hipétese que u # 0 em L?(Q). Dado t > 0

suficientemente grande tal que 0t > M, temos

[tu(x)| = tlu(z)| > t6 > M, Vaz € E;.



CAPITULO 2. O METODO DE NEHARI 24
Logo, por (2.14),
F(tu(z)) > Kt*|u(x)|?, Vx € E;.
Desse modo, integrando sobre Ej, vemos
KtQ/ lul*de < | F(tu)dz < / F(tu) dz
Es Es Q
e, consequentemente,
1
ne) < ¢ (Gl -k [ updr).
2 E;s

Fixado 6 > 0 e u, podemos escolher K arbitrariamente grande de tal modo que

lul?

2/ |ul? dr

Dessa forma, existe C' > 0 tal que
h(t) < —Ct*; V6t > M.
Assim, pelo Teorema de Weierstrass, h atinge um méximo global em algum ¢, > 0,
isto é,
h(ty) = max O (tu).
Além disso, h'(tg) = 0, ou seja,
t3lull? = [ f(tou)tou

e tou € N. No que segue, mostraremos que t; é inico. Para isso, suponhamos que exista
s> 0,s # to, tal que su € N. Pela definigdo da variedade de Nehari, ®'(su)su = 0. Entao,

Jul* = /ftou 2dr e HUH2:/QJCS:)u2d

/Q (f(tou) - f(8“)> wldz = 0. (2.15)

touw SU

Logo,

Sem perda de generalidade, podemos assumir que tg > s e assim, pela condigao (fy), temos

f(tou(z)) _ f(su(z))
tou(z) ~ su(z)

para q.t.p. v € Q, onde u(z) # 0. Multiplicando por u*(x) e integrando sobre 2, obtemos

ftOUQ /f

Q tou

o que contradiz (2.15). Logo, a unicidade de ¢, estd garantida. O
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O préximo resultado caracteriza o comportamento do conjunto A e do funcional
®. Mostraremos que N ¢é limitada inferiormente longe de zero, isto é, existe p > 0 tal que
|lul]| > p para todo u € N. Como consequéncia direta dessa estimativa, concluiremos que

o infimo do funcional sobre N é um valor estritamente positivo.

Lema 2.2. Para todo v € N, existe uma constante positiva C' independente de u tal que

0<C<|ull e @(u)>0.

Demonstragio. Seja u € N, entao pela defini¢ao da variedade de Nehari, ®'(u)u = 0, ou
seja,

ul|? = / flw)uda. (2.16)
Q
Por (2.1) e pelas imersdes de Sobolev H}(Q2) — LP(Q), p € [1,2*], para todo u € A/, temos

que
lul? = [ fu)uds
Q
< [ el + Celul) da
< g/ \u|2dx—|—C€/ " de
Q Q
< eChlull* + CCofull”
e, desse modo,
Jul* < eCrllul® + C.Collul|” <= [Jul* = eCilul]* < C.Cslul|"
= (1-e0)lul* < CCslul”
g 1—601 SCECQHUHT72.

Escolhamos € > 0 suficientemente pequeno tal que 1 — eC > 0. Assim, temos

et = (52) <
CECQ o 0502 N

e definindo

L 1—801 ﬁ
C._( e ) > 0,

concluimos que
0<C < lull.

Agora, observe que por (2.16), podemos reescrever ®(u) da seguinte forma

(P(u):;/Qf(u)ud:v—/QF(u)dx:/Q[;f(u)u—F(u) dz. (2.17)
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1
Definamos h(t) = 5 f(t)t — F(t). Derivando-a com relacdo a t, segue que

Dy =

, 1
i PO+ 5 () F(0)

1
2
1 /

S ()
Note que, por (f4), obtemos

>0

d (f@)\ _ [t —f@)
dt<t>_ 2

e, consequentemente,

f(t—f(t)>0; V>0, (2.18)

mas esta ultima desigualdade equivale afirmar que a funcao h é crescente para t > (. Desse
modo, de (2.17), encontramos ®(u) > 0. O

Observagao 2.3. O resultado do Lema 2.2 traduz duas propriedades geométricas fundamentais
associadas ao Teorema do Passo da Montanha. Primeiramente, a estimativa ||ul| > C > 0
mostra que a variedade de Nehari N € estritamente afastada da origem. Isso ocorre porque,
prozimo a zero, o termo nao linear controlado pela hipdtese (fy) € fraco demais para
contrabalancar o termo de ordem superior da equacao. Para que o equilibrio exigido por

O (u)u = 0 seja atingido, as fungoes em N precisam possuir uma norma minima.

Em segundo lugar, como v = 0 é um minimo local estrito do funcional com ®(0) = 0,
e as funcoes ndo nulas de N correspondem aos pontos de mdzimo da energia ® ao longo
das diregoes radiais t — ®(tu), a energia nesses picos deve ser estritamente positiva. E
esta estrutura topologica que garante que o nivel de energia minima, ¢ = inf,cn ®(u), seja

um valor estritamente positivo (¢ > 0).

Antes de apresentarmos o préximo resultado, seguindo L. Evans [8, p. 444],

definamos o conceito de sequéncia minimizante.

Definicao 2.4. Seja
= inf &
¢= o
e escolhamos fungoes u,, € N tais que

®(u,) = ¢ quando n — oo.

Dizemos que (u,) € uma sequéncia minimizante.

O lema a seguir estabelece a coercividade do funcional ® quando restrito ao
conjunto A/. Demonstraremos que, se uma sequéncia (u,) C N ¢ minimizante, entao
a norma ||u,|| deve ser limitada. Em particular, isso assegura a limitagdo de qualquer

sequéncia minimizante.
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Lema 2.3. Se (u,) C N € uma sequéncia minimizante para ®, entao (u,) € limitada em
H}(Q).

Demonstragio. Suponha, por contradigao, que (u,) nio é limitada em H} (). Entao, a

Un
llunll”

(v,) é limitada em HJ(Q) e, assim, existe vy € HJ () tal que, a menos de subsequéncia,

menos de subsequéncia, ||u,| — co. Consideremos v,, = Note que ||v,|| = 1, logo

v, — vg em Hg (). Por hipétese, (u,) C A é uma sequéncia minimizante, entdao
®(u,) — ¢ = inf ®(u) quando n — oco.
ueN
Suponhamos primeiramente que vg = 0. Como (u,) C N, segue do Lema 2.1 que

u, é um ponto de maximo global de ® restrito a semirreta {tv, : t > 0}, logo para qualquer
t > 0, vale que ®(u,) = max O (tv,) > P(tv,). Assim,

cton(l) = P(un) = ([Junllvn)

= >
max O (tv,) > D(tv,)

t? )
= Sl —/QF(tvn)d:r
t2
- = —/QF(tvn) dz. (2.19)

Como v, — 0 em H}(), pelas imersoes compactas de Sobolev, temos que v, — 0 em
LP(2), p € [1,2%). Assim, utilizando (2.6) e as imersoes de Sobolev, temos

/F(tvn) dr < ft?/ |vn|2dx+06ﬂ/ o, |” dz
Q 2 Ja r Q
(2.20)

C
< —Cit?|va|I* + TECgt"anHT — 0 quando n — 0.

<
2
Desse modo, segue de (2.19) e (2.20) que

t2
c+o,(1) > 5 Dara todot >0

e, fazendo n — oo, temos
2

t
c> 2 para todo t > 0.

Como o lado direito pode ser arbitrariamente grande, isso contradiz a finitude de c.

Suponha agora que vy # 0. Neste caso, escrevamos

O(un) = O([Junvn)

1 2 2 /
= SllUn n - F n || Un d
s lunlPloall” = F([[unllvn) dz
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1
= Sl = [ F(lun,) do. (2:21)

Dividindo ambos os lados de (2.21) por ||u,||?, e observando que ®(u,) — ¢ enquanto

|un||* = 0o, o lado esquerdo da igualdade tende a zero. Portanto,

on(l) = L@(un)

[[un]?

1 1 )
= w2 \2 — | F
oz (glhul? = [ Pl do)

1 F
Q

[[un

2

Assim,

/QF(”“”“U”) N (2.22)

[[un][? 2
Como v,, — vy em H{ (), pelas imersoes compactas de Sobolev, tem-se v,, — vy em
LP(§2), p € [1,2%). Passando & subsequéncia, se necessario, podemos supor pelo Teorema
A5 que v, (z) = vo(z) em g.t.p. z € Q. Além disso, sendo vy # 0, existe 6 > 0 tal que o
conjunto

Es ={x € Q:|vg(x)| > 0}

tem medida de Lebesgue positiva. De fato, se assim nao fosse, terfamos vy(x) = 0 quase

sempre em x € (), o que contraria a hipotese vy # 0. Dado = € Fs, para n > 1

suficientemente grande, escrevamos |v,(z)| > 2 logo

J
[l[wnllva(@)] = unllloa(2)] = Slluall = +oo quando n — +o00

€, por (f3)7

i FUullloa@)l) _ o Elllunlllon(2)])

2
V()| = +00
n—-+oo [[wn|? n—-+oo (HunH\vn(x)W' ()

em ¢.t.p. x € E5. Como o integrando de (2.22) é nao negativo para n suficientemente

grande, pelo Lema de Fatou, temos

F
lim inf M dr > [ liminf
notoe Jo oo [|un? Qnotoo luy?

o que contradiz (2.22). Desse modo, concluimos que (u,,) ¢ limitada. O
No proximo lema mostraremos que o infimo de ® restrito a Nehari é atingido. Nesta

prova é fundamental a projecdo na variedade de Nehari e a semicontinuidade fraca do

funcional ®.
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Lema 2.4. Existe u € N, tal que

O(u) =c:= Jgj{’f@(u)

Demonstragio. Considere (u,) C N uma sequéncia minimizante, ou seja,
D (u,) — ¢ = in/{’/ ®(u) quando n — +o0.
ue.

Entéo, pelo Lema 2.3, (u,,) é limitada em H} (). Segue do Teorema A.2 que, a menos de
subsequéncia, u, — uy em H}(2). Note que ug # 0, pois caso contrario, usando (2.1) e as

imersoes compactas de Sobolev, obtemos

lunl® = [ Flun)un da

IN

[ (elual? + Celun ") de
Q

= 8/ ]unIde—i-C’s/ |un|" dx
Q Q
< Cillunl® + CCollun

e, fazendo n — oo, temos ||lu,|| — 0. Disso, segue que u,, — 0 em H(Q2), o que contradiz

o Lema 2.2.

Seja tg > 0 tal que u = toug € N. Pelo item (ii7) da Proposi¢gao A.3, a norma || - ||

é fracamente semicontinua inferiormente, desse modo,
< limi . .
[[uo|| < lim inf [|u, | (2.23)
Além disso, sabemos pela Proposicao 2.1 que o funcional

I, : HY(Q) >R
(2.24)

u—Ih(u) = /QF(U) dx

é continuo e, portanto, fracamente continuo.

Assim, combinando (2.23) e (2.24), concluimos que ¢ é fracamente semicontinuo

inferiormente. Dail

¢ < ®(u) = (touo) < liminf S(tou,) < liminf S(uy,) = c,

n—oo

onde na terceira desigualdade foi usada a propriedade fundamental do conjunto de Nehari

vista no Lema 2.1: para u € N, temos ®(u) = max>o P(tu). O

Observacao 2.4. Note que o infimo de ® restrito a N' admite a sequinte caracterizacao
Mminimax:

c:=inf ®(u) = inf  maxD(tu).
ueN weH (Q)\{0} t=20
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Para concluir, demonstraremos que o ponto de minimo do funcional restrito a
variedade de Nehari é, de fato, um ponto critico de ® em todo o espaco. Estabeleceremos
esse resultado através de duas abordagens distintas: a primeira utiliza o Teorema da
Funcao Implicita, seguindo a construgao original de Nehari; a segunda emprega o Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange.

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

2.3.1 Via Teorema da Funcao Implicita

Queremos mostrar que se v € N minimiza @[y, entdo ®'(u)v = 0, para todo
v € H}(Q). Como u # 0, existe ¢ > 0 tal que u + sv # 0, para todo |s| < . Entao, pelo
Lema 2.1, existe t = t(s) tal que t(u + sv) € N. Agora definimos

o(s,t) = ' (t(u + sv))t(u + sv) = ||t(u+ sv)||* — /Q f(t(u+ sv))t(u+ sv)dx.

Note que p € C'(R* R) e

P(0,1) = @' (uu = ul]* = [ fuwudz =0,

uma vez que u € N. Derivando ¢ em relacao a t, obtemos

Oat (s,t) = ;(t2||u+sv||2 /f (u+ sv))t (u—f—sv)dm)

— gt(tzﬂu—{—svﬂ 5 (/f u—i—sv))t(u—{—sv)dm)

= 2t|](u—|—sv)\|2—/Qaat[f(t(u+sv))t(u+sv)]dq: (2.25)

— ztuu+sv\|2—/Q[f@(uﬂu))(uﬂv)+f'(t(u+sv))t<u+sv)2] dz.

Note que em (2.25), utilizamos o Teorema A.4 para justificar a comutatividade entre a

derivada e a integral. Tomando (s,t) = (0, 1), temos

dp

SE(0,1) = ' (w)u = 2|l = [ [f()u+ f(w?] dr,

em que
J(w) = |Julf® — /Q Flw)udz. (2.26)

Observe que o funcional J estd bem definido e, restrito a Nehari, ¢ de classe C*(N,R),

por célculos andlogos a Proposicao 2.1. Como u € N, temos

lull? = | f(uuda
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0 / 2
2901 =2 [ fude — [ [fwu+ f (W] dr
- /Q [ (u)u — f'(u)u?] de. (2.27)
Pela condigao (fy), temos que f(u)u — f'(u)u? < 0 e daf
0
1 — f'(u)u? :
29(0,1) = [ [f()u— f/(w)u?] dz < 0
Segue do Teorema da Funcao Implicita que existe ¢t = t(s) € C'(—¢,¢) tal que
©(s,t) =0, com t(0) = 1 para todo |s| < . Entao t = t(s) # 0 e t(u+ sv) € N. Definamos
T(s) = P(t(u+sv)); |s| <e.
Note que Y € C*. Assim, como t(u + sv) € N, temos
T(0) = ®(u) =c < O(t(u+sv)) =T(s); |s] <e,

logo s = 0 é um ponto de minimo local de Y e, portanto, Y'(0) = 0. Por outro lado, note
que

T'(0) = (,f

S1s=0

O(t(u+ sv)) = Y'(s)

SZO‘
Pela Regra da Cadeia, temos

T O (t(u + sv))gs

= O (u)[t'(0)u + v]

0="7'(0) =T1'(s) [t(u+ sv)]

s=0

= t'(0)'(u)u + ¢ (u)v = ' (u)v.

Assim, concluimos que ®'(u)v = 0 para todo v € H} ().

2.3.2 Via Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
Pela Proposicao D.1, a derivada de ®|, tem norma dada por
197 (u)l = min || () = AT ()],

onde J é dado por (2.26). Como u € N é um ponto de minimo de @[, existe A € R tal
que
Q' (u) — AJ'(u) = 0. (2.28)
Aplicando este funcional linear continuo no préprio u € AN, obtemos
O (u)u — AJ (u)u = 0.

Sendo ®'(u)u = 0, vemos que AJ'(u)u = 0. Mas por (2.18) e (2.27) temos que J'(u)u < 0,
o que implica A = 0. Portanto, por (2.28), obtemos que ®'(u) = 0.



3 Existéncia de uma solucao nodal com

energia minima para uma equacao de

Kirchhoff

Neste capitulo, com base no artigo de Figueiredo e Nascimento [10], estudaremos a

existéncia de uma solugdo nodal (solu¢do que muda de sinal) para o seguinte problema
-M (/ ]Vu]Qda:) Au = f(u) em €;
Q

(P) ut#0eu #0 em (;

u=20 sobre 02,
onde Q C R? é um dominio suave e limitado e

ut(z) = max{u(r),0} e wu (r)=min{u(z),0}

para todo x € Q. Note que, neste caso, u = u™ +u~ e lu| = ut —u.

Assumimos que a funcdao M : R, — R, é de classe C! e satisfaz as seguintes

condigoes:

(My) A funcao M é crescente e 0 < M (0) =: my.
M(t)
t

(Ms) A funcao t +— é decrescente.

Conforme pode ser visto em [10], um exemplo tipico de uma fungao que verifica as
hipéteses (M;) — (Ms) e que remonta aos trabalhos originais de Kirchhoff sobre vibragoes

de cordas elasticas, é dado por

M(t) =mo+bt com mg,b> 0.

Uma classe mais ampla de fungoes, que permite modelar materiais com respostas
nao-lineares mais complexas a tensao, ¢ dada por perturbagoes sublineares do termo
constante (ou linear)

k
M(t) =mg+ > bit™,
i=1
com b; > 0e~; € (0,1) para todo i € {1,2,...,k}. Outro exemplo relevante mencionado
na literatura envolve o crescimento logaritmico, que possui um comportamento assintético
mais suave que o polinomial
M(t) =mo+In(1+¢).
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Assumimos que a funcdo f: R — R é de classe C! e satisfaz

(f1) (Comportamento na origem):
f(t)

[t|—0+ ¢

=0.

(f2) (Crescimento subcritico): Existe ¢ € (4,6) tal que

@

oo [t|a=1

(f3) (Condigao de Ambrosetti-Rabinowitz): Existe 6 € (4,6) tal que
0<0F(t) < f(t)t, V|t >0,

¢
onde F(t) = / f(s)ds.
0
(f1) (Monotocidade): A aplicagao

ft)
2[?

Observagao 3.1. (a) Pelas condigées (f1) e (f2), temos

t— ¢ crescente em [t| > 0.
f)t <eltP + CJt|? vt > 0. (3.1)

Além disso, de (f3), existe 0 € (4,6) tal que 0 < OF(t) < f(t)t para todo |t| > 0. Em
particular, f(t)t >0 para todot >0 e f(t) <0 parat <0. Sendo f(t) = F'(t), temos

6  F'(t)
OF(t) < F'(t)t & — < t>0.
(t) < Oﬁt‘F(t)’ vt >0
Integrando sobre o intervalo [to,t], temos
t1 tF/ t
0| —ds< ()d < flnls <1n|F(s)|
to S to F( ) to

& O(nlt] —Inlte]) < In|F(t)| — In|F(to)]

= on () <o (o)
@1“<||o||> i ({5

Como a exponencial é crescente, temos

0 0
() < ety 17 (g ) <170
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F(t
e considerando as constantes K = | |t( |(;)| , K9 >0, obtemos
0
F(t) > Ki|t|” — Ky V|t| > to. (3.2)

(b) Note que, a partir de (M), temos

c;it (Mt(t)> N Ml(t)tﬂ_ MO <0 = M(t)t <M(t); Vt=0. (3.3)
Defina,
p: Ry =+ Ry
L ' (3.4)
t— p(t) = §M(t) - EM(t)t,

_ t
onde M(t) = / M (s)ds. Derivando-a com relagio a t, obtemos
0

(1) = SM(t)— {008+ M)
= (M)~ M)
Por (3.3), temos que
M) > —Mt)  —s iM(t) - iM’(t)t > iM(t) - iM(t) 0,

logo ¢'(t) > 0 para todo t > 0 e, portanto, p é nao decrescente. Agora, usando (f4), temos

d (f(ﬂ) _ WP =32f1)

dt\ 6
/ —
_ SWe=3sie
4 -
e, consequentemente,
()t > 3f(t) para todo |t| > 0. (3.5)

Defina

Vv Ry — Ry
1 (3.6)
t—Y(t) = Zf(t)t — F(t).

Observe que derivando-a com respeito a t, temos

vt = U0+ 1] - 70

1, 3
= Mt -Sf(t
L2 g
e, por (3.5), ¥'(t) > 0 e ¥ é ndo decrescente para t > 0. Além disso, de (M), obtemos

W+ 5) = | M) dr = M) + / M) dr
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= M{(t +/ (y+1t)d

W+ [

= M(t) + M(s), para todot,s € [0, +00). (3.7)

| \/

Antes de enunciar o principal resultado deste trabalho, definamos a nocao de

solucao nodal.

Definigao 3.1 (Solugao nodal). Dizemos que v € Hg(Q2) é uma solugdo nodal do

problema (P) se u™ # 0, u= # 0 em Q e satisfaz a relagio
M (Jlul?) /Q VuVeéde = /Q flwodr, Yoe HY(Q). (3.8)
Aqui é importante lembrar que se u € HZ(Q), entdo u® € H}(Q) (veja Proposicio
B.2).

Teorema 3.1. Suponha que a fun¢io M satisfaz (My) — (M) e a fungao f satisfaz

(f1) — (f1). Entao o problema (P) possui uma solug¢do nodal com energia minima.

3.1 Estrutura variacional e Lemas técnicos

Consideremos o funcional energia ® : H} () — R associado ao problema (P)

d: Hy(Q) — R

we @) = Ml — [ Fu)ds,
onde M / M(s

Afirmamos que ® estd bem definido. De fato, sabemos que M € CY(R,,R,),

logo a funcao M é continua e bem definida para todo t > 0. Uma vez que a aplicacao

u ||lul| = (/ |Vul? dx) * esté bem definida para todo u € HE($), vemos que M ([|ul|?)

estda bem definida. A verificacdo de que a aplicacdo u +— / u) dz estd bem definida é

analoga ao caso feito para o Laplaciano na Proposicao 2.1.

Proposigao 3.1 (Diferenciabilidade de ®). O funcional energia ® € de classe C1(H} (), R)

e

<I)’(u)q§:M(Hqu)/QVquﬁdx—/Qf(uﬁbdx.

Demonstragio. Uma vez que I (u) = |lul]* = / |Vul? dx, sabemos que é um funcional de
Q

classe C*(H}(Q2),R) cuja derivada de Fréchet aplicada a ¢ € HJ(2) é dada por
I (u)¢ = 2/ VuVedz.
Q
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Escrevamos

Iy: Hy(Q) - R

s To(u) = ;(1\7 o I)(u) = ;z\?(h(u)).

Sendo I, e M diferenciaveis, temos pela regra da cadeia que

1~

Iy(u)p = §M,(]1(U))I{(U)¢

= M) [ VuVods
Q
e Iy é Fréchet diferencidvel. Por outro lado, observe que as aplicacoes u — M (||ul|?),

u +— I} (u)¢ sdo, respectivamente, composicao e produto de fungoes continuas; portanto,
ambas sdo continuas. Assim, Iy € C'(H}(Q),R).

A demonstracao que o funcional Ir(u) = / F(u)dx é de classe C'(Hj(2),R) é
Q

andloga a realizada na Proposigao 2.1, considerando a restri¢ao de crescimento (3.1).
Portanto, sendo ® = Iy — I, concluimos que ® € C'(H}(Q),R) com a derivada

dada. O

Assim, as solugoes fracas de (P) sdo precisamente os pontos criticos de ®. Associada

ao funcional ®, definimos a variedade de Nehari
N ={ue H;(Q)\{0} : ®'(u)u = 0}.
No Teorema 3.1, provaremos que existe w € M tal que

D(w) = inf B(w),

onde
M={weN:dwuw"=0=3(w)w }.

Observe que dado w € M, entdo w® # 0 e ®'(w)w™ =0 = &'(w)w~. Assim, seguindo [21,
Proposigao 1.3, p. 8], temos

P (wywt =0 & M(||w||2)/QVwVw+dx:/Qf(w)uf“dx
& M) [ Vo [Voxuso] do= [ fwu* de
o M(||w||2)[2|vw+|2dx:/Qf(w++w->w+da;

o M(||w||2)/Q|Vw+|2dx:/S Flw +w )" d +

upp(w™)

/ flwt +w)w de
supp(w ™)
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& M)t = [ ftut do
€ como
2 4+ 2 = |2 + 290 V™ + [
= w0 = ],

segue que ||lwT||? < ||w||? e de (M) temos M (||w™|?) < M(||wl||?). Assim, esta tltima

desigualdade implica que

@' (whwt = Mt |P)u* | = [ fw)e* de
Q
< Ml = | flw)w* de (39)
= ¥(wp* =0,
para todo w € M. Analogamente, mostra-se que ®'(w™)w~ < 0.

Comecemos por estabelecer alguns resultados preliminares que serao explorados na

ultima se¢ao para um argumento de minimizagao.

Lema 3.1. (a) Para todo uw € N temos

(6 —4)
46

®(u) > maolul®.

(b) Exziste p > 0 tal que
lul| > p para todo u € N

|lw®|| > p  para todo w € M.

(¢) Para (u,) C N tal que ||u,|| — 400, temos ®(u,) — +o0.

M(t
Demonstragao. Sabemos, por (M), que a fungao t +— t( ) é decrescente, entao para
0 <o <t temos
M (t M M(t
t( ) < (@) o t()oéM(o).
o

Integrando em relagdo a o sobre o intervalo [0, ¢,

M(t) = /[)tM(a)dUZ/[)tMt<t>ada

]w(t)/otadaz ;M(t)t.

t
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A partir disso e de (M), temos para todo t > 0 que

() = ()

1 1
1~ 1
< GM(t) — SM(b).

Dado u € N, temos

1 1

D) — @' (wu = SN (Jul?) — [ Flu)de - 5 [MOulP)el? - [ fujuds]

1
e, por (f3), vemos que 0 < 5f(u)u — F(u). Portanto,

OS/Q[éf(u)u—F(u) da::;/gf(u)udx—/QF(u)d:c.

Logo

D) — 2 (> S F(ul]?) — 5 M ()l

Desse modo, de (3.10) e (3.11), obtemos
0—4 1
(75" ol < #60) = o't
e, sendo ®'(u)u = 0 para todo u € N, concluimos que

0—4
o) > (5% ol

38

(3.10)

(3.11)

o que prova (a). Para provar (b), note que a partir da defini¢gdo de N, (M), (3.1) e das

imersdes de Sobolev H}(Q) < LP(Q), p € [1,2*], temos para todo u € N que

mollul* < M([Jul*)lfull*

< /Q(5|u|2 + Clul?) do

< 8/ |u|2d:v—|—C’E/ |u|? dx
Q Q
< eCifull* + C-Colul”

e, desse modo,

mollull* < eCillull* + CoCollull” < molul]* — eCil|ul* < C.Co]lu]”
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& (mo —eCh)l|ull* < C-Colu]®
< My — ECl S CEC'QHqu*Q.

Escolhamos € > 0 suficientemente pequeno tal que my — eC; > 0. Assim, temos

mo — eCy 9 (mo — eCl) =
e q o 2 = <
cc, =l C.Cy < fjul

e definindo

L mo — 501 =2
P= ( 0502 > ~ 07

concluimos que
0<p < |[ull.

Agora, seja w € M, entdao ¢’ (w)w™ =0 e &' (w)w™ = 0. Além disso, segue de (3.9) que
M D)ot < [ fw*)* de.
Q

Desse modo, utilizando (M), (3.1), as imersoes de Sobolev H}(Q) — LP(Q), p € [1,2*] e

repetindo o raciocinio anterior, obtemos
+
0<p < [lw.

Por fim, resta provar (c¢). Note que, pelo item (a), para (u,) C N, vale que

o) = (7% a2

logo, se ||u,|| — +o0, entao ®(u,) — +oo. O

Aplicamos o proximo resultado na ultima se¢do a toda sequéncia minimizante

limitada de & em M para garantir que o candidato a minimizador seja diferente de zero.
Lema 3.2. Se (w,) ¢ uma sequéncia limitada em M, entdo

hmmf/ |wi|‘1 dx > 0.
Demonstragio. Usando (3.9) e (3.1), temos
M PP < [ fdufda
< /(g|wi|2+og|wi|Q) dz
Q

= 5/ |wi|2dx+05/ lw® | da. (3.12)
Q Q
Pela condicao (M;) e pelo item (b) do Lema 3.1, temos

mop” < M(||wg|I*) Jwy]|*. (3.13)
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Sendo (w,,) limitada em HJ (), existe C' > 0 tal que ||w,|| < C para todo n € N.

Em particular, |[wE|| < C e, pela desigualdade de Poincaré (veja Proposi¢iao B.1), segue
que

/Qngmx < Oyt |? < ¢, (3.14)

Denotando k& = C;C? > 0, segue por (3.12), (3.13) e (3.14) que
mop* < ek + Cg/ lwE | da.
Q
Rearranjando os termos, vemos que

2

mop” — ek / i

<L qd.
C. - Q|w”| o

Tomando ¢ > 0 tao pequeno que mgp? — ek > 0 e definindo

2
mop~ — €k
5= 258 o,
Ce
obtemos
0<6< / lwE|?dr, para todo n > 1.

Q

Portanto,

0<6< liminf/ lwE|? d.
Q

n—-+o0o

]

Os préoximos resultados inferem informacoes geométricas de ® em relagao a M da
mesma maneira que se costuma fazer com A. Para ser mais preciso, note a semelhanca
entre o préximo resultado e o Lema 2.1, onde afirma-se que para cada v € Hg(2) \ {0}
existe t, > 0 tal que t,v € N.

Lema 3.3. Se v € H}(QQ), com vt # 0, entio existem t,s > 0 tais que
(vt +sv )t =0 e D(tvT +sv7)vT =0. (3.15)

Consequentemente, tv™ + sv~ € M.

Demonstracao. Definamos a fungao
V (0, +00) x (0, 4+00) —R?
(t,s) =V (t,s) = (' (tv" + sv7)(tv"), @' (tv" + sv7)(sv7))

a qual é continua, pois suas fungdes coordenadas o sdo. Note que ®'(tv™ + sv™)vt = 0 se,

e somente se, ®'(tv* + sv™)(tvT) = 0, uma vez que ¢t > 0. Por outro lado, sabemos que

' (tvt +sv7) (o) = M(|[tv" +sv7|)?) /Q V(tvt 4+ sv)V(tvh) dz
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—/Qf(tvJr +sv7)(tv") da

= M(||tv" +sv|*) /Q V(tvt + sv)V(tvt) do —

supp(v ™)

V (+)f(tv++sv_)(tv+)dx~l— ftvT 4 sv7)(tvT) da
supp(v
= M(||tv*|]* + 2tsVo Vo + ||SU_||2)/Q(L‘2\VU+]~|—tva+Vv_)dx
— toN) (tv™) dx
Lo, F ) 0)
_ 2 + 112 —112 +12 _ + +
= 2M(|Jtot])? + s )/Q|vu 12 dx /Qf(tv V(™) d

= tzM(tZHWHQ+82HU’HQ)H’U+H2—/Qf(tvﬂ(tv*) dz, (3.16)

em que as igualdades seguem das propriedades das partes positiva e negativa de v,
especificamente o fato de possuirem suportes disjuntos, o que implica em VotVo~dx = 0
e vTv™ =0 q.t.p. em Q. Utilizando (M), (3.1) e as imersoes de Sobolev HJ () < LP(2),
p € [1,2%], temos

(ot +s07)(toh) = EMEPoT]*+ o)) - /Qf(tv+)(tv+) dx
> t2m0||v+||2—/(5|tv+|2+CE|tv+|q) dz
Q

-~ t2m0||v+||2—gt2/ |v+|2d:1:—C’atq/ ot |7 dx
Q Q

v

t*mo|v*||* — et*Ch v ||* — CoCet?jo™ |7
> (mg — Ol ||* = CCAjo™ |7
> tflt[*(mo — eC — tT2CC 0" [177%)

em que C' = max{Cy,Cy}. Escolhamos ¢ > 0 de modo que my — eC' > 0, entdo existe
)
§ > 0 tal que, para 0 < t < ¢, temos mg — eC — t92C.CllvT||7? > 0. Seja r = 5 > 0,

entao para todo 0 <t < r, segue que
O (tvt + sv7)(tvt) > 0.
Em particular, para t = r, temos
' (rvt + sv7)(rvt) >0, para todo s > 0.
Argumentando da mesma forma para ®’(tv* + rv~)(rv™), obtemos

' (tvt +rv7)(rv”) >0, para todo ¢t > 0.
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Mt
Por outro lado, de (M,), a fungao t — t< ) é decrescente, entao para t > 1, temos
Mt(t) < Ml(l) _ M)

e, consequentemente, M (t) < M (1)t parat > 1. Para 0 <t < 1, como M é continua no
compacto [0, 1], M é limitada, logo existe Ky > 0 tal que M (t) < K, para todo t € [0, 1].
Tomando K = max{Ky, M (1)}, temos para todo ¢t > 0 que

M) < M(1)t+ K. (3.17)
Usando (3.17), (3.2) e (f3) em (3.16), temos

't +sv7)(tv") = EME T+ s o H)]oT]F - /Q f(w™)(to") da

IN

MO ([T + s~ [1%) + K]0 |1* - Q/QF(W) dz

IN

M) oF[[* + M) o™ P[0~ |7 + Ko
—0K1|t|6'/ |’ dz + K9,
Q

onde |Q2] denota a medida de Lebesgue sobre €. Assim, como 6 € (4,6), existe R > 0

suficientemente grande tal que para t = R,
®'(Rvt + sv™)(Rv™) <0 para todo s < R.
Argumentando da mesma maneira para ®'(tv™ 4+ rv~)(rv ™), obtemos
' (tvt + Rv™)(Rv™) <0 para todo t < R.
Em particular,

O (rvt +sv7)(rvt) >0 e @ (tvT +rv7)(rv”) >0 paratodo t,s € [r, R]

O'(Rvt +sv)(Rvt) <0 e @ (tvt + Rv)(Rv™) <0 paratodot,s € [r, R

Como V é continua, o Teorema de Miranda (Teorema E.9) assegura a existéncia de um

ponto (o, so) € [r, R] x [r, R] tal que V (to, so) = (0,0). Ou seja,
D' (tovT + s )(tevT) =0 e D' (tevT + spv7)(sev~) = 0.

Como tg > r > 0 e sg > r > 0, podemos dividir as equacbes acima por ty e sg

respectivamente, obtendo

O (tovt +sv vt =0 e D (tovT +spv v = 0.
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Isso conclui a prova da existéncia de ¢, s > 0 satisfazendo (3.15). Finalmente, para mostrar

que uy = tevt + sov~ € M, lembramos que a variedade de Nehari nodal é definida por
M={weN:dww"=0=3ww }.

Como v # 0, v~ # 0 tém suportes disjuntos e tg, sp > 0, segue que ug Z 0. Além disso,

pela linearidade do funcional @', temos
(I)/(Uo)UQ = (I)/(t(ﬂ)+ + (‘J”()?]i)(tov+ + 50’(}7)
= to®'(tov™ + sov ™ )vT + 5P’ (tevT + sov 7 )T =0

e, portanto, ®'(ug)ug = 0, o que implica que tovt + sov~ € M. O

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Neste ponto, finalmente podemos provar a existéncia de w € M no qual o infimo de
® ¢é atingido. Descobrimos que w é um ponto critico de ¢ e, em seguida, uma solucao nodal
de energia minima do problema (P). Para completar a prova do Teorema 3.1, concluimos

mostrando que w possui exatamente dois dominios nodais.

Dada a complexidade dos resultados que precisam ser desenvolvidos e demonstrados,
organizaremos a prova do Teorema 3.1 em diversos lemas, a fim de facilitar a compreensao

e a exposicao sistematizada desses resultados.

Primeiro, vamos comecar com a existéncia de um minimizador w € M para P,
o qual é garantido pelos lemas anteriores que fornecem a geometria necessaria. No que
segue, denotamos ¢y = wlg/{/‘ ®(w) e deduzimos, pelo Lema 3.1 que ¢y > 0. Assim, existe
uma sequéncia minimizante (w,) C M tal que ®(w,) — ¢o. Do Lema 3.1(c), temos que
o funcional ® é coercivo, logo a sequéncia (w,) ¢ limitada em HJ(f2). Portanto, pelas
imersoes de Sobolev H}(Q2) — LP(Q2), p € [1,2*] e pela reflexividade de HJ (), podemos

assumir a menos de subsequéncia, que existem w, wy,wy € H () tais que

w, = w, wi—w, w, =wy em HQ).
Além disso, como H{(2) < LP(£2) compactamente para p € [1,2*), temos

w, = w, wi —w, w, —ws em LP(Q), pell,2).

Lema 3.4. Sejam (w,) C M uma sequéncia minimizante para ¢y e w,wy, wy 0S limites

definidos anteriormente. Entdo

(1) wE — w* em LP(Q), p € [1,2%);
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(11) wt =w; e w™ = wy quase sempre em §);
(7i1) w € M.

Demonstragio. Com efeito, seja p € [1, +00), queremos mostrar que a fungao g : LP(Q) —

LP(Q) definida por g(w) = w™ é continua. Observe que

+

F—w'| <|w, —w|, paratodox € Q.

lw
Elevando a poténcia p > 1 e integrando sobre {2, obtemos

lgtwn) = g()ly = | Jwi(e) —w* @) do

< /Q lwa () — w(z)|P do

= [Jwn —wlf}.
Desse modo, g é continua. Repetindo os calculos, provamos que w,, — w™.

Para provar (ii), note que w,, — w em LP(Q)) e w7 = (w,)™, logo pela continuidade
da aplicacao w +— w™, temos w; — w™ em LP(Q)). Por outro lado, vimos que w; — w;
em LP(92). Pela unicidade do limite em L?(2), devemos ter necessariamente w = w; > 0

e de forma analoga w™ = wy < 0 quase sempre em §2.

Agora, resta provar (i7i). Com efeito, por wi — w™ e w, — w™ em LP(Q),
p € [1,2*) quando n — 400, temos
: += ., E|p —
Jim it~ =0,

Segue da desigualdade triangular que

lwllp = w5 < [lwy —w[5 =0 quando n — +oo.

. + + .
Logo, nl_lgloo w5 = [Jw=[P, ou equivalentemente,
/ lwE|P dx —>/ lw®|P da.
Q Q
Pelo Lema 3.2, w* # 0 e, consequentemente, w = wt + w™ estd trocando de sinal. O

Lema 3.5. Se (w,) C M ¢é uma sequéncia minimizante para cy, entdo existe w € M tal

que

/Qf(wf)wﬁda:%/ﬂf(wi)widx

/Q F(wF)de — /Q F(w®) dz.
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Demonstragio. Se (w,) é uma sequéncia minimizante para ¢y, ja vimos que ela é limitada

e a menos de subsequéncias

w, »w, wi—wt, w, —w  em LF(Q),pel[l,2%).

Pelo Teorema A.5, a menos de subsequéncia, temos
wp(2) = w(z), wh(r)—=w(zr), w, (r)—>w (r) ¢tp em Q

n n

e existe fungdes hy,, i, h € LP(§2) tais que

jwn ()] < hp(x),  |wi(x)| < h)(x), |w,(z)] <h,(z) gqtp emQ ¥neN.

Uma vez que f é continua e w; (x) — w'(x) ¢.t.p. em Q, temos que f(w/ (z))w! (x) —

f(wt(z))w™(x). Desse modo, pela condi¢ao de crescimento (3.1), temos
[f (i (@)wy ()] < elwy (@) + Celuwyf ()7
< e(h3 (@))” + Ce(hg (2))" € LH(Q).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

lim /f(w whdr= | lim f(w ,fdx:/gf(wﬂw*dx.

n—-+oo JO O n—+oo

De maneira analoga, mostra-se que

/ fw, w, de — / fw)w™ dz
e além disso, de maneira semelhante, os mesmos resultados se aplicam para F'. O

Lema 3.6. Sejam t, s > 0 os numeros reais satisfazendo o Lema 3.3. Entdo vale que t <1
es<l.

Demonstracdao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que s < t. Assim,
lwt* + w7 < (et + o)
= (JJwt])?* +2Vw V™ + ||Jw|*)
= Pl P
= £flw]*.

Pelo Lema 3.5, temos

/f wd;z:—>/f Jw* dx

/F wdx%/ wda:.
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Desse modo, uma vez que ®'(w,)w> = 0, vemos que
M(Jwl )t = [ fwiu*da.
Pela continuidade inferior e por (M;), tem-se

2 . . 2 . . 2
M () < Mt int [, [?) < lim g ().

Logo,
+)12 )12 _ wE
M)l 2 < b it M (2|2 = Vimind [ st de = [ sy do.
isto é,
P (w)wt <0 e P(ww <O0. (3.18)

Agora, de (3.15), temos
M (E ™ |* + % [lw” %) w™]|* = / f(tw™)tw* da.
Q

Observe que, por (M), temos

M (2 ||wt||? + s2[|w™||? t2M (2 ||w||?
( ” ” . H || )Hw:tHQHwHZ S ( ||2 H )HwiHQHsz. (319)
[Jw]] [Jw]]
Escrevamos
o fw ) e fwT) Ly
/Qf(tw Jtw™ dx = o () (tw* ) tw* de =t /Q(twi)?’ (w*)" dx (3.20)

e, desse modo, de (3.19) e (3.20), concluimos que
EMEw]?) | oy oo e [FET) L
e P > ¢ /Q sy ()

lw]?
- ML), ftw
t7)|w wt
——— . 3.21
e 1 Pl > [0 (3:21)
Por outro lado, de (3.18), temos
M(Jlw][*) )t ( wi)
Pl < [ %, (3.22)
[[w]}? )3

Combinando (3.21) e (3.22), temos
[M<|’w||2) M(t2‘|w‘|2)‘| Hw:l:H2HwH2 S/ [f(wi) . f(twi>] (wi)4dx.

lwl 2wl (w*)* (tw®)?
Suponha que ¢t > 1, entdo pela hipotese (M), segue que

[M(HUJHQ) M(t2”w||2)‘| ||w:|:H2Hw||2 Z 0.

[[wl]? t2[|w||?
Por outro lado, devido a condigao (f4), se t > 1, temos
+ +
t
/ fw?) _ ftw”) (wF)*dx < 0,
a | (W) (twF)3
o que causa uma contradicdo. Portanto, devemos ter ¢ < 1. Analogamente, prova-se que
s < 1. ]
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Lema 3.7. Sejam (w,) C M uma sequéncia minimizante para ¢y e t,s > 0 0s nimeros

reais tais que twt + sw— € M. Entao, t = s = 1. Consequentemente, ®(w) = co.

Demonstragio. Como 0 < t,s < 1, w, — w em H}(Q) e ® ¢é fracamente semicontinuo

inferiormente, podemos utilizar (3.4) e (3.6) para obter a seguinte estimativa

1
co < O(twt +sw) =0(twt +sw”) — Z@’(tw* + sw”)(twt + sw™)

_ ;M(Htwusw—uz)—/QF(twwsw—)dm
—i [M(Hmf +sw Pt + sw|? — /Q Fltw* + sw™) (tw* + sw) dx]
< SH(lwlP) — [ Fw)de = [MOwPlll - [ fw)wds]

= O(w)— i@'(w)w

. . ]' /
< it [20) - 78w,
— nl_l)rfoo@(wn) = (ID(w) = (.

Observemos que, se t # 1 ou s # 1, pelos calculos acima obteriamos uma contradigao.

De fato, a estimativa acima nos fornece a seguinte cadeia de desigualdades
co < A(t,s) < A(1,1) < ¢, (3.23)
onde a expressao auxiliar A(t, s) é definida por
A(t,s) = d(tw" + sw™) — 411<I>’(tw+ + sw”)(twt + sw™).
Suponha que ¢ < 1 ou s < 1. Vamos analisar a expressao expandida de A(t, )

1~ 1
Ats) =[St + swmP) = Ml -+ sw™ )+ su|?

1 _ _ _
—i—/ﬂ [4f(tw+ + sw”)(twt + sw”) — Ftw" + sw )} dx
e por (3.4) e (3.6), temos que
A(t,s) = p(twt + sw™) + /Q Y(tw" + sw™) d.

Como w™ e w™ possuem suportes disjuntos, temos |[tw™ + sw™||* = |[tw™||*> + ||[sw™||* e

podemos separar a integral

/Qw(tw+ + sw”) dx = / Y(twt + sw™) dr + Y(twt + sw™) d.

upp(wt) supp(w™)
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Se w # 0, entdo wt # 0 ou w~ # 0. Assumamos, sem perda de generalidade, que w™ # 0.

Se t < 1, pela propriedade de monotonicidade das aplicagoes t — ¢(t),t — 1(t), obtemos

A(t,s) = p(tw® +sw™) + P(twt + sw”) dx + Y(tw™ + sw”) dx
supp(w) supp(w™)
< p(w +sw”) + Y(tw" + sw™) dx + Y(tw® + sw”) dx
supp(w™) supp(w™)
= A(1,s).

e analogamente para s < 1. Em suma, se t < 1 ou s < 1, concluimos que
Alt,s) < A(1,1),
mas isso contradiz diretamente (3.23). Logo, a suposicao de que t < 1 ou s < 1 é falsa e,

portanto, t =s =1, w € M e ®(w) = ¢. ]

Neste ponto, afirmamos que w é um ponto critico de @, ou seja, ®'(w) = 0. Entao
w é uma solugao fraca do problema (P). Faremos isso de maneira diferente do apresentado
no artigo base, conforme mencionado na introducao, deixando assim uma contribui¢ao

para futuros estudos baseados no método de Nehari.
Lema 3.8. Seja w e M ecy= 1;1/{4 O (w). Entao w € solugao fraca do problema (P).

Demonstragio. Suponha, por contradi¢do, que w nao é solugao fraca do problema (P).

Entdo podemos encontrar uma funcio ¢ € Hj(Q) tal que

@(w)g = M(Jull?) [ VuVéda— [ flw)ods < -1
Pela continuidade de ®’, existe § > 0 suficientemente pequeno tal que
O (twt + sw™ + £@)p < —; para [t — 1|+ s — 1| + [¢] < 3e. (3.24)
Seja n uma fungao corte tal que
1, se [t—1] S%,|s—1| g%
n(t,s) =
0, se [t—1>couls—1|>e.
e consideremos uma funcao auxiliar ¢» dada por
6 [0,1] - H(9)
o= (o) =P(tw" + sw™ + oen(t, s)d).

Como ® € C'(H}(Q),R), a derivada de 9 existe e é continua, logo pela Regra da Cadeia,
obtemos que
V(o) = ' (tw" + sw™ + aen(t, s)p)en(t, s)o.
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Segue do Teorema Fundamental do Célculo, temos
Y1) = ¥(0) = P(tw’ +sw™ +en(t,s)p) — P(tw" + sw™)
1
= / ' (tw™ + sw™ + oen(t, s)p)en(t, s)¢ do
0

= /01 V(o) do

e observemos que para [t — 1| <e e |s— 1| < ¢, temos e assim, usando (3.24) temos

O(twt + sw™ +en(t,s)g) = P(tw’ + sw™ +/ "(tw" + sw™ + oen(t, s)p)en(t, s)¢ do

IN

O(twh + sw™) + /01 (—;) en(t, s) do

1
= O(twt +sw”) — isn(t, s)

IN

O (twt + sw™)
< O(w).

A desigualdade anterior continua valida para [t — 1| > € ou |s — 1| > &, pois nesse caso,
n(t,s) = 0 e a desigualdade é imediata. Portanto, a desigualdade ®(twt +sw™+en(t, s)¢) <
O(tw* + sw™) é valida para todo (t,s) € (R)? com t # 1, s # 1. Finalmente, considerando

t=1es =1, obtemos
O(twt + sw™ +en(s, t)p) = ®(w+en(1,1)e)

_ +/ (w+ oen(1,1)¢)en(1,1)¢ do

< @(w)+/01 (—é) en(1,1) do

— B(w) - ;877(1, 1)

Portanto, a desigualdade ®(tw™ + sw™ + en(t, s)¢) < ®(tw™ 4 sw™) é valida para todo

(t,s) € (R)? e concluimos que

sup ®(tw’ + sw™ +en(t, s)p) < co.
t>0,5s>0

Agora, é suficiente encontrar ¢,5 > 0 tal que

twt + sw™ +en(t,5)p € M,
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o qual contraria a definicao de ¢g, ou seja, achariamos um ponto na Nehari nodal abaixo

do infimo. Para isto, consideremos as fungoes
h:l—el+e x[1—¢e1+¢e — Hy(Q)
(t,s) — h(t,s) = tw" + sw™ +en(t,s)o
e
T:[1-e,l+elx[l—gl4+e]—-R
(t,s) = Y(t,5) = ' (tw' + sw™ +en(t,s)d)(tw’ + sw™ +en(t,s)d).

Para verificar a continuidade de Y, observemos primeiramente que a aplicacao
(t,s) — h(t,s) é continua de R?* em H}(Q). Além disso, como ® € C'(H}(Q),R), a
aplicacdo derivada u — ®'(u) ¢ continua do espaco de Sobolev Hg () em seu dual H ().
Consequentemente, a fun¢ao u — ®'(u)u é continua e, portanto, T é continua, pois é a

composi¢ao da aplicacdo continua h com a aplicacao continua u — ®'(u)u. Disso, segue

que
T((1—e),(1-2) = ®((1-hw + (1w +en((l—e), (1 —e)d)(1 - e
(1 - +en((1 - <), (1-2))9)

= P(I—gwr+(1-a)w )(1-gwt+(1—-e)w™) >0

T(1+¢),(14+¢) = d(1+e)w"+ 1 +e)w™ +en((1+e¢),(1+¢))d)((1+¢e)w™
+(1+e)w™ +en((1+e¢),(1+¢))o)
= d((A1+a)wt+1+e)w ) ((1+e)wt +(1+e)w™) <0,

de onde concluimos, pelo Teorema de Miranda, que existe (¢, 5) € (1—¢,1+¢)x (1—¢,1+4¢)
tal que T(¢,s) = 0. O

Para finalizar a prova do teorema, iremos mostra que M possui exatamente dois
dominios nodais ou, equivalentemente, muda de sinal exatamente uma vez.

Consideremos o aberto Q = {z € Q : w(z) # 0}. Suponha, por contradicio, que {2
possua mais de dois dominios nodais. Como w muda de sinal, sem perda de generalidade,

podemos assumir que

w=w, +ws +ws, onde w;>0,wy<0,w3#0

supp(w;) Nsupp(w;) =0, parai#j;i,7=1,2,3.
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Observe que w; = 0 em {2 \ supp(w;) para i = 1,2,3. Assim, a disjungao dos suportes

combinada com ®'(w) = 0 implica
<I>’(w1 —+ wg)wl =0= (I)/<'LU1 -+ ?UQ)U}Q.
Como 0 # w; = (wy +wz)T e 0 # wy = (w1 + wy)~, pelo Lema 3.3 existem

t,s € (0,1] tais que t(w; + we)t + s(wy +wy)~ € M, ou seja, tw; + swy € M e, entdo
O (twy + swsy) > .

Por outro lado, usando 0 # w3 € M e (3.1)(b), temos
O (twy + swy) < P(wy + wy) < P(wy + we) + P(w3) = P(w) = ¢y

o que contraria a definicao de ¢q e, portanto, concluimos que w3 = 0. Assim, a prova do

Teorema 3.1 estd completa.



Apéndice A

Espacos de Lebesgue LP

Apresentamos a seguir uma breve revisao dos Espacos de Lebesgue LP(Q)) cujas
provas podem ser encontradas em [1], [3], [4], [12] e [15]. O objetivo é fixar a notagao

utilizada e enunciar resultados classicos essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

Defini¢dao A.1. Seja Q C RY um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Definimos
LP(Q) ={f: Q — R mensurdvel e / |f(z)]P dx < +o0}
Q

dotado da norma

I, = ([ 1)’ (A1)

O espago LP(£2) é chamado de Espaco de Lebesgue. Além disso, se 1 < p < oo,
entdo LP é um espago vetorial normado com rela¢do a (A.1) e é completo com respeito a
esta norma; portanto, LP é um espaco de Banach. Segue desse fato que, para 1 < p < oo,

L? é uniformemente convexo e, consequentemente, reflexivo.

Teorema A.l. (Desigualdade de Holder - [3], pdg. 6) Seja f € LP(Q2) e g € LY(Q)
com p,q > 1 tais que L+ 1 = 1. Entio fg € LN) ¢ [lfal < [/l

Proposicao A.1. (Lema 2.2 - [1], pdg. 23) Seja a,b>0 e 1 <p < +o0, entio
(a+b)P < 2771 (a? 4 bP).

Proposicao A.2. (Proposigdo 6.12 - [12], pdg. 186) Se u(X) < 00 e0 < p < g < o0,
entiio L1(X) € LX(X) ¢ | flly < | llau(X)3 4.

Definicdo A.2. Seja X um espa¢o de Banach e ® : X — RU{+oo} um funcional.
Dizemos que ® € fracamente semicontinuo inferiormente se para toda sequéncia (u,)°%; C

X que converge fracamente para algum u € X, isto é, u, — u, vale ®(u) < lirggiogfé(un).

Proposicao A.3. (Proposicdo 3.5 - [4], pdg. 58) Seja X um espago de Banach e

s N .
(2,)5, uma sequéncia em X. Entao

(1) z, = x fracamente em o(X, X*) se, e s6 se, (f,x,) — (f,x), para todo f € X*.

(17) Se x,, — x fortemente, entao x, — x fracamente em o(X, X*).
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(iii) Se x, — x fracamente em o(X,X"), entdo a sequéncia (||z,|)5, € limitada e

Joll < liminf 2.

(iv) Se x, — x fracamente em o(X,X") e f, = [ fortemente em X*, entao (f,x,) —

{f, ).

Proposicdao A.4. (Proposicio 6.2.9 - [3], pdg. 109) Sejam E e F espacos de
Banach. Um operador linear T : E — F ¢é continuo se, e somente se, T : (E,0(E, E*)) —
(F,o(F, F*)) é continuo.

Teorema A.2. (Teorema 6.5.4 - [3], pdg. 164) Em um espaco reflexivo, toda

subsequéncia limitada tem subsequéncia fracamente convergente.

Proposicao A.5. (Proposigdo 3.6 - [7], pdg. 20) Seja H um espago de Hilbert

(1) Se (uy) converge fracamente para w em H, entao
Jull < i |
(17) Se (uy,) converge fracamente para u em H e
Jell = tim [l
entao (u,) converge fortemente para u em H.

Lema A.1. (Lema de Fatou - [4], pdg. 90) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em
LY () que satisfaz:

(i) para todon € N, f,,(x) >0 em q.t.p. x € Q;
(i1) sup/fn < 400.
Para q.t.p. © € Q, temos f(x) = lim inf fn(z) < +00. Entio f € L'(Q) e
[ £ <timint [ .

Teorema A.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue - [4], pdg.

90) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em LY(S)) que satisfaz:

(i) fu(x) — f(x) em q.t.p x € QY

(ii) existe uma fung¢io g € L'(QY) tal que, para todo n € N,|f.(x)] < g(z) em q.t.p.
x € (L.

Entio f € LY(Q) e || f, — f]| = 0.
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Teorema A.4. (Teorema 2.27 - [12], pdg. 56) Suponha que f : X X [a,b] —
R(—oco <a<b<+400) e que f(-,t) : X — R sejam integrdveis para cada t € [a,b]. Seja

F(t) = /X Fla, ).

(i) Suponha que exista g € L*(X x [a,b]) tal que |f(x,t)| < g(x) para todo (z,t) €
X X [a,b]. Se tli_gl f(z,t) = f(z,to) para todo x € X, entdo }E{l F(t) = F(ty); em
0 0
particular, se f(x,-) € continua para cada v € X, entdo F é continua.
0
(73) Suponha que 8]; exista e que g € L'(X X [a,b]) tal que | f(x t)| < g(x) para todo
(x,t) € X x [a,b]. Entao F ¢é diferencidvel e F'(x =% /f /E(x,t)

Teorema A.5. (Teorema 4.9 - [4], pdg. 94) Seja (f,) uma sequéncia em LP(QQ) e
f e LP(Q) tal que || fn, — fll, = 0. Entao existe uma subsequéncia (fn, )i, € uma funcdo
h € LP(QY) que satisfazem

(1) fo,(x) = f(x) em q.t.p. x € Q;

(i0) | fn,(x)] < h(x), para todo k > 1 em q.t.p. x € Q.



Apéndice B

O espaco de Sobolev H}}

Neste apéndice, apresentamos as defini¢oes e propriedades fundamentais do espaco
de Sobolev H}()), o qual constitui o ambiente funcional adequado para o estudo de
problemas elipticos com condigbes de fronteira de Dirichlet homogéneas. Para uma discussao
detalhada, recomendamos [2], [4], [7], [21] e [23].

Para definir o espago de Sobolev, primeiramente estendemos o conceito classico
de derivada. Seja C§°(€2) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto em ) (frequentemente chamadas de fungoes teste).

Denotamos por

L) ={u:Q—=R:ul, € L'(w), Vw aberto limitado com @ C Q}.

A férmula da integracao por partes motiva a seguinte definicao.

Definigao B.1. Seja u € L},.(Q). Dizemos que u é fracamente diferencidvel em ) se

existem vy, . ..,uy € L,.(Q) tais que
Op +/ 0 Ve Cr(9) (B.1)
u UV, = .
Q Ox; Q ¥y v 0
para cada i =1,...,N. A fungao v; que satisfaz (B.1) € dita a i-ésima derivada fraca de
u em e é denotada por Dyu = v;. Em particular, se u € C*() entdo Dyu = %, para

todoi=1,...,N. O gradiente fraco de u em 2, denotado por
Vu = (Diu,..., Dyu)
¢ a funcao u : Q2 — R cujas componentes sao derivadas fracas.

Definicao B.2. Seja Q2 C RN um dominio aberto ep € R com 1 < p < 0o. O espaco de
Sobolev WHP(Q) € definido como

W' (Q) = {ue€ LP(Q): Diue L’(Q), Vi=1,...,N}.

Este espaco € equipado com a norma
N 1N 1
p p
Jullwss = lfall, + 3 1Dy = ([ ful? dz)” + 3 ( [ 1Dwp da)”.
i=1 Q =1 /&

(2
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O espago de Sobolev H'(2), também denotado por W2(Q), ¢ definido como o

subespaco de L?(Q) cujas derivadas fracas de primeira ordem também pertencem a L?(Q)
H'Y(Q) = {ue L*Q): DueLXQ),Yi=1,. N}

Se u,v € H'(Q), definimos o produto escalar em H'(€) como

(u, v) g1 ::/qudx+§;/g(Diu)(Div) da::/guvdzr—l—/QVqudx (B.2)

com a norma induzida

|| g1 = (/Q u? d:c—i—g;/Q(Diu)Q dar:)é = (/Qu2 d:z:—i—/Q]VuF daz)%. (B.3)

Teorema B.1. (Teorema 2.23 - [7], pdg. 17) H'(Q)) é um espaco de Hilbert.
Definigao B.3. O espago de Sobolev H}(Y) é definido como o fecho de C§°(Q) em H(Q),
isto é,

HY(Q)

Hy(Q) = C5°(Q)

Resulta que H}(Q) ¢ um espago de Hilbert por ser um subespago fechado de um

espago completo.
Seguindo L. Evans [8, p. 283], definamos o espago dual de H} ().

Defini¢do B.4. Denotamos por H'(Q) o espago dual de H}(Q). Em outras palavras, f

pertence a H=Y(Q)) desde que f seja um funcional linear limitado em HE ().

Defini¢ao B.5. Se f € H~1(Q), definimos a norma
1l = sup {(fu) | w e Hy(Q), Jull <1}
Por H. Brezis [4, p. 291], temos as inclusdes
Hy(Q) C L*(Q) ¢ H (),

onde essas injegoes sao continuas e densas. Além disso, os elementos de H1(Q) sdo

descritos pelo seguinte resultado:

Teorema B.2. (Teorema 1 - [8], pdg. 283)
(i) Suponha que f € H=Y(Q). Entdo existem fungoes fO, f1,..., f* em L*(Q) tais que

(1) <f,v>:/9f%+znjfivmd:c Yo € HL(Q).
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(13) Além disso,

n 1/2
| fllg-1 = inf { (/QZ ‘fi‘zdx> | f satisfaz (1) para f°,..., f" € LZ(Q)} )
i=0

Proposi¢do B.1. (Desigualdade de Poincaré - [2], pdg. 7) Se Q C RY é um

dominio limitado, entao existe uma constante C > 0 tal que
/ u|? dx < O/ Vu?de Yue HY(Q),
Q Q

onde C' ¢ independente de u.

Devido a desigualdade de Poincaré, podemos considerar em H}(£2) a norma

Jull = ([ IVufdr)”

no qual é conhecida como a norma usual de HJ(€2). Os préximos resultados representam

as principais imersoes que utilizaremos.

Teorema B.3. (Imersées de Sobolev - [4], pdg. 284) Se Q C RY ¢é um dominio

limitado com fronteira suave, entdo as sequintes imersoes sao continuas

2N
H'(Q) < LP(Q), p€ [1,2*], N > 3,2" = 5

HY(Q) — L*(Q), p € [1,4+00), N =1,2.
Assim, existe C' > 0 tal que
lull, < Cllullm Vu € H'(Q).

Teorema B.4. (Imersées compactas de Sobolev - [}], pdg. 285) Se Q C RY ¢ um

dominio limitado com fronteira suave, entdo as sequintes imersoes sao compactas

Hy(Q) = LP(Q), p € [1,27), N > 3,

Hy(Q) = LP(Q), p € [1,4+00), N =1,2.

Desse modo, se (u,) C HY(Q) e ||ul|zr < M para todo n € N, entdo existe (u,,) C (un) €
u e HY Q) tal que

Up, — u em H' ()

Up, — u em LP(82),

onde nas convergéncias acima foi utilizado o fato que o espago H' () € reflexivo.
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2N
Observacao B.1. O numero 2* = N3 ¢ chamado de expoente critico de Hardy-
Sobolev e ¢ o unico numero para o qual se cumprem o resultados anteriores.

Proposi¢ao B.2. (Lema 7.6 - [13], pdg. 152) Seja u € W12(Q), entdo u™,u™, |u| €
Wh2(Q) e

Vu , seu>0
Vut =

0 , seu<O0

0 , seu>0
Vu~ =

Vu , seu<0

Vu , seu>0
Viul =<0 , seu=0

—Vu , seu<0



Apéndice C

Funcionais diferenciaveis

Neste apéndice, revisamos os conceitos centrais do calculo diferencial em espagos de
Banach. Definimos as nogoes de derivada de Gateaux e de Fréchet, estabelecendo a relagao
entre elas. O objetivo principal é apresentar condicoes suficientes para a regularidade C!
de funcionais, resultado essencial para a aplicacao de métodos variacionais. Para mais
detalhes, veja [8] e [24].

Definicao C.1. Seja ¢ : U — R, onde U é um subconjunto aberto de um espaco de
Banach X. Dizemos que ¢ possui uma derivada de Gateaux f € X* em u € U se, para

todo v e X .
lim [ (u +t0) — (u) = f(tv)] =0

A derivada de Gateauz é denotada por ¢ (u).

Definicao C.2. Seja ¢ : U — R, onde U é um subconjunto aberto de um espaco de
Banach X . Dizemos que @ possui uma derivada de Fréchet f € X* em u € U se

lim ”iH[w(u +0) - plu) - f(v)] = 0.

Definigao C.3. Dizemos que o funcional o € CY(U,R) se a derivada de Fréchet de

existe e € continua em U.

Observagao C.1. Seque diretamente da Defini¢ao (C.1) que, quando ¢ é diferencidvel no
sentido de Gateaur em v € U, a agio do funcional p(u) € X* sobre qualquer vetor v € X

coincide com a derivada direcional de p(u) na direcao v. Isto €, vale a identidade

1
/ . - _
() = lim i+ 1) — p(u)].
Observacao C.2. Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateau.

Proposicao C.1. (Proposi¢do 1.3 - [24], pdg. 7) Seja p : U — R, onde U é um
subconjunto aberto de um espaco de Banach X. Se ¢ possui uma derivada de Gateaux

continua em u € U, entio ¢ € C*(U,R).

Demonstragio. Dado u € U, seja ¢'(u) a derivada de Gateaux de ¢ em u. O Teorema do

valor Médio garante a existéncia de 6 € R satisfazendo 0 < 6 < 1 tal que

o(u+v) = @(u) = @' (uo] = [¢'(u+0v)(v) = ¢'(u)(v)| (C.1)
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< [l¢'(u+6v) — ¢ (u)

X * 'UH

Note que
[(w+ 0v) — ul| = [[f]| = Ol|v]] <[]

Desse modo, uma vez que ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em u € U,

dado € > 0 arbitrério, existe § > 0 tal que, para qualquer ||[v|| < d, temos

¢ (u+ 0v) — ' (u)||x- < e

e dai, usando C.1, obtemos
o(u+v) — p(u) — ¢ (u] <ev]|

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Fréchet que, por sua vez, é continua.



Apéndice D

Multiplicadores de Lagrange

Apresentamos a seguir o Teorema do Multiplicadores de Lagrange no contexto
de espacos de Banach. Esta ferramenta é essencial para identificar pontos criticos de
funcionais sujeitos a vinculos, transformando um problema de minimizacao restrita em
uma equacao envolvendo as derivadas do funcional e da restricao. Definimos a estrutura
geométrica do vinculo e caracterizamos a existéncia do multiplicador real A. Para uma
discussao detalhada, veja [2], [14] e [24].

Defini¢ao D.1. Sejam X um espago de Banach, F : X — R funcional de classe C'(X,R)

e um conjunto de restricoes
S:={ue X;F(u) =0} = F*({0}).

Supomos que, para todo u € S, tem-se F'(u) # 0. Se J € CY(X,R) (ou de classe C* em
uma vizinhanga de S, ou ainda C' sobre S), dizemos que ¢ € R é um valor critico de J

sobre S se existirem up € S e A € R tais que J(up) =c e
J/(Uo) = )\F,(Uo)

O ponto ug € um ponto critico de J sobre S e o numero real A é denominado multiplicador

de Lagrange para o valor critico ¢ (ou para o ponto critico uy).

O conjunto S é uma variedade de dimensao infinita e o espago tangente em um

ponto u € S é definido da seguinte forma
T.S ={ve X : (F(u),v) =0}

Defini¢ao D.2. Seja J € CY(X;R) eu € S. A norma da derivada da restrigio de J em
S € definida como sendo
1 ([l = sup {J'(u),v).

veTy, S
[oll=1
O ponto u € um ponto critico da restricio de J em S se a restricio de J' em T,S

¢ igual a zero.

Lema D.1. (Lema 5.11 - [24], pdg. 87) Se f,g € X*, temos que

sup (f,v) =min||f — Ag||«.
<m:()( ) = min | |
llvll=1
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Proposi¢ao D.1. (Proposicdo 5.12 - [24], pdg. 87) Se J € CY(X;R) eu € S,
entao

1 ()l = min {|J"(w) = AF"(u)]].

Em particular, uw é um ponto critico de J|s se, e somente se, exriste X € R tal que
J'(u) = A\F'(u).



Apéndice E

Resultados Complementares

Neste apéndice, reunimos uma série de resultados cldssicos de Anélise no RY. Tais
ferramentas sao utilizadas pontualmente ao longo do trabalho e sdo apresentadas aqui

para facilitar a consulta. Mais informagoes podem ser encontradas em [7], [8], [16], [18] e
23].

Assumimos nos teoremas E.1, E.2 ¢ E.3 que 2 C RY é um aberto limitado e
o0 e CL.

Teorema E.1. (Férmula de Gauss - [8], pdg. 627) Se u € C'(Q), entdo

/agpdx—/ w'do Vi=1,...,N.
ox;

Teorema E.2. (Integracdo por Partes - [8], pdg. 628) Scjam u,v € C*(Q), entdo

auvda::—/uav dx + wvido Yi=1,...,N.
ox; Q Ox; a0

Teorema E.3. (Férmula de Green - [8], pdg. 628) Scjam u,v € C*(Q), entdo

) /QAudx:/ngda,

(41) /VvVudx: —/ uAvder/ @uda,
Q Q o Ov

(441) /Q(uAv — vAu) dr = / (ua - vg) do.

Teorema E.4. (Teorema Fundamental do Cadlculo - [16], pdg. 88) Seja f :

[a,a + h] — RY um caminho com derivada integravel. Entdo

fla+ah) — fla) = /aa+h £ dt = h/ol F'(a + th) dt.

Teorema E.5. (Teorema do Valor Médio - [16], pdg. 123) Seja f : U — R definida

no aberto U € RY. Suponhamos que o segmento de reta [a, a+ v] esteja contido em U, que

a 1estricio f|igate) Seja continua e que exista a derivada direcional -=(x), segundo v, em

ov

todo ponto x € (a,a +v). Entao existe 0 € (0,1) tal que f(a+v) — f(v) = ==(a+ Ov).

o
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Teorema E.6. (Teorema da Funcdao Implicita - [16], pdg. 169) Dada a fungio

f:U =R de classe C* k > 1, no aberto U C RN*Y seja (x9,y0) € U tal que f(xo,v0) = ¢
9,
e af(xo, Yo) # 0. Ezistem uma bola B = B(z¢,y0) C RY e um intervalo J = (yo—e,yo+¢)
Y

com as sequintes propriedades:

1) BxJcU egf(m,y)#Opam todo (x,y) € B x J;
Y

2) Para todo x € B existe um unico y = &(x) € J tal que f(x,y) = f(x,&(x)) = c.

A funcio € : B — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sao dadas por

0%\ _ B Ew)
or " G (a,€@)

Teorema E.7. (Teorema de Weierstrass - [16], pdg. 45) Seja K C RY um
subconjunto compacto e f: K — R € uma funcio continua, entdo existem xg,x1 € K tais
que f(xg) < f(x) < f(x1) para todo z € K.

Teorema E.8. (Teorema do Valor Intermedidrio - [16], pdg. 57) Seja f : X — R
uma fungdo continua definida num conjunto conezo X C RY. Se existem a,b€ X ed € R
tais que f(a) < d < f(b) entao eziste c € X tal que f(c) = d.

Teorema E.9. (Teorema de Miranda - [18]) Seja Q = {z € RY : |z;| < L,i =

1,2,...,n} e considere f : Q — RY continua, satisfazendo

filwi, 20, .. 2o, =L, @i, ... 2,) 20

fi(x17x27 L 7xi717+L7:C’ifl7 L ,.Tn) < O

para todo 1 € {1,...,n}. Entao f(z) =0 tem uma solugio em Q.
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