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Resumo

A descoberta da simetria de Lorentz foi um dos grandes avanços da física moderna. Essa simetria
tem sido confirmada cada vez mais, por vários experimentos ao longo das últimas décadas. Dessa
forma, uma busca por pequenos desvios dessa simetria é uma janela para buscar uma nova física.
O presente trabalho aborda o decaimento de fótons, no contexto do Modelo Padrão Estendido
(MPE). Para desenvolvermos essa temática, realizamos inicialmente uma revisão da literatura
sobre a extensão não-invariante de Lorentz do Modelo Padrão, o conhecido MPE. Na sequência,
apresentamos as características do setor de fótons do MPE, como a Lagrangiana, a equação de
movimento e suas soluções, assim como as leis de conservação. Posteriormente, discutimos o
decaimento do fóton como uma consequência da violação da simetria de Lorentz. Analisamos o
decaimento do fóton para um tipo particular de violação, a dita isotrópica. Tal violação é obtida
a partir do setor CPT-par do MPE. Ademais, discutimos alguns aspectos clássicos e quânticos da
teoria eletromagnética isotrópica e obtemos uma série de resultados relacionados com o processo
do decaimento de fótons. O fato do decaimento do fóton não ter sido observado em nenhum
experimento, nos permite conseguir limites para o coeficiente isotrópico.

Palavras-chave: Física de Partículas. Violação da Simetria de Lorentz. Modelo Padrão Estendido.
Decaimento de fótons.



Abstract

The discovery of Lorentz symmetry was one of the great advances in modern physics. This
symmetry has been increasingly confirmed by various experiments over the past few decades.
Thus, a search for small deviations from this symmetry is a window to search for a new physics.
The present work is dedicated to photon decay, in the context of the Standard-Model Extension
(SME). To develop this subject matter, we initially carried out a literature survey on the Lorentz-
noninvariant extension of the Standard Model, the well-known SME. Next, we present the
characteristics of the photon sector of the SME, such as the Lagrangian, the equation of
motion and its solutions, as well as the conservation laws. Later, we discuss photon decay
as a consequence of a violation of Lorentz symmetry. We analyze photon decay for a particular
type of violation, known as isotropic. Such a violation is obtained from the CPT-even sector of
the SME. Furthermore, we discuss some classical and quantum aspects of the isotropic sector of
the modified electromagnetic theory and obtain a series of results related to the photon decay
process. The fact that photon decay has not been observed in any experiment allows us to set
limits on the isotropic coefficient.

Keywords: Particle Physics. Violation of Lorentz Symmetry. Standard-Model Extension. Photon
decay.
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Introdução

O resultado nulo do célebre experimento de Michelson-Morley, de 1887 [1], foi surpre-
endente e difícil de explicar, em termos dos conceitos físicos vigentes na época. Inicialmente, os
físicos do final do sec. XIX acreditavam que a luz sendo onda precisaria de um meio pelo qual se
propagasse. Esse meio levaria à um referencial privilegiado para as leis do eletromagnetismo. No
entanto, essa concepção foi abandonada quando Einstein apresentou as ideias da teoria especial
da Relatividade [2]. Einstein postulou a existência de uma simetria entre os vários referenciais
inerciais1 4-dimensionais, ou seja, todos eram equivalentes em uma descrição das leis naturais.
Essa ideia mudou profundamente o pensamento científico da época. Espaço e tempo passaram a
ser entendidos como uma estrutura indissociável, chamada de espaço-tempo.

Concomitantemente ao desenvolvimento da teoria da Relatividade, o comportamento
do mundo microscópico foi sendo desvendado com os esforços de uma série de cientistas pelo
mundo. Uma descrição unificada da Relatividade Especial e da Mecânica Quântica começou a ser
alcançada por Dirac em seus trabalhos pioneiros, onde a quantização do campo eletromagnético
foi feita pela primeira vez [4]. Essa quantização deu consistência teórica ao conceito de fóton
introduzido por Einstein, na elucidação do efeito fotoelétrico. Poucos anos depois, o próprio
Dirac obteve uma lei relativística para o elétron [5], expressa na famosa equação de Dirac, com
grande sucesso experimental. A equação de Dirac, além do sucesso experimental na descrição de
átomos hidrogenóides, previa a existência de uma partícula semelhante ao elétron, em spin e em
massa, mas, de carga oposta. O pósitron, a anti-partícula do elétron, foi previsto por argumentos
de simetria inerentes à equação de Dirac. Logo depois, em 1932, a sua existência foi confirmada
experimentalmente por Anderson [6].

A física de partículas começou a ser desenhada com a unificação da Relatividade Especial
e da Mecânica Quântica, originando-se da compreensão da interação entre matéria e energia. A
interação eletromagnética passou a ser entendida por troca de partículas intermediadoras, ou seja,
elétrons e pósitrons interagindo trocando fótons. Esse desenvolvimento foi usado para entender
outras duas interações fundamentais da natureza: A interação fraca, responsável por uma série de
decaimentos radioativos [7] e a interação forte, responsável por manter o núcleo atômico coeso.

As interações fundamentais, exceto a gravidade, passaram a ser descritas em termos de
uma teoria quântica de campos e, juntas, formaram o Modelo Padrão das Partículas Elementares.
Essa é a teoria mais bem sucedida já construída, embora seja considerada apenas uma primeira
aproximação de uma teoria mais fundamental, ainda desconhecida. O Modelo Padrão é um
conglomerado de teorias de campo que descrevem o comportamento das partículas fundamentais.
1 A equivalência entre os referenciais inerciais já era conhecida desde os trabalhos de Newton. Contudo, o

princípio da Relatividade Newtoniano se referia às leis da mecânica. Dessa forma, o princípio da Relatividade
Einsteiniano foi uma generalização do Newtoniano para um espaço 4-dimensional [3].
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Figura 1 – Partículas do Modelo Padrão

O Modelo Padrão da física de partículas descreve as interações fundamentais mediante a troca de partículas [8].

São elas (Figura 1): Seis léptons, partículas leves que não possuem interação forte; seis quarks,
partículas que compõem o núcleo atômico e interagem fortemente; quatro bósons de calibre,
responsáveis por mediar as interações fundamentais e o bóson de Higgs, partícula responsável
por dar massa às outras partículas do Modelo Padrão. Vale a pena mencionar que, para cada
partícula do Modelo Padrão, existe uma antipartícula associada. Essa estrutura teórica é bem
sucedida na explicação de vários dados experimentais [9], porém, deixa várias questões sem
respostas [10].

Um grande problema teórico que o Modelo Padrão enfrenta é a não-inclusão de uma
descrição da interação gravitacional. Isso é particularmente frustrante, uma vez que há na natureza
lugares extremos, como os arredores de um buraco negro, onde uma teoria de gravitação quântica
se torna necessária. A busca por uma teoria de gravitação quântica consistente é intensamente
estudada em uma série de trabalhos [11, 12]. Mostrou-se que, em vários desses, a simetria de
Lorentz poderia ser quebrada [13, 14, 15, 16].

Uma violação da simetria de Lorentz é algo possível de ocorrer em energias da ordem da
escala de Planck, onde espera-se que a física seja bem diferente das leis descritas pelo Modelo
Padrão e pela Relatividade Geral. Buscar evidências experimentais de violações da simetria de
Lorentz e CPT é de grande importância, tanto para testar as teorias existentes, quanto para buscar
uma nova física.

As violações da simetria de Lorentz podem ser introduzidas de várias maneiras e isso
não é novidade em física. As primeiras considerações foram feitas ainda nos anos 60 com
vários trabalhos [17]. No final dos anos 90, Colladay e Kostelecký desenvolveram uma extensão
não-invariante de Lorentz para o Modelo Padrão, conhecida como Modelo Padrão Estendido.
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Tal arcabouço teórico tem como papel parametrizar qualquer tipo de violação da simetria de
Lorentz através de campos tensorias, fixos no espaço-tempo. No passado, o próprio Kostelecký
demonstrou que as violações da simetria de Lorentz poderiam surgir em teorias de cordas e
mostrou que era possível uma violação espontânea da simetria de Lorentz [18].

As violações podem assumir os mais variados tipos possíveis, através da concepção
de campos de fundo, uma vez que não existe um modelo que escolha preferencialmente um
tipo de violação em detrimento ao outro. Assim, o Modelo Padrão Estendido pode ser dividido
em duas grandes partes: o setor mínimo, que inclui restrições mais duras sobre os tipos de
violação presentes na Lagrangiana do Modelo Padrão Estendido [19], com o intuito de preservar
os campos do Modelo Padrão e o setor não-mínimo [20, 21, 22, 23, 24, 25], que inclui novos
efeitos, como a contribuição gravitacional [26] e operadores não-renormalizáveis, que seriam de
muita importância para estudos em energias mais altas. A ideia principal é que o MPE pode ser
entendido como uma soma de sucessivas aproximações que se tornam menos importantes de
acordo com a energia típica do sistema:

LMPE = LMP + L MPE
mínimo

+ L MPE
não-mínimo

+ ... . (1)

De tal maneira que, para baixas energias, a aproximação de primeira ordem, LMPE = LMP +

L MPE
mínimo

, seja suficiente [27].

Uma característica marcante em teorias que violam a simetria de Lorentz, são as pequenas
modificações nas relações de dispersão das partículas fundamentais,

E2 = |p|2 +m2 + δ (|p| , E) , (2)

onde δ (|p| , E) é alguma função dependente do momento, da energia e dos coeficientes que
violam a simetria de Lorentz. Essas modificações podem induzir à uma série de efeitos não-
usuais e proibidos, considerando-se apenas o MP. Efeitos exóticos, como o decaimento do fóton,
(γ → e−e+), a radiação de Cherenkov no vácuo, (e− → γe−), o fóton splitting, (γ → γ...γ)

e a emissão de um par por um férmion, (e− → e−e−e+), [28], se tornam possíveis graças às
relações de dispersão modificadas.

O fato desses efeitos nunca terem sido detectados experimentalmente torna possível a
obtenção de limites para os coeficientes de quebra [29]. Com o avanço da física experimental
limites cada vez menores para tais coeficientes, têm sido obtidos.

Este presente trabalho tem como objetivo analisar o decaimento de fótons, utilizando
o formalismo do MPE. O capítulo 1 apresenta a simetria de Lorentz através da sua motivação
física, calcada na teoria da Relatividade Especial. Nesse capítulo, é feita uma abordagem sobre
a estrutura do espaço-tempo, o conceito de grupo e como as transformações de Lorentz são
classificadas mediante as suas propriedades matemáticas. Em seguida, é feita a descrição de
campos relativísticos clássicos e é demonstrado como o princípio de mínima ação conduz às
equações de movimento para tais campos. São apresentadas algumas propriedades do decaimento
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de partículas em sua descrição quântica. Além disso, é discutido como a estabilidade do fóton é
garantida à luz da simetria de Lorentz.

O capítulo 2 chama a atenção para a possibilidade da quebra da simetria de Lorentz.
Depois de uma motivação para o estudo dessa aréa de pesquisa, há uma descrição do MPE como
uma ferramenta adequada para um estudo sistematizado do tema. Por fim, é discutido sobre
como a violação da simetria de Lorentz é empregada através do conceito de transformações de
partícula e transformações de observador.

O capítulo 3 foca no setor CPT-par de fótons do Modelo Padrão Estendido mínimo. É
realizada a derivação das equações de movimento, leis de conservação e algumas propriedades
básicas das soluções gerais, apresentando um tipo particular dessa violação para exemplificar
novos fenômenos possíveis, quando tratamos da quebra da simetria de Lorentz.

No capítulo 4 estão os principais resultados deste trabalho. É apresentada a extensão
isotrópica do setor de fótons do MPE. Esse modelo é obtido com a redução dos 19 parâmetros
do campo de fundo CPT-par, (κF )µνρσ, em apenas um único parâmetro, κ̃tr, que controla a
violação isotrópica. São discutidos alguns dos aspectos clássicos mais imediatos da teoria, como
a obtenção das equações de Maxwell modificadas, soluções para a equação de onda, além de
comentários sobre a causalidade, quando κ̃tr < 0. Posteriormente, é feita a quantização da
teoria no calibre de Coulomb calculando as modificações nos vetores de polarização e na soma
sobre todas as polarizações; cruciais para cálculos de processos físicos. Segue-se analisando
a possibilidade do fóton apresentar instabilidade em cenários onde há a quebra da simetria de
Lorentz. Algumas informações sobre a cinématica do processo, como o espaço de fase e o ângulo
entre o par, e−e+, são discutidas em detalhes. A taxa de decaimento para o fóton é calculada e
obtém-se também a dependência com a energia Eγ do fóton inicial. Por fim, é obtido, através de
dados recentes, um limite para o coeficiente de controle isotrópico, κ̃tr.

As conclusões obtidas estão apresentadas no capítulo 5, onde são sumarizados os
principais resultados e enunciadas perspectivas futuras. Nos apêndices, ao final, são detalhados
os principais cálculos realizados ao longo do trabalho.
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1 Simetrias, Campos Relativísticos e
Partículas

Neste capítulo, abordaremos aspectos gerais de teoria de campos, simetrias e decaimento
de partículas, com o intuito de criar familiaridade com a notação e o formalismo que será
utilizado em todo o texto. De início, apresentaremos a simetria de Lorentz, evidenciando alguns
aspectos físicos e a sua estrutura formal, como o intervalo invariante e comentários sobre o grupo
de Lorentz. Posteriormente, trataremos sobre campos relativísticos, discutindo as obtenções
das equações de movimento pelo princípio de mínima ação. Além disso, comentaremos sobre
simetrias contínuas e o teorema de Noether, usando o campo eletromagnético como exemplo.
Por fim, discutiremos, brevemente, sobre o decaimento de partículas na física e analisaremos o
motivo do processo γ → e+e− ser proibido em cenários onde a simetria de Lorentz é preservada.

1.1 Simetria de Lorentz

A Teoria Especial da Relatividade é baseada em como observáveis físicos se transfor-
mam entre referenciais inerciais que possuem movimento mútuo. Por exemplo, a Figura 2 mostra
um evento que ocorre nas coordenadas (r, t) , no referencial inercial S e nas coordenadas (r′, t′) ,
em outro referencial inercial S ′, que se move em relação à S em uma velocidade v, na direção
z. Para o caso onde v ≪ c e as origens dos referenciais coincidem, quando t = t′ = 0, os dois
conjuntos de coordenadas estão relacionados pelas transformações de Galileu (TG),

t′ = t, (1.1a)

x′ = x, (1.1b)

y′ = y, (1.1c)

z′ = z − vt. (1.1d)

Em 1905, Einstein [2] postulou que a velocidade da luz no vácuo é a mesma em qualquer

referencial inercial. Esse primeiro postulado implica que um pulso de luz esférico emitido em
t = t′ = 0, deve satisfazer simultaneamente as equações ,x2 + y2 + z2 = c2t2, para o referencial
S e, x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2, para S ′. Consequentemente, o intervalo espaço-temporal,

c2t2 − x2 − y2 − z2 = c2t′2 − x′2 − y′2 − z′2, (1.2)

é uma quantidade invariante e, portanto, S e S ′ devem concordar em sua medida. A equação (1.2)

é satisfeita apenas se as próprias coordenadas satisfizerem leis de transformação, conhecidas
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Figura 2 – Referenciais em movimento relativo

como transformações de Lorentz (TL)1,

t′ = γ
(
t− v

c2
z
)
, (1.3a)

x′ = x, (1.3b)

y′ = y, (1.3c)

z′ = γ (z − vt) , (1.3d)

onde γ é o fator de Lorentz, dado por

γ =
1√

1− β2
, (1.4)

com β = v/c. No limite de baixas velocidades, v ≪ c, ou, β → 0, as TL se reduzem às TG.
Podemos escrever uma TL em uma forma matricial, X′ = ΛX. Para (1.3a), (1.3b), (1.3c) e
(1.3d), temos, explicitamente,

t′

x′

y′

z′

 =


γ 0 0 −γβ
0 1 0 0

0 0 1 0

−γβ 0 0 γ




t

x

y

z

 . (1.5)

O movimento relativo entre os referenciais garante que S ′ observa S se movendo com
uma velocidade −v, na direção z. A transformação do referencial S ′ para S é dada pela inversão
de (1.5), ou seja, X = Λ−1X′, ou ainda,

t

x

y

z

 =


γ 0 0 γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

γβ 0 0 γ




t′

x′

y′

z′

 , (1.6)

1 A transformação ilustrada na figura é um tipo particular de TL, conhecida como Transformação de Lorentz pura
ou de boost. Mais adiante no texto, comentaremos acerca disso.
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Figura 3 – Distância Euclidiana entre dois pontos

onde tudo que fizemos foi considerar β → −β, para a transformação inversa. É fácil verificar
que, de fato, a matriz em (1.6) é a inversa da matriz em (1.5), ou seja,

γ 0 0 γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

γβ 0 0 γ




γ 0 0 −γβ
0 1 0 0

0 0 1 0

−γβ 0 0 γ

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (1.7)

Uma característica marcante nas TL é a mistura de componentes espaciais e temporais.
Isso sugere que o tempo está relacionado com o espaço de maneira intrínseca. Dessa forma, a
noção de espaço-tempo fica clara e passa a ser conveniente organizar as componentes, X =

(t, x, y, z), em um objeto 4-dimensional, chamado de 4-vetor. Esse objeto pertence à um espaço
vetorial diferente do bem conhecido espaço Euclidiano, onde toda a mecânica Newtoniana foi
fundamentada.

Uma maneira de se distinguir um espaço vetorial de outro é através da noção de medida
de distâncias em cada um. No espaço Euclidiano 3-dimensional, a distância entre dois pontos,
digamos x e y, é invariante e está relacionada com o produto interno convencional, ilustrado na
Figura 3.

d (x,y) = (x− y) · (x− y) = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 + (x3 − y3)
2 . (1.8)

Podemos reescrever (1.8), de maneira matricial, fazendo uso do conceito de um tensor
métrico g,

|r|2 = (x− y)⊤ g (x− y) . (1.9)

Um tensor métrico é uma forma bilinear que define a noção de distância em um espaço vetorial
[30]. No espaço euclidiano 3-dimensional, a métrica é, simplesmente, dada por gij = δij , onde
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Figura 4 – Cone de luz

δij é a delta de Kronecker, ou seja,

g =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (1.10)

Toda a mecânica Newtoniana é formulada em cima do conceito de espaço Euclidiano.
Todavia, quando sistemas físicos possuem velocidade, v, comparável à velocidade da luz, c, o
caráter não-Euclidiano do espaço-tempo é evidenciado. No lugar de um espaço 3-dimensional
Euclidiano, damos lugar à um espaço 4-dimensional chamado espaço de Minkowski, caracterizado
pelo intervalo invariante (1.2) . A distância2 entre dois pontos no espaço de Minkowski é dada
por,

d (X ,Y) = c2 (t1 − t2)
2 − (x1 − y1)

2 − (x2 − y2)
2 − (x3 − y3)

2 . (1.11)

Note que a definição de distância no espaço de Minkowski não é positiva definida. Esse fato faz
do espaço de Minkowski um espaço pseudo-Euclidiano e, assim, podemos classificar a distância
(1.11) de três maneiras possíveis, ilustradas na Tabela 1.

d (X ,Y) > 0 intervalo tipo-tempo

d (X ,Y) = 0 intervalo tipo-luz

d (X ,Y) < 0 intervalo tipo-espaço

Tabela 1 – Classificação de intervalos no espaço de Minkowski.

Todos os intervalos tipo-luz estão sobre a superfície 3-dimensional de um cone num
espaço 4-dimensional. Essa superfície é conhecida como cone de luz e possui um papel central
na discussão sobre causalidade. O cone de luz determina a região do espaço-tempo que está
2 Estamos denotando os pontos no espaço-tempo por X e Y, para diferenciar dos pontos no espaço 3-dimensional

x e y.
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causalmente ligada ao evento localizado no ponto Y (origem), como mostra a Figura 4. Um
evento que está localizado no presente (origem), pode ter sido afetado por qualquer evento
localizado no passado e pode afetar qualquer outro evento que se encontra no futuro, desde que
esses eventos estejam no interior do cone de luz. Esses intervalos preservam a causalidade e são
chamados de tipo-tempo. Entretanto, há regiões que não podem afetar o presente, assim como
regiões que o presente jamais poderá afetar, pois, se assim fosse, a causalidade seria violada.
Esses pontos estão fora do cone de luz e são classificados como intervalos tipo-espaço.

O intervalo entre dois pontos no espaço de Minkowski pode ser representado com o
auxílio da métrica de Minkowski,

η =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (1.12)

Tão logo, podemos reescrever (1.11) em forma matricial,

d (X ,Y) = (X − Y)⊤ η (X − Y) , (1.13)

onde X=(ct1, x1, x2, x3)
⊤ e Y=(ct2, y1, y2, y3)

⊤ . É mais usual a notação em componentes do
que a matricial. Assim, a distância entre dois pontos no espaço-tempo, é

d (X ,Y) ≡ ηµν (x− y)µ (x− y)ν , (1.14)

com µ = {0, 1, 2, 3} sendo os índices que correm as componentes do 4-vetor3. Inspirados pela
lei de transformação (1.5) , podemos definir o vetor contravariante, xµ = (ct, x, y, z), como
sendo o objeto que se transforma sob mudança de coordenadas da seguinte forma,

x′µ = Λµ
νx

ν , (1.15)

onde Λµ
ν são os elementos da matriz de transformação. De forma semelhante, podemos definir

um vetor covariante,
xµ ≡ ηµνx

ν , (1.16)

com xµ = (ct,−x,−y,−z). O vetor covariante se transforma segundo a lei,

x′µ = Λ ν
µ xν , (1.17)

onde Λ ν
µ representa o elemento de matriz de Λ−1. Com essas definições podemos representar a

distância4 entre dois pontos no espaço-tempo simplesmente por,

d (X ,Y) = xµyµ = x0y0 − x · y. (1.18)
3 Em todo o trabalho, estamos utilizando a convenção da soma, ou seja, índices repetidos representam soma.
4 Algumas vezes essa operação é chamada de produto escalar de Minkowski.
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Comentários sobre o Grupo de Lorentz

O conjunto de transformações que mantém invariante a distância (1.18) forma um grupo,

conhecido como grupo de Lorentz. Um grupo pode ser definido como um conjuto de elementos
que satisfazem as regras:

• Associatividade, ou seja, (Λ1Λ2) Λ3 = Λ1Λ2Λ3;

• Existência do elemento neutro 1̂;

• Cada elemento Λ do conjunto deve possuir um inverso Λ−1, de tal forma que, ΛΛ−1 =

Λ−1Λ;

• O conjunto deve ser fechado, ou seja, a combinação de dois elementos do conjunto ainda
pertence ao conjunto, Λ1Λ2 = Λ3.

Como a distância (1.18) é um invariante, temos

x′µy′µ = xµyµ. (1.19)

Com o auxílio de (1.15) e (1.16),

x′µy′µ = ηµνx
′µy′ν = ηµνΛ

µ
αΛ

ν
βx

αyβ = xµyµ, (1.20)

ou seja,
(ηµνΛ

µ
αΛ

ν
β − ηαβ)x

αyβ = 0. (1.21)

A equação acima garante que Λ satisfaz a relação,

ηµνΛ
µ
αΛ

ν
β = ηαβ, (1.22)

ou, em forma matricial,
Λ⊤ηΛ = η. (1.23)

Vale a pena mencionar que as transformações de Lorentz puras, introduzidas no início da seção
(1.5), são apenas um exemplo de TL. Rotações espaciais,

Λ(rot) =

(
1 0⊤

0 R3×3 (n̂)

)
, (1.24)

com R3×3 sendo a matriz de rotação usual e n̂ um vetor unitário apontando ao longo da direção
de rotação é um outro exemplo. Transformações de Paridade ou inversão Temporal,

ΛP =

(
1 0⊤

0 −1̂3×3

)
, (1.25)

ΛT =

(
−1 0⊤

0 1̂3×3

)
, (1.26)
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também satisfazem a condição (1.23) e, portanto, são elementos do grupo de Lorentz. Essas
transformações específicas são discretas, se comparadas às transformações contínuas de boosts e
rotações.

A equação (1.23) representa, precisamente, a relação que Λ deve satisfazer para ser
classificada como um elemento do grupo de Lorentz. Podemos ainda classificar as TL mediante
o valor do seu determinante, pois (1.23) implica em,

detΛ = ±1. (1.27)

As TL que possuem a propriedade, detΛ = 1, são ditas transformações de Lorentz próprias

e são denotadas por L+. Por outro lado, as transformações que possuem, detΛ = −1, são
chamadas de transformações de Lorentz impróprias e são denotadas por L−. Note ainda que a
equação (1.22) , para α = β = 0, implica que(

Λ0
0

)2
= 1 + Λi

0Λ
i
0 ≥ 1, (1.28)

ou seja, temos mais duas classificações possíveis: as transformações Ortócronas
(
L↑) , quando

Λ0
0 ≥ 1 e as não-Ortócronas

(
L↓) , quando Λ0

0 ≤ −1. Concluímos que o conjunto de todas as
TL é composto de quatro peças distintas e estão dispostas na Tabela 2,

L↑
+

(
det [Λ] = 1, Λ0

0 ≥ 1
)

L↑
−
(
det [Λ] = −1, Λ0

0 ≥ 1
)

L↓
+

(
det [Λ] = 1, Λ0

0 ≤ −1
)

L↓
−
(
det [Λ] = −1, Λ0

0 ≤ −1
)

Tabela 2 – Classificação dos tipos de transformação de Lorentz.

Essas peças são desconexas, pois não é possivel passsar de uma para a outra por meio de
mudanças contínuas dos parâmetros que caracterizam as transformações [31]. É fácil mostrar que
apenas o conjunto, L↑

+, é um subgrupo do grupo de Lorentz. Tal subgrupo é, costumeiramente,
chamado de grupo de Lorentz restrito e é um exemplo de um grupo de Lie.

O grupo de Lorentz, tratado até o momento, é chamado homogêneo e é constituído por 6
parâmetros independentes: três devido aos boosts e três devido às rotações. O grupo homogêneo,
quando considerado juntamente com transformações de translação,

xµ → x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (1.29)

resulta no chamado grupo de Lorentz não-homogêneo, também chamado de Grupo de Poincaré.
Tal grupo é constituído por 10 parâmetros independentes, seis devido às transformações homogê-
neas e quatro devido às translações no espaço-tempo. O subgrupo em que, Λµ

ν = δµν e o
parâmetro, aµ, é arbitrário é chamado de grupo de Translações. Mais adiante, associaremos esse
grupo ao tensor energia momento canônico.
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1.2 Campos Relativísticos

A teoria de campos é uma ferramenta de muita utilidade na física moderna, tendo
aplicações em muitas áreas diferentes [32, 33]. O conceito de campo relativístico é, particularmen-
te, indispensável no tratamento das interações fundamentais, pois, as quatros interações podem
ser descritas a partir desses objetos. Em suma, campos relativísticos devem satisfazer o segundo
postulado da Relatividade Restrita, ou seja, suas equações de movimento devem ser covariantes
sob transformações de Lorentz. Vamos discutir alguns aspectos iniciais da Teoria Clássica de

Campos.

Equação de movimento

O formalismo Lagrangiano é uma maneira muito útil de descrever a dinâmica de um
sistema de partículas em muitas situações. Em oposição ao formalismo Newtoniano, as equações
de movimento são totalmente determinadas através do elegante princípio de mínima ação5.

Sem maiores aprofundamentos, a descrição Lagrangiana, de um sistema constituído
por N partículas, pode ser introduzida definindo-se um funcional dependente das funções que
indicam a posição e a velocidade de cada uma delas. Essas funções são, rotineiramente, chamadas
de graus de liberdade do sistema ou coordenadas e velocidades generalizadas, qi (t) e q̇i (t),
sendo i o índice que rotula as partículas do sistema. Definimos o funcional,

S =

∫
L (qi (t) , q̇i (t)) dt, (1.30)

comumente chamado de ação, enquanto a funçãoL (qi (t) , q̇i (t)) é conhecida como Lagrangiana

do sistema. O princípio de mínima ação garante que deve ser nula a variação da ação com respeito
às coordenadas generalizadas. Isso nos leva à um conjunto de N equações, uma para cada grau
de liberdade, na forma:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (1.31)

onde i = 1, 2...N . As equações acima são as chamadas equações de Euler-Lagrange e descrevem
o movimento de maneira equivalante ao princípio fundamental da dinâmica Newtoniana [3].

A descrição Lagrangiana é, particularmente, essencial quando estudamos um sistema
contínuo, como um campo escalar ou vetorial. Diferentemente de um sistema discreto, comentado
brevemente acima, um sistema contínuo é composto por um número infinito de graus de liberdade.
A generalização do formalismo discreto para o contínuo deve ser feita cautelosamente [34].
Todavia, os resultados são análogos ao caso discreto, de tal modo que a correspondência

i→ xµ, (1.32a)

qi → Φ (x) , (1.32b)

q̇i → ∂µΦ (x) , (1.32c)

5 Também conhecido como Princípio de Hamilton
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pode ser tomada sem maiores problemas6. A Lagrangiana para um sistema de partículas é,
simplesmente, a soma das Lagrangianas individuais . A correspondência contínua é a integral
sobre todo o espaço do que chamamos de densidade de Lagrangiana,

L =
∑
i

Li (q, q̇) →
∫

L (Φ, ∂µΦ;x) d
3x. (1.33)

O funcional ação é escrito em termos de uma integral 4-dimensional,

S =

∫
d4xL (Φ, ∂µΦ;x) . (1.34)

E, de maneira análoga ao caso discreto, a equação de movimento é decorrente do princípio
variacional. Vamos calcular δS, considerando variações δϕ infinitesimais. Temos,

δS = S [Φ + δΦ]− S [Φ] ,

=

∫
d4x [L (Φ + δΦ, ∂µΦ + ∂µδΦ;x)− L (Φ, ∂µΦ;x)] ,

=

∫
d4x

(
δΦ

∂L
∂Φ

+ ∂µδΦ
∂L

∂ (∂µΦ)

)
,

=

∫
d4xδΦ

[
∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦ)

)]
+

∫
∂V

dSµδΦ
∂L

∂ (∂µΦ)
, (1.35)

sendo que, na última passagem, usamos o teorema da divergência generalizado:∫
V

d4x∂µA
µ =

∫
∂V

dSµA
µ. (1.36)

O princípio de mínima ação, sumarizado por δS = 0, nos fornece então as equações de Euler-
Lagrange para o campo,

∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦ)

)
= 0. (1.37)

Como a densidade de Lagrangiana é um escalar perante transformações de Lorentz, as equações
(1.37) são covariantes, ou seja, mantém a mesma forma perante transformações de coordenadas.

Como um exemplo, vamos considerar o campo eletromagnético descrito pela densidade
de Lagrangiana de Maxwell,

L = −1

4
FαβFαβ + jµAµ. (1.38)

As equações de Maxwell podem ser derivadas imediatamente das equações de Euler-Lagrange
(1.37) . Temos,

∂L
∂ (∂µAν)

= −1

2

(
∂
(
∂αAβ

)
∂ (∂µAν)

∂αAβ + ∂αAβ ∂ (∂αAβ)

∂ (∂µAν)
−
∂
(
∂βAα

)
∂ (∂µAν)

∂αAβ − ∂βAα∂ (∂αAβ)

∂ (∂µAν)

)
,

= −1

2

(
ηαµδβν∂αAβ + ∂αAβδµαηβν − ηµβδαν∂αAβ − ∂βAαδµαηβν

)
,

= −1

2
(∂µAν + ∂µAν − ∂νA

µ − ∂νA
µ) = −F µ

ν , (1.39)

6 A derivada temporal é generalizada para a 4-derivada do campo
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e
∂L
∂Aν

= jαηαν = jν , (1.40)

ou seja,
∂µF

µ
ν + jν = 0 =⇒ ∂µF

µ
ν = −jν =⇒ ∂µF

µν = −jν , (1.41)

onde jν é a 4-densidade de corrente, dada por jν = (ρ, j) . A equação acima é a forma covariante
das equações de Maxwell não-homogêneas. As equações homogêneas também admitem uma
forma covariante. São elas,

1

2
ϵµνρσ∂µFρσ = 0, (1.42)

onde ϵµνρσ é o tensor de Levi-Civita no espaço-tempo de Minkowski.

Simetrias e o Teorema de Noether

É notório que a noção de simetrias é um artifício de extrema relevância em física. A
existência de simetrias está associada à grandezas físicas conservadas, como sumarizadas na
Tabela 3.

Uma simetria pode ser identificada como uma propriedade de um sistema, mediante
uma transformação. Por exemplo, dizemos que um sistema, descrito por uma densidade de
Lagrangiana L, é simétrico sob uma transformação, quando suas equações de movimento
permanecem inalteradas.

Vamos então discutir, brevemente, sobre a relação entre simetrias e leis de conservação
em uma teoria de campos. Essa relação está resumida pelo Teorema de Noether. Esse teorema
afirma: "À todo grupo de transformações contínuas de Φ, que mudam L, no máximo por uma

divergência, existe associada uma corrente conservada".

A prova de tal afirmação pode ser feita considerando uma transformação infinitesimal
sobre o campo,

Φ (xµ) → Φ′ (xµ) + δΦ (xµ) , (1.43)

tal que transforme a densidade de Lagrangiana por L → L+ δL, em que7 δL = ∂µJ µ. Assim,
a variação de L,

δL=∂L
∂Φ

δΦ +
∂L

∂ (∂µΦ)
∂µδΦ,

= ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦ)

)
δΦ +

∂L
∂ (∂µϕ)

∂µδΦ,

= ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦ)
δΦ

)
,

7 A existência de J µ é assegurada pela hipótese do teorema.
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Invariância Grandeza Conservada

Translações espaciais Momento linear

Rotações Momento Angular

Translações temporais Energia

Tabela 3 – Simetrias e grandezas conservadas em Física.

em que a equação de movimento8 (1.37) foi usada. Assim, temos uma equação de continuidade
∂µj

µ = 0, com

jµ =
∂L

∂ (∂µΦ)
δΦ− J µ. (1.44)

O fato da corrente jµ ser conservada, implica que a quantidade

Q ≡
∫
R

j0d3x, (1.45)

é constante no tempo, onde R representa todo o espaço 3-dimensional.

De acordo com a terminologia adotada na literatura, as transformações dos campos (1.43)
podem ter sido induzidas por transformações do espaço-tempo, ou não. Nesse último caso, a
transformação é dita interna. As transformações podem ainda ser locais ou globais, conforme
dependam, ou não, dos pontos do espaço-tempo.

Como um exemplo do teorema de Noether, vamos considerar uma densidade de Lagrangia-
na que não depende, explicitamente, das coordenadas espaço-temporais xµ, ou seja,(

dL
dxµ

)
Φ,∂µΦ

= 0.9 (1.46)

Dito de outra forma, a densidade de Lagrangiana é invariante por transformações do tipo
translações,

xµ → xµ + aµ, (1.47)

onde aµ é o conjunto de parâmetros infinitesimais da transformação. O teorema de Noether
garante que para uma transformação do tipo (1.47) , sob a condição (1.46) , existirá uma corrente
conservada. Vamos identificar assim, o tensor de energia-momento canônico.

Primeiramente, um campo associado à qualquer uma das representações do grupo de
Lorentz que estamos representando genericamente por Φ, se transforma da seguinte maneira sob
translações,

Φ (x) → Φ′ (x′) = Φ (x) . (1.48)

Isso se deve ao fato de que uma transformação do tipo (1.47) translada apenas a origem do
sistema de referência, como na Figura 5, sem qualquer mudança nas orientações dos eixos.
Dessa forma, as projeções do campo não se alteram mediante a transformação do tipo (1.47). A
8 A lei de conservação é válida apenas para configurações de campo que satisfazem a equação de movimento.
9 Esta equação denota a não-dependência explícita da densidade de Lagrangiana em relação aos pontos xµ do

espaço-tempo.
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Figura 5 – Translação no espaço-tempo

derivada da densidade de Lagrangiana em relação às coordenadas é, então,

∂µL =
∂L
∂Φ

∂µΦ +
∂L
∂∂νΦ

∂µ∂νΦ. (1.49)

Com o auxílio da equação de movimento (1.37) , temos

∂µL=∂ν
(

∂L
∂ (∂νΦ)

)
∂µΦ +

∂L
∂∂νΦ

∂µ∂νΦ,

∂µL=∂ν
(

∂L
∂ (∂νΦ)

∂µΦ

)
. (1.50)

Obtemos assim,
∂νTµ

ν = 0, (1.51)

uma equação de continuidade para cada uma das componentes espaço-temporais. Identificamos
o tensor de energia-momento canônico como sendo,

T ν
µ ≡ ∂L

∂ (∂νΦ)
∂µΦ− δνµL. (1.52)

Para o caso específico do campo eletromagnético sem fontes, descrito por (1.38) , com jµ = 0,
temos

∂L
∂ (∂νAλ)

= F νλ. (1.53)

Então, o tensor de energia-momento para o campo eletromagnético, é

T ν
µ = F νλ∂µAλ +

1

4
δνµFαβF

αβ, (1.54)

ou ainda,
T νµ = F νλ∂µAλ +

1

4
ηµνFαβF

αβ. (1.55)

A lei de conservação, expressa por (1.51) , nos entrega a conservação da energia e do momento,
integrando sobre todo o espaço 3-dimensional, em um tempo fixo. Explicitamente, temos∫

∂νT
ναd3x =

∫
∂0T

0αd3x+

∫
∂iT

iαd3x = 0. (1.56)
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Para um campo localizado10 é possível mostrar que a segunda integral não contribui, devido
ao teorema de Gauss. Temos assim, um conjunto de 4 equações, onde a componente temporal
entrega a conservação da energia total e as componentes espaciais a conservação do momento
total, ∫

∂0T
0αd3x = 0 ⇒ dEcampo

dt
= 0;

dpcampo

dt
= 0, (1.57)

onde Ecampo e pcampo são a energia total e o momento total do campo eletromagnético, respectiva-
mente.

1.3 Decaimento de partículas

Até agora, consideramos apenas campos clássicos. Todavia, se estamos interessados
em descrever partículas fundamentais, devemos dar um caráter quântico para tais campos,
em um procedimento chamado de Quantização. Comentaremos sobre a quantização da teoria
eletromagnética mais adiante neste trabalho. Por enquanto, vamos nos concentrar em discutir
como o decaimento de partículas é descrito quanticamente, tanto para o caso não-relativístico,
quanto para o caso relativístico.

Na mecânica quântica não-relativística, as taxas de transição são obtidas fazendo uso da
regra de ouro de Fermi. A taxa de transição de um estado inicial |i⟩ para um estado final |f⟩, de
um certo sistema, é expressa por:

Γfi = 2π |Tfi|2 ρ (Ei) , (1.58)

onde Tfi é o elemento da matriz de transição e ρ (Ei) é a densidade de estados finais que o
sistema pode assumir. A matriz de transição é determinada pelo Hamiltoniano de interação H ′ e,
para pequenas pertubações, vale a conhecida expansão pertubativa [35],

Tfi = ⟨f |H ′ |i⟩+
∑
j ̸=i

⟨f |H ′ |j⟩ ⟨j|H ′ |i⟩
Ei − Ef

+ ... . (1.59)

A taxa de transição (1.58) depende também da densidade de estados ρ (Ei) ,

ρ (Ei) =

∣∣∣∣ dndE
∣∣∣∣
E=Ei

, (1.60)

onde dn é o número de estados acessíveis na janela de energia [E,E + dE] . De maneira
alternativa, a densidade de estados pode ser escrita como uma integral sobre todos os estados
finais do sistema. Usando a função delta de Dirac para garantir a conservação da energia, temos∣∣∣∣ dndE

∣∣∣∣
E=Ei

=

∫
dn

dE
δ (E − Ei) dE. (1.61)

10 Campos que decaem no infinito suficientemente rápidos.
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Assim, podemos reescrever a regra de ouro por,

Γfi = 2π

∫
|Tfi|2 δ (E − Ei) dn. (1.62)

A taxa de decaimento entre dois estados de um sistema quântico depende de duas componentes:
(i) o elemento da matriz de transição, que contém informações sobre a dinâmica do processo e
(ii) a densidade de estados acessíveis, que depende da cinemática do processo em questão.

Na mecânica quântica não-relativística, o processo de decaimento de uma partícula de
energia Ea e momento pa, em outras duas partículas de energias e momentos E1, E2 e p1, p2

pode ser calculado usando a expressão (1.62). O termo de primeira ordem da matriz de transição
para esse decaimento é:

Ta→1+2 = ⟨ψ1ψ2|H ′ |ψa⟩ =
∫
ψ∗
1ψ

∗
2Ĥ

′ψad
3x, (1.63)

onde |ψa⟩, |ψ1ψ2⟩ representam os estados iniciais e finais, respectivamente, do sistema. Na
aproximação de Born, a perturbação pode ser considerada pequena, de tal modo que os estados
finais e iniciais possam ser considerados como ondas planas:

ψ (x) = Aei(p·x−Et), (1.64)

onde a constante A é determinada pela normalização da função de onda. A integral (1.63) se
estende por toda a região onde a função de onda é normalizada. Usualmente, costuma-se escolher
as condições de contorno de uma caixa cúbica de lado L. A normalização garante que:

⟨ψ|ψ⟩ =
∫
ψ∗ψd3x =1 → |A|2 = 1/L3 =

1

V
(1.65)

onde V é o volume da caixa cúbica. As condições de contorno para a caixa garantem que a
função de onda é periódica,

ψ (x+ L, y, z) = ψ (x, y, z) , etc. (1.66)

como ilustra a Figura 6-a.

A periodicidade da função de onda restringe o momento da partícul, em estados quantizados,

(px, py, pz) = (nx, ny, nz)
2π

L
, (1.67)

onde nx, ny e nz são números inteiros que caracterizam um estado partícular do sistema.
Cada estado, caracterizado pelo conjunto dos números inteiros (nx, ny, nz), ocupa um volume
infinitesimal, dado por:

d3p =dpxdpydpz =

(
2π

L

)3

, (1.68)

(Figura 6-b). O número de estados possíveis, em um intervalo infinitesimal, de tamanho dp é
igual ao volume da casca esférica de momento, p, dividido pelo volume médio ocupado por um
único estado (Figura 6-c), dado por (1.68),

dn = 4πp2dp
V

(2π)3
, (1.69)
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Figura 6 – Espaço de fase não-relativístico

a) A função de onda da partícula deve satisfazer condições periódicas, para cada lado da caixa cúbica, de tamanho
L. b) Estados possíveis no espaço dos momentos. c) O número de estados em um intervalo de comprimento dp, no
plano pxpy .

e, portanto,
dn

dp
=

4πp2

(2π)3
V. (1.70)

A densidade de estados pode ser calculada usando a regra da cadeia

dn

dp
=

dn

dE

dE

dp
→ dn

dE
=

dn

dp

∣∣∣∣ dpdE
∣∣∣∣ . (1.71)

Essa densidade corresponde ao número de estados acessíveis do sistema.

A taxa de transição não deve depender do volume V , uma vez que o fator V é cancelado
pela normalização da função de onda no cálculo da matriz de transição (1.63) . Podemos ainda
normalizar a função de onda por unidade de volume, fazendo V = 1. Nesse caso, o número
de estados acessíveis de cada partícula associado à um volume infinitesimal no espaço dos
momentos é, simplesmente,

dni =
d3pi

(2π)3
. (1.72)

Para o decaimento do tipo a→ 1 + 2, existem dois momentos finais. Contudo, esses momentos
estão relacionados por conservação, resultando em apenas um momento independente. É
conveniente estender a região de integração sobre os momentos das duas partículas, usando a
função delta de Dirac 3-dimensional,

dn = (2π)3
d3p1

(2π)3
d3p2

(2π)3
δ(3) (pa − p1 − p2) . (1.73)

A regra de ouro (1.62) para o decaimento a→ 1 + 2 pode ser escrita como sendo,

Γa→1+2 = (2π)4
∫

|Tfi|2 δ (Ea − E1 − E2) δ
(3) (pa − p1 − p2)

d3p1

(2π)3
d3p2

(2π)3
. (1.74)

A equação acima descreve a taxa de transição entre dois estados e possui essa forma
apenas no referencial privilegiado, onde a caixa está em repouso e, portanto, vale a normalização
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Figura 7 – Contração de Lorentz da caixa cúbica da Figura 6-a

por unidade de volume. Para um outro observador, que possui movimento relativo ao referencial
privilegiado, a caixa sofre uma contração por um fator 1/γ, ao longo da direção do movimento,
resultando em uma taxa de transição diferente de (B.44) . Em outras palavras, a equação (B.44)

não é invariante de Lorentz, como ilustra a Figura 7. Para sistemas relativísticos, devemos usar a
seguinte normalização para a função de onda:∫

ψ′∗ψ′d3x =2E (1.75)

onde ψ′ representa a função de onda relativística que se relaciona com a função de onda não-
relativística, simplesmente, por:

ψ′ =
√
2Eψ. (1.76)

Com essa nova normalização, definimos o elemento de matriz invariante de Lorentz para o
processo a→ 1 + 2, como sendo

Ma→1+2 ≡ ⟨ψ′
1ψ

′
2|H ′ |ψ′

a⟩ = (2E12E22Ea)
1/2 ⟨ψ1ψ2|H ′ |ψa⟩ , (1.77)

ou ainda,
Ma→1+2 = (2E12E22Ea)

1/2 Tfi. (1.78)

Usando a relação entre a matriz de transição, Tfi, e o elemento de matriz invariante de Lorentz,
Mfi, podemos reescrever a taxa de transição,

Γa→1+2 =
(2π)4

2Ea

∫
|Ma→1+2|2 δ (Ea − E1 − E2) δ

(3) (pa − p1 − p2)
d3p1

(2π)3 2E1

d3p2

(2π)3 2E2

.

(1.79)
A expressão acima é a regra de ouro em sua forma relativística.

Decaimento de Fótons

Este trabalho tem como principal objetivo estudar o decaimento de um único fóton
em um par elétron-pósitron, γ → e−e+. Esse decaimento, no entanto, é proibido por questões
cinemáticas, ou seja, o volume do espaço de fase é zero e, portanto, o fóton se mantém estável.
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Figura 8 – Decaimento do fóton

De maneira análoga ao que foi mencionado anteriormente, o elemento de matriz, Mfi,
está relacionado com a dinâmica do processo, ao passo que o elemento de volume do espaço de
fase está relacionado com a cinemática do decaimento.

Para ilustrar que o decaimento do tipo, γ → e−e+, não é possível, vamos supor que ele
seja possível. Sendo assim, a conservação do 4-vetor energia-momento garante que o processo
deve satisfazer as equações:

Eγ = Ee− + Ee+ , (1.80a)

pγ = pe− + pe+ , (1.80b)

onde os índices γ, e−, e+ representam as energias e momentos do fóton, elétron e pósitron,
respectivamente. As relações de dispersão relatívisticas, em unidades naturais, nos auxiliam à
reescrever a conservação da energia como,

pγ =
√
p2e− +m2 +

√
p2e+ +m2, (1.81)

uma vez que, me− = me+ ≡ m. Vamos considerar o momento inicial do fóton ,pγ = qẑ , como
ilustra a Figura 9. Usando o sistema de coordenadas da figura e a conservação do momento,
expresso pela equação (1.80b), podemos reescrever a equação (1.81) ,como

q =
√
p2 +m2 +

√
p2 +m2 + q2 − 2pq cos θ, (1.82)

onde p representa o módulo do momento do elétron e θ o ângulo entre a direção do momento
do elétron e a direção de propagação do fóton inicial. Resolvendo a equação acima para cos θ,
temos

cos θ =

√
1 +

m2

p2
. (1.83)

Note que (1.83) não faz sentido, uma vez que |cos θ| ≤ 1. Isso garante que as igualdades (1.80a)
e (1.80b) não são satisfeitas para o decaimento do tipo γ → e−e+ e, portanto, o volume do
espaço de fase é nulo.

Apesar do volume do espaço de fase ser nulo, o elemento de matriz Mγ→e−e+ , para
esse decaimento, é diferente de zero e seu módulo quadrado pode ser calculado. O diagrama de
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Figura 9 – Diagrama de Feynman do decaimento do fóton

Figura 10 – Decaimento do fóton Colinear

Feynman em primeira ordem, na constante de estrutura fina, é mostrado na Figura 9. O cálculo
do módulo quadrado do elemento de matriz é feito no Apêndice A.1 e, como resultado, temos

|M|2 = 4e2 (pµp
µ + qµp

µ) , (1.84)

onde pµ = (m,pe−) é o 4-vetor do elétron e qµ = (pγ,pγ) o do fóton. Note que a razão do
decaimento de um fóton em um par elétron-pósitron é devido apenas à cinématica do processo e,
portanto, está diretamente relacionada com a simetria de Lorentz.

De maneira geral, partículas sem massa decaem apenas em partículas de massa nula [36],
por conta da simetria de Lorentz. Supor o decaimento de uma partícula sem massa em partículas
massivas resulta em absurdos, como a equação (1.83) evidencia.

Alguém, no entanto, poderia supor que, no limite m → 0, a equação (1.83) começa a
fazer sentido, resultando na possibilidade do decaimento, γ → e−e+, ocorrer e produzir um par
elétron-pósitron, na mesma direção de propagação do fóton (Figura 10). Contudo, por menor que
seja a massa do elétron-pósitron, nunca teremos a igualdade m = 0. Dessa forma, o decaimento
é proibido, mesmo em cenários onde E ≪ m.

Mais adiante, neste trabalho, vamos analisar a estabilidade do fóton em altíssimas
energias e constatar que, se houver violação da simetria de Lorentz, esse decaimento passará a
ser teoricamente possível.
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2 Quebra da Simetria de Lorentz

Neste presente capítulo, abordaremos algumas ideias básicas relacionadas à violação da
simetria de Lorentz. Começamos justificando a relevância do estudo da quebra dessa simetria,
citando o grande potencial para avanços significativos em teorias ainda não compreendidas. Além
disso, faremos uma análise sobre a não-invariância de Lorentz das leis físicas1que possibilitam o
acesso à uma nova física, em alguma escala de altas-energias. Depois, comentaremos brevemente
sobre o Modelo Padrão Estendido, um arcabouço teórico que contém todos os tipos de violações
da simetria de Lorentz, no contexto do modelo padrão e da teoria da Relatividade Geral. Por
fim, uma digressão sobre os tipos de transformações de Lorentz, a fim de ilustrar, com exemplos
claros, como a violação, de fato, pode ocorrer e seus efeitos em diferentes referenciais.

2.1 Motivações

Atualmente, são conhecidas quatro forças da natureza: a força gravitacional, a força
eletromagnética e as forças nucleares fraca e forte. Essas forças são razoavelmente bem descritas
pelas teorias existentes2 e cada uma possui sua escala de comprimento característica. As forças
nucleares, por exemplo, são restritas às escalas de comprimento pequenas, da ordem de 10−14

metros para a força forte e 10−17 metros para a força fraca. O eletromagnetismo e a gravidade3,
no entanto, possuem escalas de comprimento maiores4. O eletromagnetismo tem raio de ação
desde escalas interplanetárias como em escalas interatômicas5. Todas essas forças são descritas
matematicamente através de campos relativísticos. Apesar disso, a gravitação é a única força,
dentre as quatro, que não possui uma descrição quântica, sendo esse, um dos grandes problemas
da física teórica moderna.

A teoria que descreve o comportamento quântico das três outras forças fundamentais
é conhecida como MP. Essa teoria é baseada na ideia de descrever as interações fundamentais
mediante as partículas elementares. Essas partículas, por sua vez, são descritas por campos
quânticos e relativísticos. O caráter relativístico suscita o fundamental papel que a simetria de
Lorentz tem no Modelo Padrão. Apesar do sucesso téorico e experimental [9], acredita-se que o
próprio MP seja apenas uma teoria efetiva emergente de um limite de baixas energias de uma
1 A não-invariância de Lorentz nada tem a ver com violações nos postulados fundamentais da relatividade restrita.

Vamos explicar esse ponto mais adiante.
2 A gravitação é descrita pela Teoria da Relatividade Geral, enquanto as outras três forças pelo Modelo Padrão da

Física de Partículas.
3 De acordo com a Relatividade Geral, não há uma força gravitacional [37]. Partículas pontuais se movem ao

longo de uma geodésica dentro de um espaço-tempo com curvatura.
4 Em escalas cosmológicas (megaParsec), efeitos eletromagnéticos podem ser negligenciados e a força

predominante é a gravidade [38, 39].
5 Em escalas interatômicas, a gravidade é insignificante, voltando a ser relevante apenas em tamanhos da ordem

do comprimento de Planck.



Capítulo 2. Quebra da Simetria de Lorentz 34

Figura 11 – Escalas em Física

Adaptado de google imagens. [40, 41, 42, 43, 44]

teoria mais fundamental. Teorias além do MP são intensamente analisadas tanto do ponto de
vista teórico como do ponto de vista experimental [45, 46].

Existem inúmeras formas de analisar situações além do MP. Dentre todas, talvez a
mais desafiante seja a de introduzir a gravidade no contexto do MP. Se uma teoria de gravitação
quântica consistente for alcançada, se torna viável, por exemplo, a análise de possíveis efeitos que
a partícula de gravidade, o gráviton6, teria com as outras partículas já conhecidas, possibilitando,
pelo menos em principio, o estudo de aspectos quânticos7 de buracos negros ou do universo
primordial. Contudo, estamos longe de conhecer a física por trás da teoria quântica da gravidade,
pois, efeitos quânticos da gravitação são presentes apenas em escalas de comprimentos muito
pequenas, da ordem de 10−35 metros. Essa escala de comprimento é conhecida como escala de

Planck. É possível combinar as constantes físicas ℏ, G e c, de maneira a se obter escalas de
comprimento, massa, energia e tempo.

lp =

√
ℏG
c3

≈ 1, 6× 10−35m, (2.1)

mp =

√
ℏc
G

≈ 2, 18× 10−8 kg, (2.2)

Ep =

√
ℏc5
G

≈ 1, 22× 1019GeV, (2.3)

tp =

√
ℏG
c5

≈ 5, 39× 10−44 s. (2.4)

Nossos aparatos experimentais mais modernos não são suficientemente robustos para chegar à
essa escala. Se espera que a física, na escala de Planck, seja bem diferente das nossas melhores
teorias atuais: o Modelo Padrão e a Relatividade Geral.

Há muitas propostas para uma teoria de gravitação quântica. A mais conhecida é a teoria
de cordas [48]. No entanto, existem outras formulações, como: a gravitação quântica em laços,
a geometria não-comutativa, etc [49, 50]. Os detalhes dessas teorias não são o objetivo deste
6 Partícula hipotética que media a interação gravitacional.
7 É possível introduzir o gráviton em uma teoria de gravitação linearizada. No entanto, tal teoria não é equivalente

à Relatividade Geral [47].
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trabalho. Todavia, uma característica comum em todas é que a noção de espaço-tempo muda
radicalmente.

A ideia básica é que a gravidade, descrita classicamente por uma métrica pseudo-
Riemanniana, 8 deve sofrer algum tipo de quantização9 em escalas de comprimento da ordem de
Planck. Em vários tipos de teorias de gravitação quântica, foram encontradas evidências teóricas
para uma violação da simetria de Lorentz, pondo em xeque essa simetria que é um dos grandes
alicerces da Relatividade Geral e do MP [13, 14, 15, 16]. Talvez, a violação da simetria de
Lorentz seja a chave para para efeitos físicos, tendo a origem em uma unificação da Relatividade
Geral com a Mecânica Quântica.

Uma possível violação da simetria de Lorentz é considerada desde o ano de 1950, onde
o físico Dirac já considerava se o antigo conceito de Éter, descartado por Einstein, de fato, era
uma noção ultrapassada [51]. Desde então, uma série de trabalhos investigam consequências
de possíveis violações da simetria de Lorentz [52, 17, 53, 54, 55]. Uma hipótese interessante é
supor que as constantes fundamentais em física variam no tempo. Isso quebraria a invariância
de Lorentz, uma vez que seria possível definir referenciais privilegiados onde estas constantes
permaneceriam inalteradas [56, 57].

Os pontos citados acima servem como motivações para uma busca por violaçoes da
simetria de Lorentz. A física experimental entra em jogo na busca de novas técnicas e aperfeiçoa-
mentos de medidas, pois, talvez seja possível, através de medições de alta precisão, medir efeitos
de uma física na escala de Planck, ou, quem sabe, conseguir evidências experimentais da violação
da simetria de Lorentz.

2.2 O Modelo Padrão Estendido

Desde o século passado, a análise sobre possíveis violações da simetria de Lorentz tem
sido feita mediante vários aspectos. A introdução na física de partículas é dos anos 60, com os
trabalhos [17, 58].

Não é objetivo deste trabalho uma abordagem histórica10 dessa área de pesquisa. No
entanto, vale a pena comentar que no final dos anos 90, Colladay e Kostelecký [19] apresentaram
uma estrutura formal e sistematizada para a análise de violações da simetria de Lorentz e CPT.
Esse avanço foi muito importante, pois, o chamado Modelo Padrão Estendido (MPE) organiza,
em um único formalismo, todas as possíveis formas de violações de Lorentz e CPT, no contexto
do MP, abrindo possibilidade para a verificação experimental de tais violações.

A principal vantagem do MPE é que além de fornecer uma teoria de campos completa,
8 Um tensor métrico pseudo-Riemanniano é a generalização de uma métrica Riemanniana. Esse tensor não possui

a propriedade de ser definido positivo.
9 Essa quantização ainda não é compreendida e alvo de muita análise em teoria de gravitação quântica.
10 Para uma abordagem histórica, consulte [59].
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que incorpora violações de Lorentz e CPT, o MPE fornece um alto grau preditivo. O resultado
de qualquer experimento pode, em princípio, ser calculado. Isso permite prever, a priori,
quais experimentos atingirão a melhor sensibilidade, ou não. É possível saber quais tipos
de experimentos medem a mesma coisa e quais medem coisas diferentes e tais conclusões
serão verdadeiras em qualquer modelo consistente. Assim, o MPE fornece uma estrutura para
a catalogação de resultados, formando uma lista ampla das restrições para os coeficientes de
violação [29]. Como uma teoria completa que incorpora a violação de Lorentz, o MPE também
é muito útil ao considerar os aspectos teóricos da violação de Lorentz e CPT.

É importante enfatizar que o MPE não é um modelo, mas uma estrutura formal de teste
da validade das simetrias de Lorentz e CPT. Como o MP e a Relatividade Geral passaram por
todos os desafios experimentais até agora, o plano é fazer uma busca abrangente por nova física
ao invés de construir modelos específicos. A ideia é que o momento mais adequado para a
construção de um modelo seria após a observação de um resultado que não seja consistente com
o MP e a Relatividade Geral, proporcionando assim, uma janela para a nova física.

Ao longo deste trabalho é usado o formalismo do MPE na análise teórica da quebra da
invariância de Lorentz. Como mencionamos, o MPE é uma teoria de campos efetiva para o estudo
de efeitos de violações da simetria de Lorentz e espera-se que seja apenas um limite de baixas
energias de uma teoria ainda desconhecida na escala de Planck. A densidade de Lagrangiana do
MPE, LMPE, é obtida adicionando-se à densidade de Lagrangiana do MP, LMP, todos os termos
de violação, (δLLV) , mais termos com efeitos de gravitação, LG. Tipicamente, a densidade de
Langrangiana do MPE tem a forma

LMPE = LMP + LG + δLLV, (2.5)

onde os setores LMP e LG são invariantes por transformações de Lorentz, enquanto que δLLV

possui coeficientes de controle que quebram essa simetria no referencial da partícula11. Esses
coeficientes de violação são considerados pequenos, uma vez que, se assim não fossem, violações
da simetria de Lorentz já teriam sido encontradas, corriqueiramente, nos experimentos já
realizados.

O MPE possibilita, além da violação da simetria de Lorentz, violações da simetria CPT.
A simetria CPT é, em certo sentido, mais fundamental que a simetria de Lorentz, uma vez que foi
demostrado que violações da simetria CPT, no contexto da teoria de campos efetiva, implicam
em violação da simetria de Lorentz,12 ao passo que teorias que violam a simetria de Lorentz não
violam CPT, necessariamente [61]. Tendo isso em vista, é possivel classificar os termos, δLLV,
em dois tipos: CPT-par, termos que não violam CPT e CPT-ímpar, termos que violam a simetria
CPT, ou seja,

δLLV = δLCPT-par
LV + δLCPT-ímpar

LV . (2.6)
11 Comentaremos sobre isso na próxima seção.
12 Essa afirmação só é válida para teorias de campo locais. Em teorias de campo não-locais, é possível construir

modelos onde a simetria CPT é violada. Entretanto, a simetria de Lorentz não [60].



Capítulo 2. Quebra da Simetria de Lorentz 37

Figura 12 – Ilustração da quebra espontânea da simetria axial

Os coeficientes de violação presentes em δLLV são introduzidos no MPE de modo a quebrar
as simetrias de Lorentz e CPT de forma explícita. Isso significa que os campos de fundo13 são
introduzidos "à mão"nas densidades de Lagrangiana. É claro que os campos de fundo não são
introduzidos de qualquer maneira. Em primeiro lugar, eles devem estar acoplados com os campos
do MP, de maneira que sejam invariantes perante mudança de observador. Além disso, devem
respeitar as simetrias internas do MP

SUc (3)× SUL (2)× UY (1) , (2.7)

uma vez que essa estrutura está de acordo com vários dados experimentais [9].

Em oposição à quebra explícita de simetria, existe a alternativa de quebra espontânea
da simetria de Lorentz [18]. A quebra espontânea de simetria normalmente ocorre quando as
soluções de baixa energia de um sistema não respeitam uma simetria existente na teoria. Um
exemplo clássico é o caso de uma bola, inicialmente colocada no equilíbrio instável, no ponto
alto central de um chapéu mexicano. Qualquer perturbação fará com que a bola caia para uma
configuração de energia mais baixa, na aba do chapéu, quebrando a simetria axial inicial da
situação, como ilustra a Figura 12. O mecanismo da quebra espontânea de simetria é bem
conhecido no MP, envolvendo a quebra da simetria de calibre pelo campo de Higgs [33]. Sem
maiores aprofundamentos, no caso da violação da simetria de Lorentz, a situação é diferente,
pois, os campos não são escalares como o Higgs, mas, em geral, tensoriais. Nesse caso, esses
campos tensoriais assumirão valores constantes que definem direções preferenciais no espaço
vazio e, portanto, quebram a simetria de Lorentz [33].

O interessante da proposta de quebra espontânea da simetria de Lorentz é que, neste
caso, a violação pode ser considerada menos drástica no sentido de que a teoria fundamental,
na escala de Planck, pode ser invariante por Lorentz, mas, o estado de menor energia da teoria,
que representa o “espaço vazio”, tem simetria menor que o da teoria fundamental: ele apresenta
direções preferenciais representadas por coeficientes que são tensoriais, ou seja, vetores ou suas
13 Na literatura, é comum o termo background fields.
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generalizações que são justamente os coeficientes de violação de Lorentz presentes na densidade
de Lagrangiana, δLLV.

O MPE é amplo e pode admitir vários tipos distintos de acoplamento entre os campos
de fundo e os campos físicos. Para uma primeira análise do MPE, é conveniente restringir tanta
liberdade assumindo que o mesmo:

• Não deve implementar novos campos físicos, além dos já existentes no MP;

• Deve preservar a simetria de calibre SUc (3)× SUL (2)× UY (1) ;

• Deve preservar a invariância por translações espaço-temporais;

• As dimensões dos operadores de campo devem ser D ≤ 4.

O Modelo Padrão Estendido Mínimo (MPE-mínimo) é obtido quando impomos essas
restrições. Esse modelo viola, minimamente, a simetria de Lorentz e CPT sem maiores complica-
ções na estrutura do MP.

Uma vez que essas condições são impostas, a lista de possíveis violações se torna
consideravelmente menor e podemos escrevê-la explicitamente. Como um exemplo, vamos
considerar o setor de fótons que é composto pelo termo padrão

LMP = −1

4
F µνFµν , (2.8)

onde F µν é o tensor eletromagnético invariante de calibre. O termo de violação CPT-par é dado
por,

δLCPT-par
LV = −1

4
κµνρσF

µνF ρσ, (2.9)

onde o tensor κµνρσ é adimensional e possui as mesmas propriedades do tensor de Riemann.
Mais adiante, discutiremos algumas propriedades dessa contribuição.

O termo CPT-ímpar é do tipo,

δLCPT-ímpar
LV =

1

2
(κAF )

α ϵαβµνA
βF µν , (2.10)

onde os coeficientes (κAF )
α têm dimensão de massa. A primeira vista, pode-se imaginar que

esse termo não é invariante de calibre. Entretanto, é facil mostrar que uma variação perante
transformações de calibre,

Aµ → Aµ + ∂µΛ, (2.11)

muda a ação apenas por um termo de derivada total, levando à uma invariância de calibre na
ação,

SMPE =

∫
d4x

(
LMP + δLCPT-par

LV + δLCPT-ímpar
LV

)
. (2.12)

O termo (2.10) já foi considerado por Carrol, Field e Jackiw [62] e foi mostrado que ele
pode introduzir estabilidade na teoria, se (κAF )

α for um vetor tipo-tempo.
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2.3 Transformações de Partícula e Observador

A noção de invariância das leis físicas nos levaram ao grupo de simetria que preserva a
estrutura do espaço de Minkowski. As leis físicas (relativísticas) devem, portanto, ser invariantes
perante transformações de Lorentz.

Devido a isotropia do espaço-tempo, cada transformação de Lorentz está relacionada
com uma outra que descreve de forma equivalente a mesma situação. Considere, por exemplo, a
mudança de coordenadas por uma transformação de rotação de ângulo α.

A mudança de coordenadas que faz o vetor R paralelo ao eixo ŷ é a transformação

Rpassiva (α) =̇

(
cosα senα

− senα cosα

)
. (2.13)

O resultado dessa transformação pode ser visto na Figura 13-b.

Esse tipo de transformação é costumeiramente chamada de tranformação passiva, pois,
deixa o vetor R inalterado, mudando apenas o sistema de coordenadas. Contudo, é possível obter
o mesmo efeito geométrico realizando uma transformação no vetor R pela matriz

Rativa (α) =̇

(
cosα − senα

senα cosα

)
= R⊤

passiva (α) . (2.14)

O resultado da transformação pode ser visto na Figura 13-c.

Dizemos então que uma transformação ativa é aquela que transforma apenas o vetor, em
contraste com as transformações passivas, onde mudamos as coordenadas.

Podemos aplicar essa mesma noção para as transformações gerais de Lorentz14. A teoria
da relatividade especial sugere um espaço-tempo isotrópico. Logo, as leis da física devem se
comportar de maneira equivalente frente transformações ativas e passivas.

Considerando apenas movimento em uma dimensão espacial, as transformações de
Lorentz de observador são dadas por,

ct′ = γ
(
t− v

c2
x
)
, (2.15a)

x′ = γ (x− vt) , (2.15b)

y′ = y, (2.15c)

z′ = z. (2.15d)

14 As transformações de Lorentz gerais podem ser interpretadas como rotações no espaço de Minkowski. Para
mais detalhes, consulte [63].
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Figura 13 – Transformações ativas e passivas

Representando uma situação física equivalente, as transformações de Lorentz de partícula são,

ct′ = γ
(
t+

v

c2
x
)
, (2.16a)

x′ = γ (x+ vt) , (2.16b)

y′ = y, (2.16c)

z′ = z. (2.16d)

No entanto, quando tratamos de possíveis violações da simetria de Lorentz, é comum considerar
a estrutura do espaço-tempo contendo anisotropias parametrizadas por campos tensoriais de
fundo. Essa nova propriedade introduz, de maneira natural, direções privilegiadas no espaço-
tempo. Dessa forma, a distinção entre os dois tipos de transformações é imprescindível, pois, a
violação da simetria de Lorentz é vista apenas do ponto de vista da partícula. A invariância de
observador ainda deve ser um requisito, ou seja, observáveis físicos não dependem do sistema
de referência e, portanto, são invariantes perante transformações de observador. Por outro lado,
a violação da simetria de Lorentz ocorre perante transformações de partícula, uma vez que os
campos de fundo são fixos no espaço-tempo.

Para ilustrar a não-equivalência entre esses dois tipos de transformações, na presença
de anisotropias, imaginemos o movimento de uma carga entre as placas de um capacitor frente
transformações de rotação. O campo elétrico gerado pelo capacitor faz o papel de campo de
fundo e aponta na direção ẑ. Se realizarmos uma transformação de observador, os referenciais S

e S’ (Figura 14-a) ainda concordam com o ângulo entre o campo elétrico e o vetor velocidade da
carga.

Por outro lado, uma transformação de partícula altera apenas a direção da velocidade,
fazendo com que o campo de fundo se comporte como um campo escalar [63]. Essa transformação
modifica o ângulo entre o campo elétrico e o vetor velocidade.

No exemplo acima, consideramos apenas rotações sobre observadores e partículas
e verificamos que o ângulo entre os vetores velocidade v e campo elétrico E se modifica
dependendo do tipo de transformação. Esse comportamento é induzido pelo campo elétrico, pois,
ele se comporta como um campo de fundo introduzindo direções privilegiadas no sistema. Para
transformações de boost, também temos diferenças entre os dois tipos de transformações. Para
mais detalhes [63].
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Figura 14 – Transformações de Observador e Partícula

Do ponto de vista da teoria de campos, os campos de fundo se acoplam com os campos
físicos, de maneira a preservar a invariância perante tranformações de observador, ou seja,
as Lagrangianas ainda devem ser um escalar de Lorentz e possuir todos os índices saturados.
Tipicamente, a Lagrangiana tem a forma 15

LLV ⊂ (κAF )
αAβF̃αβ. (2.17)

O 4-vetor de fundo (κAF )α é constante e introduz direções privilegiadas no espaço-tempo.
Quando aplicamos uma transformação de observador, temos a invariância completa

(κAF )
αAβF̃αβ → gαγgβδΛ

α
µΛ

β
νΛ

γ
σΛ

δ
ρ (κAF )

µAνF̃ σρ = (κAF )
αAβF̃αβ , (2.18)

onde Λα
µ são as transformações de Lorentz definidas por

gαγΛ
α
µΛ

γ
σ = gµσ. (2.19)

Quando realizamos uma tranformação de partícula, o campo κAF fixo no fundo permanece
inalterado, gerando assim, a violação da simetria de Lorentz

(κAF )
αAβF̃αβ → gαγgβδΛ

β
νΛ

γ
σΛ

δ
ρ (κAF )

αAνF̃ σρ = Λγ
σ (κAF )γ AρF̃

σρ. (2.20)

Fisicamente, transformações de observador equivalem à mudança apenas nos observadores,
enquanto que as transformações de partícula são transformações de Lorentz no experimento,
deixando o campo de fundo inalterado, como no exemplo da carga entre as placas de um capacitor
carregado.

A quebra da simetria de Lorentz é identificada por

Λγ
σ (κAF )γ AρF̃

σρ ̸= (κAF )
αAβF̃αβ. (2.21)

No cenário da quebra da simetria de Lorentz, temos um campo para fenomenologia de possíveis
pequenos desvios de teorias, como o Modelo Padrão e Relatividade Geral, pois estas são
15 Os campos de fundo sempre se acoplam com os campos físicos.
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fundamentadas na simetria de Lorentz. Assim, através de medidas de alta precisão, podemos, em
principio, medir esses pequenos desvios.

Não há referenciais privilegiados e os valores dos coeficientes de violação variam de um
referencial ao outro. Temos então que escolher um referencial padrão para efeitos de cálculo.
Costuma-se escolher o referencial centrado no Sol (Figura 15) [64, 29, 65]. Nesse referencial,
comparamos limites para os parâmetros de violação para diferentes experimentos.

Um observável, medido em um laboratório terrestre, possui dependências nos parâmetros
de quebra expressos em relação ao referencial do experimento e denotados por κµ. Devemos
assim expressar esses parâmetros em termos dos parâmetros de violação escritos no referencial
centrado no Sol, que denotamos por Kµ. A matriz de transformação que relaciona os dois
referenciais é uma transformação de Lorentz

κµ = Λµ
νK

ν . (2.22)

Em outras palavras, para cálculos e medições de limites dos coeficientes de violação, deve-se levar
em consideração que um experimento, realizado em laboratórios terrestres, executa o mesmo
movimento sideral da terra em torno do sol e de seu próprio eixo de rotação. Por consistência,
supõe-se que estes observáveis devem oscilar nas mesmas frequências dos movimentos da
terra. Efeitos de boost podem ser levados em consideração. Porém, em muitos casos, podemos
considerar que as transformações Λµ

ν se resumem apenas à transformações de rotação [66, 65]

Λµ
ν ≃ Rµ

ν , (2.23)

onde a matriz Rµ
ν acima é

R (ζ, t) =


1 0 0 0

0 cos ζ cosΩt cos ζ senΩt − sen ζ

0 − senΩt cosΩt 0

0 sen ζ cosΩt sen ζ senΩt cos ζ

 , (2.24)

com ζ sendo a colatitude16 do experimento e Ω ≃ 2π/23 hrs 56min a frequência sideral da
rotação terrestre em relação ao referencial do Sol. Os detalhes sobre o referencial centrado no
Sol podem ser encontrados em [65].

Note que os coeficientes de violação da simetria de Lorentz se transformam sob ação de
transformações do grupo de Lorentz que, por sua vez, é um grupo não compacto. Isso significa
que há referenciais onde os coeficientes de violação adquirem valores arbitrariamente grandes e,
portanto, não podem ser tratados como uma pequena pertubação na Lagrangiana, invalidando
assim, o formalismo do MPE. Por conta disso, definem-se os referenciais concordantes como
sendo os referenciais onde os coeficientes de quebra possuem valores pequenos. Logo, são os
referenciais adequados para o formalismo do MPE. É um fato experimental que, se houver
16 Em coordenadas esféricas, colatitude é o ângulo complementar da latitude.
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Figura 15 – Referencial centrado no Sol

violações da simetria de Lorentz, estas devem ser pequenas, pois, até o momento, não se têm
evidências da violação dessa simetria fundamental. A terra é, portanto, um desses referencias
concordantes.
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3 Aspectos Clássicos do Setor de
Fótons do Modelo Padrão Estendido

Neste capítulo, trataremos sobre o setor de fótons do MPE mínimo. Começaremos
discutindo a Lagrangiana e as equações de movimento da teoria. Notaremos que, apesar do
eletromagnetismo usual ser modificado pelo tensor de quebra κµνρσ, ainda é possível obter
equações de Maxwell análogas ao caso de um eletromagnetismo em meios materiais, com
auxílio dos campos D e H convenientemente definidos. Comentaremos também sobre as
modificações do tensor energia-momento do campo eletromagnético induzidas pelo tensor de
quebra e observaremos que o tensor energia-momento eletromagnético não pode ser simetrizado
completamente. Uma expressão para o vetor de Poynting será obtida, além da densidade de
energia e tensor das tensões. Por fim, discutiremos sobre algumas propriedades das soluções das
equações de movimento e a propagação de ondas, ilustrando novos efeitos que são permitidos
quando supomos violações da simetria de Lorentz.

3.1 Lagrangiana, Equações de Campo e Soluções

Estamos interessados aqui em investigar o setor eletromagnético do MPE. Como mencio-
namos no capítulo anterior, o setor eletromagnético do MPE se propõe a estender a eletrodinâ-
mica usual descrita pela Lagrangiana de Maxwell, brevemente comentada no primeiro capítulo
deste trabalho. Uma extensão não-invariante de Lorentz do eletromagnetismo supõe pequenos
desvios da simetria de Lorentz. Desvios estes que podem ser interpretados fisicamente como
um campo de fundo fixo, presente em qualquer ponto do espaço-tempo que quebra a invariância
de Lorentz no referencial da partícula, introduzindo direções privilegiadas no espaço-tempo,
causando assim, uma anisotropia espaço-temporal.

Vamos nos concentrar em analisar as propriedades mais imediatas para uma eletrodinâ-
mica não-invariante de Lorentz, nos restringindo apenas à parte CPT-par da teoria, ou seja,
(κAF )

µ = 0.

A ação que descreve esse modelo é:

S = −1

4

∫
d4x (ηµρηνσ + κµνρσ)F

µνF ρσ, (3.1)

onde F µν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor do campo eletromagnético. O campo κµνσλ é um tensor de
fundo1 que possui as mesmas simetrias do tensor de Riemann,

κµνρσ = −κνµρσ = κρσµν = −κµνσρ, (3.2)
1 A simetria do tensor de fundo é a mesma do produto FµνF ρσ.
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Além de satisfazer a identidade de Bianchi e duplo traço nulo,

κµνρσ + κµρσν + κµσνρ = 0, (3.3)

κµνµν = 0. (3.4)

A identidade de Bianchi (3.3) é imposta para evitar contribuições proporcionais à ϵµνρσ e não
está relacionada com a geometria do espaço-tempo [19]. As simetrias(3.2) , (3.3) e (3.4), do
objeto κµνρσ, parametrizam 19 componentes independentes que são responsáveis pela quebra da
simetria de Lorentz perante transformações de partícula. As equações de campo são obtidas pelo
princípio variacional

δS = 0. (3.5)

Assim, para variações arbitrárias do campo Aµ, temos

δS = −1

4

∫
d4x (ηµρηνσ + κµνρσ) δ (F

µνF ρσ) , (3.6)

δS =

∫
d4x [−∂σ∂µAµ + ∂µ∂µAσ − κµνρσ∂

ρ∂νAµ + κνσρµ∂
ν∂ρAµ] .δAσ (3.7)

A partir das propriedades do tensor de fundo e usando (3.5) podemos reescrever a equação acima
como,

−∂µ (∂σAµ − ∂µAσ)− ∂ρ (κµνρσ∂
νAµ + κµρνσ∂

µAν + κµνσρ∂
µAν) = 0. (3.8)

Note que κµρνσ∂ρ∂µAν = 0, o que nos leva imediatamente para as equações de movimento

∂µF
µ

σ + κσρµν∂
ρF µν = 0. (3.9)

A equação acima estende a eletrodinâmica Maxwelliana e é recuperada simplesmente fazendo os
coeficientes κσρµν = 0. Note também que a equação (3.9), assim como o eletromagnetismo de
Maxwell, é linear em Fµν e, consequentemente, nos campos E e B. A definição usual do tensor
eletromagnético Fµν implica uma não-mudança nas equações homogêneas

∂µF̃
µν = 0, (3.10)

onde F̃ µν é o tensor dual.

Observe ainda que a equação de movimento (3.9) é invariante perante transformações de
"gauge"

Aµ → A′µ = Aµ +
1

q
∂µΛ, (3.11)

pois, assim como a Lagrangiana, a equação (3.9) depende apenas do termo F µν que é, por sua
vez, invariante de "gauge".

A equação de movimento (3.9) descreve a dinâmica do campo eletromagnético modifica-
do na ausência de fontes. Podemos ainda acoplar uma contribuição de corrente na ação (3.1),
somando o termo de fonte

Sfonte = −
∫
AσJσd

4x, (3.12)
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onde Jσ = (ρ, j) é a 4-corrente. Realizando os mesmos cálculos anteriores, é fácil obter as
equações de movimento para a ação total

Stotal = −1

4

∫
d4x (ηµρηνσ + κµνρσ)F

µνF ρσ + Sfonte. (3.13)

Como resultado, temos as equações de campo não homogêneas

∂µF
µ

σ + κσρµν∂
ρF µν = Jσ. (3.14)

A conservação da corrente pode ser derivada imediatamente da equação acima, tomando a
4-divergência. Temos,

∂σ∂µF
µ

σ + κσρµν∂
σ∂ρF µν = ∂σJσ. (3.15)

No primeiro termo do lado esquerdo, temos um operador diferencial simétrico, ∂σ∂µ, acoplado
ao tensor antissimétrico, o que gera resultado nulo. Da mesma forma, no segundo termo, ∂σ∂ρ

está acoplado ao tensor κσρµν , antissimétrico nesses dois índices. Isso nos leva à conservação da
corrente

∂σJσ = 0. (3.16)

Podemos verificar ainda como as equações de Maxwell, explicitamente em termos dos
campos, são modificadas pelos coeficientes de violação κσρµν . A lei de Gauss é obtida escolhendo
σ = 0. Temos

∂iF
i0 + κ0iµν∂

iF µν = 0,

∂iF
i0 + 2κ0i0j∂

iF 0j + κ0ijk∂
iF jk = 0.

O tensor eletromagnético se relaciona com os campos de tal modo que, F 0i = −Ei e F jk =

−ϵjklBl . Então, a equação acima se reduz à:

∂iE
i − 2κ0i0j∂

iEj − κ0ijkϵ
jkl∂iBl = 0. (3.18)

É comum definirmos as seguintes parametrizações matriciais [67]:

−2κ0i0j ≡ (κED)ij , (3.19a)

−κ0ijk ≡
1

2
ϵjkl (κDB)il , (3.19b)

κpqrs =
1

2
ϵjpqϵkrs (κHB)jk , (3.19c)

de modo que a equação (3.18) assume a forma:

∂iE
i + (κED)ij ∂

iEj +
1

2
ϵjkmϵ

jkl (κDB)im ∂
iBl = 0, (3.20)

∂iE
i + (κED)ij ∂

iEj + (κDB)il ∂
iBl = 0. (3.21)

Em notação vetorial explícita, temos a seguinte lei de Gauss modificada,

−∇ · E = ∇ · κED · E+∇ · κDB ·B. (3.22)
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A fim de escrever as equações de Maxwell de forma familiar, é comum definirmos os campos
auxiliares:

D ≡ (1+ κED) · E+ κDB ·B, (3.23)

H ≡ (1+ κHB) ·B− κDB · E. (3.24)

A lei de Gauss se torna então,
∇ ·D = 0. (3.25)

A lei de Ampère-Maxwell é obtida tomando σ = i em (3.9). Temos então,

−∂µF µ
i + κiρµν∂

ρF µν = 0. (3.26)

Usando as definições (3.19a), (3.19b), (3.19c) e realizando cálculos semelhantes, temos, de
maneira análoga, a lei de Ampère-Maxwell modificada:

∇×H− ∂0D = 0. (3.27)

As equações de Maxwell modificadas são reescritas de forma semelhante às equações de Maxwell
em um meio material. Logo,

∇ ·D = 0, (3.28a)

∇×H− ∂0D = 0, (3.28b)

∇ ·B = 0, (3.28c)

∇× E+ ∂0B = 0. (3.28d)

Por fim, observe que, na ausência de fontes, o conjunto de equações de campo (3.28a) e (3.28c)

possui uma simetria perante as seguintes transformações:

D → ±B, (3.29)

H → ∓E. (3.30)

3.2 Leis de conservação

As descrições Lagrangiana e Hamiltoniana da dinâmica, indispensáveis em teoria de
campos, são de muita utilidade na análise das simetrias presentes em um sistema físico. A
passagem da formulação Lagrangiana para Hamiltoniana se faz mediante a definição do momento
conjugado

pi =
∂L

∂q̇i
. (3.31)

O Hamiltoniano para um conjunto discreto de partículas é definido como:

H =
∑
i

piq̇i − L. (3.32)
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No caso de um sistema físico, composto por um número infinito de graus de liberdade, é
conveniente definir uma densidade de Hamiltoniana, de tal maneira que a sua integral, em todo
espaço, seja idêntica à Hamiltoniana total. Para o campo elétromagnético, a posição e e momento
generalizados assumem a seguinte correspondência contínua:

qi → Aλ (x) ,

pi → πλ (x) =
∂L

∂ (∂0Aλ)
,

de tal maneira que a densidade de Hamiltoniana para o campo elétromagnético é obtida de
(3.32) .

H =
∑ ∂L

∂ (∂0Aλ)
∂0A

λ − L. (3.33)

Como dito no primeiro capítulo deste trabalho, a Hamiltoniana é identificada como a componente
puramente temporal do tensor energia-momento canônico

Tαβ =
∂L

∂ (∂αAλ)
∂βAλ − ηαβL, (3.34)

onde a componente puramente temporal é identificada como a densidade de hamiltoniano. O
tensor canônico, para o campo eletromagnético estendido pelo termo de violação CPT-par, foi
calculado no Apêndice B.1, sendo dado por

Tαβ = ηαγFλγ∂
βAλ − καλµνF

µν∂βAλ − ηαβL. (3.35)

Esse objeto apresenta alguns problemas, como a não-simetria de índices αβ, além de não
ser explicitamente invariante perante transformações de calibre. Contudo, o tensor de energia-
momento do campo pode ser redefinido [68] na forma de um objeto parcialmente simétrico2. O
cálculo explícito (vide apêndice B.2) tem como resultado a expressão:

Θαβ = −FαλF β
λ +

1

4
ηαβF µνFµν − κµναλF β

λFµν +
1

4
ηαβκµνρσF

µνF ρσ. (3.36)

Observe que Θαβ é definido de tal maneira que a sua 4-divergência è identicamente nula e,
portanto, satisfaz uma equação de continuidade, ou seja,

∂αΘ
αβ = 0. (3.37)

Observe que termo κµναλF β
λFµν garante que o tensor resultante em (3.36) seja parcialmente

simétrico. É comum o tensor energia-momento não ser totalmente simétrico, no contexto do
MPE [19], voltaremos com essa questão mais adiante. Por enquanto, vamos nos concentrar em
calcular as componentes do tensor e observar como elas se diferenciam do tensor eletromagnético
usual de Maxwell. A componente puramente temporal, ou seja, a densidade de Hamiltoniana é

Θ00 = −F 0λF 0
λ +

1

4
F µνFµν − κµν0λF 0

λFµν +
1

4
κµνρσF

µνF ρσ. (3.38)

2 Não é possível simetrizar totalmente o tensor.
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Reescrevendo em termos dos campos elétricos e magnéticos,

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
− κ0i0jEiEj + κ0kijϵijlBlEk − κ0ijkϵjkmBmEi +

1

4
κijklϵijmϵklpBmBp,

os termos cruzados nos campos se cancelam, resultando em

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
− κ0i0jEiEj +

1

4
κijklϵijmϵklpBmBp. (3.39)

Usando as definições (3.19a), (3.19b) e (3.19c), temos

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
E · κED · E+

1

2
B · κHB ·B. (3.40)

Note que a densidade de energia é sempre positiva, desde que os coeficientes de violação que
compõem as matrizes κED e κHB sejam muito pequenos. Dessa forma, os coeficientes não
induzem instabilidade na teoria.

Por fim, podemos reescrever a densidade de energia acima de uma forma muito mais
familiar. Para isso, observe que, através de (3.23) e (3.24), temos

κED · E = D− E− κDB ·B, (3.41a)

κHB ·B = H−B+ κDB · E, (3.41b)

que substituído na equação (3.40), resulta em

Θ00 =
1

2
(E ·D+B ·H) . (3.42)

A expressão acima, para a densidade de energia do campo eletromagnético, costumeiramente
denotada por u, é similar à densidade de energia do campo eletromagnético na presença de um
meio material. Já observamos essa semelhança desde a seção passada, quando reescrevemos as
equações de campo.

A componente Θi0 é identificada como sendo a densidade de fluxo de energia ou,
simplesmente, como generalização do vetor de Poynting gi ≡ Θi0, onde

Θi0 = −F iλF 0
λ − κµνiλF 0

λFµν . (3.43)

Podemos reescrever a equação acima explicitamente em termos dos campos auxiliares. Os
cálculos em detalhes se encontram no Apêndice (B.5). Como resultado temos,

g = E×H. (3.44)

O setor temporal da equação de conservação (3.37) toma a seguinte forma usual:

∂u

∂t
+∇ · g = 0, (3.45)
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com u = Θ00. A conservação explícita da energia pode ser derivada da equação acima. Tomando
a integral sobre todo o espaço 3-dimensional,∫

d3x

(
∂u

∂t
+∇ · S

)
= 0. (3.46)

Por meio do teorema de Gauss é possível mostrar que o termo com a divergência vai à zero
para campos localizados, nos entregando assim a conservação da energia total do campo
eletromagnético Ecampo =

∫
ud3x. Temos

∂

∂t
Ecampo = −

∫
S·dS = 0, (3.47)

Ecampo = const.

Voltemos agora à questão da assimetria no tensor (3.36). Essa característica nos leva à
uma possível ambiguidade na definição da densidade de momento do campo. O vetor (3.44)
pode ser identificado como o vetor de Poynting generalizado. Contudo, Θi0 ̸= Θ0i. O vetor de
Poynting, costumeiramente relacionado com a quantidade de momento que o campo carrega,
deve ser interpretado como o vetor densidade de fluxo de energia. A densidade de momento deve
ser identificada como a parte espacial da equação de continuidade (3.37), ou seja,

∂0Θ
0j + ∂iΘ

ij = 0. (3.48)

Apesar de ser diferente do vetor de Poynting, a densidade de momento do campo tem uma forma
semelhante ao momento de Minkowski3[69], gM . O cálculo está explícito no Apêndice B.4 e,
como resultado, temos

Θ0i = (D×B)i , (3.49)

ou seja,
gM = D×B. (3.50)

O setor espacial, Θ0i, que compõe a equação (3.48), faz o papel de tensor de tensões e é dado
por4

Θij = 3
4
(EiEj +BiBj)−DiEj −BiHj + 1

8
δij×

[E· (1 + 4κED) · E+B· (1 + 4κBH) ·B] .
(3.51)

Podemos representar o tensor Θαβ como uma matriz 4× 4,

Θαβ =

(
u gT

gM Θij

)
, (3.52)

3 Existe um impasse conhecido como dilema de Abraham-Minkowski, o qual discute a ambiguidade na definição
do momento do campo em um meio material.

4 O δij é o delta de Kronecker definido por

δij =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j

.
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onde o sobrescrito T denota o vetor g transposto.

Note que, no limite onde os coeficientes de violações κµνρσ → 0, temos D → E e
H → B e, portanto,

lim
κµνρσ→0

gM = lim
κµνρσ→0

g = E×B, (3.53)

o que resulta nas expressões usuais para a eletrodinâmica no vácuo, ou seja,

lim
κµνρσ→0

Θαβ =

(
1
2
(E2 +B2) (E×B)T

E×B −1
4

[
EiEj +BiBj − 1

2
δij (E2 +B2)

] ) . (3.54)

Quando introduzimos uma distribuição localizada de cargas e correntes interagindo com
o campo, quebramos a invariância translacional do sistema. Esse acoplamento leva a equação
(3.37) a assumir a seguinte forma

∂αΘ
αβ = −F βλJλ, (3.55)

onde Jλ é a 4-corrente. O termo que quebra a conservação é identificado como densidade de
força fβ ≡ F βλJλ, ou densidade de força de Lorentz.

3.3 Soluções da equação de movimento e propagação de

ondas

Até aqui mencionamos como o campo de fundo, responsável pela quebra da invariância
de Lorentz, altera as equações de movimento e as leis de conservação do eletromagnetismo.
Além disso, observamos várias semelhanças entre a eletrodinâmica não-invariante de Lorentz e
uma eletrodinâmica em um meio material. Vamos nos concentrar agora em estudar propriedades
das soluções da equação de movimento e a propagação das ondas eletromagnéticas em presença
de anisotropias espaço-temporais, descritas pelo tensor κµνρσ.

As equações de movimento, longe das fontes e em notação covariante (vide equações
(3.9) , (3.10)),

∂µF
µ

σ + κσρµν∂
ρF µν = 0, (3.56)

∂µF̃
µν = 0, (3.57)

podem ser reesccritas em termos do campo Aµ. Em particular, a equação não-homogênea assume
a forma,

∂σ∂µA
µ −□Aσ + 2κµνσρ∂

ρ∂µAν = 0,

ou ainda,
∂σ∂µA

µ − ησµ□A
µ − 2κµνσρ∂

ρ∂νAµ = 0. (3.58)
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Podemos definir o operador diferencial simétrico Ôσµ ≡ ∂σ∂µ − ησµ□ − 2κµνσρ∂
ρ∂ν para

reescrever (3.58) de forma sucinta:
ÔµνAµ = 0. (3.59)

Vamos recorrer à uma expansão na base de ondas planas para o campo Aµ, a fim de transformar
a equação diferencial em uma equação algébrica,

Aµ (x) ≡ ϵµ (p) exp (−ipαxα) , (3.60)

onde pα ≡ (p0,p) pode ser identificado como o 4-vetor de onda de um modo normal de vibração5.
Vale a correspondência ∂α → −ipα. Então, (3.59) se reescreve como(

−pµpν + ηµνp2 + 2κµανβpαpβ
)
Aµ = 0, (3.61)

ou ainda,
Oµν (p)Aµ = 0, (3.62)

com,
Oµν (p) =

(
ηµνp2 − pµpν − 2κµαβνpαpβ

)
. (3.63)

Note que, no limite κµαβν → 0, temos de volta a matriz do caso Maxweliano usual.

A matriz Oµν (p) é singular graças à simetria de calibre, que ainda é uma característica
para a extensão não-invariante de Lorentz da eletrodinâmica. Deve-se então fixar o "gauge", para
que o conjunto de equações (3.62) possa revelar soluções diferentes da trivial, com a condição,

detOµν
eff (p) = 0, (3.64)

onde Oµν
eff (p) é a matriz com o calibre fixado.

Diferentemente da eletrodinâmica usual, a escolha de diferentes calibres para a matriz
que compõe (3.64) não resulta em situações equivalentes. Por exemplo, é de conhecimento
geral que, quando κµαβν → 0, o calibre de Coulomb, caracterizado pela escolha de vínculo
∇ · A = 0, é equivalente ao calibre temporal A0 = 0 [68]. Quando efeitos de violações da
simetria de Lorentz são incluídos, o calibre de Coulomb admite soluções não triviais para A0[19],
evidenciando a não-equivalência entre os vários calibres na situação de violações da simetria de
Lorentz .

Podemos escolher o calibre temporal para ilustrar efetivamente o processo de obtenção
das relações de dispersão. No calibre temporal, eliminamos imediatamente o grau de liberdade
A0 (x), do campo de calibre, com a escolha:

Λ =
1

q

∫
A0 (t′,x) dt′. (3.65)

5 A frequência ω e o vetor p são associados à onda eletromagnética, porém, são diferentes da energia e momento
obtidos pelo tensor energia-momento, que são associados ao campo próprio.
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Isso resulta em um subconjunto de 4 equações de (3.62). Escrevendo Oµν
eff (p), de maneira

expliícita, temos: (
ηiνp2 − pipν − 2κiαβνpαpβ

)
Ai = 0. (3.66)

A fim de simplificar os cálculos, podemos escolher um sistema de referência onde o 4-momento
tem a forma pµ = (ω, 0, 0, |q|) . Nesse referencial, temos Oµν

eff (p), explicitamente,

Oµν
eff (p) =


0 −K10 −K20 − |q|ω −K30

0 −p2 −K11 −K21 −K31

0 −K12 −p2 −K22 −K32

0 − |q|ω −K13 −K23 −p2 − |q| − K33

 , (3.67)

onde Kiν = 2κiαβνpαpβ .

A imposição de soluções diferentes da trivial para (3.66) implica em relações do tipo ω =

ω (|q| ;κ), as quais são identificadas como as relações de dispersão modificadas pelos coeficientes
de violação. É claro que a relação de dispersão, que será obtida a partir do procedimento aqui
descrito, só vale para o referencial onde pµ = (ω, 0, 0, |q|). Contudo, é possível obter a relação
de dispersão completa através de argumentos de simetria.

Um pequeno exemplo: Violação vetorial

Até aqui estudamos aspectos gerais do eletromagnetismo não-invariante de Lorentz, sem
nos preocuparmos em particularizar os vários tipos de violação que esse modelo comporta. A fim
de demonstrar como o campo de fundo pode induzir novos efeitos para uma onda eletromagnética
no vácuo, podemos considerar um tipo específico de violação, onde o tensor κµνρσ possui todas
as componentes nulas, exceto as que compõem o tensor

κ0i0j = −1

2
(κED)ij . (3.68)

Vamos ainda parametrizar esse tensor por um único vetor v, de tal maneira que,

(κED)ij = vivj.

Físicamente, o vetor v é um campo de fundo responsável pela quebra da simetria de Lorentz
frente às transformações de partícula. A Lagrangiana para essa violação vetorial pode ser obtida
facilmente e pode ser escrita em termos dos campos da seguinte forma,

L =
1

2

(
E2 −B2

)
− 1

2
(v · E)2 . (3.69)

As equações de movimento não homogêneas, por sua vez, podem ser obtidas diretamente
de (3.28a),

∇ · E+ v · ∇ (v · E) = 0, (3.70)

∇×B− ∂tE− v∂t (v · E) = 0. (3.71)
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Essas equações, juntamente com as equações homogêneas, descrevem a eletrodinâmica não-
invariante de Lorentz, para o tipo de violação vetorial considerada. É possível obter as esquações
de onda correspondentes para essa eletrodinâmica e obter dois modos distintos de propagação. O
primeiro, satisfaz a relação de dispersão usual

ω = k,

onde ω e k são a frequência da onda eletromagnética e o módulo do vetor de onda respectivamente.
Contudo, se observa que além da relação de dispersão usual existe um modo de propagação que
satisfaz uma relação de dispersão modificada pelo vetor v, dada por

ω2 − k2 = −(v × k)2

1 + v2
. (3.72)

Essa relação de dispersão é consequência direta da presença da anisotropia espacial parametrizada
por v. Note que esse efeito desaparece caso a onda se propague na mesma direção de v e é
máximo quando v é perpendicular à k.
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4 Decaimento de fótons no MPE

Neste capítulo, vamos discutir sobre a estabilidade do fóton em teorias que violam a
simetria de Lorentz. Inicialmente, vamos introduzir um tipo particular de eletromagnetismo não-
invariante, conhecido na literatura como eletrodinâmica isotrópica. Discutimos primeiramente
características clássicas do modelo, ação, Lagrangiana, equações de movimento e equações de
ondas. Obtemos soluções gerais para a equação de onda modificada, assim como as relações de
dispersão para o modelo. A interpretação quântica da eletrodinâmica isotrópica é analisada e
obtemos expressões para os vetores de polarização. A estabilidade do fóton é investigada nesse
modelo e no contexto da QED-modificada. Verificamos a existência de uma energia mínima para
o decaimento do fóton ocorrer. Taxa de decaimento parcial e total são alcançadas, assim como o
ângulo entre as partículas emergentes.

4.1 Eletromagnetismo Isotrópico

No modelo padrão das interações fundamentais, o fóton é considerado uma partícula
estável e fundamental, ou seja, qualquer tipo de decaimento de um único fóton em outras
partículas, com massa não nula, é estritamente proibido. Esse fato foi mencionado no primeiro
capítulo deste trabalho. A principal razão do fóton se manter estável é a conservação da energia-
momento e a simetria de Lorentz. Essa simetria, considerada fundamental para o MP, implica
em relações de dispersão usuais para partículas de massa nula,

Eγ = p, (4.1)

assim como para partículas massivas

Ee± =
√
p2 +m2. (4.2)

Se o fóton decair em outras partículas, como um par eletron-pósitron, a conservação da energia e
momento do sistema implicará nas igualdades

Eγ = Ee− + Ee+ . (4.3a)

pγ = pe− + pe+ . (4.3b)

Esse sistema de equações não possui solução diferente da trivial, como mostrado no capítulo
inicial desta dissertação. Em outras palavras, o decaimento de um fóton em um par elétron-
pósitron, γ → e−e+, é proibido.

Esse é o cénario quando tratamos do decaimento de fótons na física do MP. Contudo,
esse trabalho tem como um dos principais objetivos analisar teorias de campo onde a simetria de
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Lorentz é violada, considerando efeitos de física além do MP. Uma série de efeitos não usuais
emergem da não-invariância de Lorentz, como consequência das novas relações de dispersão
do fóton. Além da relação de dispersão usual, uma teoria não-invariante de Lorentz possui
relações de dispersão extraordinárias, que modificam a cinemática do campo eletromagnético e
soluções não triviais para o sistema formado por (4.3a) e (4.3b) podem ser consideradas, abrindo
possibilidade para um possível efeito de não estabilidade do fóton.

4.1.1 Aspectos clássicos

O setor de fótons CPT-par do MPE descrito pela lagrangiana,

L = −1

4
F µνFµν −

1

4
κµνρσF

µνF ρσ, (4.4)

é bastante geral. Tal setor parametriza 19 coeficientes independentes que quebram a simetria
de Lorentz. Vamos nos concentrar em um tipo particular de eletrodinâmica não-invariante de
Lorentz, o caso onde a violação é dita isotrópica. Esse modelo é descrito por um único parâmetro.
Comecemos considerando o Ansatz não-birrefringente1 [67] para o tensor de quebra,

κµνρσ =
1

2
(ηµρκνσ − ηµσκνρ − ηνρκµσ + ηνσκµρ) , (4.5)

onde κµν é um tensor de fundo constante que parametriza as componentes não-birrefringentes
do tensor κµνρσ. Note que a antissimetria nos pares (µ, ν) e (ρ, σ) do tensor (κF )µνρσ é
imediatamente satisfeita pelo Ansatz (4.5). A simetria na troca dos índices µν → ρσ é preservada
pelo Ansatz acima, quando impomos κµν simétrico,

κµν = κνµ. (4.6)

De forma semelhante, a condição de duplo traço nulo do tensor (κF )µνρσ impõe que o traço do
tensor κµν seja nulo,

κµ
µ = 0. (4.7)

Consequentemente, o tensor κµν parametriza 9 componentes independentes do tensor (κF )µνρσ .

É conhecido como setor isotrópico o referencial onde o tensor κµν toma a forma diagonal
e todos os coeficientes tipo-espaço são iguais. Os coeficientes da diagonal principal têm a
seguinte forma

κµν =


κ00 0 0 0

0 κ00/3 0 0

0 0 κ00/3 0

0 0 0 κ00/3

 . (4.8)

1 O fenômeno da birrefringência do vácuo é uma das características marcantes de teorias que violam a simetria
de Lorentz. No entanto, vamos nos concentrar em um modelo mais simples de teorias com quebra de Lorentz,
desconsiderando assim, os termos que geram a birrefringência.
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A Lagrangiana que descreve a eletrodinâmica isotrópica pode ser obtida diretamente pela
substituição do Ansatz (4.5) em (4.4), resultando em:

L =− 1

4
F µνFµν −

1

8
(κνσF

µνFµ
σ − κνρF

µνF ρ
µ − κµσF

µνFν
σ + κµρF

µνF ρ
ν) .

Explorando a antissimetria do tensor F µν podemos reescrever a Lagrangiana acima como:

L =− 1

4
F µνFµν −

1

2
κνσF

µνFµ
σ. (4.9)

Quando κµν toma a forma (4.8) temos a Lagrangiana que descreve a eletrodinâmica isotrópica,
Lκ̃tr . É conveniente obter Lκ̃tr explicitamente em termos dos campos físicos. O primeiro termo
em (4.9) não é nada além da contribuição de Maxwell,

LMaxwell =
1

2

(
E2 −B2

)
.

A contribuição não-invariante de Lorentz, em (4.9), pode ser escrita como:

LLV = −1

2
κνσF

µνFµ
σ =

1

2
κ00E

iEi − 1

2
κijE

iEj +
1

2
κijϵ

kimϵkjnBmBn,

ou ainda,
LLV =

κ00
3

(
E2 +B2

)
. (4.10)

A Lagrangiana que descreve a eletrodinâmica isotrópica é, portanto,

Lκ̃tr =
1

2

(
1 +

2

3
κ00

)
E2 − 1

2

(
1− 2

3
κ00

)
B2.

Note que a simples mudança,

B2 → (1− κ̃tr)B
2, (4.11a)

E2 → (1 + κ̃tr)E
2, (4.11b)

na ação usual da eletrodinâmica, nos leva à ação para a eletrodinâmica isotrópica, com 2κ̃tr ≡
2
3
κ00.

S =

∫
1

2

[
(1 + κ̃tr)E

2 − (1− κ̃tr)B
2
]
d4x (4.12)

.

A ação (4.12) é invariante por translações e rotações. No entanto, apenas no referencial
privilegiado, onde κµν toma a forma diagonal dada por (4.8). Em qualquer outro referencial, a
invariância rotacional não é válida. Todavia, a invariância translacional continua válida, pois, o
coeficiente de controle κ̃tr não depende das coordenadas espaço-temporais.
2 É comum, na literatura, denotarmos por κ̃tr o coeficiente de violação isotrópica [70, 71].
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As equações de movimento são facilmente obtidas usando as substituições E →
(1 + κ̃tr)E e B → (1− κ̃tr)B nas equações não-homogêneas. As equações de Maxwell são,
portanto,

(1 + κ̃tr)∇ · E = ρ, (4.13a)

(1 + κ̃tr) ∂tE+ (1− κ̃tr)∇×B = j, (4.13b)

∇× E+ ∂tB = 0, (4.13c)

∇ ·B = 0. (4.13d)

Podemos ainda mostrar que os campos elétricos e magnéticos satisfazem equações de onda. Por
exemplo, tomando o rotacional na lei de Faraday (4.13c),

∇×∇× E+ ∂t∇×B = 0. (4.14)

Usando a lei de Gauss e a lei de Ampère-Maxwell modificadas, obtemos uma equação de onda
para o campo elétrico,

∇2E (x,t)−
(
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

)
∂2tE (x, t) = 0. (4.15)

Expandindo o campo elétrico na base de Fourier,

E (x,t)=

∫
Ẽ (k, ω) e−i(k·x−ωt)d3k, (4.16)

valem as correspondências ∇ → −ik, ∂t → iω, de modo que a equação (4.15) fornece:(
−k2 +

1 + κ̃tr
1− κ̃tr

ω2

)
Ẽ (k, ω) = 0.

A equação acima implica na seguinte relação de dispersão modificada para o eletromagnetismo
isotrópico:

k2 =
1 + κ̃tr
1− κ̃tr

ω2, (4.17)

ou seja,

ω (k) =

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

|k| . (4.18)

No referencial isotrópico, a relação de dispersão não depende da direção de propagação e a
frequência depende apenas do módulo do vetor k.

As velocidades de fase e de grupo para ondas que se propagam com a relação de dispersão
(4.18) são iguais e, portanto, não há dispersão 3.

|vf | =
ω (k)

|k|
=

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

, (4.19)

|vg| =
∣∣∣∣∂ω (k)

∂k

∣∣∣∣ =√1− κ̃tr
1 + κ̃tr

. (4.20)
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Figura 16 – Cone de Luz no referencial isotrópico

Na figura está indicada a modificação no cone de luz no espaço de posição quando κ̃tr < 0. Nesse caso, o cone é
mais aberto e a velocidade de propagação do fóton é maior que velocidade padrão c, ainda que de maneira bem sútil.

A dependência das velocidades de grupo e de fase, em termos de κ̃tr, sugere que medidas de alta
precisão da velocidade da luz podem, em princípio, ser usadas para conseguir limites superiores
para o parâmetro κ̃tr.

Uma expansão perturbativa pode ser obtida para a velocidade de grupo,

|vg| = c

(
1− κ̃tr +

κ̃2tr
2

+O
(
κ̃3tr
))

, (4.21)

onde escrevemos c explicitamente. Note que se κ̃tr > 0, problemas de não-causalidade são
evitados, pois, vale ainda |vg| < c. O caso κ̃tr < 0 é um pouco mais delicado, pois, para esse
caso, teríamos |vg| > c no vácuo. Em princípio, isso poderia nos conduzir à problemas de
não-causalidade. No entanto, esse problema pode ser evitado redefinindo-se a velocidade da luz,

c̃ ≡ c

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

. (4.22)

Com a redefinição (4.22) temos uma modificação no cone de luz (Figura 16), ou seja, um sinal
eletromagnético viaja com uma velocidade maior que a velocidade limite, c, que uma partícula
massiva pode ter. Além disso, uma outra partícula de massa nula, diferente do fóton, terá ainda
velocidade c e, portanto, terá um cone de luz diferente (Figura 16).

Em suma, para a eletrodinâmica isotrópica, com −1 < κ̃tr < 0, uma distinção entre a
velocidade de propagação da onda, c̃, e a velocidade limite de uma particula massiva, c, nos livra
3 O fenômeno da dispersão é muito comum em meios materias. Quando se supõe violações da simetria de Lorentz,

a dispersão pode ocorrer no vácuo [72]. No entanto, o modelo isotrópico da eletrodinâmica não possui esta
propriedade, uma vez que o coeficiente tem dimensão de massa igual a zero.
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de problemas de não-causalidade [70, 73]. A nível quântico, não temos tais problemas também.
A microcausalidade é garantida no setor fotônico isotrópico, uma vez que podemos sempre
redefinir a velocidade da luz. Isso significa que dois operadores de campo, avaliados em lugares
diferentes, comutam entre si, quando os pontos do espaço-tempo não podem ser conectados por
um sinal de luz modificada ou um sinal propagando com uma velocidade menor [74].

4.1.2 Aspectos Quânticos

As equações de Maxwell representam uma descrição clássica completa dos campos
elétricos e magnéticos. No entanto, quando tratamos de efeitos em níveis microscópicos,
devemos levar em consideração o caráter quântico da radiação. A quantização do campo
eletromagnético é um procedimento complicado e seu tratamento completo é extensamente
discutido em vários textos [75, 76, 77]. Aqui, comentaremos brevemente sobre a quantização
do campo eletromagnético isotrópico, com o intuito de alcançar o conceito de fóton modificado,
o quantum do campo eletromagnético isotrópico. Primeiramente, revisaremos as equações de
Maxwell em termos dos potenciais.

Os potenciais eletromagnéticos são considerados apenas como campos auxiliares que
ajudam na descrição teórica dos campos elétricos e magnéticos. No entanto, em nível quântico, a
situação se torna diferente. O potencial vetor tem um papel fundamental no efeito Aharanov-
Bohm [78], por exemplo. O próprio procedimento de quantização é realizado nos potenciais Aµ.
Dessa forma, a propriedade de invariância de calibre se torna fundamental na discussão em nível
quântico. As equações de Maxwell modificadas pelo coeficiente de controle isotrópico, escritas
em termos dos potenciais, são:

∇2Φ + ∂t (∇ ·A) = − ρ

1 + κ̃tr
, (4.23)

−∇2A+
1

c̃2
∂2tA+∇

(
∇ ·A+

1

c̃2
∂tΦ

)
=

j

1− κ̃tr
. (4.24)

Essas equações diferenciais acopladas são invariantes por transformações de calibre,

Φ → Φ′ = Φ− ∂tΛ, (4.25)

A→ A′ = A+∇Λ. (4.26)

Em particular, na ausência de fontes, o calibre de Coulomb,

∇ ·A =0, (4.27)

nos leva à,

∇2Φ = 0, (4.28)

−∇2A+
1

c̃2
∂2tA = − 1

c̃2
∂t∇Φ. (4.29)
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Esse sistema admite solução Φ = 0 e, portanto, o campo eletromagnético é inteiramente
determinado pela equação de onda modificada para o potencial vetor,

1

c̃2
∂2tA−∇2A =0. (4.30)

Os campos físicos são dados por,

E =− ∂A

∂t
, (4.31)

B = ∇×A. (4.32)

Note que devido à escolha (4.27), o campo A é transverso e, portanto, possui dois graus de
liberdade associados à polarização da onda eletromagnética. A solução geral para a equação
(4.30) é dada por:

A (t,x) =

∫
d3k

(2π)3/2
√
2ωk

A (k) e(ik·x−iωkt), (4.33)

onde A (k) é alguma função real no espaço de Fourier e ωk é dado pela equação (4.18) . Vamos
empregar a quantização canônica no campo eletromagnético. Tal procedimento requer o uso
do 4-momento associado ao campo Aµ. O 4-momento da eletrodinâmica isotrópica pode ser
calculado usando a Lagrangiana modificada,

Lκ̃tr =
1

2

(
E2 −B2

)
+
κ̃tr
2

(
E2 +B2

)
. (4.34)

Seu momento conjugado é dado por:

πµ (x) =
∂Lκ̃tr

∂ (∂0Aµ)
. (4.35)

Então, as componentes do 4-momento conjugado são:

π0 (x) = 0, (4.36)

πi (x) = −Ei − κ̃trEi. (4.37)

Note que a quantização canônica4 não pode ser empregada diretamente sobre as componentes de
Aµ, assim como o caso invariante de Lorentz, pois, a relação de comutação para a componente
temporal,

[A0 (x,t0) , π0 (x,t0)] , (4.38)

é identicamente zero. Esse problema, assim como o caso usual, pode ser contornado de várias
formas [75]. Aqui, vamos assumir o calibre de Coulomb,

∇ ·A = 0,

4 A quantização canônica se baseia na promoção das funções clássicas à operadores que agem em um espaço de
Hilbert. Estes operadores devem satisfazer relações de comutação análogas aquelas da mecânica quântica de
uma única partícula.
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e realizar a quantização em tal calibre. A relação de comutação (4.38) não é mais um problema
quando fixamos o calibre de Coulomb, pois, eliminamos a componente A0 e a longitudinal do
4-potencial, restando apenas dois graus de liberdade.

As relações de comutação, em tempos iguais, para as componentes físicas do campo
eletromagnético isotrópico, são

[Ai (x,t0) , Ej (y,t0)] = − i

1 + κ̃tr
δtrij (x− y) , (4.39)

[Ai (x,t0) , Aj (y,t0)] = [Ei (x,t0) , Ej (y,t0)] = 0, (4.40)

onde δtrij (x− y) é a função delta transversa5. Essa função possui a seguinte representação no
espaço de Fourier:

δtrij (x− y) =

∫
d3k

(2π)3/2
eik·(x−y)

(
δij −

kikj
k2

)
. (4.41)

Algumas propriedades dessa função podem ser encontradas em [75].

A equação de movimento para o operador do campo eletromagnético, no calibre de
Coulomb, é idêntica à equação clássica dada por (4.30). A solução geral, em termos de uma
expansão em ondas planas, é dada por(4.33). A restrição de Coulomb mostra, facilmente, que
A (k) deve satisfazer a condição de transversalidade,

A (k) · k = 0, (4.42)

que significa que A (k) é perpendicular à direção de propagação do movimento. Podemos então
escrever A (k) como uma combinação linear de dois vetores ortogonais ε(r):

ε(r) · ε(r) = 1
N
δrs, r, s = 1, 2. (4.43)

Estes vetores correspondem aos dois graus de liberdade necessários para descrever a direção
de polarização do fóton6. O fator N é uma constante de normalização que pode depender do
parâmetro de quebra κ̃tr e será calculado mais adiante. Em todo caso, os vetores de polarização,
juntamente com o versor na direção do momento k, formam uma base ortogonal completa no
espaço 3-dimensional, satisfazendo a seguinte relação,

N
∑
s

ε(s)iε(s)j +
kikj

|k|2
= δij. (4.44)

É notório que o campo do fóton é neutro e, portanto, deve ser descrito por um campo
real, Aµ (t,x) = Aµ∗ (t,x). Isso garante que podemos escrever o campo do fóton e os campos
5 A função delta transversa é fundamental na quantização do campo eletromagnético, no calibre de Coulomb [75].
6 O campo do fóton é descrito por um 4-vetor. No entanto, devido à simetria de calibre, apenas duas das quatro

componentes são físicas.
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físicos como sendo,

A (t,x) =
∑
r=1,2

∫
d3k

(2π)3/2
√

2ω (k)

[
a
(r)
k ε

(r)
k e(ik·x−iωt) + h.c

]
, (4.45)

E (t,x) = −∂A
∂t

=
∑
r=1,2

∫
d3k

(2π)3/2
√
2ω (k)

[
iω (k) a

(r)
k ε

(r)
k e(ik·x−iωt) + h.c

]
, (4.46)

B (t,x) = ∇× A =
∑
r=1,2

∫
d3k

(2π)3/2
√

2ω (k)

[
ik× ε

(r)
k a

(r)
k e(ik·x−iωt) + h.c

]
, (4.47)

onde a(r)k , a
(r)∗
k são os coeficientes de Fourier dos campos. Os vetores de polarização possuem

componentes diferentes de zero apenas nas direções transversais à direção de propagação. Por
simplicidade, vamos considerar o 3-momento do fóton k se propagando apenas em uma direção
espacial,

kµ =


ω (k)

|k|
0

0

 , (4.48)

o que permite tomar os dois vetores de polarização na seguinte forma:

εµ (k,1) =
1√
N


0

0

1

0

 , εµ (k,2) =
1√
N


0

0

0

1

 . (4.49)

Quando o campo eletromagnético é quantizado, a função clássicaA (x, t) é promovida ao
status de um operador. Isso repercute na expansão (4.45) , onde a(r)k e a(r)∗k devem figurar também
operadores, por consistência. As relações de comutação para a(r)k e a(r)†k , agora operadores, são
dadas por, [

a
(r)
k , a(s)p

]
=
[
a
(r)†
k , a(s)†p

]
= 0,[

a
(r)
k , a(s)†p

]
= δ3 (k− p) δrs, (4.50)

onde o cálculo explícito se encontra no Apêndice C.1. Note que os operadores a(r)k e a(r)†k

satisfazem as mesmas relações de comutação do caso invariante de Lorentz. Os operadores a(r)k e
a
(s)†
p são interpretados como operadores de aniquilação e criação, respectivamente. Finalmente,

podemos calcular a Hamiltoniana do sistema,

Hκ̃tr =

∫
d3x

[
1

2

(
E2 +B2

)
+
κ̃tr
2

(
E2 −B2

)]
, (4.51)

em termos de a(r)k e a(r)†k , obtendo, após um longo desenvolvimento algébrico,

Hκ̃tr =
∑
r

∫
d3p

(1 + κ̃tr)

N

ωp

2

(
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)p

)
, (4.52)
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vide Apêndice C.2 para mais detalhes. Usando a expressão,

a(r)p a(r)†p = a(r)†p a(r)p +
[
a(r)p , a(r)†p

]
, (4.53)

reescrevemos a Hamiltoniana na forma:

Hκ̃tr =

∫
d3p

(1 + κ̃tr)

N

ωp

2

(
2a(r)p a(r)†p +

[
a(r)p , a(r)†p

])
, (4.54)

Hκ̃tr =
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp

(
a(r)†p a(r)p +

1

2

[
a(r)p , a(r)†p

])
. (4.55)

O último termo, sendo proporcional à δ3 (0), leva à uma contribuição divergente para a Hamiltoniana.
No entanto, esse problema pode ser contornado redefinindo a energia, uma vez que em física,
estamos preocupados apenas com diferenças entre energias. Subtraindo 1

2

[
a
(r)
p , a

(r)†
p

]
da expressão

para a Hamiltoniana quantizada (4.52),

Hκ̃tr =
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωpa
(r)†
p a(r)p . (4.56)

Podemos agora escrever o espectro para a eletrodinâmica isotrópica usando as mesmas técnicas
para o oscilador harmônico livre. O estado |0⟩, conhecido como estado de vácuo da teoria,
possui a propriedade a(r)p |0⟩ = 0, para qualquer p, além de possuir energia mínima, ωp = 0,
que pode ser checada diretamente usando (4.56) . Qualquer estado de 1-partícula |p,σ⟩, de
momento p e polarização σ, pode ser obtido mediante a aplicação do operador de criação no
estado fundamental,

a
(σ)†
k |0⟩ = |k,σ⟩ . (4.57)

A constante de normalização N pode ser obtida pela relação de consistência,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ = ωk. (4.58)

Assim,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ = ⟨k,σ|
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωpa
(r)†
p a(r)p |k,σ⟩ ,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ =
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp ⟨0| a(σ)k a(r)†p a(r)p a
(σ)†
k |0⟩ ,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ =
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp ⟨0| a(σ)k a(r)†p

([
a(r)p , a

(σ)†
k

]
+ a

(σ)†
k a(r)p

)
|0⟩ ,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ =
∑
r

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp ⟨k,σ| |p,r⟩ δ3 (p− k) δrσ,

⟨k,σ|Hκ̃tr |k,σ⟩ =
1 + κ̃tr
N

ωk, (4.59)

o que permite obter,
N = 1 + κ̃tr. (4.60)
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No desenvolvimento anterior, usamos o fato do estado |k,σ⟩ ser normalizado,

⟨k,σ|k,σ⟩ = 1, (4.61)

a fim de preservar a interpretação probabilística intrínseca da teoria quântica. Os vetores de
polarização, explicitamente em termos do coeficiente κ̃tr, são, portanto,

(
ε1
)µ

=
1√

1 + κ̃tr


0

0

1

0

 ,
(
ε2
)µ

=
1√

1 + κ̃tr


0

0

0

1

 . (4.62)

A soma sobre todas as polarizações é de extrema importância quando tratamos de
processos físicos em que não temos a informação prévia sobre a polarização das partículas. O
cálculo efetivo de taxas de decaimento e sessões de choque é feito utilizando teoria de perturbação
e é comum ocorrer produtos diretos entre dois vetores de polarização, formando um tensor de
polarização. Assim, é de utilidade prática buscar a soma sobre os tensores de polarização em
forma covariante. Para isso, vamos adotar o seguinte Ansatz:∑

r

ε(r)µε(r)ν =
1

1 + κ̃tr
(Aηµν +Bξµξν + Ckµkν +Dkµξν + Eξµkν) , (4.63)

onde ξµ é um 4-vetor tipo-tempo,

ξµ =


1

0

0

0

 , (4.64)

o qual pode ser usado para descrever o tensor simétrico definido na equação (4.8), ou seja,

κµν = 2κ̃tr

(
ξµξν − 1

4
ηµνξαξα

)
=

3

2
κ̃trdiag (1, 1/3, 1/3, 1/3) . (4.65)

O lado esquerdo do Ansatz (4.63) é uma decomposição que construímos utilizando a métrica ηµν

e os 4-vetor ξµ, kµ . Esse Ansatz admite uma representação matricial e os coeficientesA,B,C,D
e E, podem ser obtidos por comparação com a matriz resultante do cálculo do produto direto
entre os vetores (4.62). Como resultado, temos:

∑
r

ε(r)µε(r)ν =
1

1 + κ̃tr


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (4.66)

Comparando os termos, temos os seguintes valores para os coeficientes:

A = −1, B = 1− ω2 (k)

k2
, C = − 1

k2
, D = E =

ω (k)

k2
. (4.67)
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Figura 17 – Processo em QED

Usando a relação de dispersão de maneira explícita, temos que a soma dos tensores de polarização
físicas é∑

r

ε(r)µε(r)ν =
1

1 + κ̃tr

[
−ηµν + 2κ̃tr

1 + κ̃tr
ξµξν − kµkν

k2
+

1− κ̃tr
1 + κ̃tr

(kµξν + ξµkν)

]
. (4.68)

Aqui vale um pequeno comentário sobre o resultado acima. Em um processo arbitrário,
onde fótons externos interagem com férmions carregados, sempre podemos escrever a amplitude
de probabilidade como sendo,

M =εµ (k)Mµ (k) ,

onde Mµ (k) é um elemento de matriz que, em geral, depende da 4-corrente fermiônica jµ =

ψ̄γµψ.

Mµ (k) =

∫
⟨f |jµ|i⟩ eik·xd4x. (4.69)

A conservação da corrente ∂µjµ = 0, é uma simetria clássica que se mantém a nível
quântico e, sua validade, implica na identidade de Ward7,

kµMµ (k) = 0. (4.70)

Isso significa que não são todos os termos em (4.68) que contribuirão para uma amplitude
envolvendo fótons modificados. Os termos proporcionais à kµ podem ser desconsiderados,
restando apenas, ∑

r

ε(r)µε(r)ν → 1

1 + κ̃tr

(
−ηµν + 2κ̃tr

1 + κ̃tr
ξµξν

)
. (4.71)

7 Esse breve comentário sobre a identidade de Ward está muito distante de uma prova. Para detalhes, consulte
[33].
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4.2 Decaimento do fóton na QED Isotrópica

Até agora, analisamos a eletrodinâmica isotrópica em alguns de seus aspectos clássicos e
quânticos. Todavia, sempre tratamos a teoria livre. Vamos investigar efeitos de pequenas violações
na simetria de Lorentz no setor de fótons interagindo com férmions através do acoplamento
usual, no que chamamos de Eletrodinâmica Dinâmica Quântica Isotrópica (QED-Isotrópica). A
Lagrangiana que descreve esse modelo,

L(iso)
QED= L(iso)

Mawell [c̃, κtr] + LDirac [c,me] + Lint [e] , (4.72)

é composta pela Lagrangiana do eletromagnetismo isotrópico L(iso)
Mawell [c̃, κtr], a Lagrangiana

padrão8 de Dirac,LDirac [c,me], que descreve férmions e pelo termo de acoplamento com o
campo eletromagnético Aµ,

Lint [e] = eψ̄Aµγ
µψ, (4.73)

onde ψ é o campo espinorial e ψ̄ ≡ ψ†γ0 é o espinor adjunto de Dirac. Como Lint [e] envolve a
carga do férmion "e", só férmions carregados interagem com o campo Aµ. Neste sentido, a carga
"e"é vista como constante de acoplamento do setor eletromagnético com o setor fermiônico.

L(iso)
QED = −1

4
F µνFµν −

1

2
κνσF

µνFµ
σ + ψ̄iγµDµψ −meψ̄ψ, (4.74)

onde,

κµν =
3

2
κ̃trdiag

(
1,

1

3
,
1

3
,
1

3

)
, (4.75)

Dµ = ∂µ + eAµ, (4.76)

com Dµ sendo a derivada covariante que contém o termo de interação. Note que escrevemos a
Lagrangiana em (4.72) com suas dependências das constantes fundamentais. Isso foi feito para
chamar a atenção que a velocidade limite, c, que uma partícula massiva pode ter, é diferente da
velocidade de fase de uma onda eletromagnética isotrópica, c̃. Como mostrado na seção anterior,
esse efeito é causado diretamente pela presença do coeficiente de quebra, κ̃tr, na relação de
dispersão (4.18) . Esse fato gera modificações na cinemática dos campos e possibilita novos
processos que, em princípio, podem ser observados.

4.2.1 Energia mínima

A distinção entre a velocidade da onda eletromagnética, c̃, e a velocidade limite que
uma partícula massiva pode alcançar, c, possibilita efeitos incomuns dependendo do sinal do
coeficiente de quebra isotrópico, κ̃tr. Veremos agora a possibilidade teórica do decaimento de
um fóton em um par elétron-pósitron, quando −1 < κ̃tr < 0.

8 Em uma primeira análise, consideramos elétrons e pósitrons usuais, desconsiderando violações no setor de
férmions do MP.
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Por enquanto, é suficiente tratar o processo ocorrendo apenas em uma direção (1D).
Considere assim, a conservação da energia e momento para um processo do tipo, γ → e+e−,

Eγ = Ee− + Ee+ , (4.77)

pγ = pe−+pe+ . (4.78)

Estamos considerando eletrons e pósitrons padrões, ou seja, possuindo relações de dispersão:

Ee =

√
|pe|2 +m2

e. (4.79)

O fóton, no entanto, possui relação de dispersão modificada pelo coeficiente de controle
isotrópico,

Eγ =

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

pγ. (4.80)

A partir de agora, usaremos a notação Eγ,e para denotar a energia das partículas. Com o auxílio
de (4.79) e (4.80), as equações de conservação se tornam:√

1−κ̃tr

1+κ̃tr
pγ =

√
p2e− +m2

e +
√
p2e+ +m2

e,

pγ = pe+ + pe− ,
(4.81)

Esse sistema de equações possui soluçoes reais para pe− , a partir de um valor mínimo para pγ .
Para obter esse valor mínimo, podemos tomar o quadrado de ambas as equações acima e subtrair
uma pela outra,

− κ̃tr
1 + κ̃tr

p2γ −m2
e + pe−pe+ =

√(
p2e− +m2

e

) (
p2e+ +m2

e

)
. (4.82)

Tomando o quadrado mais uma vez e usando a equação da conservação do momento, (4.81),
podemos reescrever a equação acima como uma equação algébrica de segunda ordem para o
momento do elétron pe− ,

p2e+ − pγpe− +
1

2

κ̃tr
1 + κ̃tr

p2γ +
κ̃tr − 1

2κ̃tr
m2

e = 0. (4.83)

Essa equação tem como raízes,

pe− =
pγ ±

√
p2γ − 2κ̃tr

1+κ̃tr
p2γ − 2 κ̃tr−1

κ̃tr
m2

e

2
. (4.84)

É claro que pe− deve ser uma grandeza real. Portanto, o momento do fóton inicial, pγ, e a massa
do elétron, me, satisfazem a seguinte desigualdade:

p2γ −
2κ̃tr

1 + κ̃tr
p2γ − 2

κ̃tr − 1

κ̃tr
m2

e ≥ 0. (4.85)

Note agora que existe um caso limite onde a desigualdade é saturada. Nesse caso limite,
temos, portanto, o valor mínimo que o momento do fóton inicial deve ter para garantir que
o processo,γ → e+e−, ocorra. Assim,

p(min)2
γ − 2κ̃tr

1 + κ̃tr
p(min)2
γ − 2

κ̃tr − 1

κ̃tr
m2

e = 0, (4.86)
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ou seja,

p(min)
γ = 2me

√
1 + κ̃tr
−2κ̃tr

. (4.87)

Observe que a equação acima só faz sentido para κ̃tr < 0. Concluímos assim que, para valores
de momento a partir de 2me

√
1+κ̃tr

−2κ̃tr
, um fóton pode se tornar instável e decair em um par elétron-

pósitron. É mais conveniente obter uma energia mínima para o processo. Usando a relação de
dispersão modificada (4.18), obtemos:

E(min)
γ (me, κ̃tr) = 2me

√
1− κ̃tr
−2κ̃tr

. (4.88)

Note que a quebra da simetria de Lorentz induz uma modificação na cinemática da teoria,
possibilitando o decaimento do fóton para −1 < κ̃tr < 0. Um efeito inusitado também acontece
quando consideramos o caso 1 > κ̃tr > 0. Nesse caso, um processo análogo à radiação de
Cherenkov, e− → γ + e−, pode ocorrer no vácuo. Para mais detalhes desse e de outros efeitos
vide referências [79, 76].

A energia mínima para o decaimento do fóton depende explicitamente do valor numérico
do coeficiente κ̃tr. Podemos conseguir limites inferiores para o coeficiente de controle, κ̃tr,
confrontando os resultados teóricos com as observações experimentais. Comentaremos sobre
isso mais adiante.

4.2.2 Espaço de fase

O processo γ → e−e+ se torna possível graças à modificação na cinemática do campo
elétromagnético, expressa pela relação de dispersão modificada (4.18). Isso significa que o
decaimento de fótons pode ocorrer para energias acima de um valor mínimo (4.88). Mais adiante
neste trabalho, calcularemos a taxa de decaimento do fóton. Primeiramente, devemos obter os
estados finais possíveis para o par elétron-pósitron gerado no processo, ou seja, o espaço de fase
no referencial isotrópico. Para isso, vamos considerar o decaimento do fóton em três dimensões
espaciais.

As relações de energia e momento são,√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

|pγ| =
√

|pe− |2 +m2
e +

√
|pe+|2 +m2

e, (4.89)

pγ = pe+ + pe− . (4.90)

Estamos adotando o sistema de coordenadas ilustrado na Figura 18, onde o momento inicial
do fóton está sobre o eixo ẑ. O ângulo que o elétron faz com a direção de propagação do fóton
coincide com o ângulo θ das coordenadas esféricas. Temos assim,

pe− = |p| (sen θ cosϕx̂+ sen θ senϕŷ + cos θẑ) . (4.91)

pγ = |q| ẑ. (4.92)
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Figura 18 – Espaço de Fase

A figura esquematiza um sistema de coordenadas conveniente para calcular os limites do espaço de fase dos
possíveis estados finais do elétron emergente do decaimento do fóton. Escolhendo a direção de propagação no eixo
z, os ângulos θ e ϕ são os usuais ângulos esféricos.

Graças à conservação do momento, podemos escrever o momento espacial do posítron, pe+ =

pγ − pe− , também em termos das coordenadas θ e ϕ, ou seja,

pe+ = − |p| sen θ cosϕx̂− |p| sen θ senϕŷ + (|q| − |p| cos θ) ẑ. (4.93)

A conservação da energia, dada em (4.81), é reescrita como√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

|q| =
√
|p|2 +m2 +

√
|p|2 +m2 + |q|2 − 2 |p| |q| cos θ, (4.94)

onde não se observa dependência do ângulo azimutal ϕ. Isso garante que o momento final do
elétron, pe− , pode assumir qualquer valor para esse ângulo. O caso é um pouco diferente para o
ângulo θ. Observe que podemos resolver a equação (4.94) para cos θ, obtendo:

cos θ =

√
(1− κ̃tr)

(
1 +m2/ |p|2

)
1 + κ̃tr

+
κ̃tr

1 + κ̃tr

|q|
|p|

, (4.95)

ou ainda,

θ (|p|) = cos−1

(√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

(
1 +

m2

|p|2

)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

|q|
|p|

)
. (4.96)

Os possíveis valores do ângulo polar têm uma dependência com o momento final do elétron. Isso
restringe o volume no espaço de fase, como veremos mais adiante. Para θ = 0, a equação (4.95)

fornece,

|p| =

√
(1− κ̃tr)

(
|p|2 +m2

)
1 + κ̃tr

+
κ̃tr

1 + κ̃tr
|q| . (4.97)

Podemos obter uma equação algébrica para o momento final do elétron,

|p|2 − |q| |p|+ κ̃tr
1 + κ̃tr

|q|2

2
− 1− κ̃tr

2κ̃tr
m2 = 0, (4.98)
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que possui as seguintes soluções:

|p| = |q|
2

[
1±

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

+
2m2

|q|2

(
1

κ̃tr
− 1

)]
. (4.99)

No caso onde θ = π, temos, de maneira semelhante, uma equação algébrica para o momento
final do elétron, cujas soluções são:

|p| = −|q|
2

± |q|
2

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

+
1− κ̃tr
κ̃tr

2m2

|q|2
. (4.100)

Acima, temos igualdades para o módulo do momento, o qual deve ser real e positivo. Temos
assim, o menor valor possível para o momento do elétron,

|p|min =
|q|
2

[
1−

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

+
2m2

|q|2

(
1

κ̃tr
− 1

)]
. (4.101)

Consequentemente, o valor máximo que o momento do elétron pode alcançar é quando temos o
sinal positivo em (4.99) ,

|p|max =
|q|
2

[
1 +

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

+
2m2

|q|2

(
1

κ̃tr
− 1

)]
. (4.102)

Diferentemente do caso padrão, onde a simetria de Lorentz é preservada, o volume do espaço de
fase é não-nulo quando supomos violações da simetria de Lorentz. Em particular, calculamos os
intervalos possíveis de momento para uma violação isotrópica. Note que é possivél obter elétrons
ou pósitrons para quaisquer valores dos ângulos θ e ϕ. No entanto, só é possível encontrar
elétrons e pósitrons com momentos no intervalo,

|p|min ≤ |p| ≤ |p|max . (4.103)

4.2.3 Ângulo entre o par elétron-pósitron

Na subseção anterior, verificamos que, graças à relação de dispersão modificada, um
fóton pode se tornar instável e decair em um par elétron-pósitron, em energias superiores à
energia mínima definida pela equação (4.88). Nesse tipo de decaimento, as partículas produzidas
se propagam em direções que, em geral, são diferentes da direção de propagação do fóton
inicial, dados por um ângulo θ não-nulo. Além do ângulo θ, existe um ângulo entre a direção do
momento do par elétron-pósitron que depende dos parâmetros cinemáticos do processo. Esse
ângulo é, precisamente, dado por:

cosα =
pe− · pe+

|pe−| |pe+|
. (4.104)

Podemos reescrever o ângulo α no sistema de coordenadas da Figura 19. Usando as expressões
para os momentos do elétron e pósitron, dados pelas equações (4.91) e (4.93) , temos:

cosα =
|q| cos θ − |p|√

|p|2 + |q|2 − 2 |p| |q| cos θ
. (4.105)
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Figura 19 – Ângulo entre o par elétron-pósitron

Um esquema pictório do decaimento de um fóton em um par e−e+. O par é criado e as direções de propagação das
partículas ficam sobre a superfície de um cone, em vermelho na figura. O ângulo de abertura α desse cone é uma
função da energia final do elétron/pósitron.

Com auxílio de (4.95), podemos reescrever o ângulo como:

cosα =
|q|
√

1−κ̃tr

1+κ̃tr

(
1 +m2

e/ |p|
2)+ κ̃tr

1+κ̃tr

|q|2
|p| − |p|√

|p|2 + |q|2 − 2 |p| |q|
√

1−κ̃tr

1+κ̃tr

(
1 +m2/ |p|2

)
− 2κ̃tr

1+κ̃tr
|q|2

. (4.106)

É mais conveniente escrever o ângulo α em termos das energias do fóton inicial e do elétron
final. Usando as relações de dispersão para cada partícula, temos:

cosα = χ
Eγ +

κ̃tr

1−κ̃tr

E2
γ

Ee
− Ee

χ2√
(Eγ − Ee)

2 −m2
e

, (4.107)

onde χ ≡ 1/
√

1−m2
e/E

2
e . Quando consideramos o limite de altíssimas energias para Eγ , a

massa do elétron pode ser desprezada perante a energia do fóton , o que equivale a fazer m→ 0

na equação (4.107), ou seja,

lim
m→0

cosα = 1 +
κ̃tr

1− κ̃tr

E2
γ

Ee (Eγ − Ee)
. (4.108)

Note, mais uma vez, que a equação acima faz sentido apenas para −1 < κ̃tr < 0, pois do
contrário, teríamos cosα > 1. O ângulo entre o par de partículas pode ser obtido, explicitamente,
invertendo a equação (4.107). De fato,

α (Ee;Eγ, κ̃tr) = cos−1

χ Eγ +
κ̃tr

1−κ̃tr

E2
γ

Ee
− Ee

χ2√
(Eγ − Ee)

2 −m2
e

 . (4.109)

O gráfico da Figura 23 revela o comportamento do ângulo α em termos da razão entre a energia
final do elétron e sua massa. Como demonstrado anteriormente, o decaimento do fóton se torna
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Figura 20 – Ângulo entre o par e−e+
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Plot do comportamento do ângulo entre o par elétron-pósitron em relação à energia do elétron Ee para vários valores
de ∆Eγ acima da energia mínima da equação (3.40).

possível apenas para energias superiores à energia mínima. É conveniente, então, definirmos o
excesso de energia ∆Eγ , como a diferença entre a energia do fóton inicial e a energia mínima
(4.88), ou seja,

∆Eγ ≡ Eγ − E(min)
γ . (4.110)

Assim, podemos escrever a energia do fóton como sendo:

Eγ = 2me

√
1− κ̃tr
−2κ̃tr

+∆Eγ. (4.111)

Traçamos o comportamento da função α (Ee;Eγ, κ̃tr) para vários valores de ∆Eγ.

4.2.4 Taxa de decaimento

O processo de criação de um par, e−e+, por um único fóton, pode ser descrito, em
primeira ordem, pelo diagrama de Feynman da Figura 21, onde as linhas externas representam as
soluções livres para o campo do fóton modificado e do campo de Dirac convencional. Os cálculos
a seguir são feitos no referencial isotrópico, onde a relação de dispersão do fóton é dada pela
equação (4.80). O diagrama de Feynman nos auxilia no cálculo da amplitude de probabilidade
para o decaimento do fóton. Temos,

iM
(
γ → e−e+

)
= −ieϵ(r)µ (q) ū(s) (p) γµv(s

′) (p′) , (4.112)

onde ū(s) (p) é o espinor adjunto de Dirac do elétron, com polarização s e 4-momento p e v(s′) (p′)
é o espinor do pósitron de polarização s′ e 4-momento p′. O módulo quadrado do elemento de
matriz M (γ → e−e+) é, então,

|M|2 = e2ϵ(r)µ (q) ū(s) (p) γµv(s
′) (p′) ϵ(r)∗ν (q) v̄(s

′) (p′) γνu(s) (p) . (4.113)
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Até esse ponto não especificamos quais são os estados de polarização do fóton inicial. Em
muitos experimentos reais é comum que as partículas iniciais sejam não-polarizadas. Então, é
conveniente calcular a média sobre todas as polarizações do fóton. Devemos ainda somar sobre
todos os estados de polarização possíveis dos férmions,

1

2

∑
r

∑
s

∑
s′

∣∣M (
γ → e−e+

)∣∣2 . (4.114)

O cálculo é análogo ao do caso invariante de Lorentz, (vide Apêndice A.1). Temos como
resultado parcial,

|M|2 = e2

2

∑
r

ϵ
(r)
µ (q) ϵ

(r)∗
ν (q) (−8pµpν + 4pµqν + 4pνqµ − 4pαq

αηµν) . (4.115)

A diferença substancial do caso convencional é que, nesse modelo, a eletrodinâmica é modificada
pelo termo isotrópico κ̃tr. Isso gera consequências sobre os vetores de polarização. A soma
sobre todas as polarizações, para o caso da eletrodinâmica isotrópica, foi derivada na seção
anterior (4.71) e, como resultado, temos a seguinte regra, quando os tensores de polarização são
contraídos com uma expressão invariante de calibre,∑

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) → 1

1 + κ̃tr

(
−ηµν + 2κ̃tr

1 + κ̃tr
ξµξν

)
, (4.116)

onde ξµ = (1, 0, 0, 0) é um 4-vetor.

O quadrado do elemento de matriz (4.115), somado sobre todas as polarizações, se torna:

|M|2 = 4e2

1 + κ̃tr

[
(pµp

µ + qµp
µ) +

κ̃tr
1 + κ̃tr

(−2pµpν + pµqν + pνqµ − pαq
αηµν) ξµξν

]
,

(4.117a)
ou ainda, escrevendo explicitamente em termos das componentes dos 4-momentos, pµ = (Ee,p),
e qµ = (Eγ,q), temos

|M|2 = 4e2

1 + κ̃tr

[(
m2

e + EγEe − q · p
)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

(
−2E2

e + EeEγ + p · q
)]
,

|M|2 = 4e2

1 + κ̃tr

[(
m2

e + EγEe − |p| |q| cos θ
)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

(
−2E2

e + EeEγ + |p| |q| cos θ
)]
.

(4.118)

Estamos prontos para calcular a largura de decaimento para o processo γ → e−e+, utilizando a
regra de ouro de Fermi, discutida no início deste trabalho e o módulo quadrado do elemento de
matriz |M (γ → e−e+)|2,

Γ =
1

2Eγ

∫
|M|2dΠ2, (4.119)

onde dΠ2 é o elemento infinitesimal do espaço de fase. Escrevendo-o explicitamente, temos

Γ =
1

2Eγ

∫∫
d3p

(2π)3
1

2Ee−

d3k

(2π)3
1

2Ee+
(2π)4 δ4

(
q −

∑
i

pi

)
|M|2, (4.120)
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Figura 21 – Diagrama de Feynman para o decaimento do fóton

onde q é o 4-momento do fóton inicial q = (Eγ,q) . Os 4-momentos pe− = (Ee− ,p) e pe+ =

(Ee+ ,k) pertencem ao elétron e pósitron, respectivamente.

Γ =
1

2Eγ

∫∫
d3p

(2π)3
1

2Ee−

d3k

(2π)3
1

2Ee+
(2π)4 δ4 (q − pe − pe+) |M|2. (4.121)

A parte espacial da função delta 4-dimensional pode ser usada para calcular a integral nas
variáveis k, resultando em apenas uma integral,

1

2Eγ

∫
d3p

(2π)3
1

2Ee

1

2Ee+
|M|2 (2π) δ (Eγ − Ee− − Ee+) . (4.122)

Lembre-se que os cálculos são realizados no referencial isotrópico, onde temos as relações,

Ee+ =
√
q2 + p2 − 2 |p| |q| cos θ +m2

e, (4.123)

Ee− =
√

p2 +m2
e, (4.124)

Eγ =

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

|q| . (4.125)

A integração nas variáveis p podem ser feitas tomando o sistema de coordenada ilustrado na
Figura 11.

A integração em ϕ é trivial. A integral em θ, por outro lado, pode ser calculada usando a
função delta. Observe que podemos reescrever a função delta de maneira mais conveniente,

δ (Eγ − E1 − E2) =
Ee+

|p| |q| sen θ0
δ (θ − θ0) , (4.126)

onde θ0 é o valor que anula o argumento da delta, do lado esquerdo da igualdade acima. Esse
valor é, precisamente, dado por (4.96). Temos assim,

Γ =
1

4πEγ

∫
1

2Ee−

1

2Ee+
|M|2 Ee+

|p| |q| sen θ0
δ (θ − θ0) |p|2 sen θd |p| dθ, (4.127)

ou ainda,

Γ =

∫ |M|2
∣∣∣
θ=θ0

16π |q|Eγ

√
p2 +m2

e

|p| d |p| . (4.128)

A função que compõe o integrando é conhecida como taxa de decaimento parcial. Contudo, é
mais conveniente escrevê-la explicitamente, em termos da energia, ao invés do momento linear.
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Figura 22 – Taxa de decaimento parcial
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Plot da taxa de decaimento parcial em relação à energia do elétron remanescente, normalizada pela sua própria
massa, para vários excessos da energia mínima do fóton. O comportamento de dΓ/dEe se assemelha à uma parábola.
A linha contínua no gráfico da esquerda indica a região onde dΓ/dEe é bem definida, uma vez que, para uma
energia inicial Eγ , deve-se ter, por conservação, Ee < Eγ . O gráfico da direta é o mesmo que o da esquerda, porém,
com seu intervalo reduzido pela metade [0, Eγ/2]. Foram escolhidos os valores, e2/4π = 1 e κ̃tr = −10−3 em
ambos os gráficos.

Para isso, note que podemos usar a regra da cadeia,

dΓ

d |p|
=

dEe

dp

dΓ

dEe

, (4.129)

de tal maneira que,
dΓ

dEe

=
|M (γ → e−e+)|2

16πEγ |q|
. (4.130)

Substituindo, explicitamente, o elemento de matriz M (γ → e−e+), dado por (4.118),

dΓ

dEe

=
1

4πEγ |q|
e2

1 + κ̃tr

×
[(
m2

e + EγEe − |p| |q| cos θ0
)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

(
−2E2

e + EeEγ + |p| |q| cos θ0
)]
.

É possível reescrever a taxa de decaimento parcial em termos das energias do fóton inicial
e elétron final. Para isso, reescrevemos cos θ0 em termos da energia, usando as relações de
dispersão (4.124) e (4.125). A taxa de decaimento é, portanto,

dΓ

dEe

=
e2

4π

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

1

1 + κ̃tr

[
κ̃tr

1 + κ̃tr

(
2
Ee

Eγ

− 2
E2

e

E2
γ

+
κ̃tr

1− κ̃tr

)
+
m2

e

E2
γ

− κ̃tr
1− κ̃tr

]
.

(4.131)
Podemos plotar um gráfico para diversos valores de ∆Eγ , onde este é o excesso da energia
mínima para o processo ocorrer. A largura de decaimento total é obtida da integração direta de
(4.128). Os cálculos detalhados podem ser vistos no Apêndice C.3. Como resultado, temos

Γ =
e2

4π
N0 (κ̃tr)

[(
m2

E2
γ

− κ̃tr
1− κ̃2tr

)
∆E(1)

e +
κ̃tr

1 + κ̃tr

(
∆E

(2)
e

Eγ

− 2

3

∆E
(3)
e

E2
γ

)]
. (4.132)
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Figura 23 – Taxa de decaimento total
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O plot do comportamento, na taxa de decaimento, em relação à energia inicial do fóton. Note que a largura de
decaimento Γ vai à zero para a energia do fóton, aproximando-se da energia mínima. Portanto, o log (Γ/me) → −∞.
Foram escolhidos os valores e2/4π = 1 e κ̃tr = −10−3.

onde o termo ∆E
(1)
e indica a diferença entre a energia máxima e mínima do elétron, assim como

∆E
(2)
e a diferença do quadrado das energias e ∆E

(3)
e a diferença do cubo9,

∆E(1)
e ≡

√
|p|2max +m2

e −
√
|p|2min +m2

e. (4.133)

∆E(2)
e ≡ |p|2max − |p|2min , (4.134)

∆E(3)
e ≡

(
|p|2max +m2

e

)3/2 − (|p|2min +m2
e

)3/2
. (4.135)

O termo N0 (κ̃tr) depende do fator de quebra e sua definição pode ser consultada no Apêndice
C.3. A taxa de decaimento, como função da energia do fóton inicial, foi plotada e pode ser
observada no gráfico 23.

4.2.5 Limite para o parâmetro de violação isotrópico

Nesta breve seção, iremos comparar os dados experimentais mais recentes, com o intuito
de obter um limite inferior para o parâmetro κ̃tr. O decaimento de fótons é um processo exótico
e sua previsão teórica se dá apenas em altas energias. A busca por fótons de energias extremas é
um ramo muito movimentado e de intensa pesquisa entre astrônomos e físicos [80, 81, 82].

Até o momento não se tem uma prova experimental do decaimento de fótons. Por
conseguinte, todo e qualquer fóton já aferido em laboratório possui energia Eγ menor que a
mínima [81], derivada anteriormente na equação (4.88),

Eγ < Emin. (4.136)

A desigualdade acima pode ser usada para obter limites para o coeficiente isotrópico.

9 Escrevendo os Γ em termos de ∆E
(1)
e ,∆E

(2)
e e ∆E

(3)
e fica claro que a taxa de decaimento tem a dimensão

correta, em unidades fundamentais.
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Figura 24 – Taxa de decaimento e tempo de vida
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O gráfico à esquerda é o plot da taxa de decaimento total para o caso onde κ̃tr = 2.6× 10−18. Já o gráfico da direita
é o plot do tempo de vida do fóton modificado para o mesmo valor de κ̃tr.

No ano de 2020 foram datados, pela colaboração Tibet ASγ Collaboration, fótons com
as maiores energias já registradas [81], onde foram medidos fótons de energias Eγ = 450TeV.
Assim, podemos obter um limite inferior diretamente dos dados experimentais,

κ̃tr ≳ −2, 6× 10−18. (4.137)

É possível obter o tempo de decaimento para um fóton usando o limite obtido acima através da
relação,

τ =
ℏ
Γ
. (4.138)

A título de ilustração, podemos imaginar que fótons com o dobro de energia dos fótons
detectados pela colaboração Tibet ASγ Collaboration teriam um tempo de vida de τ = 6 ×
10−11s, percorrendo uma distância total de 18 centímetros . Dessa forma, fica claro que fótons
modificados decairíam de maneira muito rápida de tal maneira que a eficiência do processo seria
alta.

Um estudo recente [83] obteve um limite inferior menor para o coeficiente isotrópico,

κ̃tr > −6× 10−21. (4.139)

O coeficiente κ̃tr pode ainda admitir valores positivos. No entanto, nesse caso, o decaimento de
fóton não ocorre. Em seu lugar, um outro efeito não-comum chamado de radiação de Cherenkov
no vácuo, onde um elétron livre perde energia na forma de um fóton [70].
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5 Conclusão

Ao longo deste trabalho, discutimos alguns aspectos teóricos do MPE, usando como
ferramenta a teoria de campos. No primeiro capítulo, apresentamos a concepção da Simetria de
Lorentz, dando ênfase à como ela está relacionada com a estrutra matemática do espaço-tempo.
Comentamos brevemente sobre campos relativísticos, demonstrando como o princípio de mínima
ação pode ser utilizado para a obtenção das equações de movimento. Apresentamos uma prova
do teorema de Noether para campos relativísticos e, além disso, obtemos uma lei de conservação
associada à simetria por translações espaço-temporais, onde a quantidade física conservada foi
identificada como tensor energia-momento canônico. Ainda no primeiro capítulo, abordamos
sobre o tratamento não-relativístico e relativístico para o decaimento de partículas. Notamos que
o decaimento de partículas depende tanto da cinemática, quanto da dinâmica do processo. Foi
possível observar que, apesar do elemento de matriz para o decaimento do fóton ser não nulo,

|Mγ→e−e+ |2 = 4e2 (pµpµ + pαq
α) . (5.1)

o volume do espaço de fase assim é, garantindo a estabilidade dos fótons.

O segundo capítulo foi dedicado à uma pequena introdução sobre a quebra da simetria
de Lorentz e o MPE. A literatura indica que tal violação é possivel em vários cenários da física
além do MP, especialmente em cenários de gravitação quântica e teoria de cordas. Seguimos
discutindo sobre a diferença entre transformações de observador e partícula. Essa distinção
é essencial no entendimento de como a violação se concretiza. No texto, esclarecemos que
a violação da simetria de Lorentz nada tem a ver com a invalidade da teoria da Relatividade
Especial, mas, com campos de fundo fixos no espaço-tempo, que quebram a simetria de Lorentz
perante transformações de partícula.

No terceiro capítulo, focamos nos aspectos clássicos do setor CPT-par de fótons do
Modelo Padrão Estendido mínimo, onde estudamos as propriedades básicas dessa teoria de
campos. Verificamos uma semelhança com o eletromagnetismo em meios materias, a começar
pelas equações de movimento, que podem ser reescritas em termos de campos auxiliares D e H

para adquirir uma forma familiar. Discutimos as leis de conservação, direcionando nossa atenção
no tensor energia-momento eletromagnético modificado. Percebemos que a conservação desse
tensor ainda é uma característica da teoria. Contudo, mostramos que não é possivel simetrizar
totalmente o tensor Θµν . Isso implica em uma distinção entre a densidade de momento e a
densidade de fluxo de energia. Ainda no capítulo 3, abordamos soluções do tipo onda plana e
mostramos o procedimento para a obtenção das relações de dispersão modificadas da teoria.
Por fim, exemplificamos o procedimento com a escolha de um tipo particular de violação e
determinamos as relações de dispersão. A existência de novas relações de dispersão possibilita
novos efeitos. Verificamos, ao longo do capítulo, a consistência da teoria tomando o limite,
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κµνρσ → 0, e alcançando os resultados usuais.

No quarto capítulo, estão os principais resultados deste trabalho. Nele, apresentamos a
extensão isotrópica do setor de fótons do MPE. Esse modelo é obtido com a redução dos 19
parâmetros do campo de fundo CPT-par, (κF )µνρσ, em apenas um único parâmetro, κ̃tr, que
controla a violação isotrópica. Determinamos as equações de campo modificadas e discutimos
acerca da interpretação adequada para nos livrarmos de problemas de não-causalidade, quando
κ̃tr < 0. Nesse caso, a onda eletromagnética possui velocidade de grupo maior que a velocidade
máxima em que uma partícula massiva pode alcançar (que continua sendo c). Em seguida,
fizemos a quantização do campo eletromagnético isotrópico, no calibre de Coulomb, chegando
ao conceito de um fóton modificado. Além disso, obtemos os vétores de polarização e a soma
sobre todos os tensores de polarização modificados pelo termo isotrópico, κ̃tr. Posteriormente,
demonstramos a possibilidade do fóton apresentar instabilidade, quando acoplado com campos
de férmions do MP. Graças às relações de dispersão modificadas, o decaimento do fóton se torna
teoricamente possível, mas, apenas a partir de uma energia mínima,

Emin = 2me

√
1− κ̃tr
2κ̃tr

, (5.2)

ou seja, o fóton pode decair em um par e−e+, apenas quando sua energia, Eγ, é maior que um
valor mínimo,

Eγ > Emin. (5.3)

Outras informações sobre a cinématica do processo são obtidas, como o espaço de fase, o ângulo
entre o par, e−e+, subjacente do processo e sua dependência com a energia da partícula final Ee,

cosα =
Ee (Eγ − Ee) +

κ̃tr

1−κ̃tr
Eγ +m2

e√
[E2

e −m2
e]
[
(Eγ − Ee)

2 −m2
e

] , (5.4)

para város valores de excesso de energia ∆Eγ . A taxa de decaimento parcial foi obtida,

dΓ

dEe

=
α

(1 + κ̃tr)
2
√
1− κ̃2trE

2
γ

{
(1− κ̃tr)

[
2κ̃trEe (Eγ − Ee) + (1 + κ̃tr)m

2
e

]
− κ̃trE

2
γ

}
,

(5.5)
e seu comportamento para vários valores de ∆Eγ também foi obtido e ilustrado no gráfico da
Figura 22 . A taxa de decaimento total foi calculada explicitamente e obtemos sua dependência
em relação a energia do fóton inicial. Observamos um comportamento crescente (Figura 23) o
que indica que o decaimento do fóton deve ocorrer de maneira muito rápida em altas energias.
Por fim, obtemos, através de dados recentes, um limite para o coeficiente de controle isotrópico,
κ̃tr.

O desenvolvimento feito neste trabalho abre a possibilidade para a análise do decaimento
de fótons em outros modelos de violação da simetria de Lorentz, como a violação vetorial, onde
admitimos que o espaço-tempo possui direções privilegiadas. Podemos assim, conseguir limites
para outros setores do MPE.
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Uma análise em laboratórios terrestres pode ser de muita importância para o estudo de
violações da simetria de Lorentz, pois é possivel obter resultados experimentais muito precisos.
Nesse sentido, uma análise do decaimento de fótons em aceleradores de partículas pode obter
resultados interessantes. Estamos em colaboração com pesquisadores do CERN, na análise
do decaimento de fótons de um ponto de vista experimental, onde os resultados obtidos neste
trabalho serão utilizados para estudar o decaimento de fótons no LHC, o maior acelerador de
partículas já construído.

Uma outra extensão muito interessante, para esse trabalho, seria uma interseção com a
astrofísica, na análise da estabilidade de estrelas, uma vez que a pressão da radiação eletromagnética
tem um papel fundamental nessa estabilidade. No entanto, esse tipo de investigação é mais
complexa, pois devemos considerar um gás de fótons, além de levar em consideração efeitos
gravitacionais.

O decaimento de fótons se torna possível apenas em altíssimas energias. Nessa escala de
energia, processos eletrofracos podem influenciar o decaimento. Assim, processos análogos ao
decaimento do fóton podem ser investigado em outros setores do MPE, como o setor eletrofraco
ou no setor de quarks.
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APÊNDICE A – Cálculos Estendidos
Capítulo 1

A.1 Cálculo de M (γ → e−e+)

Vamos calcular a amplitude do processo γ → e−e+. Para isso, vamos usar as regras
de Feynman [33] e nos restringir apenas à contribuição de primeira ordem que é descrita pelo
diagrama da Figura 21. Vamos definir o 4-momento do fóton como sendo, simplesmente, q ≡ qµ,

e o 4-momento do pósitron, p′µ ≡ p′ = q − p. A amplitude é dada por,

iM = −ieϵ(r)µ (q) ū(s) (p) γµv(s
′) (p′) , (A.1)

com ϵ
(r)
µ (q) representado a solução livre de um fóton e ū(s) (k), v(s′) (k′) representando os

espinores do elétron e pósitron, respectivamente.

O conjugado de (A.1) é:

−iM∗ = ieϵ(r)∗µ (q)
[
ū(s) (p) γµv(s

′) (p′)
]∗
, (A.2)

com, [
ū(s) (p) γµv(s

′) (p′)
]∗

=
[
ū(s) (p) γµv(s

′) (p′)
]†

= v(s
′)† (p′) γµ†ū(s)† (p) ,

= v(s
′)† (p′) γ0︸ ︷︷ ︸

=v̄

γµγ0ū(s)† (p)︸ ︷︷ ︸
=u

= v̄(s
′)γµ†u(s). (A.3)

Então,
−iM∗ = ieϵ(r)∗µ (q) v̄(s

′) (p′) γµu(s) (p) , (A.4)

ou seja,
|M|2 = e2ϵ(r)µ (q) ū(s) (p) γµv(s

′) (p′) ϵ(r)∗ν (q) v̄(s
′) (p′) γνu(s) (p) . (A.5)

Omitindo a dependência nos 4-vetores para clarificar a notação e escrevendo explicitamente os
índices espinoriais,

|M|2 = e2ϵ(r)µ ϵ(r)∗ν u
(s)
d ū(s)a γµabv

(s′)
b v̄(s

′)
c γνcd. (A.6)

É conveniente calcularmos a média sobre todas as polarizações do fóton inicial, uma vez que,
em processos físicos reais, é comum não ter informação prévia sobre a polarização. Devemos
ainda somar sobre todas as polarizações do elétron e pósitron.

|M|2 = e2

(
1

2

∑
r

ϵ(r)µ ϵ(r)∗ν

)(∑
s

u
(s)
d ū(s)a

)
γµab

(∑
s′

v
(s′)
b v̄(s

′)
c

)
γνcd. (A.7)



APÊNDICE A. Cálculos Estendidos Capítulo 1 89

Usando as relações de completeza para os espinores [33], temos

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) (γαpα +m)da γ
µ
ab

(
γβp′β −m

)
bc
γνcd,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) (γαpα +m)ad γ
µ
ab

(
γβp′β −m

)
bc
γνcd,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) Tr
[
(γαpα +m) γµ

(
γβp′β −m

)
γν
]
,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) Tr
[
(γαpαγ

µ +mγµ)
(
γβp′βγ

ν −mγν
)]
,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q)

× Tr
[(
γαpαγ

µγβp′βγ
ν +mγµγβp′βγ

ν − γαpαγ
µmγν −m2γµγν

)]
(A.8)

O traço é um operador linear. Assim, vale

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q)

Tr
[
γαpαγ

µγβp′βγ
ν
]︸ ︷︷ ︸

(I)

+mTr
[
γµγβp′βγ

ν
]︸ ︷︷ ︸

(II)


− e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q)

mTr (γαpαγ
µγν)︸ ︷︷ ︸

(III)

+m2Tr [γµγν ]︸ ︷︷ ︸
(IV )

 . (A.9)

Usando as identidades encontradas [33], podemos calcular termo a termo,

(I) = pαp
′
βTr

[
γαγµγβγν

]
= pαp

′
β4
(
ηαµηβν − ηαβηµν + ηανηµβ

)
,

(I) = 4
(
pαp

′
βη

αµηβν − pαp
′
βη

αβηµν + pαp
′
βη

ανηµβ
)
,

(I) = 4 (pµp′ν − pαp
′αηµν + pνp′µ) . (A.10)

Mas, k′ = q − k. Assim,

(I) = 4 (pµ (qν − pν)− pα (q
α − pα) ηµν + pν (qµ − pµ)) ,

(I) = 4 (pµqν − pµpν − pαq
αηµν + pαp

αηµν + pνqµ − pνpµ) ,

(I) = 4 (pµqν + qµpν − 2pµpν − pαq
αηµν + pαp

αηµν) . (A.11)

O segundo e terceiro termo em (A.9) são nulos, pois, temos o traço de um numero ímpar de
matrizes de Dirac. Então,

(II) = k′βTr
[
γµγβγν

]
= 0, (A.12)

(III) = kαTr (γ
αγµγν) = 0. (A.13)

Para o quarto termo,
(IV ) = Tr [γµγν ] = 4ηµν . (A.14)
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Substituindo os resultados (A.11) e (A.14) em (A.9):

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q)

×
[
4 (pµqν + qµpν − 2pµpν − kαq

αηµν + pαp
αηµν)− 4m2ηµν

]
. (A.15)

Mas, kαkα = m2. Então,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) (4pµqν + 4qµpν − 8pµpν − 4pαq
αηµν) ,

|M|2 = e2

2

∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) (−8pµpν + 4pµqν + 4pνqµ − 4pαq
αηµν) . (A.16)

A soma sobre todas as polarizações no caso padrão é, simplesmente, dada por∑
ϵ

ϵ(r)µ (q) ϵ(r)∗ν (q) → −ηµν . (A.17)

Então,

|M|2 = e2

2
ηµν (8p

µpν − 4pµqν − 4pνqµ + 4pαq
αηµν) ,

|M|2 = e2

2

8pµpµ︸︷︷︸
=m2

− 4pµqµ − 4pµqµ + 4pαq
αηµνη

µν︸ ︷︷ ︸
=4

 ,

|M|2 = e2

2

(
8m2 − 8pµqµ + 16pαq

α
)
. (A.18)

Obtemos assim,
|M|2 = 4e2

(
m2 + pµqµ

)
, (A.19)

onde m é a massa do elétron/pósitron.
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APÊNDICE B – Cálculos Estendidos do
Capítulo 2

B.1 Cálculo do tensor canônico T αβ

Vamos calcular explicitamente o termo de derivada com a Lagrangiana contida na
equação (3.1). Temos,

∂L
∂ (∂αAλ)

=
∂

∂ (∂αAλ)

[
−1

4
F µνFµν −

1

4
κµνρσF

µνF ρσ

]
. (B.1)

O primeiro termo é, então,

∂LMaxwell

∂ (∂αAλ)
= −1

2
(∂αAλ + ∂αAλ − ∂λA

α − ∂λA
α) ,

∂LMaxwell

∂ (∂αAλ)
= ∂λA

α − ∂αAλ = Fλ
α. (B.2)

Agora, vamos calcular a contribuição não-invariante de Lorentz. Usando as propriedades do
tensor de fundo, κµνρσ, e do tensor eletromagnético, temos:

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −1

2
κµνρσ

∂

∂ (∂αAλ)
(∂µAν∂ρAσ − ∂νAµ∂ρAσ) ,

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −1

2
κµνρσ

[
∂ (∂µAν∂ρAσ)

∂ (∂αAλ)
− ∂ (∂νAµ∂ρAσ)

∂ (∂αAλ)

]
,

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −1

2
κµνρσ

[
∂ (∂µAν)

∂ (∂αAλ)
∂ρAσ + ∂µAν ∂ (∂

ρAσ)

∂ (∂αAλ)

]
+

1

2
κµνρσ

[
∂ (∂νAµ)

∂ (∂αAλ)
∂ρAσ + ∂νAµ∂ (∂

ρAσ)

∂ (∂αAλ)

]
, (B.3)

ou ainda,

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −1

2
[καλρσ∂

ρAσ + καλµν∂
µAν + καλρσ∂

ρAσ − καλµν∂
νAµ] . (B.4)

Renomeando os índices ρσ ↔ µν no 1o e 3o termo e µ↔ ν no último termo,

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −1

2
[2καλµν∂

µAν + 2καλµν∂
µAν ] ,

∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −2καλµν∂

µAν . (B.5)

Podemos decompor o tensor ∂µAν em sua parte simétrica e na parte antissimétrica,

∂µAν =
1

2
F µν +

1

2
Sµν , (B.6)
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ou seja,
∂LLV

∂ (∂αAλ)
= −καλµνF µν . (B.7)

Temos, finalmente,
∂L

∂ (∂αAλ)
= Fλ

α − καλµνF
µν . (B.8)

A partir de (1.52), temos, explicitamente, o tensor canônico. Assim,

Tαβ = ηαγFλγ∂
βAλ − καλµνF

µν∂βAλ − ηαβL. (B.9)

B.2 Simetrizando T αβ

Vamos aplicar o procedimento de simetrização do Tensor Canônico. Para isso, vamos
considerar apenas a parte não simétrica do tensor (B.9) , que denotaremos por Tαβ

NS , ou seja,

Tαβ
NS = ηαγFλγ∂

βAλ − καλµνF
µν∂βAλ,

Tαβ
NS = ηαγFλγ

(
∂βAλ − ∂λAβ + ∂λAβ

)
− καλµνF

µν
(
∂βAλ − ∂λAβ + ∂λAβ

)
,

Tαβ
NS = ηαγFλγF

βλ − καλµνF
µνF βλ − καλµνF

µν∂λAβ + ηαγFλγ∂
λAβ,

Tαβ
NS = F α

λ F βλ − καλµνF
µνF βλ − καλµνF

µν∂λAβ + ηαγFλγ∂
λAβ. (B.10)

Tomando a 4-divergência desse objeto,

∂αT
αβ
NS = ∂α

(
F α
λ F βλ − καλµνF

µνF βλ
)

(B.11)

− ∂α
(
καλµνF

µν∂λAβ − ηαγFλγ∂
λAβ

)
.

Observe os dois últimos termos:

καλµν∂α
(
F µν∂λAβ

)
= καλµν∂α

[
∂λ
(
F µνAβ

)
− ∂λF µνAβ

]
,

καλµν∂α
(
F µν∂λAβ

)
= καλµν∂α∂

λ
(
F µνAβ

)
− καλµν∂α∂

λF µνAβ,

καλµν∂α
(
F µν∂λAβ

)
= καλµν∂

α∂λ
(
F µνAβ

)
− καλµν∂

α
(
∂λF µνAβ

)
. (B.12)

O primeiro termo é nulo, pois, temos a contração de um objeto simétrico nos índices αλ com um
antissimétrico nos mesmos índices. Portanto,

καλµν∂α
(
F µν∂λAβ

)
= −καλµν∂α

(
∂λF µνAβ

)
. (B.13)

De maneira análoga, temos o último termo em (B.11):

∂α
(
ηαγFλγ∂

λAβ
)
= −∂α

(
∂λF

λαAβ
)
. (B.14)

Substituindo em (B.11) ,

∂αT
αβ
NS = ∂α

(
F α
λ F βλ − καλµνF

µνF βλ
)

(B.15)

+ καλµν∂
α
(
∂λF µνAβ

)
− ∂α

(
∂λF

λαAβ
)
.

Note ainda que a equação de movimento garante que a soma dos últimos termos seja nula.
Definimos assim, o tensor eletromagnético simetrizado, como:

Θαβ = F α
λ F βλ − καλµνF

µνF βλ +
1

4
ηαβF µνFµν +

1

4
ηαβκµνρσF

µνF ρσ. (B.16)
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B.3 Cálculo da densidade de Hamiltoniana Θ00

Vamos calcular diretamente a Hamiltoniana da expressão do tensor de energia-momento
Θαβ. A Hamiltoniana é identificada pela componente puramente temporal. Temos assim,

Θ00
Maxwell = −F 0iF 0

i +
1

4
F 0νF0ν +

1

4
F iνFiν ,

Θ00
Maxwell = −F 0iF 0

i +
1

4
F 0iF0i +

1

4
F i0Fi0 +

1

4
F ijFij,

Θ00
Maxwell = F 0iF 0i − 1

2
F 0iF 0i +

1

4
F ijFij,

Θ00
Maxwell = F 0iF 0i − 1

2
F 0iF 0i +

1

4
F ijF ij. (B.17)

Escrevendo em termos dos campos elétricos e magnéticos, pela associação,

F 0i = −Ei, (B.18)

F ij = −ϵijmBm. (B.19)

A equação (B.17) se escreve como,

Θ00
Maxwell = EiEi − 1

2
EiEi +

1

4
ϵijkϵijmBkBm,

Θ00
Maxwell =

1

2
EiEi +

1

2
BkBk,

Θ00
Maxwell =

1

2

(
E2 +B2

)
. (B.20)

Agora o termo de violação,

Θ00
LV = −κµν0λF 0

λFµν︸ ︷︷ ︸
=Θ

00(1)
LV

+
1

4
κµνρσF

µνF ρσ︸ ︷︷ ︸
=Θ

00(2)
LV

. (B.21)

Vamos calcular os termos separadamente para Θ
00(1)
LV . Logo,

Θ
00(1)
LV = κµν0λF 0

λFµν ,

Θ
00(1)
LV = κ0ν0λF 0

λF0ν + κiν0λF 0
λFiν ,

Θ
00(1)
LV = κ0i0λF 0

λF0i + κi00λF 0
λFi0 + κij0λF 0

λFij,

Θ
00(1)
LV = κ0i0jF 0

jF0i + κi00jF 0
jFi0 + κij0kF 0

kFij,

Θ
00(1)
LV = κ0i0jF 0jF 0i + κi00jF 0jF i0 − κij0kF 0kF ij,

Θ
00(1)
LV = 2κ0i0jF 0jF 0i − κij0kF 0kF ij,

Θ
00(1)
LV = 2κ0i0jEiEj − κ0kijϵijlEkBl. (B.22)
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Para

Θ
00(2)
LV =

1

4
κµνρσF

µνF ρσ, (B.23)

Θ
00(2)
LV =

1

4
κ0νρσF

0νF ρσ +
1

4
κiνρσF

iνF ρσ,

Θ
00(2)
LV =

1

2
κ0iρσF

0iF ρσ +
1

4
κijρσF

ijF ρσ,

Θ
00(2)
LV =

1

2
κ0i0σF

0iF 0σ +
1

2
κ0ijσF

0iF jσ +
1

4
κij0σF

ijF 0σ +
1

4
κijkσF

ijF kσ,

Θ
00(2)
LV = κ0i0jF

0iF 0j +
1

2
κ0ijkF

0iF jk +
1

2
κij0kF

ijF 0k +
1

4
κijklF

ijF kl. (B.24)

Trocando k ↔ i no segundo termo, alcançamos

Θ
00(2)
LV = κ0i0jF

0iF 0j + κ0ijkF
0iF jk +

1

4
κijklF

ijF kl. (B.25)

Escrevendo em termos dos campos,

Θ
00(2)
LV = κ0i0jE

iEj + κ0ijkϵ
jklEiBl +

1

4
κijklϵ

ijnϵklmBnBm,

Θ
00(2)
LV = κ0i0jEiEj − κ0ijkϵjklEiBl +

1

4
κijklϵijnϵklmBnBm. (B.26)

Então, podemos reescrever Θ00 da seguinte forma:

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
− 2κ0i0jEiEj + κ0kijϵijlEkBl

+ κ0i0jEiEj − κ0ijkϵjklEiBl +
1

4
κijklϵijnϵklmBnBm. (B.27)

Os termos cruzados se cancelam, restando apenas

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
− κ0i0jEiEj +

1

4
κijklϵijmϵklpBmBp. (B.28)

Podemos ainda reescrever em termos das matrizes:

κ0i0k = −1

2
(κED)

ik , (B.29a)

κ0jik =
1

2
ϵikm (κDB)

jm , (B.29b)

κjkil =
1

2
ϵjkpϵilq (κBH)

pq , (B.29c)

ou seja,

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
(κED)

ij EiEj +
1

8
(κBH)

nq ϵijnϵijm︸ ︷︷ ︸
=2δnm

ϵklqϵklp︸ ︷︷ ︸
=2δqp

BmBp,

Θ00 =
1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
(κED)

ij EiEj +
1

2
(κBH)

nq BnBq. (B.30)
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B.4 Cálculo da densidade de momento

A densidade de momento é definida pela componente Θ0i. Então,

Θ0i = −F 0λF i
λ − κµν0λF i

λFµν ,

Θ0i = −F 0jF i
j − κ0ν0λF i

λF0ν − κjν0λF i
λFjν ,

Θ0i = −F 0jF i
j − κ0j0kF i

kF0j − κj00kF i
kFj0 − κjk0lF i

lFjk,

Θ0i = F 0jF ij − κ0j0kF ikF 0j − κj00kF ikF j0 + κjk0lF ilF jk. (B.31)

Reescrevendo em termos dos campos físicos,

Θ0i = ϵijkEjBk − κ0j0kϵiklBlEj − κ0j0kϵiklBlEj + κ0ljkϵilmϵjknBmBn. (B.32)

Usando as definições (B.29a), (B.29b) e (B.29c), temos que (B.32) fornece,

Θ0i = ϵijkEjBk + (κED)
jk ϵiklBlEj +

1

2
(κDB)

lp ϵjkpϵjkn︸ ︷︷ ︸
=2δpn

ϵilmBmBn,

Θ0i = ϵijkEjBk + (κED)
jk ϵiklBlEj + (κDB)

ln ϵilmBmBn. (B.33)

Reescrevendo em notação vetorial explícita,

gM = E×B+ (κEDE×B) + (κDBB×B) ,

gM = E×B+ [κEDE+ (κDBB)]×B. (B.34)

Usando os campos auxiliares definidos por (3.23) e (3.24) , podemos obter a igualdade,

κEDE+ (κDBB) = D− E, (B.35)

ou seja,
gM = D×B. (B.36)

B.5 Cálculo do fluxo de densidade de energia

O fluxo de energia é dado pela componente Θi0, ou seja,

Θi0 = −F iλF 0
λ − κµνiλF 0

λFµν ,

Θi0 = −F ijF 0
j − κ0νiλF 0

λF0ν − κjνiλF 0
λFjν ,

Θi0 = −F ijF 0
j − κ0jikF 0

kF0j − κj0iλF 0
λFj0 − κjkiλF 0

λFjk,

Θi0 = −F ijF 0
j − κ0jikF 0

kF0j − κj0ikF 0
kFj0 − κjkilF 0

lFjk,

Θi0 = F ijF 0j − κ0jikF 0kF 0j − κj0ikF 0kF j0 + κjkilF 0lF jk. (B.37)

Reescrevendo em termos dos campos

Θi0 = ϵijkEjBk − 2κ0jikEkEj + κjkilϵjkmElBm. (B.38)
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Vamos reescrever em termos das matrizes (B.29a), (B.29b) e (B.29c)

Θi0 = ϵijkEjBk − ϵikmEk (κDB)
mj Ej +

1

2
ϵjkpϵjkm︸ ︷︷ ︸
=2δpm

ϵilq (κBH)
pq ElBm,

Θi0 = ϵijkEjBk − ϵikmEk (κDB)
mj Ej + ϵilqEl (κBH)

pq Bp. (B.39)

Voltando para a notação vetorial,

g = E×B+ E× (κBH ·B)− E× (κDB · E) ,

g = E×B+ E× (κBH ·B− κDB · E) (B.40)

Com o auxílio dos campos auxiliares (3.23) e (3.24) , é possível obter a seguinte igualdade:

κHB ·B− κDB · E = H−B, (B.41)

ou seja,
g = E×H. (B.42)

B.6 Cálculo do tensor de tensões

O tensor das tensões é dado pelas componentes puramente espaciais de Θαβ, ou seja,

Θij = −F iλF j
λ −

1

4
δijF µνFµν − κµνiλF j

λFµν −
1

4
δijκµνρσF

µνF ρσ, (B.43)

onde vamos dividir da seguinte forma:

Θij = Θij
Maxwell +Θij

LV. (B.44)

O termo de Maxwell é bem conhecido [68]. Temos,

Θij
Maxwell = −1

4

[
EiEj +BiBj − 1

2
δij
(
E2 +B2

)]
. (B.45)

A contribuição não-invariante de Lorentz é:

Θij
LV = −κµνiλF j

λFµν︸ ︷︷ ︸
=Θ

ij(1)
LV

− 1

4
δijκµνρσF

µνF ρσ︸ ︷︷ ︸
=Θ

ij(2)
LV

. (B.46)

Vamos calcular o primeiro termo:

Θ
ij(1)
LV = −κµνiλF j

λFµν ,

Θ
ij(1)
LV = −κ0νiλF j

λF0ν − κkνiλF j
λFkν ,

Θ
ij(1)
LV = −κ0kiλF j

λF0k − κk0iλF j
λFk0 − κkliλF j

λFkl,

Θ
ij(1)
LV = −κ0ki0F j

0F0k − κ0kilF j
lF0k − κk0i0F j

0Fk0

− κk0ilF j
lFk0 − κkli0F j

0Fkl − κklimF j
mFkl,

Θ
ij(1)
LV = κ0ki0F j0F 0k − κ0kilF jlF 0k + κk0i0F j0F k0

− κk0ilF jlF k0 − κkli0F j0F kl + κklimF jmF kl,

Θ
ij(1)
LV = 2κ0k0iF 0jF 0k − 2κ0kilF jlF 0k − κ0iklF 0jF kl + κklimF jmF kl.
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Usando as definições (B.29a), (B.29b) e (B.29c) e reescrevendo em termos do campo, temos:

Θ
ij(1)
LV = − (κED)

kiEjEk − (κDB)
nk ϵnilϵjlmBmEk︸ ︷︷ ︸

=I

−1

2
(κDB)

in ϵnklϵklmEjBm︸ ︷︷ ︸
=II

(B.47)

+
1

2
ϵklqϵimrϵjmnϵklp (κBH)

qr BnBp︸ ︷︷ ︸
=III

.

Os termos, separadamente, são:

I = − (κDB)
nk (δnjδim − δnmδij

)
BmEk = −Bi (κDB)

jk Ek + δijBn (κDB)
nk Ek, (B.48)

II = (κDB)
inBnEj, (B.49)

III =
1

2
ϵklqϵimrϵjmnϵklp (κBH)

qr BnBp = δijBp (κBH)
pr Br −BiBp (κBH)

pj . (B.50)

Logo,

Θ
ij(1)
LV = −Ek (κED)

kiEj +Bi (κDB)
jk Ek − δijBn (κDB)

nk Ek (B.51)

− (κDB)
inBnEj + δijBp (κBH)

pr Br −BiBp (κBH)
pj

O escalar de Lorentz que multiplica a delta de Kronecker δij no segundo termo, em(B.46) , já
foi calculado em (B.23) e, como resultado, temos (B.26) ,ou seja,

Θ
ij(2)
LV =

(
−κ0k0lEkEl + κ0klmϵlmnEkBn − 1

4
κklmnϵklpϵmnqBpBq

)
δij. (B.52)

Reescrevendo em termos das matrizes (B.29a), (B.29b) e (B.29c):

Θ
ij(2)
LV =

(
1

2
(κED)

klEkEl + (κDB)
kpEkBp − 1

2
(κBH)

pq BpBq

)
δij, (B.53)

ou ainda,

Θ
ij(2)
LV =

(
1

2
El (κED)

klEk + (κDB)
kpEkBp − 1

2
(κBH)

pq BpBq

)
δij. (B.54)

Temos assim, a partir de (B.46) ,

Θij
LV = −Ek (κED)

kiEj − Ei (κDB)
jnBn +Bi (κDB)

jk Ek −Bi (κBH)
pj Bp (B.55)

+

(
1

2
Bp (κBH)

pq Bq +
1

2
El (κED)

klEk

)
δij

Usando os campos auxíliares (3.23) e (3.24) nas equações (B.44) e (B.45) , temos, finalmente:

Θij =
3

4

(
EiEj +BiBj

)
−DiEj −BiHj +

1

8
δij [E · (1 + 4κED) · E+B · (1 + 4κBH) ·B] .

(B.56)
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APÊNDICE C – Cálculos Estendidos do
Capítulo 3

C.1 Cálculo do Comutador

Vamos obter as relações de comutação para os operadores a(r)k e a(r)†k . Partimos da
expansão dos campos,

A (x, t) =
∑
r

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

[
a
(r)
k ε(r)e−ik·x + a

(r)†
k ε(r)e−k·x

]
, (C.1)

E (x, t) =
∑
r

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

[
iωka

(r)
k ε(r)e−ik·x − iωka

(r)†
k ε(r)eik·x

]
. (C.2)

Note que as expressões acima são transformadas integrais para os operadores A (x, t) e E (x, t) .

Podemos usar as técnicas de inversão para obter expressões para a(r)k e a(r)†k em termos dos
campos A (x, t) e E (x, t). Primeiro vamos extrair o Kernel eik·x da equação integral

A (x, t) =
∑
r

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

[
a
(r)
k ε(r)e−iωt + a

(r)†
−k ε

(r)eiωt
]
eik·x. (C.3)

É conveniente trabalharmos com componentes. Por essa razão, vamos tomar o produto escalar
por ε(s) em ambos os lados,

ε(s) ·A (x, t) =
∑
r

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

ε(s) · ε(r)︸ ︷︷ ︸
= 1

N
δrs

[
a
(r)
k e−iωt + a

(r)†
−k e

iωt
]
eik·x,

ε(s) ·A (x, t) =

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

(
a
(s)
k e−iωt + a

(s)†
−k e

iωt
) eik·x

N
. (C.4)

O integrando é a transformada de Fourier da função no lado esquerdo, ou seja,

a
(s)
k e−iωkt + a

(s)†
−k e

iωkt

N
√
2ωk

=

∫
d3k

(2π)
3
2

ε(s) ·A (x, t) e−ik·x. (C.5)

Fazendo o mesmo procedimento para o campo elétrico,

E (x, t) =
∑
r

∫
d3k

(2π)
3
2
√
2ωk

iωkε
(r)
[
a
(r)
k e−iωt − a

(r)†
−k e

iωt
]
eik·x,

i
a
(s)
k e−iωkt − a

(s)†
−k e

iωkt

N

√
ωk

2
=

∫
ε(s) · E (x, t) e−ik·x d3x

(2π)
3
2

. (C.6)

Multiplicando (C.5) por iωk e somando com (C.6) ,

2i

N

√
ωk

2
a
(s)
k e−iωkt =

∫
d3x

(2π)
3
2

ε(s) · [iωkA (x, t) + E (x, t)] e−ik·x, (C.7)
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ou ainda,

a
(s)
k =

∫
d3x

(2π)
3
2

N

2i

√
2

ωk

[iωkA (x, t) + E (x, t)] · ε(s) eiωkt−ik·x,

a
(s)
k =

∫
d3x

(2π)
3
2

N√
2ωk

[ωkA (x, t)− iE (x, t)] · ε(s) eik·x,

a
(s)
k =

∫
d3x

(2π)
3
2

N

[√
ωk

2
A (x, t)− i√

2ωk

E (x, t)

]
· ε(s) eik·x. (C.8)

Consequentemente,

a
(s)†
k =

∫
d3x

(2π)
3
2

N

[√
ωk

2
A (x, t) +

i√
2ωk

E (x, t)

]
· ε(s) e−ik·x. (C.9)

Calculando a relação de comutação diretamente a partir das expressões (C.8) e (C.9) ,[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

∫
d3x

(2π)
3
2

N

[√
ωk

2
A (x, t)− i√

2ωk

E (x, t)

]
· ε(r) eik·x,

∫
d3y

(2π)
3
2

N

[√
ωp

2
A (y, t) +

i√
2ωp

E (y, t)

]
· ε(s) e−ip·y,

[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·y

√
ωk

2

√
ωp

2

[
ε(r) ·A (x) , ε(s) ·A (y)

]
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yi

√
ωk

2

√
1

2ωp

[
ε(r) ·A (x) , ε(s) · E (y)

]
−
∫

d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yi

√
1

2ωk

√
ωp

2

[
ε(r) · E (x) , ε(s) ·A (y)

]
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·y

√
1

2ωk

√
1

2ωp

[
ε(r) · E (x) , ε(s) · E (y)

]
,

[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j

√
ωk

2

√
ωp

2

[
Ai (x) , Aj (y)

]
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yiε(r)i ε(s)j

√
ωk

2

√
1

2ωp

[
Ai (x) , Ej (y)

]
−
∫

d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yiε(r)i ε(s)j

√
1

2ωk

√
ωp

2

[
Ei (x) , Aj (y)

]
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j

√
1

2ωp

√
1

2ωp

[
Ei (x) , Ej (y)

]
.
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Usando as relações de comutação fundamentais (4.39) e (4.40),[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j

√
ωk

2

√
1

2ωp

(
1

1 + κ̃tr
δtrij (x− y)

)
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j

√
1

2ωk

√
ωp

2

(
1

1 + κ̃tr
δtrij (y − x)

)
,

=

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j

√
ωk

2

√
1

2ωp

(
1

1 + κ̃tr
δtrij (x− y)

)
∫

d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·yε(r)i ε(s)j +

√
1

2ωk

√
ωp

2

(
1

1 + κ̃tr
δtrij (y − x)

)
.

Vamos usar as funções delta transversa,

δtrij (x− y) =

∫
d3q

(2π)3/2
eiq·(x−y)

(
δij −

qiqj

|q|2

)
,

que satisfazem a seguinte relação, quando contraídas com o tensor de polarização,

ε(r)i ε(s)j
∫

d3q

(2π)3/2
eiq·(x−y)

(
δij −

qiqj

|q|2

)
=

δ3 (x− y)
δrs

N
=⇒ ε(r)i ε(s)j δtrij (x− y) = δ3 (x− y)

δrs

N
.

Temos assim,[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·y

√
ωk

2

√
1

2ωp

(
1

1 + κ̃tr
δ3 (x− y)

δrs

N

)
+

∫
d3xd3yN2

(2π)3
eik·x−ip·y

√
1

2ωk

√
ωp

2

(
1

1 + κ̃tr
δ3 (x− y)

δrs

N

)
,

[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

N

1 + κ̃tr

∫
d3xd3y

(2π)3
eik·x−ip·y

(√
ωk

2

√
1

2ωp

+

√
1

2ωk

√
ωp

2

)
δ3 (x− y) δrs,

[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

N

1 + κ̃tr
δrsei(ωk−iωp)t

(√
ωk

2

√
1

2ωp

+

√
1

2ωk

√
ωp

2

)

×
∫

d3xd3y

(2π)3
e−ik·xeip·yδ3 (x− y) ,

[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

N

1 + κ̃tr
δrsei(ωk−iωp)t

(√
ωk

2

√
1

2ωp

+

√
1

2ωk

√
ωp

2

)∫
d3x

(2π)3
e−i(k−p)·x,

=
N

1 + κ̃tr
δrsei(ωk−iωp)t

(√
ωk

2

√
1

2ωp

+

√
1

2ωk

√
ωp

2

)
δ3 (k− p) .

Como a delta faz k → p, temos, simplesmente,[
a
(r)
k , a(s)†p

]
=

N

1 + κtr
δ3 (k− p) δrs. (C.10)

Usando ainda, explicitamente, a constante de normalização encontrada em (4.60), temos,
finalmente, [

a
(r)
k , a(s)†p

]
= δ3 (k− p) δrs. (C.11)
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C.2 Hamiltoniana

Vamos calcular a contribuição devido ao campo elétrico na Hamiltoniana,

HE ≡
∫

E2d3x. (C.12)

Reescrevendo o campo elétrico em termos dos operadores de criação e aniquilação,

HE =

∫
d3x

∑
r,s

d3kd3pε(r) · ε(s)

(2π)3
√
2ωk2ωp

[
iωka

(r)
k eik·x − iωka

(r)†
k e−ik·x

] [
iωpa

(s)
p eip·x − iωpa

(s)†
p e−ip·x] ,

HE =

∫
d3x

∑
r,s

d3kd3pε(r) · ε(s)

(2π)3
√
2ωk2ωp

[
−ωkωpa

(r)
k a(s)p eix·(k+p) + ωkωpa

(r)
k a(s)†p eix·(k−p)

]
+

∫
d3x

∑
r,s

d3kd3pε(r) · ε(s)

(2π)3
√
2ωk2ωp

[
ωkωpa

(r)†
k a(s)p e−ix·(k−p) − ωkωpa

(r)†
k a(s)†p e−ix·(k+p)

]
.

Usando a definição da função delta,

δ3 (k± p) =

∫
d3x

(2π)3
eix·(k±p), (C.13)

temos,

HE =
∑
r,s

∫
d3kd3pε(r) · ε(s)√

2ωk2ωp

[
−ωkωpa

(r)
k a(s)p eit(ωk+ωp)δ3 (k+ p)

]
+
∑
r,s

∫
d3kd3pε(r) · ε(s)√

2ωk2ωp

[
ωkωpa

(r)
k a(s)†p eit(ωk−ωp)δ3 (k− p)

]
+
∑
r,s

∫
d3kd3pε(r) · ε(s)√

2ωk2ωp

[
ωkωpa

(r)†
k a(s)p e−it(ωk−ωp)δ3 (k− p)

]
−
∑
r,s

∫
d3kd3pε(r) · ε(s)√

2ωk2ωp

[
ωkωpa

(r)†
k a(s)†p e−it(ωk+ωp)δ3 (k+ p)

]
.

Como ε(r) · ε(s) = δrs

N
e usando as funções deltas para resolver a integral,

HE =
3∑
r

dp
ωp

2N

[
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)p − a

(r)
−pa

(r)
−pe

2itωp − a
(r)†
−p a

(r)†
p e−2itωp

]
. (C.14)

A contribuição para o campo magnético pode ser obtida de maneira análoga,

HE ≡
∫

B2d3x,

HB =

∫
d3x

∑
r,s

(
k× ε(r)

)
·
(
p× ε(r)

) [
ia

(r)
k e−ik·x − ia

(r)†
k eik·x

]
×
[
ia(s)p e−ip·x − ia(s)†p eip·x

] d3kd3p√
2ωk2ωp (2π)

3 ,

HB =

∫ ∑
r,s

d3kd3pd3x√
2ωk2ωp (2π)

3

(
k× ε(r)

)
·
(
p× ε(r)

) [
−a(r)k a(s)p e−ix·(k+p) + a

(r)
k a(s)†p e−ix·(k−p)

]
+

∫ ∑
r,s

d3kd3pd3x√
2ωk2ωp (2π)

3

(
k× ε(r)

)
·
(
p× ε(r)

) [
a
(r)†
k a(s)p eix·(k−p) − a

(r)†
k a(s)†p e−ix·(k+p)

]
.
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Usando a integral d3x para reescrevê-las em termos de funções deltas, como em (C.13) ,

HB =

∫ ∑
r,s

d3kd3p√
2ωk2ωp

(
k× ε(r)

)
·
(
p× ε(r)

)
×
[
−a(r)k a(s)p e−it(ωk+ωp)δ3 (k+ p) + a

(r)
k a(s)†p e−it(ωk−ωp)δ3 (k− p)

]
+

∫ ∑
r,s

d3kd3p√
2ωk2ωp

(
k× ε(r)

)
·
(
p× ε(r)

)
×
[
a
(r)†
k a(s)p eit(ωk−ωp)δ3 (k− p)− a

(r)†
k a(s)†p eit(ωk+ωp)δ3 (k+ p)

]
,

HB =

∫ ∑
r,s

d3k

2ωp

(
p× ε(r)

)
·
(
p× ε(s)

)
×
[
a
(r)
−pa

(s)†
p e−2itωp + a(r)p a(s)†p + a(r)†p a(s)p + a

(r)†
−p a

(s)†
p e2itωp

]
.

Mas,
(
p× ε(r)

)
·
(
p× ε(s)

)
= p2ε(r) · ε(s) −

(
p · ε(s)

) (
p · ε(r)

)
= p2

N
δrs, ou seja,

HB =

∫
d3p

2ωp

p2

N

∑
r

(
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)†p + a

(r)
−pa

(r)
p e−2itωp + a

(r)†
−p a

(r)†
p e2itωp

)
,

HB =

∫
d3p

2N

1 + κ̃tr
1− κ̃tr

ωp

∑
r

(
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)†p + a

(r)
−pa

(r)
p e−2itωp + a

(r)†
−p a

(r)†
p e2itωp

)
.

(C.15)

A Hamiltoniana completa é dada por,

H =
1

2
(1 + κ̃tr)HE +

1

2
(1− κ̃tr)HB,

H =

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp

4

[
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)p − a

(r)
−pa

(r)
p e2itωp − a

(r)†
−p a

(r)†
p e−2itωp

]
+

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp

4

[
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)p + a

(r)
−pa

(r)
p e2itωp + a

(r)†
−p a

(r)†
p e−2itωp

]
. (C.16)

Finalmente,

H =

∫
d3p

1 + κ̃tr
N

ωp

4

[
a(r)p a(r)†p + a(r)†p a(r)p

]
. (C.17)

C.3 Taxa de decaimento

Vamos calcular, explicitamente, a taxa de decaimento para o processo de decaimento do
fóton. Partiremos da seguinte integral,

Γ
(
γ → e−e+

)
=

∫ |M|
2

θ=θ0

16π |q|Eγ

√
p2 +m2

|p| d |p| , (C.18)
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com θ0 dado em (4.95). Podemos reescrever, explicitamente, |M|
2

θ=θ0
,

Γ =
1

16π |q|Eγ

∫
|p| d |p|√
p2 +m2

4e2

1 + κ̃tr

(
m2 + EγEe − |p| |q| cos θ0

)
+

1

16π |q|Eγ

∫
|p| d |p|√
p2 +m2

4e2κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

(
−2E2

e + EeEγ + |p| |q| cos θ0
)
,

Γ =
1

16π |q|Eγ

4e2

1 + κ̃tr

∫
|p| d |p|√
p2 +m2

(
m2 + EγEe − |p| |q| cos θ0

)
+

4e2κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

1

16π |q|Eγ

∫
|p| d |p|√
p2 +m2

(
−2E2

e + EeEγ + |p| |q| cos θ0
)
.

Para organizar os cálculos, vamos subdividir Γ em duas partes,

Γ =
e2

4π |q|Eγ

1

1 + κ̃tr
Γ1 +

e2

4π |q|Eγ

κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2Γ2, (C.19)

com,

Γ1 ≡
∫ (

m2 + EγEe − |p| |q| cos θ0
) |p| d |p|√

|p|2 +m2

, (C.20)

Γ2 ≡
∫ (

−2E2
e + EeEγ + |p| |q| cos θ0

) |p| d |p|√
|p|2 +m2

. (C.21)

Vamos nos concentrar no primeiro termo. Usando (4.95) temos,

Γ1 =

∫ (
m2 + EγEe − |p| |q|

[√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

(
1 +

m2

|p|2

)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

|q|
|p|

])
|p| d |p|√
|p|2 +m2

,

Γ1 =

∫ (
m2 + EγEe − |q|

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

(
|p|2 +m2

)
− κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

)
|p| d |p|√
|p|2 +m2

,

Γ1 =

∫
m2 |p| d |p|√
|p|2 +m2

+

∫
EγEe |p| d |p|√

|p|2 +m2

−
∫

|p| |q|
√

1− κ̃tr
1 + κ̃tr

d |p| −
∫
κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

|p| d |p|√
|p|2 +m2

.

Note que os termos do meio se cancelam usando as relações de dispersão para o elétron e para o
fóton modificado, (4.79) e (4.80),

Γ1 = m2

∫
|p| d |p|√
|p|2 +m2

−
κ̃trE

2
γ

1− κ̃tr

∫
|p| d |p|√
|p|2 +m2

. (C.22)

Os limites de integração foram obtidos na seção (4.2.2), onde calculamos o volume no espaço
de fase.
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Vamos usar as soluções das seguintes integrais,∫ |p|max

|p|min

|p| d |p|√
|p|2 +m2

=

√
|p|2max +m2 −

√
|p|2min +m2 ≡ ∆E(1)

e , (C.23)

∫ |p|max

|p|min

|p| d |p| = 1

2

(
|p|2max − |p|2min

)
≡ 1

2
∆E(2)

e , (C.24)∫ |p|max

|p|min

|p|
√

|p|2 +m2d |p| = 1

3

[(
|p|2max +m2

)3/2 − (|p|2min +m2
)3/2] ≡ ∆E

(3)
e

3
. (C.25)

Então(C.22) é

Γ1 =

(
m2 −

κ̃trE
2
γ

1− κ̃tr

)
∆E(1)

e . (C.26)

O próximo termo pode ser calculado de maneira análoga.

Γ2 =

∫ (
−2E2

e + EeEγ + |q|
√

1− κtr
1 + κtr

(
|p|2 +m2

)
+
κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

)
|p| d |p|√
|p|2 +m2

,

Γ2 = −2

∫
Ee |p| d |p|+

∫
Eγ |p| d |p|+ Eγ

∫
|p| d |p|+ κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

∫
|p| d |p|√
|p|2 +m2

,

Γ2 = −2

∫
|p|
√

|p|2 +m2d |p|+ 2Eγ

∫
|p| d |p|+ κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

∫
|p| d |p|√
|p|2 +m2

. (C.27)

Usando as equações (C.23) , (C.24) e (C.25) , temos

Γ2 = −2∆E
(3)
e

3
+ Eγ∆E

(2)
e +

κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr
∆E(1)

e . (C.28)

Então (C.19) , se reescreve como

Γ =
e2

4π |q|Eγ

1

1 + κ̃tr

(
m2 −

κ̃trE
2
γ

1− κ̃tr

)
∆E(1)

e (C.29)

+
e2

4π |q|Eγ

κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

[
−2∆E

(3)
e

3
+ Eγ∆E

(2)
e +

κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr
∆E(1)

e

]
,

ou ainda,

Γ =
e2

4π |q|Eγ

1

1 + κ̃tr

[(
m2 −

κ̃trE
2
γ

1− κ̃tr

)
+

κ̃tr
1 + κ̃tr

κ̃tr |q|2

1 + κ̃tr

]
∆E(1)

e (C.30)

+
e2

4π |q|Eγ

κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

(
Eγ∆E

(2)
e − 2∆E

(3)
e

3

)
.

Usando as relações de dispersão para o fóton modificado, temos:

Γ =
e2

4π

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

1

1 + κ̃tr

[
m2

E2
γ

− κ̃tr
1− κ̃tr

+
κ̃2tr

1− κ̃2tr

]
∆E(1)

e

+
e2

4π

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

(
∆E

(2)
e

Eγ

− 2∆E
(3)
e

3E2
γ

)
,
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ou finalmente,

Γ =
e2

4π

[(
N0 (κ̃tr)

m2

E2
γ

−N1 (κ̃tr)

)
∆E(1)

e + N2 (κ̃tr)

(
∆E

(2)
e

Eγ

− 2

3

∆E
(3)
e

E2
γ

)]
. (C.31)

Com as seguintes definições:

N0 (κ̃tr) =
1

1 + κ̃tr

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

,

N1 (κ̃tr) =
κ̃tr

1− κ̃2tr

1

1 + κ̃tr

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

=
κ̃tr

1− κ̃2tr
N0 (κ̃tr) ,

N2 (κ̃tr) =
κ̃tr

(1 + κ̃tr)
2

√
1− κ̃tr
1 + κ̃tr

=
κ̃tr

1 + κ̃tr
N0 (κ̃tr) ,

podemos reescrever (C.31) de maneira alternativa,

Γ =
e2

4π
N0 (κ̃tr)

[(
m2

E2
γ

− κ̃tr
1− κ̃2tr

)
∆E(1)

e +
κ̃tr

1 + κ̃tr

(
∆E

(2)
e

Eγ

− 2

3

∆E
(3)
e

E2
γ

)]
. (C.32)
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