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Resumo

A descoberta da simetria de Lorentz foi um dos grandes avangos da fisica moderna. Essa simetria
tem sido confirmada cada vez mais, por varios experimentos ao longo das tltimas décadas. Dessa
forma, uma busca por pequenos desvios dessa simetria € uma janela para buscar uma nova fisica.
O presente trabalho aborda o decaimento de f6tons, no contexto do Modelo Padrao Estendido
(MPE). Para desenvolvermos essa temadtica, realizamos inicialmente uma revisao da literatura
sobre a extensao nao-invariante de Lorentz do Modelo Padrao, o conhecido MPE. Na sequéncia,
apresentamos as caracteristicas do setor de fétons do MPE, como a Lagrangiana, a equagao de
movimento e suas solugdes, assim como as leis de conservacao. Posteriormente, discutimos o
decaimento do f6ton como uma consequéncia da viola¢do da simetria de Lorentz. Analisamos o
decaimento do féton para um tipo particular de violacdo, a dita isotrépica. Tal violagdo € obtida
a partir do setor CPT-par do MPE. Ademais, discutimos alguns aspectos cldssicos e quanticos da
teoria eletromagnética isotropica e obtemos uma série de resultados relacionados com o processo
do decaimento de fétons. O fato do decaimento do féton nao ter sido observado em nenhum

experimento, nos permite conseguir limites para o coeficiente isotropico.

Palavras-chave: Fisica de Particulas. Violagdao da Simetria de Lorentz. Modelo Padrdo Estendido.

Decaimento de f6tons.



Abstract

The discovery of Lorentz symmetry was one of the great advances in modern physics. This
symmetry has been increasingly confirmed by various experiments over the past few decades.
Thus, a search for small deviations from this symmetry is a window to search for a new physics.
The present work is dedicated to photon decay, in the context of the Standard-Model Extension
(SME). To develop this subject matter, we initially carried out a literature survey on the Lorentz-
noninvariant extension of the Standard Model, the well-known SME. Next, we present the
characteristics of the photon sector of the SME, such as the Lagrangian, the equation of
motion and its solutions, as well as the conservation laws. Later, we discuss photon decay
as a consequence of a violation of Lorentz symmetry. We analyze photon decay for a particular
type of violation, known as isotropic. Such a violation is obtained from the CPT-even sector of
the SME. Furthermore, we discuss some classical and quantum aspects of the isotropic sector of
the modified electromagnetic theory and obtain a series of results related to the photon decay
process. The fact that photon decay has not been observed in any experiment allows us to set

limits on the isotropic coefficient.

Keywords: Particle Physics. Violation of Lorentz Symmetry. Standard-Model Extension. Photon
decay.
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Introducao

O resultado nulo do célebre experimento de Michelson-Morley, de 1887 [1], foi surpre-
endente e dificil de explicar, em termos dos conceitos fisicos vigentes na época. Inicialmente, os
fisicos do final do sec. XIX acreditavam que a luz sendo onda precisaria de um meio pelo qual se
propagasse. Esse meio levaria a um referencial privilegiado para as leis do eletromagnetismo. No
entanto, essa concepcao foi abandonada quando Einstein apresentou as ideias da teoria especial
da Relatividade [2]. Einstein postulou a existéncia de uma simetria entre os varios referenciais
inerciais' 4-dimensionais, ou seja, todos eram equivalentes em uma descri¢do das leis naturais.
Essa ideia mudou profundamente o pensamento cientifico da época. Espaco e tempo passaram a

ser entendidos como uma estrutura indissocidvel, chamada de espago-tempo.

Concomitantemente ao desenvolvimento da teoria da Relatividade, o comportamento
do mundo microscépico foi sendo desvendado com os esfor¢os de uma série de cientistas pelo
mundo. Uma descricao unificada da Relatividade Especial e da Mecanica Quantica comecou a ser
alcancgada por Dirac em seus trabalhos pioneiros, onde a quantizacdo do campo eletromagnético
foi feita pela primeira vez [4]. Essa quantizagcdo deu consisténcia tedrica ao conceito de féton
introduzido por Einstein, na elucidacao do efeito fotoelétrico. Poucos anos depois, o préprio
Dirac obteve uma lei relativistica para o elétron [5], expressa na famosa equacao de Dirac, com
grande sucesso experimental. A equacdo de Dirac, além do sucesso experimental na descricdo de
atomos hidrogendides, previa a existéncia de uma particula semelhante ao elétron, em spin e em
massa, mas, de carga oposta. O pdsitron, a anti-particula do elétron, foi previsto por argumentos
de simetria inerentes a equacdo de Dirac. Logo depois, em 1932, a sua existéncia foi confirmada

experimentalmente por Anderson [6].

A fisica de particulas comecou a ser desenhada com a unificacdo da Relatividade Especial
e da Mecénica Quantica, originando-se da compreensao da intera¢do entre matéria e energia. A
interacao eletromagnética passou a ser entendida por troca de particulas intermediadoras, ou seja,
elétrons e positrons interagindo trocando fétons. Esse desenvolvimento foi usado para entender
outras duas interacdes fundamentais da natureza: A interacdo fraca, responsdvel por uma série de

decaimentos radioativos [7] e a interagdo forte, responsavel por manter o nicleo atdbmico coeso.

As interagdes fundamentais, exceto a gravidade, passaram a ser descritas em termos de
uma teoria quantica de campos e, juntas, formaram o Modelo Padrao das Particulas Elementares.
Essa € a teoria mais bem sucedida j4 construida, embora seja considerada apenas uma primeira
aproximac¢do de uma teoria mais fundamental, ainda desconhecida. O Modelo Padrdo é um

conglomerado de teorias de campo que descrevem o comportamento das particulas fundamentais.

' A equivaléncia entre os referenciais inerciais ja era conhecida desde os trabalhos de Newton. Contudo, o

principio da Relatividade Newtoniano se referia as leis da mecanica. Dessa forma, o principio da Relatividade
Einsteiniano foi uma generaliza¢cdo do Newtoniano para um espago 4-dimensional [3].
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Figura 1 — Particulas do Modelo Padrao
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O Modelo Padrao da fisica de particulas descreve as interacdes fundamentais mediante a troca de particulas [8].

Sao elas (Figura 1): Seis Iéptons, particulas leves que ndo possuem interagdo forte; seis quarks,
particulas que compdem o nticleo atdmico e interagem fortemente; quatro bésons de calibre,
responsaveis por mediar as interacdes fundamentais e o boson de Higgs, particula responsével
por dar massa as outras particulas do Modelo Padrao. Vale a pena mencionar que, para cada
particula do Modelo Padrao, existe uma antiparticula associada. Essa estrutura tedrica € bem
sucedida na explicacdo de varios dados experimentais [9], porém, deixa varias questdes sem

respostas [10].

Um grande problema tedrico que o Modelo Padrdo enfrenta € a ndo-inclusdo de uma
descri¢do da interacao gravitacional. Isso € particularmente frustrante, uma vez que ha na natureza
lugares extremos, como os arredores de um buraco negro, onde uma teoria de gravitagdo quantica
se torna necessaria. A busca por uma teoria de gravitagdo quantica consistente € intensamente
estudada em uma série de trabalhos [11, 12]. Mostrou-se que, em varios desses, a simetria de

Lorentz poderia ser quebrada [13, 14, 15, 16].

Uma violagdo da simetria de Lorentz € algo possivel de ocorrer em energias da ordem da
escala de Planck, onde espera-se que a fisica seja bem diferente das leis descritas pelo Modelo
Padrio e pela Relatividade Geral. Buscar evidéncias experimentais de violagdes da simetria de
Lorentz e CPT é de grande importincia, tanto para testar as teorias existentes, quanto para buscar

uma nova fisica.

As violacodes da simetria de Lorentz podem ser introduzidas de vérias maneiras € isso
ndo € novidade em fisica. As primeiras consideracdes foram feitas ainda nos anos 60 com
varios trabalhos [17]. No final dos anos 90, Colladay e Kostelecky desenvolveram uma extensao

nao-invariante de Lorentz para o Modelo Padrdo, conhecida como Modelo Padrao Estendido.
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Tal arcaboucgo tedrico tem como papel parametrizar qualquer tipo de violacdo da simetria de
Lorentz através de campos tensorias, fixos no espago-tempo. No passado, o préprio Kostelecky
demonstrou que as violagdes da simetria de Lorentz poderiam surgir em teorias de cordas e

mostrou que era possivel uma violacdo espontanea da simetria de Lorentz [18].

As violagdes podem assumir os mais variados tipos possiveis, através da concepg¢ao
de campos de fundo, uma vez que ndo existe um modelo que escolha preferencialmente um
tipo de violacdo em detrimento ao outro. Assim, o Modelo Padrao Estendido pode ser dividido
em duas grandes partes: o setor minimo, que inclui restricbes mais duras sobre os tipos de
violacdo presentes na Lagrangiana do Modelo Padrao Estendido [19], com o intuito de preservar
os campos do Modelo Padrao e o setor ndo-minimo [20, 21, 22, 23, 24, 25], que inclui novos
efeitos, como a contribui¢do gravitacional [26] e operadores ndo-renormalizdveis, que seriam de
muita importancia para estudos em energias mais altas. A ideia principal € que o MPE pode ser
entendido como uma soma de sucessivas aproximacgdes que se tornam menos importantes de
acordo com a energia tipica do sistema:

Lyipe = Lvp + Lvpe + L mpE + - (1)
minimo nao-minimo
De tal maneira que, para baixas energias, a aproximagao de primeira ordem, Lypg = Lyp +

L wvpE , seja suficiente [27].

minimo
Uma caracteristica marcante em teorias que violam a simetria de Lorentz, sdo as pequenas

modifica¢des nas relagdes de dispersdo das particulas fundamentais,
E*=[p[*+m® +d(p|,E), 2)

onde ¢ (|p|, E) é alguma fun¢do dependente do momento, da energia e dos coeficientes que
violam a simetria de Lorentz. Essas modificacdes podem induzir & uma série de efeitos nao-
usuais e proibidos, considerando-se apenas o MP. Efeitos ex6ticos, como o decaimento do féton,
(v — e~e™), a radiagdo de Cherenkov no vicuo, (e~ — e~ ), o féton splitting, (y — v...y)
e a emissdo de um par por um férmion, (e~ — e~ e~ e™), [28], se tornam possiveis gragas as

relacdes de dispersdo modificadas.

O fato desses efeitos nunca terem sido detectados experimentalmente torna possivel a
obtencao de limites para os coeficientes de quebra [29]. Com o avanco da fisica experimental

limites cada vez menores para tais coeficientes, t€ém sido obtidos.

Este presente trabalho tem como objetivo analisar o decaimento de fétons, utilizando
o formalismo do MPE. O capitulo 1 apresenta a simetria de Lorentz através da sua motivagao
fisica, calcada na teoria da Relatividade Especial. Nesse capitulo, é feita uma abordagem sobre
a estrutura do espaco-tempo, o conceito de grupo e como as transformacdes de Lorentz sdao
classificadas mediante as suas propriedades matematicas. Em seguida, é feita a descricao de
campos relativisticos cldssicos e € demonstrado como o principio de minima a¢ao conduz as

equacdes de movimento para tais campos. Sdo apresentadas algumas propriedades do decaimento
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de particulas em sua descri¢do quantica. Além disso, € discutido como a estabilidade do f6ton é

garantida a luz da simetria de Lorentz.

O capitulo 2 chama a atencdo para a possibilidade da quebra da simetria de Lorentz.
Depois de uma motivagdo para o estudo dessa aréa de pesquisa, hd uma descri¢do do MPE como
uma ferramenta adequada para um estudo sistematizado do tema. Por fim, € discutido sobre
como a violacdo da simetria de Lorentz é empregada através do conceito de transformacdes de

particula e transformagdes de observador.

O capitulo 3 foca no setor CPT-par de fétons do Modelo Padrio Estendido minimo. E
realizada a derivacdo das equacOes de movimento, leis de conservacao e algumas propriedades
basicas das solucdes gerais, apresentando um tipo particular dessa violacdo para exemplificar

novos fendmenos possiveis, quando tratamos da quebra da simetria de Lorentz.

No capitulo 4 estdo os principais resultados deste trabalho. E apresentada a extensio
isotrépica do setor de fétons do MPE. Esse modelo é obtido com a reducao dos 19 parametros

do campo de fundo CPT-par, (kr) em apenas um unico parametro, K, que controla a

pvpo?
violagdo isotrdpica. Sao discutidos alguns dos aspectos cldssicos mais imediatos da teoria, como
a obtencgao das equagdes de Maxwell modificadas, solugdes para a equagao de onda, além de
comentdrios sobre a causalidade, quando ki, < 0. Posteriormente, é feita a quantizacao da
teoria no calibre de Coulomb calculando as modificagdes nos vetores de polarizagdo e na soma
sobre todas as polarizagdes; cruciais para cdlculos de processos fisicos. Segue-se analisando
a possibilidade do féton apresentar instabilidade em cendrios onde hd a quebra da simetria de
Lorentz. Algumas informagdes sobre a cinématica do processo, como o espaco de fase e o dngulo
entre o par, e~ e™, sdo discutidas em detalhes. A taxa de decaimento para o féton € calculada e
obtém-se também a dependéncia com a energia £, do f6ton inicial. Por fim, € obtido, através de

dados recentes, um limite para o coeficiente de controle isotropico, Ay, .

As conclusdes obtidas estdo apresentadas no capitulo 5, onde sdo sumarizados os
principais resultados e enunciadas perspectivas futuras. Nos apéndices, ao final, sdo detalhados

os principais célculos realizados ao longo do trabalho.
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1 Simetrias, Campos Relativisticos e
Particulas

Neste capitulo, abordaremos aspectos gerais de teoria de campos, simetrias e decaimento
de particulas, com o intuito de criar familiaridade com a notacdo e o formalismo que sera
utilizado em todo o texto. De inicio, apresentaremos a simetria de Lorentz, evidenciando alguns
aspectos fisicos e a sua estrutura formal, como o intervalo invariante e comentarios sobre o grupo
de Lorentz. Posteriormente, trataremos sobre campos relativisticos, discutindo as obtenc¢des
das equacdes de movimento pelo principio de minima a¢do. Além disso, comentaremos sobre
simetrias continuas e o teorema de Noether, usando o campo eletromagnético como exemplo.
Por fim, discutiremos, brevemente, sobre o decaimento de particulas na fisica e analisaremos o

motivo do processo v — ete™ ser proibido em cendrios onde a simetria de Lorentz é preservada.

1.1 Simetria de Loreniz

A Teoria Especial da Relatividade é baseada em como observdveis fisicos se transfor-
mam entre referenciais inerciais que possuem movimento mutuo. Por exemplo, a Figura 2 mostra
um evento que ocorre nas coordenadas (r, ¢) , no referencial inercial S e nas coordenadas (r', ') ,
em outro referencial inercial S, que se move em relagdo a S em uma velocidade v, na direcio
z. Para o caso onde v < c e as origens dos referenciais coincidem, quando ¢t = t' = 0, os dois

conjuntos de coordenadas estdo relacionados pelas transformacdes de Galileu (TG),

/=t (1.1a)
¥ =z, (1.1b)
Yy =y, (1.1c)
7=z —t. (1.1d)

Em 1905, Einstein [2] postulou que a velocidade da luz no vdcuo é a mesma em qualquer
referencial inercial. Esse primeiro postulado implica que um pulso de luz esférico emitido em
t =t/ = 0, deve satisfazer simultaneamente as equacdes ,x> + y? + z? = c*t?, para o referencial

Se, 2 +y? + 2/* = *t" para S’. Consequentemente, o intervalo espago-temporal,
C2t2 - .1'2 - y2 . 22 — C2t/2 - x/2 . y/2 - 2/27 (12)

¢ uma quantidade invariante e, portanto, S e S’ devem concordar em sua medida. A equagéo (1.2)

¢ satisfeita apenas se as proprias coordenadas satisfizerem leis de transformacgio, conhecidas
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Figura 2 — Referenciais em movimento relativo

s s
!'? t,
y y y (t,r)
' (t.r)
.
r”
como transformacdes de Lorentz (TL)!,
v
t =~ (t _ C—2,Z> , (1.3a)
=z, (1.3b)
y =y, (1.3¢)
2 =7(z—ut), (1.3d)

onde y € o fator de Lorentz, dado por
1
V=
V1 — 2

com 5 = v/c. No limite de baixas velocidades, v < ¢, ou, § — 0, as TL se reduzem as TG.

(1.4)

Podemos escrever uma TL em uma forma matricial, X’ = AX. Para (1.3a), (1.3b), (1.3¢) e

(1.3d), temos, explicitamente,

t v 0 0 —p t
! 0 1 0 0

Tl = . (1.5)
/ 0 01 0 Y
! -5 0 0 7 z

O movimento relativo entre os referenciais garante que S’ observa S se movendo com
uma velocidade —wv, na dire¢@o z. A transformacéo do referencial S’ para S é dada pela inversao
de (1.5), ou seja, X = A~'X’, ou ainda,

t v 0 0 B8 t

| 0 1.0 O x (1.6)
y 0 01 0 v |’ '
z v8 0 0 = 2z

' A transformacdo ilustrada na figura é um tipo particular de TL, conhecida como Transformagdo de Lorentz pura

ou de boost. Mais adiante no texto, comentaremos acerca disso.
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Figura 3 — Distancia Euclidiana entre dois pontos

X3

<!

onde tudo que fizemos foi considerar § — — (3, para a transformacao inversa. E facil verificar

que, de fato, a matriz em (1.6) € a inversa da matriz em (1.5), ou seja,

v 0 0 4B v 0 0 —p 10 00
0 1.0 0 0O 1.0 0 01 00
= (1.7)
0 01 0 0 01 0 0010
¥8 0 0 ~ —pB 0 0 v 0 001

Uma caracteristica marcante nas TL € a mistura de componentes espaciais e temporais.
Isso sugere que o tempo estd relacionado com o espago de maneira intrinseca. Dessa forma, a
no¢ao de espaco-tempo fica clara e passa a ser conveniente organizar as componentes, X =
(t,z,y, z), em um objeto 4-dimensional, chamado de 4-vetor. Esse objeto pertence a um espago
vetorial diferente do bem conhecido espaco Euclidiano, onde toda a mecinica Newtoniana foi

fundamentada.

Uma maneira de se distinguir um espaco vetorial de outro € através da nocao de medida
de distancias em cada um. No espaco Euclidiano 3-dimensional, a distincia entre dois pontos,
digamos x e y, € invariante e estd relacionada com o produto interno convencional, ilustrado na

Figura 3.
dx,y)=(x—y) (x—y)=(z1— 1)+ (22— 12)* + (w3 — y3)*. (1.8)

Podemos reescrever (1.8), de maneira matricial, fazendo uso do conceito de um tensor
métrico g,
2 T
" =(x-y) gx-y). (1.9)
Um tensor métrico € uma forma bilinear que define a nocao de distdncia em um espaco vetorial

[30]. No espago euclidiano 3-dimensional, a métrica €, simplesmente, dada por g;; = ¢;;, onde
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Figura 4 — Cone de luz

Futuro

presente Passado fora do cone

Passado

T

d;; € a delta de Kronecker, ou seja,

(1.10)

(OS]

I
o o
o = o
—_ o o

Toda a mecanica Newtoniana é formulada em cima do conceito de espaco Euclidiano.
Todavia, quando sistemas fisicos possuem velocidade, v, comparavel a velocidade da luz, c, o
cardter nao-Euclidiano do espago-tempo € evidenciado. No lugar de um espaco 3-dimensional
Euclidiano, damos lugar a um espaco 4-dimensional chamado espaco de Minkowski, caracterizado
pelo intervalo invariante (1.2) . A distancia? entre dois pontos no espago de Minkowski é dada
por,

d(X)Y) = (t1 —ta)* — (21 —y1)” — (w2 — 1) — (23 — y3)° . (L.1T)

Note que a defini¢do de distancia no espaco de Minkowski ndo € positiva definida. Esse fato faz
do espaco de Minkowski um espaco pseudo-Euclidiano e, assim, podemos classificar a distancia

(1.11) de trés maneiras possiveis, ilustradas na Tabela 1.

d(x,y)>0 intervalo tipo-tempo
d(Xx,Y)=0 intervalo tipo-luz
d(x,Y) <0 intervalo tipo-espago

Tabela 1 — Classifica¢do de intervalos no espago de Minkowski.

Todos os intervalos tipo-luz estdo sobre a superficie 3-dimensional de um cone num
espaco 4-dimensional. Essa superficie € conhecida como cone de luz e possui um papel central

na discussdo sobre causalidade. O cone de luz determina a regido do espago-tempo que esta

2 Estamos denotando os pontos no espaco-tempo por X e )V, para diferenciar dos pontos no espaco 3-dimensional

xey.
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causalmente ligada ao evento localizado no ponto ) (origem), como mostra a Figura 4. Um
evento que estd localizado no presente (origem), pode ter sido afetado por qualquer evento
localizado no passado e pode afetar qualquer outro evento que se encontra no futuro, desde que
esses eventos estejam no interior do cone de luz. Esses intervalos preservam a causalidade e sdo
chamados de tipo-tempo. Entretanto, ha regides que ndo podem afetar o presente, assim como
regidoes que o presente jamais podera afetar, pois, se assim fosse, a causalidade seria violada.

Esses pontos estdo fora do cone de luz e sao classificados como intervalos tipo-espaco.

O intervalo entre dois pontos no espaco de Minkowski pode ser representado com o

auxilio da métrica de Minkowski,

1 0 0 O
0 -1 0 0
= 1.12
U 0 1 g (1.12)
0 0 -1
Tao logo, podemos reescrever (1.11) em forma matricial,
d(XY)=(X =) (X -Y), (1.13)

onde X'= (cty, x1, x2, ]Ig)T e Y= (cta,y1, Yo, y3)T . E mais usual a notacdo em componentes do

que a matricial. Assim, a distancia entre dois pontos no espaco-tempo, é
d(X.Y) =1 (x = y)" (x —y)", (1.14)

com u = {0,1,2,3} sendo os indices que correm as componentes do 4-vetor’. Inspirados pela
lei de transformacdo (1.5), podemos definir o vetor contravariante, " = (ct,z,y, z), cOmo

sendo o objeto que se transforma sob mudancga de coordenadas da seguinte forma,
= A2, (1.15)

onde A*, sdo os elementos da matriz de transformagdo. De forma semelhante, podemos definir
um vetor covariante,

Ty = N’ (1.16)

com z, = (ct, —z, —y, —z). O vetor covariante se transforma segundo a lei,
z, =Nz, (1.17)

onde A " representa o elemento de matriz de A1, Com essas defini¢des podemos representar a

distancia* entre dois pontos no espaco-tempo simplesmente por,

d(X,Y) = aly, = voyo — X -y (1.18)

Em todo o trabalho, estamos utilizando a convencdo da soma, ou seja, indices repetidos representam soma.
Algumas vezes essa operagdo é chamada de produto escalar de Minkowski.

3
4
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Comentarios sobre o Grupo de Lorentz

O conjunto de transformag¢des que mantém invariante a distincia (1.18) forma um grupo,
conhecido como grupo de Lorentz. Um grupo pode ser definido como um conjuto de elementos

que satisfazem as regras:

* Associatividade, ou seja, (A1Ay) Az = AjAzAs;
* Existéncia do elemento neutro i;

 Cada elemento A do conjunto deve possuir um inverso A~!, de tal forma que, AA~! =
A7IA;

* O conjunto deve ser fechado, ou seja, a combinacdo de dois elementos do conjunto ainda

pertence ao conjunto, AjAy = As.

Como a distincia (1.18) é um invariante, temos

x’“y; = z"y,. (1.19)
Com o auxilio de (1.15) e (1.16),
2"y = Ny = nu AN gy’ = aty,, (1.20)
ou seja,
(NN o 5 — ag) 297 = 0. (1.21)

A equacdo acima garante que A satisfaz a relagdo,
anAuaAyﬂ = Nagp, (122)

ou, em forma matricial,
ATnA = 7. (1.23)

Vale a pena mencionar que as transformagoes de Lorentz puras, introduzidas no inicio da se¢io

(1.5), sdo apenas um exemplo de TL. Rotagdes espaciais,

pen — (100 ) (1.24)
0 Rsxs(n)

com Rj3.3 sendo a matriz de rotagc@o usual e 7 um vetor unitario apontando ao longo da direcdo

de rotac@o € um outro exemplo. Transformacoes de Paridade ou inversdo Temporal,

1 T
Ap = 0 , (1.25)
0 —laxs

-1 of
Ap = A , (1.26)
0 lsxs
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também satisfazem a condic¢do (1.23) e, portanto, sdo elementos do grupo de Lorentz. Essas
transformacdes especificas sdo discretas, se comparadas as transformacdes continuas de boosts e

rotacoes.

A equag@o (1.23) representa, precisamente, a relagdo que A deve satisfazer para ser
classificada como um elemento do grupo de Lorentz. Podemos ainda classificar as TL mediante

o valor do seu determinante, pois (1.23) implica em,
det A = £1. (1.27)

As TL que possuem a propriedade, det A = 1, sdo ditas transformagoes de Lorentz proprias
e sdo denotadas por L. . Por outro lado, as transformagdes que possuem, det A = —1, sdo
chamadas de transformacoes de Lorentz improprias e sdo denotadas por L_. Note ainda que a

equagdo (1.22), para o« = § = 0, implica que
(A%)* =1+ AlgAig > 1, (128)

ou seja, temos mais duas classificagdes possiveis: as transformagdes Ortocronas (LT) , quando
A% >1leas ndo-Orto’cronas(Li) , quando A% < —1. Concluimos que o conjunto de todas as

TL € composto de quatro pecas distintas e estdo dispostas na Tabela 2,

v

Ll (det[A] = 1, A% > 1) LT (det[A] = —1, A% > 1)
LY (det[A] = 1, A% < —1) L* (det[A] = —1, A% < —1)

Tabela 2 — Classificacéo dos tipos de transformacio de Lorentz.

Essas pecas sdo desconexas, pois ndo € possivel passsar de uma para a outra por meio de
mudancas continuas dos parametros que caracterizam as transformacdes [31]. E facil mostrar que
apenas o conjunto, L, éum subgrupo do grupo de Lorentz. Tal subgrupo €, costumeiramente,

chamado de grupo de Lorentz restrito e € um exemplo de um grupo de Lie.

O grupo de Lorentz, tratado até o0 momento, € chamado homogéneo e € constituido por 6
parametros independentes: trés devido aos boosts e trés devido as rotagdes. O grupo homogéneo,

quando considerado juntamente com transformacdes de translacdo,
ot — ™ = A + ot (1.29)

resulta no chamado grupo de Lorentz ndo-homogéneo, também chamado de Grupo de Poincaré.
Tal grupo € constituido por 10 parametros independentes, seis devido as transformagdes homoge-
neas e quatro devido as translagdes no espago-tempo. O subgrupo em que, A*, = §*, e o
parametro, a*, é arbitrdrio é chamado de grupo de Translacoes. Mais adiante, associaremos esse

grupo ao tensor energia momento candnico.
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1.2 Campos Relativisticos

A teoria de campos € uma ferramenta de muita utilidade na fisica moderna, tendo
aplicacOes em muitas dreas diferentes [32, 33]. O conceito de campo relativistico €, particularmen-
te, indispensdvel no tratamento das intera¢des fundamentais, pois, as quatros interagdes podem
ser descritas a partir desses objetos. Em suma, campos relativisticos devem satisfazer o segundo
postulado da Relatividade Restrita, ou seja, suas equagdes de movimento devem ser covariantes
sob transformacdes de Lorentz. Vamos discutir alguns aspectos iniciais da Teoria Cldssica de

Campos.

Equacao de movimento

O formalismo Lagrangiano € uma maneira muito util de descrever a dindmica de um
sistema de particulas em muitas situacdes. Em oposicao ao formalismo Newtoniano, as equacdes

de movimento sdo totalmente determinadas através do elegante principio de minima acdo’.

Sem maiores aprofundamentos, a descricdo Lagrangiana, de um sistema constituido
por N particulas, pode ser introduzida definindo-se um funcional dependente das fungdes que
indicam a posi¢do e a velocidade de cada uma delas. Essas fungdes sdo, rotineiramente, chamadas
de graus de liberdade do sistema ou coordenadas e velocidades generalizadas, q; (t)e g; (t),

sendo 7 o indice que rotula as particulas do sistema. Definimos o funcional,

S = / L (g; () s (£)) . (1.30)

comumente chamado de a¢do, enquanto a fungio L (g; (t) , ¢; (t)) é conhecida como Lagrangiana
do sistema. O principio de minima a¢do garante que deve ser nula a variacao da a¢do com respeito
as coordenadas generalizadas. Isso nos leva a um conjunto de N equagdes, uma para cada grau
de liberdade, na forma:

——— - =0, (1.31)

onde 7 = 1,2...N. As equacdes acima sdo as chamadas equagdes de Euler-Lagrange e descrevem

o movimento de maneira equivalante ao principio fundamental da dindmica Newtoniana [3].

A descric@o Lagrangiana é, particularmente, essencial quando estudamos um sistema
continuo, como um campo escalar ou vetorial. Diferentemente de um sistema discreto, comentado
brevemente acima, um sistema continuo € composto por um nimero infinito de graus de liberdade.
A generaliza¢do do formalismo discreto para o continuo deve ser feita cautelosamente [34].

Todavia, os resultados sdo andlogos ao caso discreto, de tal modo que a correspondéncia

i — (1.322)
¢ — O (x), (1.32b)
Qi — au(b (l') ) (132C)

> Também conhecido como Principio de Hamilton
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pode ser tomada sem maiores problemas®. A Lagrangiana para um sistema de particulas é,
simplesmente, a soma das Lagrangianas individuais . A correspondéncia continua € a integral

sobre todo o espaco do que chamamos de densidade de Lagrangiana,
L=> Li(q.q) — /E (®,0,®; ) d>z. (1.33)

O funcional a¢do € escrito em termos de uma integral 4-dimensional,
S = /d%ﬁ (®,0,®; ). (1.34)

E, de maneira andloga ao caso discreto, a equagcdao de movimento € decorrente do principio

variacional. Vamos calcular §.S, considerando variagdes d¢ infinitesimais. Temos,
0S =S[®+ 09— S[P],
= /d% [L(®+6D,0,® + 0,00;7) — L(P,0'D;z)],

= /d%; (5q>% + au5¢i) :

0P 0(0,9)
oL oL oL
= [ d'26® | = =0, | 57 dS, 6P - 1.35
[ Lw “Qﬂ@@)}+év V5 (6,8) (15
sendo que, na dltima passagem, usamos o teorema da divergéncia generalizado:
/ d*xd, A" = / ds, A", (1.36)
v oV
O principio de minima a¢do, sumarizado por .5 = 0, nos fornece entio as equacdes de Euler-
Lagrange para o campo,
oL oL
— =0, | =] =0. 1.37
95~ O (a (aucp)) (1.37)

Como a densidade de Lagrangiana € um escalar perante transformacdes de Lorentz, as equacdes

(1.37) sdo covariantes, ou seja, mantém a mesma forma perante transformacdes de coordenadas.

Como um exemplo, vamos considerar o campo eletromagnético descrito pela densidade
de Lagrangiana de Maxwell,
1 :
L= —ZFQﬁFaﬁ + j*A,. (1.38)

As equacdes de Maxwell podem ser derivadas imediatamente das equacdes de Euler-Lagrange
(1.37) . Temos,
oL 1 (a (947 0(0.45) 0 (9°A%)

0 (9nAy)
7 o 2B _ _ b pal\PaltB)
5@, a) Aot TG @) T B (@,An) aAawﬁw»

d(0,A) 2

1
= —5 (nauéﬁyaaAﬁ + 8aAﬁ(5'ua775,, - nuﬁéayaaAB - aﬁAaéﬂan,@V) )

_ _% (0" Ay + D" A, — O, A" — 9,AF) = —F",, (1.39)

6 A derivada temporal é generalizada para a 4-derivada do campo
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oL
= 1Yo = Ju. 1.40
94y I J (1.40)
ou seja,
F", +j, =0 = O, F", = —j, = 0, " = —j", (1.41)

onde j, é a 4-densidade de corrente, dada por j, = (p,j) . A equacgdo acima é a forma covariante
das equacoes de Maxwell ndo-homogéneas. As equagdes homogéneas também admitem uma
forma covariante. Sdo elas,

1
5" 00 =0, (1.42)

onde €77 € o tensor de Levi-Civita no espago-tempo de Minkowski.

Simetrias e o Teorema de Noether

E notério que a nogdo de simetrias é um artificio de extrema relevancia em fisica. A
existéncia de simetrias estd associada a grandezas fisicas conservadas, como sumarizadas na
Tabela 3.

Uma simetria pode ser identificada como uma propriedade de um sistema, mediante
uma transformacgdo. Por exemplo, dizemos que um sistema, descrito por uma densidade de
Lagrangiana L, é simétrico sob uma transformagdo, quando suas equacdes de movimento

permanecem inalteradas.

Vamos entdo discutir, brevemente, sobre a relagdo entre simetrias e leis de conservacao
em uma teoria de campos. Essa relac@o estd resumida pelo Teorema de Noether. Esse teorema
afirma: "A fodo grupo de transformacées continuas de ®, que mudam L, no mdximo por uma

divergéncia, existe associada uma corrente conservada".

A prova de tal afirmacao pode ser feita considerando uma transformacao infinitesimal

sobre o campo,
O () = O (x*) + 0D (2M), (1.43)
tal que transforme a densidade de Lagrangiana por £ — £ + 6L, em que’ 6L = 9, J". Assim,

a variagdo de L,

oL oL
_ 50+ %9 5@
OL=750 +3((9“CI))8“5 ,

oL oL

=0 (a@@)) "t 50
oL

=0 (55,5°)

A existéncia de J* € assegurada pela hipétese do teorema.

7
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Invariancia Grandeza Conservada
Translagdes espaciais Momento linear
Rotagdes Momento Angular
Translag6es temporais Energia

Tabela 3 — Simetrias e grandezas conservadas em Fisica.

em que a equagio de movimento® (1.37) foi usada. Assim, temos uma equagio de continuidade
Oug" =0, com
oL
= ——mx0d — J". 1.44
=3 0,) J (1.44)

O fato da corrente j* ser conservada, implica que a quantidade

Q= / 50d3z, (1.45)
R

¢ constante no tempo, onde R representa todo o espaco 3-dimensional.

De acordo com a terminologia adotada na literatura, as transformagdes dos campos (1.43)
podem ter sido induzidas por transformacgdes do espaco-tempo, ou ndo. Nesse ultimo caso, a
transformacao € dita interna. As transformagdes podem ainda ser locais ou globais, conforme

dependam, ou nao, dos pontos do espaco-tempo.

Como um exemplo do teorema de Noether, vamos considerar uma densidade de Lagrangia

na que ndo depende, explicitamente, das coordenadas espaco-temporais x*, ou seja,

(E) =0.° (1.46)
dzt ) 4 5 &

Op
Dito de outra forma, a densidade de Lagrangiana € invariante por transformagdes do tipo
translacoes,

ot = xt 4+ a”, (1.47)

onde a* € o conjunto de parametros infinitesimais da transformacao. O teorema de Noether
garante que para uma transformacao do tipo (1.47) , sob a condi¢do (1.46) , existird uma corrente

conservada. Vamos identificar assim, o tensor de energia-momento candnico.

Primeiramente, um campo associado a qualquer uma das representacdes do grupo de
Lorentz que estamos representando genericamente por @, se transforma da seguinte maneira sob
translagdes,

O (x) = 9 (2) =P (x). (1.48)

Isso se deve ao fato de que uma transformacdo do tipo (1.47) translada apenas a origem do
sistema de referéncia, como na Figura 5, sem qualquer mudanga nas orientagdes dos eixos.

Dessa forma, as proje¢des do campo néo se alteram mediante a transformagdo do tipo (1.47). A

8
9

A lei de conservagao ¢ valida apenas para configuragdes de campo que satisfazem a equagdo de movimento.
Esta equacdo denota a ndo-dependéncia explicita da densidade de Lagrangiana em relacdo aos pontos x* do
espago-tempo.
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Figura 5 — Translag@o no espaco-tempo

ps

Campo Vetorial

derivada da densidade de Lagrangiana em relacio as coordenadas é, entdo,

oL oL
OuL =55 0u® + 5550,0,8. (1.49)

Com o auxilio da equagdo de movimento (1.37) , temos

oL oL
0,L=0, (m) 0,® + 20, q)(? 0,0,
oL
0,L=0, (8(6 <I>)8 <I>) (1.50)
Obtemos assim,
0,1,” =0, (1.51)

uma equagdo de continuidade para cada uma das componentes espaco-temporais. Identificamos

o tensor de energia-momento candnico como sendo,

oL
v 0,9 -9, L. 1.52
"= 900,0) (1.52)
Para o caso especifico do campo eletromagnético sem fontes, descrito por (1.38) , com j* = 0,
temos or
— ="\ 1.53
5 (0.4 (139
Entdo, o tensor de energia-momento para o campo eletromagnético, é
1
TV, = F0,A\ + ZéquagFo‘ﬁ, (1.54)
ou ainda, .
T = FA 0" Ay + ZnWEwFaff. (1.55)

A lei de conservagio, expressa por (1.51) , nos entrega a conservagdo da energia e do momento,

integrando sobre todo o espaco 3-dimensional, em um tempo fixo. Explicitamente, temos

/ 0, T dx = / DTz + / o, T Az = 0. (1.56)



Capitulo 1. Simetrias, Campos Relativisticos e Particulas 27

Para um campo localizado!® é possivel mostrar que a segunda integral nio contribui, devido
ao teorema de Gauss. Temos assim, um conjunto de 4 equagdes, onde a componente temporal
entrega a conservacgdo da energia total e as componentes espaciais a conservagao do momento

total,
dEcampo dpcampo

dt dt

onde Ecampo € Peampo $30 a energia total e 0 momento total do campo eletromagnético, respectiva-

/80T°°‘d3zr =0= =0; =0, (1.57)

mente.

1.3 Decaimento de particulas

Até agora, consideramos apenas campos clédssicos. Todavia, se estamos interessados
em descrever particulas fundamentais, devemos dar um cardter quintico para tais campos,
em um procedimento chamado de Quantizacdo. Comentaremos sobre a quantizagao da teoria
eletromagnética mais adiante neste trabalho. Por enquanto, vamos nos concentrar em discutir
como o decaimento de particulas é descrito quanticamente, tanto para o caso nado-relativistico,

quanto para o caso relativistico.

Na mecanica quantica ndo-relativistica, as taxas de transi¢cdo sio obtidas fazendo uso da
regra de ouro de Fermi. A taxa de transi¢do de um estado inicial |¢) para um estado final | f), de

um certo sistema, € expressa por:
Ty =21 |Tsl” p (B, (1.58)

onde T; é o elemento da matriz de transi¢do e p (£;) é a densidade de estados finais que o
sistema pode assumir. A matriz de transi¢ao é determinada pelo Hamiltoniano de interacdo H' e

para pequenas pertubagdes, vale a conhecida expansao pertubativa [35],

(fIH'|5) (GIH' )
= (fIH'|i)+ ) . (1.59)
~ E; — E;

A taxa de transi¢do (1.58) depende também da densidade de estados p (F;) ,

dn

p(B) = [ (1.60)

E=E;

onde dn é o nimero de estados acessiveis na janela de energia [F, E' + dFE]. De maneira
alternativa, a densidade de estados pode ser escrita como uma integral sobre todos os estados

finais do sistema. Usando a fun¢do delta de Dirac para garantir a conservacao da energia, temos

dn
dE

10" Campos que decaem no infinito suficientemente rapidos.

dn
o —/@5(13 E;)dE. (1.61)
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Assim, podemos reescrever a regra de ouro por,
Ty = 27?/ Ty 6 (E — E;) dn. (1.62)

A taxa de decaimento entre dois estados de um sistema quantico depende de duas componentes:
(i) o elemento da matriz de transig¢do, que contém informacgdes sobre a dinamica do processo e

(ii) a densidade de estados acessiveis, que depende da cinematica do processo em questo.

Na mecénica quantica ndo-relativistica, o processo de decaimento de uma particula de
energia £/, e momento p,, em outras duas particulas de energias e momentos Fy, E5 e p1, P2
pode ser calculado usando a expressdo (1.62). O termo de primeira ordem da matriz de transi¢ao

para esse decaimento é:

Tosris = (1ths] H' [dba) = / S Hadx, (1.63)

onde [1,), |Y112) representam os estados iniciais e finais, respectivamente, do sistema. Na
aproximacgdo de Born, a perturbacio pode ser considerada pequena, de tal modo que os estados

finais e iniciais possam ser considerados como ondas planas:
P (x) = AelPxF0, (1.64)

onde a constante A é determinada pela normalizagdo da func¢do de onda. A integral (1.63) se
estende por toda a regido onde a fun¢@o de onda é normalizada. Usualmente, costuma-se escolher
as condi¢des de contorno de uma caixa cubica de lado L. A normalizagdo garante que:
1
oy = [wrodix =1 AP =11 =

onde V' € o volume da caixa cubica. As condicdes de contorno para a caixa garantem que a

(1.65)

funcdo de onda € periddica,

Vv(x+ Ly, z) =1 (x,y,2),etc. (1.66)
como ilustra a Figura 6-a.

A periodicidade da funcio de onda restringe o momento da particul, em estados quantizados,
2m
L’
onde n,,n, € n, sdo nimeros inteiros que caracterizam um estado particular do sistema.

(pwupyapz) = (nac;nyanz> (167)

Cada estado, caracterizado pelo conjunto dos niimeros inteiros (n,, n,, 1), ocupa um volume

infinitesimal, dado por:
o\ 3
&*p =dp.dp,dp. = (%) , (1.68)
(Figura 6-b). O nimero de estados possiveis, em um intervalo infinitesimal, de tamanho dp é
igual ao volume da casca esférica de momento, p, dividido pelo volume médio ocupado por um

tnico estado (Figura 6-¢c), dado por (1.68),

dn = 4mpidp (1.69)

v
2r)*
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Figura 6 — Espacgo de fase nio-relativistico

a) A funcdo de onda da particula deve satisfazer condi¢des periddicas, para cada lado da caixa cubica, de tamanho
L. b) Estados possiveis no espaco dos momentos. ¢) O nimero de estados em um intervalo de comprimento dp, no

plano p,p,.

e, portanto,
dn  4mp?
—_— = — 1.70
dp (2#)3 ( )
A densidade de estados pode ser calculada usando a regra da cadeia
d dn dFE d dn |d
an _dndb dn_ dnidp i (1.71)
dp dE dp dE  dp |dE

Essa densidade corresponde ao nimero de estados acessiveis do sistema.

A taxa de transicio ndo deve depender do volume V', uma vez que o fator V' é cancelado
pela normaliza¢do da fun¢do de onda no célculo da matriz de transi¢do (1.63) . Podemos ainda
normalizar a fungdo de onda por unidade de volume, fazendo V' = 1. Nesse caso, 0 nimero
de estados acessiveis de cada particula associado a um volume infinitesimal no espaco dos
momentos €, simplesmente,

d’p;
dn; = 3 (1.72)
(27)
Para o decaimento do tipo a — 1 + 2, existem dois momentos finais. Contudo, esses momentos

estdo relacionados por conservagdo, resultando em apenas um momento independente. E
conveniente estender a regido de integracao sobre os momentos das duas particulas, usando a

funcdo delta de Dirac 3-dimensional,

d*p; d3
dn = (27)* p13 p23 6B
(2m)” (2m)

A regra de ouro (1.62) para o decaimento a — 1 + 2 pode ser escrita como sendo,
d*p; d’p,
(2m)* (2m)"

(Pa — P1 — P2).- (1.73)

Tosipe = (270)* / T3> 6 (B, — By — E5) 6 (p, — p1 — p2) (1.74)

A equacgdo acima descreve a taxa de transicao entre dois estados e possui essa forma

apenas no referencial privilegiado, onde a caixa estd em repouso e, portanto, vale a normalizacdo
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Figura 7 — Contracdo de Lorentz da caixa cibica da Figura 6-a

_— V:ﬁc
L/Y

por unidade de volume. Para um outro observador, que possui movimento relativo ao referencial
privilegiado, a caixa sofre uma contra¢do por um fator 1/, ao longo da dire¢do do movimento,
resultando em uma taxa de transigdo diferente de (B.44) . Em outras palavras, a equag@o (B.44)
ndo ¢ invariante de Lorentz, como ilustra a Figura 7. Para sistemas relativisticos, devemos usar a

seguinte normalizagdo para a funcio de onda:

/ Y d3x =2F (1.75)

onde ¢’ representa a fung¢ao de onda relativistica que se relaciona com a fun¢ido de onda nio-
relativistica, simplesmente, por:

W = V2EYy. (1.76)

Com essa nova normalizac¢do, definimos o elemento de matriz invariante de Lorentz para o

processo a — 1 4 2, como sendo

Moo = (U400 H' [W)) = (2B12E32E,)"" (dnida| H' [¢ha) (1.77)

ou ainda,
My 110 = (2E12E52E,) ' T, (1.78)

Usando a relag@o entre a matriz de transicdo, T;, e o elemento de matriz invariante de Lorentz,

My, podemos reescrever a taxa de transi¢ao,

(277)4 / 2 d3p1 d3p2
r, = M, 8 (E, — E; — FE») 0% (p, — p1 — .
—142 2k, | My—142]" 6 ( 1 2) (P P1 — P2) (277)3 27, (27?)3 28,
(1.79)

A expressao acima € a regra de ouro em sua forma relativistica.

Decaimento de Fotons

Este trabalho tem como principal objetivo estudar o decaimento de um unico féton
em um par elétron-pdsitron, v — ¢~ e¢*. Esse decaimento, no entanto, é proibido por questoes

cinemadticas, ou seja, o volume do espaco de fase € zero e, portanto, o féton se mantém estavel.
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Figura 8 — Decaimento do féton

De maneira andloga ao que foi mencionado anteriormente, o elemento de matriz, My;,
estd relacionado com a dinamica do processo, ao passo que o elemento de volume do espago de

fase esta relacionado com a cinematica do decaimento.

Para ilustrar que o decaimento do tipo, v — e~ e™, ndo é possivel, vamos supor que ele
seja possivel. Sendo assim, a conservagao do 4-vetor energia-momento garante que 0 processo

deve satisfazer as equagdes:
E,=E. + E.+, (1.80a)
Py = Pe + Pet; (1.80b)

onde os indices v, e, e' representam as energias € momentos do féton, elétron e pdsitron,
respectivamente. As relacdes de dispersao relativisticas, em unidades naturais, nos auxiliam a

reescrever a conservagéo da energia como,

Py = \/pif +m? + \/p§+ +m2, (1.81)

uma vez que, me- = M.+ = m. Vamos considerar o0 momento inicial do féton ,p, = ¢z, como
ilustra a Figura 9. Usando o sistema de coordenadas da figura e a conservagdo do momento,

expresso pela equagdo (1.800), podemos reescrever a equagdo (1.81) ,como

q=/p*+m?+/p* +m? + ¢> — 2pq cos b, (1.82)

onde p representa 0 médulo do momento do elétron e 6 o angulo entre a dire¢io do momento
do elétron e a direcdo de propagacdo do féton inicial. Resolvendo a equagdo acima para cos 6,

temos
2
cosf = ¢ [1+ =, (1.83)
p
Note que (1.83) ndo faz sentido, uma vez que |cos #| < 1. Isso garante que as igualdades (1.80a)
e (1.80b) ndo sdo satisfeitas para o decaimento do tipo v — e~ e* e, portanto, o volume do

espaco de fase € nulo.

Apesar do volume do espago de fase ser nulo, o elemento de matriz M.,_,.-.+, para

esse decaimento, € diferente de zero e seu mdédulo quadrado pode ser calculado. O diagrama de
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Figura 9 — Diagrama de Feynman do decaimento do f6ton

Figura 10 — Decaimento do féton Colinear

Feynman em primeira ordem, na constante de estrutura fina, € mostrado na Figura 9. O célculo

do médulo quadrado do elemento de matriz € feito no Apéndice A.1 e, como resultado, temos
M[* = 4 (pp + 40", (1.84)

onde p* = (m,p.-) € o 4-vetor do elétron e ¢* = (p,, p,) o do féton. Note que a razdo do
decaimento de um féton em um par elétron-pdésitron € devido apenas a cinématica do processo e,

portanto, estd diretamente relacionada com a simetria de Lorentz.

De maneira geral, particulas sem massa decaem apenas em particulas de massa nula [36],
por conta da simetria de Lorentz. Supor o decaimento de uma particula sem massa em particulas

massivas resulta em absurdos, como a equagio (1.83) evidencia.

Alguém, no entanto, poderia supor que, no limite m — 0, a equagdo (1.83) comega a
fazer sentido, resultando na possibilidade do decaimento, v — e~ e™, ocorrer e produzir um par
elétron-pdsitron, na mesma dire¢do de propagacao do féton (Figura 10). Contudo, por menor que
seja a massa do elétron-pdsitron, nunca teremos a igualdade m = 0. Dessa forma, o decaimento

€ proibido, mesmo em cendrios onde £ < m.

Mais adiante, neste trabalho, vamos analisar a estabilidade do féton em altissimas
energias e constatar que, se houver violacdo da simetria de Lorentz, esse decaimento passard a

ser teoricamente possivel.



33

2 Quebra da Simetria de Lorentz

Neste presente capitulo, abordaremos algumas ideias bésicas relacionadas a violagdo da
simetria de Lorentz. Comecamos justificando a relevancia do estudo da quebra dessa simetria,
citando o grande potencial para avangos significativos em teorias ainda ndo compreendidas. Além
disso, faremos uma analise sobre a ndo-invariancia de Lorentz das leis fisicas'que possibilitam o
acesso a uma nova fisica, em alguma escala de altas-energias. Depois, comentaremos brevemente
sobre o0 Modelo Padrao Estendido, um arcabougo tedérico que contém todos os tipos de violacdes
da simetria de Lorentz, no contexto do modelo padrdo e da teoria da Relatividade Geral. Por
fim, uma digressao sobre os tipos de transformagdes de Lorentz, a fim de ilustrar, com exemplos

claros, como a violacdo, de fato, pode ocorrer e seus efeitos em diferentes referenciais.

2.1 Motivacoes

Atualmente, sdo conhecidas quatro forcas da natureza: a forca gravitacional, a forca
eletromagnética e as forcas nucleares fraca e forte. Essas forcas sao razoavelmente bem descritas
pelas teorias existentes? e cada uma possui sua escala de comprimento caracteristica. As forcas
nucleares, por exemplo, sio restritas as escalas de comprimento pequenas, da ordem de 10~
metros para a forca forte e 10~17 metros para a forca fraca. O eletromagnetismo e a gravidade®,
no entanto, possuem escalas de comprimento maiores*. O eletromagnetismo tem raio de a¢do
desde escalas interplanetdrias como em escalas interatdmicas’. Todas essas for¢as sdo descritas
matematicamente através de campos relativisticos. Apesar disso, a gravitacao € a unica forga,
dentre as quatro, que ndo possui uma descri¢do quantica, sendo esse, um dos grandes problemas

da fisica tedrica moderna.

A teoria que descreve o comportamento quantico das trés outras for¢as fundamentais
€ conhecida como MP. Essa teoria € baseada na ideia de descrever as interacdes fundamentais
mediante as particulas elementares. Essas particulas, por sua vez, sdo descritas por campos
quanticos e relativisticos. O cardter relativistico suscita o fundamental papel que a simetria de
Lorentz tem no Modelo Padrdo. Apesar do sucesso téorico e experimental [9], acredita-se que o

proprio MP seja apenas uma teoria efetiva emergente de um limite de baixas energias de uma

' A nédo-invaridncia de Lorentz nada tem a ver com violacdes nos postulados fundamentais da relatividade restrita.

Vamos explicar esse ponto mais adiante.

A gravitacdo € descrita pela Teoria da Relatividade Geral, enquanto as outras trés forcas pelo Modelo Padrio da
Fisica de Particulas.

De acordo com a Relatividade Geral, ndo ha uma forga gravitacional [37]. Particulas pontuais se movem ao
longo de uma geodésica dentro de um espago-tempo com curvatura.

Em escalas cosmoldgicas (megaParsec), efeitos eletromagnéticos podem ser negligenciados e a forca
predominante € a gravidade [38, 39].

Em escalas interatdmicas, a gravidade € insignificante, voltando a ser relevante apenas em tamanhos da ordem
do comprimento de Planck.
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Figura 11 — Escalas em Fisica

Adaptado de google imagens. [40, 41, 42, 43, 44]

teoria mais fundamental. Teorias além do MP sdo intensamente analisadas tanto do ponto de

vista tedrico como do ponto de vista experimental [45, 46].

Existem inimeras formas de analisar situacdes além do MP. Dentre todas, talvez a
mais desafiante seja a de introduzir a gravidade no contexto do MP. Se uma teoria de gravitacdo
quantica consistente for alcancada, se torna vidvel, por exemplo, a andlise de possiveis efeitos que
a particula de gravidade, o grdviton®, teria com as outras particulas ji conhecidas, possibilitando,
pelo menos em principio, o estudo de aspectos quanticos’ de buracos negros ou do universo
primordial. Contudo, estamos longe de conhecer a fisica por trds da teoria quantica da gravidade,
pois, efeitos quanticos da gravitacio sao presentes apenas em escalas de comprimentos muito
pequenas, da ordem de 1073% metros. Essa escala de comprimento € conhecida como escala de
Planck. E possivel combinar as constantes fisicas /2, G' e ¢, de maneira a se obter escalas de

comprimento, massa, energia e tempo.

h
I, = —f ~ 1,6 x 10" m, 2.1)
C
h
m, = ’/EC ~ 2,18 x 10 8 kg, 2.2)
he? 19
B, =175 ~1,22x 10" GeV, (2.3)
hG
ty=1/— ~5,39x10""s. (2.4)
C

Nossos aparatos experimentais mais modernos ndo sdo suficientemente robustos para chegar a
essa escala. Se espera que a fisica, na escala de Planck, seja bem diferente das nossas melhores

teorias atuais: o Modelo Padrao e a Relatividade Geral.

H3é muitas propostas para uma teoria de gravitacdo quantica. A mais conhecida € a teoria
de cordas [48]. No entanto, existem outras formula¢Oes, como: a gravitacdo quantica em lagos,

a geometria ndo-comutativa, etc [49, 50]. Os detalhes dessas teorias ndo sio o objetivo deste

6
7

Particula hipotética que media a interag@o gravitacional.
E possivel introduzir o graviton em uma teoria de gravitacao linearizada. No entanto, tal teoria ndo é equivalente
a Relatividade Geral [47].
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trabalho. Todavia, uma caracteristica comum em todas € que a no¢do de espaco-tempo muda

radicalmente.

A ideia basica é que a gravidade, descrita classicamente por uma métrica pseudo-
Riemanniana, ® deve sofrer algum tipo de quantizacio® em escalas de comprimento da ordem de
Planck. Em vdrios tipos de teorias de gravitacao quantica, foram encontradas evidéncias tedricas
para uma violagdo da simetria de Lorentz, pondo em xeque essa simetria que é um dos grandes
alicerces da Relatividade Geral e do MP [13, 14, 15, 16]. Talvez, a violagdo da simetria de
Lorentz seja a chave para para efeitos fisicos, tendo a origem em uma unificacdo da Relatividade

Geral com a Mecanica Quantica.

Uma possivel violacdo da simetria de Lorentz é considerada desde o ano de 1950, onde
o fisico Dirac jd considerava se o antigo conceito de Eter, descartado por Einstein, de fato, era
uma nocao ultrapassada [51]. Desde entdo, uma série de trabalhos investigam consequéncias
de possiveis violagdes da simetria de Lorentz [52, 17, 53, 54, 55]. Uma hipétese interessante é
supor que as constantes fundamentais em fisica variam no tempo. Isso quebraria a invariancia
de Lorentz, uma vez que seria possivel definir referenciais privilegiados onde estas constantes

permaneceriam inalteradas [56, 57].

Os pontos citados acima servem como motivagdes para uma busca por violacoes da
simetria de Lorentz. A fisica experimental entra em jogo na busca de novas técnicas e aperfeigoa-
mentos de medidas, pois, talvez seja possivel, através de medi¢des de alta precisdo, medir efeitos
de uma fisica na escala de Planck, ou, quem sabe, conseguir evidéncias experimentais da violagdo

da simetria de Lorentz.

2.2 0O Modelo Padrao Estendido

Desde o século passado, a anélise sobre possiveis violacdes da simetria de Lorentz tem
sido feita mediante vdrios aspectos. A introdu¢do na fisica de particulas € dos anos 60, com 0s
trabalhos [17, 58].

Nio é objetivo deste trabalho uma abordagem histérica'® dessa drea de pesquisa. No
entanto, vale a pena comentar que no final dos anos 90, Colladay e Kostelecky [19] apresentaram
uma estrutura formal e sistematizada para a andlise de violagdes da simetria de Lorentz e CPT.
Esse avancgo foi muito importante, pois, o chamado Modelo Padrdo Estendido (MPE) organiza,
em um Unico formalismo, todas as possiveis formas de violagdes de Lorentz e CPT, no contexto

do MP, abrindo possibilidade para a verificagdao experimental de tais violagdes.

A principal vantagem do MPE é que além de fornecer uma teoria de campos completa,

8 Um tensor métrico pseudo-Riemanniano é a generalizacio de uma métrica Riemanniana. Esse tensor ndo possui

a propriedade de ser definido positivo.
Essa quantizacao ainda ndo é compreendida e alvo de muita andlise em teoria de gravitacdo quantica.
10 Para uma abordagem historica, consulte [59].

9
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que incorpora violagdes de Lorentz e CPT, o MPE fornece um alto grau preditivo. O resultado
de qualquer experimento pode, em principio, ser calculado. Isso permite prever, a priori,
quais experimentos atingirio a melhor sensibilidade, ou ndo. E possivel saber quais tipos
de experimentos medem a mesma coisa e quais medem coisas diferentes e tais conclusdes
serdo verdadeiras em qualquer modelo consistente. Assim, 0 MPE fornece uma estrutura para
a catalogacdo de resultados, formando uma lista ampla das restrigdes para os coeficientes de
violagdo [29]. Como uma teoria completa que incorpora a violacdo de Lorentz, o MPE também

¢ muito util ao considerar os aspectos tedricos da violacio de Lorentz e CPT.

E importante enfatizar que o MPE nio é um modelo, mas uma estrutura formal de teste
da validade das simetrias de Lorentz e CPT. Como o MP e a Relatividade Geral passaram por
todos os desafios experimentais até agora, o plano € fazer uma busca abrangente por nova fisica
ao invés de construir modelos especificos. A ideia é que o momento mais adequado para a
constru¢ao de um modelo seria apds a observagdao de um resultado que ndo seja consistente com

o MP e a Relatividade Geral, proporcionando assim, uma janela para a nova fisica.

Ao longo deste trabalho € usado o formalismo do MPE na anélise tedrica da quebra da
invariancia de Lorentz. Como mencionamos, o MPE € uma teoria de campos efetiva para o estudo
de efeitos de violagdes da simetria de Lorentz e espera-se que seja apenas um limite de baixas
energias de uma teoria ainda desconhecida na escala de Planck. A densidade de Lagrangiana do
MPE, Ly\pE, € obtida adicionando-se a densidade de Lagrangiana do MP, Lyp, todos os termos
de violagdo, (§ L1y ), mais termos com efeitos de gravita¢do, L. Tipicamente, a densidade de

Langrangiana do MPE tem a forma
Lype = Lyp + Lo + 0Ly, (2.5)

onde os setores Lyp € L sdo invariantes por transformagdes de Lorentz, enquanto que 0 L1y
possui coeficientes de controle que quebram essa simetria no referencial da particula''. Esses
coeficientes de violagdo sdo considerados pequenos, uma vez que, se assim ndo fossem, violacdes
da simetria de Lorentz j4 teriam sido encontradas, corriqueiramente, nos experimentos ja

realizados.

O MPE possibilita, além da violagdo da simetria de Lorentz, violagcdes da simetria CPT.
A simetria CPT €, em certo sentido, mais fundamental que a simetria de Lorentz, uma vez que foi
demostrado que violacdes da simetria CPT, no contexto da teoria de campos efetiva, implicam
em violagio da simetria de Lorentz,'? ao passo que teorias que violam a simetria de Lorentz nio
violam CPT, necessariamente [61]. Tendo isso em vista, é possivel classificar os termos, 0 L1y,
em dois tipos: CPT-par, termos que ndo violam CPT e CPT-impar, termos que violam a simetria
CPT, ou seja,
OLpy = OLTPY 4 LT (2.6)

1" Comentaremos sobre isso na préxima se¢io.

12 Essa afirmacio s6 é vélida para teorias de campo locais. Em teorias de campo ndo-locais, é possivel construir
modelos onde a simetria CPT € violada. Entretanto, a simetria de Lorentz nao [60].
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Figura 12 — Ilustrag¢@o da quebra espontanea da simetria axial

\

o

Os coeficientes de violagdo presentes em 0Ly sdo introduzidos no MPE de modo a quebrar
as simetrias de Lorentz e CPT de forma explicita. Isso significa que os campos de fundo'? sdo
introduzidos "a mao"nas densidades de Lagrangiana. E claro que os campos de fundo nio sdo
introduzidos de qualquer maneira. Em primeiro lugar, eles devem estar acoplados com os campos
do MP, de maneira que sejam invariantes perante mudanca de observador. Além disso, devem

respeitar as simetrias internas do MP
SU. (3) x SUL (2) x Uy (1), (2.7)

uma vez que essa estrutura estd de acordo com varios dados experimentais [9].

Em oposi¢do a quebra explicita de simetria, existe a alternativa de quebra espontanea
da simetria de Lorentz [18]. A quebra espontanea de simetria normalmente ocorre quando as
solucdes de baixa energia de um sistema nao respeitam uma simetria existente na teoria. Um
exemplo cléssico € o caso de uma bola, inicialmente colocada no equilibrio instavel, no ponto
alto central de um chapéu mexicano. Qualquer perturbacdo fard com que a bola caia para uma
configuracio de energia mais baixa, na aba do chapéu, quebrando a simetria axial inicial da
situacdo, como ilustra a Figura 12. O mecanismo da quebra espontinea de simetria € bem
conhecido no MP, envolvendo a quebra da simetria de calibre pelo campo de Higgs [33]. Sem
maiores aprofundamentos, no caso da violagcao da simetria de Lorentz, a situacdo é diferente,
pois, os campos ndo sdo escalares como o Higgs, mas, em geral, tensoriais. Nesse caso, esses
campos tensoriais assumirao valores constantes que definem direcdes preferenciais no espaco

vazio e, portanto, quebram a simetria de Lorentz [33].

O interessante da proposta de quebra espontanea da simetria de Lorentz € que, neste
caso, a violagdo pode ser considerada menos drastica no sentido de que a teoria fundamental,
na escala de Planck, pode ser invariante por Lorentz, mas, o estado de menor energia da teoria,
que representa o “‘espaco vazio”, tem simetria menor que o da teoria fundamental: ele apresenta

direcdes preferenciais representadas por coeficientes que sio tensoriais, ou seja, vetores ou suas

13 Na literatura, é comum o termo background fields.
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generalizagdes que sdo justamente os coeficientes de violacdo de Lorentz presentes na densidade

de Lagrangiana, 6Ly .

O MPE ¢é amplo e pode admitir varios tipos distintos de acoplamento entre os campos
de fundo e os campos fisicos. Para uma primeira andlise do MPE, é conveniente restringir tanta

liberdade assumindo que 0 mesmo:

Nao deve implementar novos campos fisicos, além dos j4 existentes no MP;
* Deve preservar a simetria de calibre SU, (3) x SUL (2) x Uy (1);
* Deve preservar a invariincia por translacdes espaco-temporais;

* As dimensdes dos operadores de campo devem ser D < 4.

O Modelo Padrdo Estendido Minimo (MPE-minimo) é obtido quando impomos essas
restricdes. Esse modelo viola, minimamente, a simetria de Lorentz e CPT sem maiores complica-

¢oes na estrutura do MP.

Uma vez que essas condi¢des sdo impostas, a lista de possiveis violacdes se torna
consideravelmente menor e podemos escrevé-la explicitamente. Como um exemplo, vamos

considerar o setor de fétons que é composto pelo termo padrao

1
Lyp = _Z_LFWFW’ (2.8)
onde F'*¥ € o tensor eletromagnético invariante de calibre. O termo de violagdo CPT-par € dado
por,
, 1
CPT- v o
OLpy T = —Z/{WWF“ Fro (2.9)

onde o tensor k,,,,, ¢ adimensional e possui as mesmas propriedades do tensor de Riemann.

Mais adiante, discutiremos algumas propriedades dessa contribui¢ao.

O termo CPT-impar € do tipo,
- 1
6£E€T fmpar _ 5 (/‘QAF)Q EaﬁHVAﬁFuV, (210)
onde os coeficientes (k4r)” tém dimensdo de massa. A primeira vista, pode-se imaginar que
esse termo nao € invariante de calibre. Entretanto, € facil mostrar que uma variacdo perante
transformacoes de calibre,

A, — Ay + 0., (2.11)
muda a agdo apenas por um termo de derivada total, levando a uma invariancia de calibre na
acdo,

S / dz (ﬁMp + 0L MEST'“P“) . (2.12)

O termo (2.10) j4 foi considerado por Carrol, Field e Jackiw [62] e foi mostrado que ele

pode introduzir estabilidade na teoria, se (k4r)” for um vetor tipo-tempo.
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2.3 Transformagdes de Particula e Observador

A nogdo de invariancia das leis fisicas nos levaram ao grupo de simetria que preserva a
estrutura do espaco de Minkowski. As leis fisicas (relativisticas) devem, portanto, ser invariantes

perante transformacdes de Lorentz.

Devido a isotropia do espaco-tempo, cada transformacgdo de Lorentz esta relacionada
com uma outra que descreve de forma equivalente a mesma situa¢do. Considere, por exemplo, a

mudanca de coordenadas por uma transformacao de rotacdo de angulo a.

A mudanga de coordenadas que faz o vetor R paralelo ao eixo ¢ € a transformagao

Rpassiva (Oé) = cosd sena . (213)

—Ssena Ccos«w

O resultado dessa transformacao pode ser visto na Figura 13-b.

Esse tipo de transformacgdo € costumeiramente chamada de tranformagdo passiva, pois,
deixa o vetor R inalterado, mudando apenas o sistema de coordenadas. Contudo, € possivel obter
o mesmo efeito geométrico realizando uma transformagdo no vetor R pela matriz

cosa —seno T

Rativa (Oé) = = Rpassiva (O{) : (2.14)

sen « COS &

O resultado da transformacgdo pode ser visto na Figura 13-c.

Dizemos entdo que uma transformagdo ativa € aquela que transforma apenas o vetor, em

contraste com as transformagoes passivas, onde mudamos as coordenadas.

Podemos aplicar essa mesma nog¢do para as transformagdes gerais de Lorentz!*. A teoria
da relatividade especial sugere um espago-tempo isotrépico. Logo, as leis da fisica devem se

comportar de maneira equivalente frente transformacoes ativas e passivas.

Considerando apenas movimento em uma dimensdo espacial, as transformacdes de

Lorentz de observador sdo dadas por,

ot = (t _ %x) , (2.15a)
C

¥ =7 (x—vt), (2.15b)

y' =y, (2.15¢)

Y =2 (2.15d)

14 As transformagdes de Lorentz gerais podem ser interpretadas como rotacdes no espaco de Minkowski. Para
mais detalhes, consulte [63].
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Figura 13 — Transformagdes ativas e passivas
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Representando uma situagao fisica equivalente, as transformagdes de Lorentz de particula sdo,

v
o =~ (t n §x> , (2.16a)
¥ =~ (x+t), (2.16b)
Y =v, (2.16¢)
. (2.16d)

No entanto, quando tratamos de possiveis viola¢des da simetria de Lorentz, ¢ comum considerar
a estrutura do espago-tempo contendo anisotropias parametrizadas por campos tensoriais de
fundo. Essa nova propriedade introduz, de maneira natural, dire¢des privilegiadas no espaco-
tempo. Dessa forma, a disting@o entre os dois tipos de transformacdes € imprescindivel, pois, a
violacao da simetria de Lorentz € vista apenas do ponto de vista da particula. A invariancia de
observador ainda deve ser um requisito, ou seja, observaveis fisicos ndo dependem do sistema
de referéncia e, portanto, sdo invariantes perante transformagoes de observador. Por outro lado,
a violagdo da simetria de Lorentz ocorre perante transformagoes de particula, uma vez que os

campos de fundo sdo fixos no espaco-tempo.

Para ilustrar a ndo-equivaléncia entre esses dois tipos de transformagdes, na presenga
de anisotropias, imaginemos o movimento de uma carga entre as placas de um capacitor frente
transformacoes de rotacdo. O campo elétrico gerado pelo capacitor faz o papel de campo de
fundo e aponta na direcdo Z. Se realizarmos uma transformacdo de observador, os referenciais S
e S’ (Figura 14-a) ainda concordam com o angulo entre o campo elétrico e o vetor velocidade da

carga.

Por outro lado, uma transformagdo de particula altera apenas a direcdo da velocidade,
fazendo com que o campo de fundo se comporte como um campo escalar [63]. Essa transformagao

modifica o angulo entre o campo elétrico e o vetor velocidade.

No exemplo acima, consideramos apenas rotagdes sobre observadores e particulas
e verificamos que o angulo entre os vetores velocidade v e campo elétrico E se modifica
dependendo do tipo de transformacdo. Esse comportamento € induzido pelo campo elétrico, pois,
ele se comporta como um campo de fundo introduzindo dire¢des privilegiadas no sistema. Para
transformacgdes de boost, também temos diferencgas entre os dois tipos de transformagdes. Para
mais detalhes [63].
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Figura 14 — Transformacdes de Observador e Particula
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Do ponto de vista da teoria de campos, os campos de fundo se acoplam com os campos
fisicos, de maneira a preservar a invaridncia perante tranformacdes de observador, ou seja,
as Lagrangianas ainda devem ser um escalar de Lorentz e possuir todos os indices saturados.

Tipicamente, a Lagrangiana tem a forma °
Ly C (HAF)Q A’gﬁag. (2.17)

O 4-vetor de fundo (kar), € constante e introduz direcdes privilegiadas no espago-tempo.

Quando aplicamos uma transformagdo de observador, temos a invariancia completa
(KJAF)Q A’Bﬁag — gavgﬁgAaMABVA’yaAé p (I{AF)N AVFUP = (I{Ap)a AﬁFa/B, (218)
onde A€, sdo as transformagdes de Lorentz definidas por
Gor AN = Guo- (2.19)

Quando realizamos uma tranformacdo de particula, o campo k 4 fixo no fundo permanece

inalterado, gerando assim, a violacdo da simetria de Lorentz

(/{AF)Q Aﬁﬁ’aﬁ — ga,ygﬁgA’BVAﬂ/UAép (/{AF)Q AVFUP = A’YU (KJAF),Y APFUP. (220)

Fisicamente, transformacdes de observador equivalem a mudanga apenas nos observadores,
enquanto que as transformacdes de particula sdo transformagdes de Lorentz no experimento,
deixando o campo de fundo inalterado, como no exemplo da carga entre as placas de um capacitor

carregado.

A quebra da simetria de Lorentz € identificada por
A’YU (RAF)’Y Apﬁvap 7& (KVAF)O[ Aﬁﬁaﬁ. (221)

No cendrio da quebra da simetria de Lorentz, temos um campo para fenomenologia de possiveis

pequenos desvios de teorias, como o Modelo Padrdo e Relatividade Geral, pois estas sdao

15 Os campos de fundo sempre se acoplam com os campos fisicos.
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fundamentadas na simetria de Lorentz. Assim, através de medidas de alta precisao, podemos, em

principio, medir esses pequenos desvios.

Nao ha referenciais privilegiados e os valores dos coeficientes de violacdo variam de um
referencial ao outro. Temos entdo que escolher um referencial padrao para efeitos de calculo.
Costuma-se escolher o referencial centrado no Sol (Figura 15) [64, 29, 65]. Nesse referencial,

comparamos limites para os parametros de violacdo para diferentes experimentos.

Um observavel, medido em um laboratdrio terrestre, possui dependéncias nos parametros
de quebra expressos em relacdo ao referencial do experimento e denotados por . Devemos
assim expressar esses parametros em termos dos parametros de violagcdo escritos no referencial
centrado no Sol, que denotamos por K*. A matriz de transformacio que relaciona os dois

referenciais € uma transformacao de Lorentz
k=N K. (2.22)

Em outras palavras, para cdlculos e medicdes de limites dos coeficientes de violagdo, deve-se levar
em consideracdo que um experimento, realizado em laboratdrios terrestres, executa 0 mesmo
movimento sideral da terra em torno do sol e de seu proprio eixo de rotacdo. Por consisténcia,
supde-se que estes observaveis devem oscilar nas mesmas frequéncias dos movimentos da
terra. Efeitos de boost podem ser levados em consideragdo. Porém, em muitos casos, podemos

considerar que as transformagdes A*, se resumem apenas a transformacdes de rotacdo [66, 65]
A° ~ RE (2.23)
onde a matriz [?¥, acima €

1 0 0 0

0 cosCcos€t cos(sen€lt —sen(
0 —sen{)t cos (2t 0
0

sen(cost sen(sen{lt cos(

R(¢1) = ; (2.24)

com ¢ sendo a colatitude'® do experimento € 2 ~ 27 /23 hrs 56 min a frequéncia sideral da
rotacdo terrestre em relacdo ao referencial do Sol. Os detalhes sobre o referencial centrado no

Sol podem ser encontrados em [65].

Note que os coeficientes de violacdo da simetria de Lorentz se transformam sob agdo de
transformacoes do grupo de Lorentz que, por sua vez, € um grupo ndo compacto. Isso significa
que ha referenciais onde os coeficientes de violagdo adquirem valores arbitrariamente grandes e,
portanto, ndo podem ser tratados como uma pequena pertubagdo na Lagrangiana, invalidando
assim, o formalismo do MPE. Por conta disso, definem-se os referenciais concordantes como
sendo os referenciais onde os coeficientes de quebra possuem valores pequenos. Logo, sdo os

referenciais adequados para o formalismo do MPE. E um fato experimental que, se houver

16 Em coordenadas esféricas, colatitude é o angulo complementar da latitude.
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Figura 15 — Referencial centrado no Sol

violagdes da simetria de Lorentz, estas devem ser pequenas, pois, até o0 momento, nao se tém
evidéncias da violacdo dessa simetria fundamental. A terra é, portanto, um desses referencias

concordantes.
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3 Aspectos Classicos do Setor de
Fotons do Modelo Padrao Estendido

Neste capitulo, trataremos sobre o setor de fétons do MPE minimo. Comegaremos
discutindo a Lagrangiana e as equacdes de movimento da teoria. Notaremos que, apesar do
eletromagnetismo usual ser modificado pelo tensor de quebra x,,,,, ainda € possivel obter
equacoes de Maxwell andlogas ao caso de um eletromagnetismo em meios materiais, com
auxilio dos campos D e H convenientemente definidos. Comentaremos também sobre as
modificagdes do tensor energia-momento do campo eletromagnético induzidas pelo tensor de
quebra e observaremos que o tensor energia-momento eletromagnético ndo pode ser simetrizado
completamente. Uma expressao para o vetor de Poynting serd obtida, além da densidade de
energia e tensor das tensdes. Por fim, discutiremos sobre algumas propriedades das solugdes das
equacdes de movimento e a propagacdo de ondas, ilustrando novos efeitos que sdo permitidos

quando supomos violagdes da simetria de Lorentz.

3.1 Lagrangiana, Equacdes de Campo e Solucdes

Estamos interessados aqui em investigar o setor eletromagnético do MPE. Como mencio-
namos no capitulo anterior, o setor eletromagnético do MPE se propde a estender a eletrodina-
mica usual descrita pela Lagrangiana de Maxwell, brevemente comentada no primeiro capitulo
deste trabalho. Uma extensdo ndo-invariante de Lorentz do eletromagnetismo supde pequenos
desvios da simetria de Lorentz. Desvios estes que podem ser interpretados fisicamente como
um campo de fundo fixo, presente em qualquer ponto do espago-tempo que quebra a invariancia
de Lorentz no referencial da particula, introduzindo dire¢Oes privilegiadas no espaco-tempo,

causando assim, uma anisotropia espago-temporal.

Vamos nos concentrar em analisar as propriedades mais imediatas para uma eletrodina-

mica ndo-invariante de Lorentz, nos restringindo apenas a parte CPT-par da teoria, ou seja,
"
(/i A F) =0.

A ac¢do que descreve esse modelo é:

1
S = —Z /d4x (,r]/,j,pnllo' + Hul/pg) F,LLVFPO" (3.1)

onde F" = 9" AV — §” A* é o tensor do campo eletromagnético. O campo £**°* é um tensor de

fundo' que possui as mesmas simetrias do tensor de Riemann,

KHVPO — VPO poHY _K,;wop7 (32)

' A simetria do tensor de fundo é a mesma do produto F* 77,
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Além de satisfazer a identidade de Bianchi e duplo trago nulo,

K;,u,ypa + H,LLpUl/ + KV.HUVP — 0’ (33)

Ky = 0. (3.4)

A identidade de Bianchi (3.3) é imposta para evitar contribui¢des proporcionais a €***? e ndo
estd relacionada com a geometria do espaco-tempo [19]. As simetrias(3.2),(3.3) e (3.4), do
objeto k"7, parametrizam 19 componentes independentes que sdo responsdveis pela quebra da
simetria de Lorentz perante transformacdes de particula. As equagdes de campo sdo obtidas pelo

principio variacional

08 =0. (3.5)
Assim, para variagdes arbitrarias do campo A, temos
1
38 = =5 [ A0 (e + ) 5 (PP, (3.6)

59 L%ﬁ*@@#+%@m—@WWWM+@WWWMMN 3.7)

A partir das propriedades do tensor de fundo e usando (3.5) podemos reescrever a equacgao acima

como,
—0, (0, A" — 0" Ay) — 0° (Kpuwpe 0" A" + KppuoO"' AY + Kpe 0t AY) = 0. (3.8)
Note que k0’0" A” = 0, 0 que nos leva imediatamente para as equacdes de movimento
O + Ko pp O FM = 0. (3.9)

A equacido acima estende a eletrodindmica Maxwelliana e é recuperada simplesmente fazendo os
coeficientes k,,,, = 0. Note também que a equagdo (3.9), assim como o eletromagnetismo de
Maxwell, € linear em F),, e, consequentemente, nos campos E e B. A defini¢do usual do tensor

eletromagnético £, implica uma ndo-mudanca nas equagdes homogéneas

9, Fm =0, (3.10)

7z

onde F* & o tensor dual.

Observe ainda que a equagdo de movimento (3.9) € invariante perante transformagoes de
Ilgaugell
1
AF — AF = AP+ ZOFA, (3.11)
q

pois, assim como a Lagrangiana, a equagao (3.9) depende apenas do termo F*¥ que é, por sua

vez, invariante de "gauge".

A equagdo de movimento (3.9) descreve a dindmica do campo eletromagnético modifica-
do na auséncia de fontes. Podemos ainda acoplar uma contribui¢do de corrente na agéo (3.1),

somando o termo de fonte
A%m:—/AUﬂ%, (3.12)
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onde J? = (p,j) é a 4-corrente. Realizando os mesmos célculos anteriores, é facil obter as

equagdes de movimento para a acao total

1
Stotal = _Z /d4l’ (n,upnz/o + "i,uzzpo) Frpee + Sfonte- (313)
Como resultado, temos as equacdes de campo ndo homogéneas
O + Ko pp O FM = J,. (3.14)

A conservacgdo da corrente pode ser derivada imediatamente da equacdo acima, tomando a
4-divergéncia. Temos,
070, F " + Kopu0°OPFH = 07 J,. (3.15)

No primeiro termo do lado esquerdo, temos um operador diferencial simétrico, 9°0,,, acoplado
ao tensor antissimétrico, o que gera resultado nulo. Da mesma forma, no segundo termo, 9°0”
estd acoplado ao tensor k.., antissimétrico nesses dois indices. Isso nos leva a conservagado da
corrente

0°J, = 0. (3.16)

Podemos verificar ainda como as equacdes de Maxwell, explicitamente em termos dos
campos, sdo modificadas pelos coeficientes de violag@o K, . A lei de Gauss € obtida escolhendo

o = 0. Temos

(%Fio + /iowl,ﬁiF’“’ = O,
al'FiO + ZKOinaiFOj + /i()ijkaiij = 0.

O tensor eletromagnético se relaciona com os campos de tal modo que, F% = —E' e Fik =

—e/M B! Entdo, a equacdo acima se reduz a:
GlEl — QROZ'OjaiEj — KOijkEjklaiBl = 0. (318)

E comum definirmos as seguintes parametriza¢cdes matriciais [67]:

—2K0i0j = (KED)Z-J-, (3.19a)
1
—Koijk = §€jkl (kDB)j » (3.19b)
1.
Fipars = €M1 (Kap) (3.19¢)

de modo que a equacdo (3.18) assume a forma:
O;E' + (kpp); O'E + %ejkmej’“ (kpB),,, O'B" =0, (3.20)
O;E' + (kpp);; "B’ + (kpp)y 0'B' = 0. (3.21)
Em notacdo vetorial explicita, temos a seguinte lei de Gauss modificada,

—V'E:V'KED'E+V'KDB~B. (322)
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A fim de escrever as equagdes de Maxwell de forma familiar, ¢ comum definirmos os campos

auxiliares:
D = (1+KED) -E+ kpp - B, (3.23)
H = (l—FIiHB)'B—IiDB'E. (324)
A lei de Gauss se torna entao,
V-D=0. (3.25)

A lei de Ampere-Maxwell é obtida tomando o = i em (3.9). Temos entao,
—0,F" + Kipu 0" F* = 0. (3.26)

Usando as definigdes (3.19a), (3.19b), (3.19¢) e realizando célculos semelhantes, temos, de

maneira analoga, a lei de Ampere-Maxwell modificada:
V xH—-0yD =0. (3.27)

As equagdes de Maxwell modificadas sao reescritas de forma semelhante as equagoes de Maxwell

em um meio material. Logo,

V-D =0, (3.28a)
V xH—-0,D =0, (3.28b)
V-B =0, (3.28¢)
V xE+ 9B =0. (3.28d)

Por fim, observe que, na auséncia de fontes, o conjunto de equagdes de campo (3.28a) e (3.28¢)

possui uma simetria perante as seguintes transformacoes:

D — 4B, (3.29)
H — FE. (3.30)

3.2 Leis de conservacgao

As descricdes Lagrangiana e Hamiltoniana da dindmica, indispensdveis em teoria de
campos, sdo de muita utilidade na andlise das simetrias presentes em um sistema fisico. A
passagem da formulagdo Lagrangiana para Hamiltoniana se faz mediante a definicdo do momento

conjugado
oL

9g;
O Hamiltoniano para um conjunto discreto de particulas € definido como:

Di (3.31)

H=> pi—L. (3.32)
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No caso de um sistema fisico, composto por um nimero infinito de graus de liberdade, é
conveniente definir uma densidade de Hamiltoniana, de tal maneira que a sua integral, em todo
espaco, seja idéntica a Hamiltoniana total. Para o campo elétromagnético, a posi¢ao e € momento

generalizados assumem a seguinte correspondéncia continua:

g — AN (x),
oL

po = @)= G Ay

de tal maneira que a densidade de Hamiltoniana para o campo elétromagnético é obtida de

(3.32).
B oL s
H=) oo A — £ (3.33)

Como dito no primeiro capitulo deste trabalho, a Hamiltoniana € identificada como a componente

puramente temporal do fensor energia-momento canonico

oL
af B AN - af
T = EIEW) (8(114)\)8 AN =L, (3.34)

onde a componente puramente temporal € identificada como a densidade de hamiltoniano. O
tensor candnico, para o campo eletromagnético estendido pelo termo de violagdo CPT-par, foi

calculado no Apéndice B.1, sendo dado por
T = 7 F\,0° A — k), F*0° A — L. (3.35)

Esse objeto apresenta alguns problemas, como a ndo-simetria de indices «/3, além de nao
ser explicitamente invariante perante transformagdes de calibre. Contudo, o tensor de energia-
momento do campo pode ser redefinido [68] na forma de um objeto parcialmente simétrico®. O

célculo explicito (vide apéndice B.2) tem como resultado a expressao:
1 1
0% = —FF 4 Znaﬁ FME,, — k" FO R, + Znaﬂffb,wp(,FWFW. (3.36)

Observe que ©%° ¢ definido de tal maneira que a sua 4-divergéncia & identicamente nula e,

portanto, satisfaz uma equacdo de continuidade, ou seja,
9,07 = 0. (3.37)

Observe que termo x**** P, F,, garante que o tensor resultante em (3.36) seja parcialmente
simétrico. E comum o tensor energia-momento nio ser totalmente simétrico, no contexto do
MPE [19], voltaremos com essa questdo mais adiante. Por enquanto, vamos nos concentrar em
calcular as componentes do tensor e observar como elas se diferenciam do tensor eletromagnético

usual de Maxwell. A componente puramente temporal, ou seja, a densidade de Hamiltoniana é

1 1
@00 = —FOAFO)\ + ZFMVFMV - HMVOAFO/\FMV + Z"{,uypoFupro—- (338)

2 Nio é possivel simetrizar totalmente o tensor.
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Reescrevendo em termos dos campos elétricos e magnéticos,
00 | 2 005 1 7] Okij ijl Rl ik 0ijk _jkm pm i 1 ijkl ijm _klp pm pp
© =§(E+B)—/<; E'E’ + 77" B'E" — k%€ BE+ZH eIme"P B BP
os termos cruzados nos campos se cancelam, resultando em

@00 _ 5 (EQ + B2) . HOlOJElE] + ZI{uklEz]me.’clmeBp‘ (339)

Usando as defini¢oes (3.19a), (3.190) e (3.19¢), temos

1 1
Qo _ (E2—|-BQ)+§E‘HED‘E+§B'KHB'B' (3.40)

N —

Note que a densidade de energia € sempre positiva, desde que os coeficientes de violagdo que
compdem as matrizes Kgp € Kyp Sejam muito pequenos. Dessa forma, os coeficientes nao

induzem instabilidade na teoria.

Por fim, podemos reescrever a densidade de energia acima de uma forma muito mais

familiar. Para isso, observe que, através de (3.23) e (3.24), temos

RED'E:D—E—KDB'B, (3413)
I{)HB-B:H—B+I€DB'E, (341]3)

que substituido na equacéo (3.40), resulta em

@00:%(E-D+B-H). (3.42)

A expressdo acima, para a densidade de energia do campo eletromagnético, costumeiramente
denotada por u, € similar a densidade de energia do campo eletromagnético na presenca de um
meio material. J4 observamos essa semelhanca desde a se¢do passada, quando reescrevemos as

equagdes de campo.

A componente O ¢ identificada como sendo a densidade de fluxo de energia ou,

simplesmente, como generalizacdo do vetor de Poynting ¢° = O™, onde
O = —FF°\ — k" FO\F,. (3.43)

Podemos reescrever a equacdo acima explicitamente em termos dos campos auxiliares. Os

célculos em detalhes se encontram no Apéndice (B.5). Como resultado temos,
g=E x H. (3.44)

O setor temporal da equagdo de conservacédo (3.37) toma a seguinte forma usual:

ou
Cyv.g= 4
5 + g =0, (3.45)
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com u = ©. A conservagio explicita da energia pode ser derivada da equacdo acima. Tomando

a integral sobre todo o espac¢o 3-dimensional,

(2 v.s) =
/dx(&+W7S)—O (3.46)

Por meio do teorema de Gauss € possivel mostrar que o termo com a divergéncia vai a zero
para campos localizados, nos entregando assim a conservacdo da energia total do campo

eletromagnético Ecampo = | ud®z. Temos

0
— Feampo = — -dS =0, 47
6t camp /S S 0 (3 )

Ecampo = const.

Voltemos agora a questao da assimetria no tensor (3.36). Essa caracteristica nos leva a
uma possivel ambiguidade na defini¢do da densidade de momento do campo. O vetor (3.44)
pode ser identificado como o vetor de Poynting generalizado. Contudo, ©° # %, O vetor de
Poynting, costumeiramente relacionado com a quantidade de momento que o campo carrega,
deve ser interpretado como o vetor densidade de fluxo de energia. A densidade de momento deve

ser identificada como a parte espacial da equagdo de continuidade (3.37), ou seja,
0% + 9,07 = 0. (3.48)

Apesar de ser diferente do vetor de Poynting, a densidade de momento do campo tem uma forma
semelhante ao momento de Minkowski*[69], g);. O célculo estd explicito no Apéndice B.4 e,
como resultado, temos

0% = (D x B)', (3.49)

ou seja,
g =D x B. (3.50)

O setor espacial, ©%, que compde a equagio (3.48), faz o papel de tensor de tensdes e é dado
4

por
0Y = % (E'E’ + B'B’) — D'E’ — B'HY + ééijx 3.51)
[E-(1+4kpp) - E+B- (1 + 4kpy) - B]. '
Podemos representar o tensor O%° como uma matriz 4 x 4,
T
SR L (3.52)
gu ©OY

3 Existe um impasse conhecido como dilema de Abraham-Minkowski, o qual discute a ambiguidade na definicio

do momento do campo em um meio material.
40 6% ¢ o delta de Kronecker definido por

5 = l,sei =3
Y 0,sei# g
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onde o sobrescrito 7' denota o vetor g transposto.

Note que, no limite onde os coeficientes de violagdes K, — 0, temos D — E ¢
H — B e, portanto,
lim gy = lim g=ExB, (3.53)

K//,Ll/po'*)(] K#]jpo")o

o que resulta nas expressdes usuais para a eletrodinamica no vicuo, ou seja,

L(E? + B? E x B)"
im oo — (2B B ) g (3.54)
Fuvpo—0 E xB —}l [EZEJ + B'B’ — %5” (E? + BQ)]
Quando introduzimos uma distribui¢do localizada de cargas e correntes interagindo com

0 campo, quebramos a invariancia translacional do sistema. Esse acoplamento leva a equacao

(3.37) a assumir a seguinte forma
0,0 = —FPA ]\, (3.55)

onde J, € a 4-corrente. O termo que quebra a conservagdo € identificado como densidade de
forca f# = FP*J,, ou densidade de forca de Lorentz.

3.3 Solucbes da equacao de movimento e propagacao de
ondas

Até aqui mencionamos como o campo de fundo, responsdvel pela quebra da invariancia
de Lorentz, altera as equagdes de movimento e as leis de conservacdo do eletromagnetismo.
Além disso, observamos varias semelhancas entre a eletrodindmica ndo-invariante de Lorentz e
uma eletrodindmica em um meio material. Vamos nos concentrar agora em estudar propriedades
das solugdes da equagdo de movimento e a propagacdo das ondas eletromagnéticas em presenca

de anisotropias espaco-temporais, descritas pelo tensor r,,, o

As equagdes de movimento, longe das fontes e em notagdo covariante (vide equacdes
(3.9), (3.10)),

O F "+ Fogpu P FM = 0, (3.56)
0, F" =0, (3.57)

podem ser reesccritas em termos do campo A*. Em particular, a equagdo ndo-homogénea assume
a forma,
0,0, A" — A, + 2K,,,0° 0" A” = 0,

ou ainda,
050, A" — 1, A" — 2K,,,,,,0°0" A* = 0. (3.58)
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Podemos definir o operador diferencial simétrico Oy, = 9,0, — Nopd — 26,0,0°0" para
reescrever (3.58) de forma sucinta:
O™ A, =0. (3.59)

Vamos recorrer a uma expansao na base de ondas planas para o campo A,,, a fim de transformar

a equacdo diferencial em uma equacgdo algébrica,

A, (x) =€, (p)exp (—ipaz®), (3.60)

onde p* = (p°, p) pode ser identificado como o 4-vetor de onda de um modo normal de vibragio®.

Vale a correspondéncia 0, — —ip,. Entdo, (3.59) se reescreve como

(=p"p” + 0" p* + 26 Ppapg) A, = 0, (3.61)
ou ainda,
0™ (p) A, =0, (3.62)
com,
0" (p) = (77””]92 — php” — Q’fmﬂypapg) ‘ (3.63)

Note que, no limite x**#” — 0, temos de volta a matriz do caso Maxweliano usual.

A matriz O™ (p) € singular gragas a simetria de calibre, que ainda € uma caracteristica
para a extensdo ndo-invariante de Lorentz da eletrodindmica. Deve-se entdo fixar o "gauge", para

que o conjunto de equagdes (3.62) possa revelar solugdes diferentes da trivial, com a condigdo,
det O (p) =0, (3.64)

onde O’ (p) é a matriz com o calibre fixado.

Diferentemente da eletrodindmica usual, a escolha de diferentes calibres para a matriz
que compde (3.64) ndo resulta em situagdes equivalentes. Por exemplo, é de conhecimento
geral que, quando "% — 0, o calibre de Coulomb, caracterizado pela escolha de vinculo
V - A = 0, é equivalente ao calibre temporal A° = 0 [68]. Quando efeitos de violagdes da
simetria de Lorentz sdo incluidos, o calibre de Coulomb admite solu¢des ndo triviais para A°[19],
evidenciando a ndo-equivaléncia entre os varios calibres na situagdo de violagdes da simetria de

Lorentz .

Podemos escolher o calibre temporal para ilustrar efetivamente o processo de obtengdo
das relacodes de dispersdo. No calibre temporal, eliminamos imediatamente o grau de liberdade

A° (), do campo de calibre, com a escolha:

A=l / A% (¢ x)dt. (3.65)
q

> A frequéncia w e o vetor p sdo associados 4 onda eletromagnética, porém, sdo diferentes da energia e momento

obtidos pelo tensor energia-momento, que sdo associados ao campo proprio.
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Isso resulta em um subconjunto de 4 equacdes de (3.62). Escrevendo O’ (p), de maneira
expliicita, temos:
("p* = PP = 25" paps) A; = 0. (3.66)

A fim de simplificar os calculos, podemos escolher um sistema de referéncia onde o 4-momento

tem a forma p* = (w, 0,0, |q|) . Nesse referencial, temos O’ (p), explicitamente,

0 _Klﬂ —IC20 - ‘CI| w — ]C:%O
. 0 _p2 _ ICH _,C21 _}C31
Ot @) =1, i P e : (3.67)
0 —|q|w—lC13 —IC23 _p2_|q| —IC33

onde K = 2k p,ps.

A imposicao de solugdes diferentes da trivial para (3.66) implica em relagdes do tipo w =
w (|q] ; k), as quais sdo identificadas como as relagdes de dispersdo modificadas pelos coeficientes
de violagio. E claro que a relacdo de dispersio, que serd obtida a partir do procedimento aqui
descrito, s6 vale para o referencial onde p* = (w, 0,0, |q|). Contudo, é possivel obter a relagdo

de dispersdo completa através de argumentos de simetria.

Um pequeno exemplo: Violagéo vetorial

Até aqui estudamos aspectos gerais do eletromagnetismo ndo-invariante de Lorentz, sem
nos preocuparmos em particularizar os varios tipos de violacdo que esse modelo comporta. A fim
de demonstrar como o campo de fundo pode induzir novos efeitos para uma onda eletromagnética
no vacuo, podemos considerar um tipo especifico de violagcdo, onde o tensor x***? possui todas

as componentes nulas, exceto as que compdem o tensor

1
Koioj = 5 (F&ED)ij . (3.68)

Vamos ainda parametrizar esse tensor por um unico vetor v, de tal maneira que,
(KED); = ivj.

Fisicamente, o vetor v € um campo de fundo responsdvel pela quebra da simetria de Lorentz
frente as transformacoes de particula. A Lagrangiana para essa violagdo vetorial pode ser obtida

facilmente e pode ser escrita em termos dos campos da seguinte forma,

L= (E? - B?) - % (v-E)?. (3.69)

As equacdes de movimento ndo homogéneas, por sua vez, podem ser obtidas diretamente
de (3.28a),

V-E4+v-V(v-E)
VXB—atE—Vat(VE)

0, (3.70)
0. (3.71)
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Essas equacdes, juntamente com as equacdes homogéneas, descrevem a eletrodindmica nao-
invariante de Lorentz, para o tipo de violagdo vetorial considerada. E possivel obter as esquacdes
de onda correspondentes para essa eletrodindmica e obter dois modos distintos de propagacdo. O

primeiro, satisfaz a relacdo de dispersao usual
w =k,

onde w e £ sdo a frequéncia da onda eletromagnética e o médulo do vetor de onda respectivamente.
Contudo, se observa que além da relacio de dispersdo usual existe um modo de propagacio que

satisfaz uma relacdo de dispersdao modificada pelo vetor v, dada por

(V><k)2‘

w— k= —
1+ v2

(3.72)

Essarelacdo de dispersdo é consequéncia direta da presenca da anisotropia espacial parametrizada
por v. Note que esse efeito desaparece caso a onda se propague na mesma dire¢do de v e é

maximo quando v € perpendicular a k.
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4 Decaimento de fotons no MPE

Neste capitulo, vamos discutir sobre a estabilidade do f6ton em teorias que violam a
simetria de Lorentz. Inicialmente, vamos introduzir um tipo particular de eletromagnetismo nao-
invariante, conhecido na literatura como eletrodinamica isotrépica. Discutimos primeiramente
caracteristicas cldssicas do modelo, acdo, Lagrangiana, equacdes de movimento e equacdes de
ondas. Obtemos solucdes gerais para a equagao de onda modificada, assim como as relagdes de
dispersao para o modelo. A interpretacdo quantica da eletrodinamica isotrépica € analisada e
obtemos expressoes para os vetores de polarizacdo. A estabilidade do féton € investigada nesse
modelo e no contexto da QED-modificada. Verificamos a existéncia de uma energia minima para
o decaimento do f6ton ocorrer. Taxa de decaimento parcial e total sdo alcancadas, assim como o

angulo entre as particulas emergentes.

4.1 Eletromagnetismo Isotrépico

No modelo padrio das intera¢des fundamentais, o féton é considerado uma particula
estdvel e fundamental, ou seja, qualquer tipo de decaimento de um Unico féton em outras
particulas, com massa ndo nula, € estritamente proibido. Esse fato foi mencionado no primeiro
capitulo deste trabalho. A principal razdo do féton se manter estavel € a conservacao da energia-
momento e a simetria de Lorentz. Essa simetria, considerada fundamental para o MP, implica

em relacOes de dispersdao usuais para particulas de massa nula,
E, =p, 4.1)
assim como para particulas massivas

E L =+/p?>+m2 4.2)

Se o féton decair em outras particulas, como um par eletron-pdsitron, a conservacdo da energia e

momento do sistema implicard nas igualdades

E,=FE. + E.+. (4.3a)
Py = Pe- T Pt (4.3b)
Esse sistema de equagdes ndo possui solucdo diferente da trivial, como mostrado no capitulo

inicial desta dissertacdo. Em outras palavras, o decaimento de um féton em um par elétron-

pésitron, v — e~ e™, é proibido.

Esse é o cénario quando tratamos do decaimento de fétons na fisica do MP. Contudo,

esse trabalho tem como um dos principais objetivos analisar teorias de campo onde a simetria de
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Lorentz € violada, considerando efeitos de fisica além do MP. Uma série de efeitos ndo usuais
emergem da ndo-invariancia de Lorentz, como consequéncia das novas relacdes de dispersao
do féton. Além da relacdao de dispersdo usual, uma teoria ndo-invariante de Lorentz possui
relagcdes de dispersao extraordindrias, que modificam a cinemadtica do campo eletromagnético e
solugdes nao triviais para o sistema formado por (4.3a) e (4.3b) podem ser consideradas, abrindo

possibilidade para um possivel efeito de ndo estabilidade do féton.

4.1.1 Aspectos classicos

O setor de fotons CPT-par do MPE descrito pela lagrangiana,

1 1
_ZFWFW — —Kuppe FMFP7 4.4)

L= 1

¢ bastante geral. Tal setor parametriza 19 coeficientes independentes que quebram a simetria
de Lorentz. Vamos nos concentrar em um tipo particular de eletrodindmica nao-invariante de
Lorentz, o caso onde a violagao € dita isotrépica. Esse modelo € descrito por um tinico parametro.

Comecemos considerando o Ansatz ndo-birrefringente! [67] para o tensor de quebra,

1

’i,ul/po - 5 (n,up’fucr - nlu,a"izzp - nup’f,u,a + nuaﬂyp) 9 (45)

onde £, € um tensor de fundo constante que parametriza as componentes ndo-birrefringentes
do tensor £,,,. Note que a antissimetria nos pares (u,v) e (p,0) do tensor (kr),,,, €
imediatamente satisfeita pelo Ansatz (4.5). A simetria na troca dos indices v — po é preservada

pelo Ansatz acima, quando impomos «,,,, simétrico,
Ruy = Ryy- (46)

De forma semelhante, a condi¢do de duplo trago nulo do tensor (K r) impde que o traco do

v po
tensor r,,, seja nulo,

K = 0. 4.7)

Consequentemente, 0 tensor +,, parametriza 9 componentes independentes do tensor (K x),,, ,, -

E conhecido como setor isotropico o referencial onde o tensor x,,, toma a forma diagonal
e todos os coeficientes tipo-espago sdao iguais. Os coeficientes da diagonal principal tém a

seguinte forma
Koo 0 0 0
0 3 0 0
Ky = oo/ . (4.8)
0 0 Koo / 3 0

0 0 0 /€00/3

' O fendmeno da birrefringéncia do vdcuo é uma das caracteristicas marcantes de teorias que violam a simetria

de Lorentz. No entanto, vamos nos concentrar em um modelo mais simples de teorias com quebra de Lorentz,
desconsiderando assim, os termos que geram a birrefringéncia.



Capitulo 4. Decaimento de fotons no MPE 57

A Lagrangiana que descreve a eletrodindmica isotrépica pode ser obtida diretamente pela

substitui¢do do Ansatz (4.5) em (4.4), resultando em:

1 1
L=— ZFW/FNV - g ('%VUFMVFMU - KVpFMVFp,u - KZMJFMVF,,U + HMPFMVFPV) .

Explorando a antissimetria do tensor F'** podemos reescrever a Lagrangiana acima como:

1 1
L=~ F"Fuy— sheF"E,. 4.9)

Quando x,, toma a forma (4.8) temos a Lagrangiana que descreve a eletrodindmica isotropica,
L:,.. E conveniente obter L, explicitamente em termos dos campos fisicos. O primeiro termo

em (4.9) ndo é nada além da contribui¢ao de Maxwell,
EMaxwell =

(E2 - B?) .

1
2
A contribuicao ndo-invariante de Lorentz, em (4.9), pode ser escrita como:

1 1 o1 o1 o
Ly = __'%VUFMVFMU = —kol'E" — —l-’iijEZE] + —liijékzmekjanBn,
2 2 2 2
ou ainda,
Loy = % (E2 +B?). (4.10)

A Lagrangiana que descreve a eletrodindmica isotropica €, portanto,

1 2 1 2
£’~‘itr = 5 (1 + 5/{00) E2 — 5 (]_ - glioo) BQ.

Note que a simples mudancga,

B* — (1 — &) B?, (4.11a)
E? = (1 + &) E?, (4.11b)

na acdo usual da eletrodindmica, nos leva a acdo para a eletrodindmica isotrépica, com %&;, =

2
3 Koo-

S = /% [(1+ Ry) E* — (1 — Ryy) B?] d'z (4.12)

A acdo (4.12) é invariante por translagdes e rotagdes. No entanto, apenas no referencial
privilegiado, onde r,,, toma a forma diagonal dada por (4.8). Em qualquer outro referencial, a
invariancia rotacional ndo é valida. Todavia, a invariancia translacional continua valida, pois, o

coeficiente de controle ~, ndo depende das coordenadas espago-temporais.

2 E comum, na literatura, denotarmos por Ky, o coeficiente de violagdo isotrépica [70, 71].



Capitulo 4. Decaimento de fotons no MPE 58

As equacdes de movimento sdo facilmente obtidas usando as substituicdes E —

(1+ Fy) Ee B — (1 — Ry,) B nas equagdes ndo-homogéneas. As equagdes de Maxwell sdo,

portanto,
(14 Fx) V-E=p, (4.13a)
(14 &y) OE+ (1 —Fy) V x B =j, (4.13b)
VxE+0,B=0, (4.13¢)
V-B=0. (4.13d)

Podemos ainda mostrar que os campos elétricos e magnéticos satisfazem equacgdes de onda. Por

exemplo, tomando o rotacional na lei de Faraday (4.13c),

VxVXE+09VxB=0. (4.14)
Usando a lei de Gauss e a lei de Ampere-Maxwell modificadas, obtemos uma equacao de onda
para o campo elétrico,

V2E (x,t) — (1 i ’“) O’E (x,t) = 0. (4.15)

— Rtr

Expandindo o campo elétrico na base de Fourier,
E(xt)= / E (k,w) e kx-wt g3k (4.16)

valem as correspondéncias V — —ik, 0, — iw, de modo que a equagao (4.15) fornece:

— Kir

1+ Ry, ~
(—k2 + i—’ftcﬂ) E (k, Ld) = 0.

A equagdo acima implica na seguinte relacdo de dispersdo modificada para o eletromagnetismo

isotrépico:
I+ K
k2= TR 4.17)
1— Rtr
ou seja,
1- ';%tr
k) = k|. 4.18
() =\ T K @18)

No referencial isotrépico, a relacdo de dispersdao ndao depende da direcao de propagacdo e a

frequéncia depende apenas do médulo do vetor k.

As velocidades de fase e de grupo para ondas que se propagam com a relacdo de dispersao

(4.18) sdo iguais e, portanto, ndo hd dispersdo °.

w (k) 1-— '%tr
= = 4.1
vil = = Vi (4.19)

(4.20)
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Figura 16 — Cone de Luz no referencial isotrépico

t

futuro Es= 1]

> X1

Passado

Na figura estd indicada a modifica¢@o no cone de luz no espago de posi¢do quando K¢, < 0. Nesse caso, o cone é
mais aberto e a velocidade de propagacao do f6ton é maior que velocidade padrdo c, ainda que de maneira bem stitil.

A dependéncia das velocidades de grupo e de fase, em termos de <y,, sugere que medidas de alta
precisdo da velocidade da luz podem, em principio, ser usadas para conseguir limites superiores

para o parametro Ky;.

Uma expansao perturbativa pode ser obtida para a velocidade de grupo,
)

Wd:c(l—ku+%¥+0(@g>, (4.21)

onde escrevemos c explicitamente. Note que se Ky, > 0, problemas de ndo-causalidade sao
evitados, pois, vale ainda |v,| < ¢. O caso ki, < 0 é um pouco mais delicado, pois, para esse
caso, terfamos |v,| > ¢ no vdcuo. Em principio, isso poderia nos conduzir a problemas de

ndo-causalidade. No entanto, esse problema pode ser evitado redefinindo-se a velocidade da luz,

1— "%tr
_— 4.22
Vit (4.22)

Com a redefini¢do (4.22) temos uma modificagdo no cone de luz (Figura 16), ou seja, um sinal

¢

eletromagnético viaja com uma velocidade maior que a velocidade limite, c, que uma particula
massiva pode ter. Além disso, uma outra particula de massa nula, diferente do f6ton, terd ainda

velocidade c e, portanto, terd um cone de luz diferente (Figura 16).

Em suma, para a eletrodindmica isotropica, com —1 < &y, < 0, uma distin¢ao entre a

velocidade de propagacdo da onda, ¢, e a velocidade limite de uma particula massiva, ¢, nos livra
3

O fendmeno da dispersao é muito comum em meios materias. Quando se supde violagdes da simetria de Lorentz,
a dispersdo pode ocorrer no vacuo [72]. No entanto, o modelo isotrépico da eletrodindmica ndo possui esta
propriedade, uma vez que o coeficiente tem dimensao de massa igual a zero.
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de problemas de nao-causalidade [70, 73]. A nivel quantico, ndo temos tais problemas também.
A microcausalidade € garantida no setor fotonico isotropico, uma vez que podemos sempre
redefinir a velocidade da luz. Isso significa que dois operadores de campo, avaliados em lugares
diferentes, comutam entre si, quando os pontos do espago-tempo ndo podem ser conectados por

um sinal de luz modificada ou um sinal propagando com uma velocidade menor [74].

4.1.2 Aspectos Quanticos

As equagdes de Maxwell representam uma descri¢c@o cldssica completa dos campos
elétricos e magnéticos. No entanto, quando tratamos de efeitos em niveis microscopicos,
devemos levar em consideracdo o cariter quantico da radiacdo. A quantizagdo do campo
eletromagnético € um procedimento complicado e seu tratamento completo é extensamente
discutido em varios textos [75, 76, 77]. Aqui, comentaremos brevemente sobre a quantiza¢ao
do campo eletromagnético isotropico, com o intuito de alcancar o conceito de féton modificado,
o quantum do campo eletromagnético isotrépico. Primeiramente, revisaremos as equagdes de

Maxwell em termos dos potenciais.

Os potenciais eletromagnéticos sao considerados apenas como campos auxiliares que
ajudam na descricdo tedrica dos campos elétricos e magnéticos. No entanto, em nivel quantico, a
situacdo se torna diferente. O potencial vetor tem um papel fundamental no efeito Aharanov-
Bohm [78], por exemplo. O préprio procedimento de quantizagio € realizado nos potenciais A*.
Dessa forma, a propriedade de invariancia de calibre se torna fundamental na discussdo em nivel
quantico. As equacdes de Maxwell modificadas pelo coeficiente de controle isotrépico, escritas

em termos dos potenciais, sao:

2 Ay =" 42
V0 + 9, (V- A) e (4.23)
1 1 '
~VPA+ SRA+Y (V A+ ﬁatcb) == J/% . 4.24)
- Pvtr

Essas equagdes diferenciais acopladas sdo invariantes por transformacdes de calibre,

D = — A, (4.25)
A— A=A+ VA. (4.26)

Em particular, na auséncia de fontes, o calibre de Coulomb,
V- A =0, 4.27)
nos leva a,

V2 = 0, (4.28)

1 1
—V2A+?8EA — —6—28N<I>. (4.29)
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Esse sistema admite solugdo & = 0 e, portanto, o campo eletromagnético € inteiramente

determinado pela equagdo de onda modificada para o potencial vetor,

1
SPA — VA 0. (4.30)
c
Os campos fisicos sdo dados por,
E= 0A (4.31)
ot '
B=VxA. (4.32)

Note que devido a escolha (4.27), o campo A € transverso e, portanto, possui dois graus de
liberdade associados a polarizacdo da onda eletromagnética. A solugdo geral para a equacao
(4.30) é dada por:

d*k
(27‘[‘ ) vV 2wk

onde A (k) é alguma funcdo real no espago de Fourier e wy é dado pela equacdo (4.18) . Vamos

A (k) eliloxiad), (4.33)

empregar a quantizacdo candnica no campo eletromagnético. Tal procedimento requer o uso
do 4-momento associado ao campo A*. O 4-momento da eletrodindmica isotrépica pode ser

calculado usando a Lagrangiana modificada,

1 Ftr
Lr, =5 (E* =B+ % (E2+ B?). (4.34)
Seu momento conjugado € dado por:
0Lz,

Entdo, as componentes do 4-momento conjugado sao:

7o (z) = 0, (4.36)

Note que a quantiza¢io candnica* ndo pode ser empregada diretamente sobre as componentes de

A*_assim como o caso invariante de Lorentz, pois, a relagdo de comutagdo para a componente
temporal,
[Ao (x,t0) , 70 (x,t0)] , (4.38)

€ identicamente zero. Esse problema, assim como o caso usual, pode ser contornado de vdrias

formas [75]. Aqui, vamos assumir o calibre de Coulomb,

V-A=0,

4 A quantizagdio candnica se baseia na promocio das fungdes cldssicas 4 operadores que agem em um espaco de

Hilbert. Estes operadores devem satisfazer relagdes de comutaciao andlogas aquelas da mecénica quéntica de
uma Unica particula.
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e realizar a quantizagdo em tal calibre. A relagdo de comutag@o (4.38) ndo € mais um problema
quando fixamos o calibre de Coulomb, pois, eliminamos a componente A, e a longitudinal do

4-potencial, restando apenas dois graus de liberdade.

As relagdes de comutagdo, em tempos iguais, para as componentes fisicas do campo

eletromagnético isotrépico, sdao

i

[Ai Geto) (o)) = =705 (x = y) (4.39)

[Ai (x,t0) , Aj (y:t0)] = [Ei (x,t0) , Ej (y,t0)] = 0, (4.40)

onde (53 (x —y) é a fungdo delta transversa’. Essa fun¢@o possui a seguinte representagio no

espaco de Fourier:

. K kik;
ot (X—y):/Wek( y) (@»j— k;). (4.41)

Algumas propriedades dessa funcdo podem ser encontradas em [75].

A equacdo de movimento para o operador do campo eletromagnético, no calibre de
Coulomb, é idéntica a equacdo cldssica dada por (4.30). A solugdo geral, em termos de uma
expansdo em ondas planas, é dada por(4.33). A restri¢do de Coulomb mostra, facilmente, que

A (k) deve satisfazer a condi¢ao de transversalidade,
A (k) -k =0, (4.42)

que significa que A (k) é perpendicular a direcéo de propagac¢do do movimento. Podemos entéo

escrever A (k) como uma combinagcio linear de dois vetores ortogonais €(:
e . gl = %5’"5, r,s=1,2. (4.43)

Estes vetores correspondem aos dois graus de liberdade necessdrios para descrever a dire¢ao
de polarizacdo do féton®. O fator N é uma constante de normaliza¢do que pode depender do
parametro de quebra &y, e serd calculado mais adiante. Em todo caso, os vetores de polarizagao,
juntamente com o versor na dire¢do do momento k, formam uma base ortogonal completa no

espaco 3-dimensional, satisfazendo a seguinte relagao,

R % % 3
N ety —— = 59, 4.44
- |k|2 ( )

E notdério que o campo do féton € neutro e, portanto, deve ser descrito por um campo

real, A" (t,x) = A"* (t,x). Isso garante que podemos escrever o campo do féton e os campos

5
6

A funcdo delta transversa é fundamental na quantiza¢do do campo eletromagnético, no calibre de Coulomb [75].
O campo do féton € descrito por um 4-vetor. No entanto, devido a simetria de calibre, apenas duas das quatro
componentes sdo fisicas.
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fisicos como sendo,

1(:) EI({T)e(ik.x—iwt) + hC:| 7 (445)

d3k
Al = Z/ 2r) /20 (k) -

iw (k) ol el elilex—iwt) 4 h.c} C(446)

O0A d3k
E(t,x) = T T;Z/ 207" /2w () [

d3k
B(t,x)=VxA= / -
() Z (2m)*? \/2w (k)
(ry (r)

onde a;’, a;”" sdo os coeficientes de Fourier dos campos. Os vetores de polarizagdo possuem

[ik x e glilex—iwt) 4 h.c] . @47

componentes diferentes de zero apenas nas dire¢des transversais a direcao de propagacao. Por
simplicidade, vamos considerar o 3-momento do féton k se propagando apenas em uma direcdo
espacial,
w (k)
K|

kF = 0 , (4.48)

0

0 que permite tomar os dois vetores de polariza¢do na seguinte forma:

1
, et (k2)=—

e (k1) = — Wi

4.4
VN @4

—
o = O O
— o O O

Quando o campo eletromagnético é quantizado, a fungdo cldssica A (x,t) é promovida ao
status de um operador. Isso repercute na expansio (4.45) , onde al(:) e al(:)* devem figurar também

operadores, por consisténcia. As relacdes de comutagdo para al(:) e al(:)T, agora operadores, sao
dadas por,

o] =[] =0,

[a@, agfﬁ] — 5% (k —p) o, (4.50)

onde o cdlculo explicito se encontra no Apéndice C.1. Note que os operadores al(:) e al(:)T

satisfazem as mesmas relaces de comutagdo do caso invariante de Lorentz. Os operadores al(:) e

ag T sdo interpretados como operadores de aniquilacdo e criagdo, respectivamente. Finalmente,

podemos calcular a Hamiltoniana do sistema,

1 r
Hi = / d’z [5 (E*+B%) + % (E*-B?) |, (4.51)
em termos de al(f) e al(f”, obtendo, apds um longo desenvolvimento algébrico,

3 (1 + '%tr) w r) (r r r
Hi, = Z/d pTTP (al())al())T + aé”a;)) : (4.52)
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vide Apéndice C.2 para mais detalhes. Usando a expressao,

alal)t = a0l + [al), a1 (4.53)
reescrevemos a Hamiltoniana na forma:
3 (1 + /%tr) Wp r) _(r r r
Hi,, = /d Py (2a07aT + [al, (1)) (4.54)
1+ R r r 1 r r
Hi, = Z/dBp N e (aé”aé) +3 [a;),aé)q) : (4.55)

O dltimo termo, sendo proporcional 2 §° (0), leva 2 uma contribui¢do divergente para a Hamiltoniana.
No entanto, esse problema pode ser contornado redefinindo a energia, uma vez que em fisica,
estamos preocupados apenas com diferengas entre energias. Subtraindo % [ag), ag)q da expressao

para a Hamiltoniana quantizada (4.52),
1+ R
Hi,, = Z/dBPTﬂtwpag)Tag). (4.56)

Podemos agora escrever o espectro para a eletrodindmica isotropica usando as mesmas técnicas
para o oscilador harmoénico livre. O estado |0), conhecido como estado de vacuo da teoria,
. . (T‘) o , . . o .
possui a propriedade ap’ |0) = 0, para qualquer p, além de possuir energia minima, wp = 0,
que pode ser checada diretamente usando (4.56) . Qualquer estado de 1-particula |p,o), de
momento p e polarizacdo o, pode ser obtido mediante a aplicacdo do operador de criagdao no

estado fundamental,
a\”'710) = |k,0) . (4.57)

A constante de normalizacdo N pode ser obtida pela relacdo de consisténcia,

<k70| %’%tr

k,0) = wy. (4.58)
Assim,

1 + K r r r
<k70" Hfﬂtr ’k70-> = <k70| Z / d3thwpa£))Ta£,) ’k70'> )

1 + K T o r r o
(ko Hs, ko) =) / d*p—r"wp (0] 0 0l )" 0)

]- + K T g r T g o T
(ol s, o) = 3 [ @™ 0]t ([a o] + o a) 0},

3 1 + f’%tl” 3 ro
(k,o| Hz,, |k,0) :Z d'p——Wp (k,o||p,r)d6” (p — k)0,
1+ R

(k,o| Hz, |k,0) = j;\ft Wi, (4.59)

0 que permite obter,
N =1+ R, (4.60)
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No desenvolvimento anterior, usamos o fato do estado |k,o) ser normalizado,
(k,olk,o) =1, (4.61)

a fim de preservar a interpretacdo probabilistica intrinseca da teoria quantica. Os vetores de

polarizacdo, explicitamente em termos do coeficiente <y, sdo, portanto,

1

(61)M: 1
V 1 + '%tr

2\M __
. ()" = Ve (4.62)

o = O O
_ o O O

A soma sobre todas as polarizacdes € de extrema importincia quando tratamos de
processos fisicos em que ndo temos a informagdo prévia sobre a polarizacao das particulas. O
calculo efetivo de taxas de decaimento e sessdes de choque € feito utilizando teoria de perturbagdo
e € comum ocorrer produtos diretos entre dois vetores de polariza¢iao, formando um tensor de
polarizagdo. Assim, € de utilidade prética buscar a soma sobre os tensores de polarizacao em

forma covariante. Para isso, vamos adotar o seguinte Ansatz:

1
D eme = T (An™ + BE"E” + CkMEY + DE'E” + EEPEY) (4.63)
r Rir
onde £# € um 4-vetor tipo-tempo,

1

0
- , 4.64
3 0 (4.64)

0

o qual pode ser usado para descrever o tensor simétrico definido na equag@o (4.8), ou seja,
. 1 3. ..
KM = 2R, 5#51/ - anﬂ’faé‘a = §Htrd1ag (17 1/37 1/37 1/3) : (4.65)

O lado esquerdo do Ansatz (4.63) é uma decomposi¢éo que construimos utilizando a métrica n*”
e os 4-vetor £#, k* . Esse Ansatz admite uma representag¢do matricial e os coeficientes A, B, C, D
e I, podem ser obtidos por comparacdo com a matriz resultante do cdlculo do produto direto

entre os vetores (4.62). Como resultado, temos:

0000
1 0000
Z eWugryy — = (4.66)
- I+RK: 1 0 0 1 0
0001
Comparando os termos, temos 0s seguintes valores para os coeficientes:
w? (k) 1 w (k)
A=—-1, B=1—- 2 ,C:—E,D:E: 2 (4.67)
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Figura 17 — Processo em QED

Usando a relacdo de dispersdo de maneira explicita, temos que a soma dos tensores de polarizacio

fisicas €

| s [ -
SOl — g g P ey b ey ey (4.68)

1+ '%tr 1+ Rtr k2 1+ "%tr

Aqui vale um pequeno comentdrio sobre o resultado acima. Em um processo arbitrério,
onde fétons externos interagem com férmions carregados, sempre podemos escrever a amplitude
de probabilidade como sendo,

M =" (k) M,, (),

onde M,, (k) ¢ um elemento de matriz que, em geral, depende da 4-corrente fermibnica j* =

Yy,
MH (k) = / (f|5*]i) eFed*e. (4.69)

A conservacdo da corrente J,,7* = 0, é uma simetria cldssica que se mantém a nivel

quantico e, sua validade, implica na identidade de Ward',
kM, (k) = 0. 4.70)

Isso significa que néo sdo todos os termos em (4.68) que contribuirdo para uma amplitude
envolvendo fétons modificados. Os termos proporcionais a k£* podem ser desconsiderados,
restando apenas,

1 2K
(r)p (r)v v 2 cper ) 4.71
%6 € —>1+%tr<?7 +1—|—/%£§) 4.71)

Esse breve comentario sobre a identidade de Ward estd muito distante de uma prova. Para detalhes, consulte
[33].

7
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4.2 Decaimento do féton na QED Isotrépica

Até agora, analisamos a eletrodinamica isotrépica em alguns de seus aspectos cldssicos e
quanticos. Todavia, sempre tratamos a teoria livre. Vamos investigar efeitos de pequenas violacdes
na simetria de Lorentz no setor de f6tons interagindo com férmions através do acoplamento
usual, no que chamamos de Eletrodindmica Dinamica Quantica Isotropica (QED-Isotrépica). A

Lagrangiana que descreve esse modelo,
‘ng])): ‘cl(\i[:i;)vell [67 K;tr] + ﬁDirac {C, me] + Eint {6] 3 (472)

€ composta pela Lagrangiana do eletromagnetismo isotropico £1(\Zsaov3,eu ¢, ki, a Lagrangiana
padrdo® de Dirac,Lpirac [c, m¢], que descreve férmions e pelo termo de acoplamento com o
campo eletromagnético A",

Lint [e] = ezEAM7“¢, (4.73)

onde 1 é o campo espinorial e 1) = 1)~ é o espinor adjunto de Dirac. Como Ly, [e] envolve a
carga do férmion "e", s6 férmions carregados interagem com o campo A*. Neste sentido, a carga

"e"¢é vista como constante de acoplamento do setor eletromagnético com o setor fermidnico.

150 1 v 1 e -, _
Lomp = — 17" = Shue R + iy Dyt — mep, (4.74)
onde,
3. . 111
fiy,y = émtrdzag (1, g, g, g) ) (475)
D, =8, +eA,, (4.76)

com D, sendo a derivada covariante que contém o termo de interagio. Note que escrevemos a
Lagrangiana em (4.72) com suas dependéncias das constantes fundamentais. Isso foi feito para
chamar a atencao que a velocidade limite, ¢, que uma particula massiva pode ter, € diferente da
velocidade de fase de uma onda eletromagnética isotrépica, ¢. Como mostrado na se¢do anterior,
esse efeito é causado diretamente pela presenca do coeficiente de quebra, Ay, na relagdo de
dispersdo (4.18) . Esse fato gera modifica¢des na cinemdtica dos campos e possibilita novos

processos que, em principio, podem ser observados.

4.2.1 Energia minima

A distin¢ao entre a velocidade da onda eletromagnética, ¢, e a velocidade limite que
uma particula massiva pode alcangar, ¢, possibilita efeitos incomuns dependendo do sinal do
coeficiente de quebra isotrdpico, k.. Veremos agora a possibilidade tedrica do decaimento de

um féton em um par elétron-pdsitron, quando —1 < Ry, < 0.

8  Em uma primeira andlise, consideramos elétrons e pdsitrons usuais, desconsiderando violagdes no setor de

férmions do MP.
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Por enquanto, € suficiente tratar o processo ocorrendo apenas em uma direcao (1D).

Considere assim, a conservagio da energia e momento para um processo do tipo, v — eTe™,
E,=FE. + E.+, 4.77)
Py = Pe- 1P+ (4.78)

Estamos considerando eletrons e pdsitrons padrdes, ou seja, possuindo relagdes de dispersao:
2
E. =\/|pe|” + m2. (4.79)

O f6ton, no entanto, possui relagdo de dispersdo modificada pelo coeficiente de controle
isotrépico,
1= Fy
TN TR
A partir de agora, usaremos a nota¢io F, . para denotar a energia das particulas. Com o auxilio

(4.80)

de (4.79) e (4.80), as equagdes de conservacdo se tornam:

\/ hﬁii p - m2 ™ + mz’ (4.81)
DPry = Pet + Pe—,
Esse sistema de equagOes possui solucoes reais para p,-, a partir de um valor minimo para p,.

Para obter esse valor minimo, podemos tomar o quadrado de ambas as equacdes acima e subtrair

uma pela outra,

Fon
TP T PP = V@2 m2) (52 +m2). (482)

Tomando o quadrado mais uma vez e usando a equagdo da conservagdo do momento, (4.81),
podemos reescrever a equacdo acima como uma equacao algébrica de segunda ordem para o

momento do elétron p,-,

1 k Rip — 1

2 tr 2 tr 2

- 2 = 0. 4.83
De+ b~D 21 /ftrp’y 9 o m, ( )

Essa equagdo tem como raizes,

2:%“ l‘%trfl 2
Pyt \/p T Mrp — 2% me
Do = TR . (4.84)

E claro que p.- deve ser uma grandeza real. Portanto, 0 momento do féton inicial, p,, € a massa
do elétron, m., satisfazem a seguinte desigualdade:

2 2"€tr Rir —

Py -

1
2_9 2>0. 4.85
R (4.85)

Note agora que existe um caso limite onde a desigualdade € saturada. Nesse caso limite,
temos, portanto, o valor minimo que o momento do féton inicial deve ter para garantir que

0 processo,y — eTe”, ocorra. Assim,

. 2K ; Ky — 1
(min)2 tr —(min)2 92 tr 2 _ 0 4.86
J2 Tt r e =0, (4.86)
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ou seja,

(4.87)

Observe que a equacao acima s6 faz sentido para ki, < 0. Concluimos assim que, para valores

1+FRer

de momento a partir de 2m./ =52,
r

um féton pode se tornar instavel e decair em um par elétron-
positron. E mais conveniente obter uma energia minima para o processo. Usando a relagdo de

dispersdo modificada (4.18), obtemos:

: _ 1— Ky,
EM™ (me, R = 2mey | TK: (4.88)

Note que a quebra da simetria de Lorentz induz uma modificagdo na cinemdtica da teoria,
possibilitando o decaimento do féton para —1 < k¢, < 0. Um efeito inusitado também acontece
quando consideramos o caso 1 > ki, > 0. Nesse caso, um processo andlogo a radiacdo de
Cherenkov, e~ — v 4 e~, pode ocorrer no vacuo. Para mais detalhes desse e de outros efeitos

vide referéncias [79, 76].

A energia minima para o decaimento do féton depende explicitamente do valor numérico
do coeficiente &(,. Podemos conseguir limites inferiores para o coeficiente de controle, &y,
confrontando os resultados tedricos com as observacdes experimentais. Comentaremos sobre

1sso mais adiante.

4.2.2 Espacgo de fase

O processo v — e~ e™ se torna possivel gracas a modifica¢do na cinemadtica do campo
elétromagnético, expressa pela relagdo de dispersdo modificada (4.18). Isso significa que o
decaimento de fétons pode ocorrer para energias acima de um valor minimo (4.88). Mais adiante
neste trabalho, calcularemos a taxa de decaimento do féton. Primeiramente, devemos obter os
estados finais possiveis para o par elétron-pdsitron gerado no processo, ou seja, o espago de fase
no referencial isotrépico. Para isso, vamos considerar o decaimento do féton em trés dimensdes

espaciais.

As relacdes de energia e momento sdo,

. 5 )
Vigs, Pl= \/Ipe—! +m2 + \/lpe+| +m2, (4.89)

Py = Pet + Pe-- (4.90)

Estamos adotando o sistema de coordenadas ilustrado na Figura 18, onde 0 momento inicial
do foton estd sobre o eixo 2. O angulo que o elétron faz com a direcio de propagacdo do féton

coincide com o angulo # das coordenadas esféricas. Temos assim,

Pe- = |p| (sen 8 cos ¢ + sen O sen ¢y + cosHZ) . 4.91)
P, =lq| 2. (4.92)
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Figura 18 — Espaco de Fase

y

A figura esquematiza um sistema de coordenadas conveniente para calcular os limites do espago de fase dos
possiveis estados finais do elétron emergente do decaimento do féton. Escolhendo a dire¢do de propagacdo no eixo
z, os Angulos 6 e ¢ sdo os usuais angulos esféricos.

Gracas a conservagdo do momento, podemos escrever o momento espacial do positron, p.+ =
Py — P, também em termos das coordenadas 6 e ¢, ou seja,
pe+ = — |p|senf cos o — |p|senfsen ¢y + (|q| — |p|cosh) Z. (4.93)

A conservagdo da energia, dada em (4.81), é reescrita como

.
Talal= /Il e me VIpP +m2 + lal* = 2|p| |q] cos b, (4.94)
tr

onde ndo se observa dependéncia do angulo azimutal ¢. Isso garante que o momento final do

elétron, p.-, pode assumir qualquer valor para esse angulo. O caso € um pouco diferente para o

angulo 0. Observe que podemos resolver a equagdo (4.94) para cos ¢, obtendo:

~ 2 ~
(1 — ) (1+m2/ |p[?) L _Fu_ld

cosf = — — 4.95
1+ R 1 + Ry || ( )
ou ainda,
- 1 — Ry m2 R |d
0 (|p|) = cos™ — (1+ >—i— —— . (4.96)
(Ip) 1+ R Ip|? 1 + R ||

Os possiveis valores do angulo polar tém uma dependéncia com o momento final do elétron. Isso
restringe o volume no espago de fase, como veremos mais adiante. Para § = 0, a equagio (4.95)

fornece,

(1 = R (’PF + m2) Ktr
= + =
1 + Rtr 1 + Rtr

Podemos obter uma equacao algébrica para o momento final do elétron,

Ip| = ql . (4.97)

"%tr |Q‘2 . 1— 'El"trmg

=0 4.98
1+ fpy 2 D ’ (4.98)

Ip|”> — |a| |p| +
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que possui as seguintes solugdes:

p| = 4
2

1=y 2m? [ 1
1+ P (~— - 1) . (4.99)
T+ e Jaf \Fu

No caso onde 6 = 7, temos, de maneira semelhante, uma equagdo algébrica para o momento

final do elétron, cujas solucdes sao:

\q! \q!\/l—mr 1 — figp 22
~ 2

Ip| =

(4.100)

Acima, temos igualdades para o médulo do momento, o qual deve ser real e positivo. Temos

assim, o menor valor possivel para o momento do elétron,

Il 1—fy 2m2 /1
L L fr | = 1) 4.101
[Pl = 5 1+ e Jaf \Fe (4.101)

Consequentemente, o valor mdximo que o momento do elétron pode alcangar € quando temos o

1= Ry 2m2 [ 1
1+ AL (~——1> . (4.102)
1+ K |CI| Ktr

Diferentemente do caso padrao, onde a simetria de Lorentz € preservada, o volume do espaco de

sinal positivo em (4.99) ,

lq|

Pl =

fase € nao-nulo quando supomos violacdes da simetria de Lorentz. Em particular, calculamos os
intervalos possiveis de momento para uma violacdo isotrépica. Note que € possivél obter elétrons
ou podsitrons para quaisquer valores dos angulos 6 e ¢. No entanto, s6 € possivel encontrar

elétrons e pdsitrons com momentos no intervalo,

1Ploin < 1P < Pl ax - (4.103)

4.2.3 Angulo entre o par elétron-pésitron

Na subsecdo anterior, verificamos que, gragas a relacdo de dispersao modificada, um
foton pode se tornar instdvel e decair em um par elétron-pdsitron, em energias superiores a
energia minima definida pela equagdo (4.88). Nesse tipo de decaimento, as particulas produzidas
se propagam em direcdes que, em geral, sdo diferentes da direcao de propagaciao do féton
inicial, dados por um angulo ¢ nido-nulo. Além do angulo 6, existe um angulo entre a direcdo do
momento do par elétron-pdsitron que depende dos parametros cineméticos do processo. Esse

angulo é, precisamente, dado por:
cosq = Lo Pt (4.104)

Pe-| [Pe+|

Podemos reescrever o angulo o no sistema de coordenadas da Figura 19. Usando as expressoes

para os momentos do elétron e pésitron, dados pelas equagdes (4.91) e (4.93) , temos:

H —
cosa = [ cos P ) (4.105)

VP2 + lal® — 2 p| g cos 6
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Figura 19 — Angulo entre o par elétron-pésitron

Um esquema pictério do decaimento de um féton em um par e~ e™. O par € criado e as dire¢des de propagacéo das
particulas ficam sobre a superficie de um cone, em vermelho na figura. O angulo de abertura « desse cone é uma
fungéo da energia final do elétron/pésitron.

Com auxilio de (4.95), podemos reescrever o dngulo como:

jal /452 (14 m2/ [pf) + ;2 5 — |pl
cosa = i Lo TPl . (4.106)

1 Ktr 2 2"’%r 2
\/|p| +la* —2[pllql \/HK; (1 +m?/[p[") = 75 |l

E mais conveniente escrever o angulo o em termos das energias do féton inicial e do elétron

final. Usando as relagdes de dispersdo para cada particula, temos:

~ E2
Ktr Yo Ee
E’Y + 1_’~ftr Ee X2

\/(E”/ - Ee)z - mg’

onde y = 1/4/1 — m2/E2. Quando consideramos o limite de altissimas energias para £, a
massa do elétron pode ser desprezada perante a energia do féton , o que equivale a fazer m — 0

cos =Y (4.107)

na equagdo (4.107), ou seja,

lim cosa = 1 + i 2 (4.108)
m—0 N 1— '%tr Ee (Ety — Ee) . '

Note, mais uma vez, que a equacdo acima faz sentido apenas para —1 < Ry < 0, pois do
contrério, teriamos cos & > 1. O angulo entre o par de particulas pode ser obtido, explicitamente,
invertendo a equagdo (4.107). De fato,

2

Ry By E.
U T . (4.109)

\/(Ev - Ee) —m?

O grafico da Figura 23 revela o comportamento do angulo o em termos da razdo entre a energia

a(Ee; E,, mr):cosf1 X

final do elétron e sua massa. Como demonstrado anteriormente, o decaimento do f6ton se torna
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Figura 20 — Angulo entre o par e et
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Plot do comportamento do angulo entre o par elétron-pdsitron em relacio a energia do elétron F,. para varios valores
de AE, acima da energia minima da equagio (3.40).

possivel apenas para energias superiores a energia minima. E conveniente, entdo, definirmos o
excesso de energia AE,, como a diferenca entre a energia do féton inicial e a energia minima
(4.88), ou seja,
— _ 7p(min)
AE, = FE, — E™. (4.110)

Assim, podemos escrever a energia do féton como sendo:

1_/%tr

E, = 2m, +AE,, (4.111)

— 2Rt

Tragamos o comportamento da func¢do o (E,; E,, &, ) para vérios valores de AE.,.

4.2.4 Taxa de decaimento

O processo de criagdo de um par, e”e™, por um tnico f6ton, pode ser descrito, em
primeira ordem, pelo diagrama de Feynman da Figura 21, onde as linhas externas representam as
solucdes livres para o campo do féton modificado e do campo de Dirac convencional. Os célculos
a seguir sdo feitos no referencial isotropico, onde a relacao de dispersdo do féton é dada pela
equagdo (4.80). O diagrama de Feynman nos auxilia no cédlculo da amplitude de probabilidade

para o decaimento do féton. Temos,
iM (y = e et) = —ieel) (q) ™ (p) "o (1), 4.112)

onde @) (p) é o espinor adjunto de Dirac do elétron, com polarizacio s e 4-momento p e v*) (p')
€ o espinor do pdsitron de polarizagdo s’ e 4-momento p’. O médulo quadrado do elemento de

matriz M (7 — e"e™) é, entio,

(M| = €%l (q) a (p) v*v") (p') €% (q) 0 (p') v u') (p) . (4.113)
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Até esse ponto ndo especificamos quais sdo os estados de polarizacdo do féton inicial. Em
muitos experimentos reais ¢ comum que as particulas iniciais sejam nao-polarizadas. Entao, é
conveniente calcular a média sobre todas as polariza¢des do féton. Devemos ainda somar sobre

todos os estados de polarizacdo possiveis dos férmions,
1
5220 D M=) (4.114)

O cdlculo € andlogo ao do caso invariante de Lorentz, (vide Apéndice A.1). Temos como

resultado parcial,

— 2 ) N ()N v v v Qv
MP =5 (@ e (@) (=899 + 4p"a" +4p"¢" — 4pag™n™). (4.115)

.
A diferenca substancial do caso convencional é que, nesse modelo, a eletrodinamica é modificada
pelo termo isotrépico Ay,. Isso gera consequéncias sobre os vetores de polarizagdo. A soma
sobre todas as polarizagdes, para o caso da eletrodindmica isotropica, foi derivada na secdo
anterior (4.71) e, como resultado, temos a seguinte regra, quando os tensores de polarizagio sdo

contraidos com uma expressdo invariante de calibre,

1 2K
E Qr (r)xv g S cngr 4.116
onde ¢* = (1,0,0,0) é um 4-vetor.

O quadrado do elemento de matriz (4.115), somado sobre todas as polariza¢des, se torna:

4e?
]- + /%tr

IM[* = (=20"P" +P"¢" + P"¢" — pag™ ™) Eu&/} )
(47117a)

ou ainda, escrevendo explicitamente em termos das componentes dos 4-momentos, p* = (E,, p),

o o tr
{(pup + qup") + A

e q¢" = (E,,q), temos

7 4e? 9 R 2
MP = o | (mE 4 BB —ap) + ( 2! + BBy +p-q)|,
4e?
IM|* = R [(mg+E7Ee—|p| q| cos 0) + ( 2F? + E.E, + |p| ]q|cos@)}
tr

(4.118)

Estamos prontos para calcular a largura de decaimento para o processo v — e~ e™, utilizando a
regra de ouro de Fermi, discutida no inicio deste trabalho e o médulo quadrado do elemento de
matriz |M (y — e~et)[,
L (T2
= — [ |[M]"dIly, 4.119
2F, / M| dIl, ( )

onde dII, € o elemento infinitesimal do espago de fase. Escrevendo-o explicitamente, temos

1 d3k 1
2B, // o )? 2E€+ (2m)" (q—&) M|, (4.120)
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Figura 21 — Diagrama de Feynman para o decaimento do féton

ﬂ(s)

onde ¢ é o 4-momento do féton inicial ¢ = (E.,, q) . Os 4-momentos p.- = (E.-,p) € p.+ =

(E.+, k) pertencem ao elétron e pdsitron, respectivamente.

1 d3k 1 i .
2E // ) 2F.+ ( 7T) d (q—pe—pw)]/\/l\ . (4.121)

A parte espacial da funcio delta 4-dimensional pode ser usada para calcular a integral nas

variaveis k, resultando em apenas uma integral,

1 [dp 1 1 —s
2m) 0 (Ey — Eo- — E+) . 4.122
o7 | G em a3 (E, B~ B 122

Lembre-se que os célculos sdo realizados no referencial isotrépico, onde temos as relacoes,

Ee+ = /g2 + p2 — 2|p||q| cos 0 + m2, (4.123)

E,- = \/p2 + mg, (4.124)
1— Rty

L= 1+f%: lal. (4.125)

A integracdo nas varidveis p podem ser feitas tomando o sistema de coordenada ilustrado na
Figura 11.

A integracdo em ¢ € trivial. A integral em 6, por outro lado, pode ser calculada usando a

funcdo delta. Observe que podemos reescrever a funcao delta de maneira mais conveniente,

E.+

§(Ey— By — By) = — ¢
(B = Ba = B2) = Ip| |al sen o

5(6 — 6y), (4.126)

onde 6, € o valor que anula o argumento da delta, do lado esquerdo da igualdade acima. Esse

valor é, precisamente, dado por (4.96). Temos assim,

F_1/1 e B
~ 4nE, ) 2E.-2E.+ |p| |al sen 6y

5 (0 —6y) |p|* sen 6d |p| dé, (4.127)

ou ainda,

0=0p

/1677\q|E\/ sz Pl

A fungdo que compde o integrando € conhecida como taxa de decaimento parcial. Contudo, é

pl. (4.128)

mais conveniente escrevé-la explicitamente, em termos da energia, ao invés do momento linear.
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Figura 22 — Taxa de decaimento parcial
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Plot da taxa de decaimento parcial em relagdo a energia do elétron remanescente, normalizada pela sua propria
massa, para varios excessos da energia minima do f6ton. O comportamento de dI'/d E, se assemelha & uma parébola.
A linha continua no gréfico da esquerda indica a regido onde dI"/dE, é bem definida, uma vez que, para uma
energia inicial £, deve-se ter, por conservagdo, E, < E.. O grafico da direta ¢ o mesmo que o da esquerda, porém,
com seu intervalo reduzido pela metade [0, E. /2]. Foram escolhidos os valores, e /4w = 1 € fiy, = —1073 em
ambos os graficos.

Para isso, note que podemos usar a regra da cadeia,

dr  dE, dT
dlp|  dp dE.

(4.129)

de tal maneira que,

darr My — e—e+)|2
dE,  167E,|q]

Substituindo, explicitamente, o elemento de matriz M (v — e~e™), dado por (4.118),

(4.130)

ar 1 e?
dE.  ATE, |q| 1+ Fy

Ritr
X [(mg + E,E. — |p||q| cos ) + 1 —i—t/?; (—2E2 + E.E, + |p||q] cos 90)} :

tr

E possivel reescrever a taxa de decaimento parcial em termos das energias do féton inicial
e elétron final. Para isso, reescrevemos cos fy em termos da energia, usando as relagdes de

dispersdo (4.124) e (4.125). A taxa de decaimento &, portanto,

dr’ e [1—FRy 1 [Fctr (2%_2£§+ Kty )+m_g_ Ktr }

dB.  4n\V 1+ Rel+f (1 +he "B, B2 1-f&,) E2 1—fy

(4.131)
Podemos plotar um grafico para diversos valores de AL, onde este é o excesso da energia
minima para o processo ocorrer. A largura de decaimento total € obtida da integracdo direta de

(4.128). Os célculos detalhados podem ser vistos no Apéndice C.3. Como resultado, temos

e m* R i AE®  2AEY
I'= —Np(fg) || = — —=— ) AEW " ¢ = . (4132
Ar 0 (K/t ) ( ) e + 1 + Rtr E,y 3 E% ( )
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Figura 23 — Taxa de decaimento total

2f
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O plot do comportamento, na taxa de decaimento, em relacdo a energia inicial do féton. Note que a largura de
decaimento I vai & zero para a energia do f6ton, aproximando-se da energia minima. Portanto, o log (I'/m.) — —oc.
Foram escolhidos os valores €2 /41 = 1 e fiy, = —1073.

1) . . . . s e s 2z .
onde o termo AEe( ) indica a diferenca entre a energia maxima e minima do elétron, assim como

AE® a diferenca do quadrado das energias e AED a diferenca do cubo’,

ABY = \flpl 2 iDL 2 .133

AE® = [pl . — Pl (4.134)
= (|p +m 2 p +m 2 . .
AE®) 2 m?)” 2 2)%/ (4.135)

min

O termo N (Rt,) depende do fator de quebra e sua defini¢cdo pode ser consultada no Apéndice
C.3. A taxa de decaimento, como funcdo da energia do féton inicial, foi plotada e pode ser

observada no grafico 23.

4.2.5 Limite para o parametro de violagéo isotropico

Nesta breve se¢do, iremos comparar os dados experimentais mais recentes, com o intuito
de obter um limite inferior para o parametro k. O decaimento de f6tons é um processo exotico
e sua previsao tedrica se dd apenas em altas energias. A busca por fétons de energias extremas ¢é

um ramo muito movimentado e de intensa pesquisa entre astronomos e fisicos [80, 81, 82].

Até o momento ndo se tem uma prova experimental do decaimento de fétons. Por
conseguinte, todo e qualquer féton ja aferido em laboratério possui energia E., menor que a

minima [81], derivada anteriormente na equagao (4.88),
E, < Enin. (4.136)

A desigualdade acima pode ser usada para obter limites para o coeficiente isotropico.

9 Escrevendo os T' em termos de AEél), AEéQ) e AES’) fica claro que a taxa de decaimento tem a dimensao

correta, em unidades fundamentais.
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Figura 24 — Taxa de decaimento e tempo de vida
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O grifico 4 esquerda é o plot da taxa de decaimento total para o caso onde &g, = 2.6 x 107 '%. J4 o gréfico da direita
€ o plot do tempo de vida do féton modificado para o mesmo valor de K¢,

No ano de 2020 foram datados, pela colaboragdo Tibet ASy Collaboration, fétons com
as maiores energias ja registradas [81], onde foram medidos f6tons de energias F., = 450 TeV.

Assim, podemos obter um limite inferior diretamente dos dados experimentais,
R > —2,6 x 10718, (4.137)

E possivel obter o tempo de decaimento para um féton usando o limite obtido acima através da
relacdo,

—— 4.1
T T (4.138)

A titulo de ilustracdo, podemos imaginar que fétons com o dobro de energia dos fétons
detectados pela colaboragdo Tibet ASy Collaboration teriam um tempo de vida de 7 = 6 X
1015, percorrendo uma distancia total de 18 centimetros . Dessa forma, fica claro que fétons
modificados decairiam de maneira muito rdpida de tal maneira que a eficiéncia do processo seria

alta.

Um estudo recente [83] obteve um limite inferior menor para o coeficiente isotropico,
R > —6 x 10721, (4.139)

O coeficiente k<, pode ainda admitir valores positivos. No entanto, nesse caso, o decaimento de
féton nao ocorre. Em seu lugar, um outro efeito ndo-comum chamado de radiacdo de Cherenkov

no vacuo, onde um elétron livre perde energia na forma de um féton [70].
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5 Conclusao

Ao longo deste trabalho, discutimos alguns aspectos tedricos do MPE, usando como
ferramenta a teoria de campos. No primeiro capitulo, apresentamos a concep¢ao da Simetria de
Lorentz, dando énfase a como ela estd relacionada com a estrutra matemética do espago-tempo.
Comentamos brevemente sobre campos relativisticos, demonstrando como o principio de minima
acdo pode ser utilizado para a obtencdo das equagdes de movimento. Apresentamos uma prova
do teorema de Noether para campos relativisticos e, além disso, obtemos uma lei de conservagado
associada a simetria por translagdes espaco-temporais, onde a quantidade fisica conservada foi
identificada como tensor energia-momento candnico. Ainda no primeiro capitulo, abordamos
sobre o tratamento nao-relativistico e relativistico para o decaimento de particulas. Notamos que
o decaimento de particulas depende tanto da cinemaética, quanto da dindmica do processo. Foi

possivel observar que, apesar do elemento de matriz para o decaimento do féton ser ndao nulo,
2
|M7He—e+‘ = 462 (p“pu + paqa) . (51)

o volume do espaco de fase assim é, garantindo a estabilidade dos f6tons.

O segundo capitulo foi dedicado a uma pequena introducao sobre a quebra da simetria
de Lorentz e 0 MPE. A literatura indica que tal violac@o é possivel em varios cendrios da fisica
além do MP, especialmente em cendrios de gravitacdo quantica e teoria de cordas. Seguimos
discutindo sobre a diferenca entre transformacgdes de observador e particula. Essa distin¢ao
¢ essencial no entendimento de como a violacdo se concretiza. No texto, esclarecemos que
a violacdo da simetria de Lorentz nada tem a ver com a invalidade da teoria da Relatividade
Especial, mas, com campos de fundo fixos no espago-tempo, que quebram a simetria de Lorentz

perante transformagdes de particula.

No terceiro capitulo, focamos nos aspectos cldssicos do setor CPT-par de fétons do
Modelo Padrao Estendido minimo, onde estudamos as propriedades bésicas dessa teoria de
campos. Verificamos uma semelhanca com o eletromagnetismo em meios materias, a comegar
pelas equacdes de movimento, que podem ser reescritas em termos de campos auxiliares D e H
para adquirir uma forma familiar. Discutimos as leis de conservagado, direcionando nossa aten¢do
no tensor energia-momento eletromagnético modificado. Percebemos que a conservagao desse
tensor ainda € uma caracteristica da teoria. Contudo, mostramos que nao € possivel simetrizar
totalmente o tensor ©*”. Isso implica em uma distin¢do entre a densidade de momento e a
densidade de fluxo de energia. Ainda no capitulo 3, abordamos solu¢des do tipo onda plana e
mostramos o procedimento para a obtencdo das relagdes de dispers@ao modificadas da teoria.
Por fim, exemplificamos o procedimento com a escolha de um tipo particular de violagdo e
determinamos as relagdes de dispersdo. A existéncia de novas relagdes de dispersdo possibilita

novos efeitos. Verificamos, ao longo do capitulo, a consisténcia da teoria tomando o limite,
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Kuvpe — 0, € alcancando os resultados usuais.

No quarto capitulo, estdo os principais resultados deste trabalho. Nele, apresentamos a
extensao isotropica do setor de fétons do MPE. Esse modelo € obtido com a reducao dos 19

pardmetros do campo de fundo CPT-par, (kr) em apenas um Unico parametro, ki, que

uvpo?
controla a violagao isotrdpica. Determinamos as equagdes de campo modificadas e discutimos
acerca da interpretacdo adequada para nos livrarmos de problemas de ndo-causalidade, quando
ki < 0. Nesse caso, a onda eletromagnética possui velocidade de grupo maior que a velocidade
méxima em que uma particula massiva pode alcancar (que continua sendo c). Em seguida,
fizemos a quantizacdo do campo eletromagnético isotropico, no calibre de Coulomb, chegando
ao conceito de um féton modificado. Além disso, obtemos os vétores de polarizacdo e a soma
sobre todos os tensores de polarizacdo modificados pelo termo isotrépico, ~y,. Posteriormente,
demonstramos a possibilidade do féton apresentar instabilidade, quando acoplado com campos
de férmions do MP. Gragas as relacdes de dispersdo modificadas, o decaimento do féton se torna

teoricamente possivel, mas, apenas a partir de uma energia minima,

Emin - Qme = y (52)

ou seja, o féton pode decair em um par e~ e™, apenas quando sua energia, E.,, é maior que um
valor minimo,
E, > Fyin. (5.3)

Outras informacdes sobre a cinématica do processo sao obtidas, como o espaco de fase, o dngulo

entre o par, e~ e, subjacente do processo e sua dependéncia com a energia da particula final £,,
E. (B, — E) + it,;ftr E, +m?

VB2 —m2] (B, — B —m]

para vdros valores de excesso de energia AF,. A taxa de decaimento parcial foi obtida,

dr’ «
= 1 — Ry) [28¢E. (B, — E,) + (1 4 &) m?] — ke B2}
dE. (1+/%tr)2\/1_7@]23/{( o) [2Reclle (B = B) o (1 R me ] = Ruel}
(5.5)

e seu comportamento para varios valores de AF., também foi obtido e ilustrado no grifico da

, (5.4)

cosa =

Figura 22 . A taxa de decaimento total foi calculada explicitamente e obtemos sua dependéncia
em relagdo a energia do f6ton inicial. Observamos um comportamento crescente (Figura 23) o
que indica que o decaimento do féton deve ocorrer de maneira muito rdpida em altas energias.
Por fim, obtemos, através de dados recentes, um limite para o coeficiente de controle isotrépico,
Kt

O desenvolvimento feito neste trabalho abre a possibilidade para a anélise do decaimento
de fétons em outros modelos de violag@o da simetria de Lorentz, como a violag@o vetorial, onde
admitimos que o espaco-tempo possui direcoes privilegiadas. Podemos assim, conseguir limites

para outros setores do MPE.
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Uma andlise em laboratérios terrestres pode ser de muita importancia para o estudo de
violacdes da simetria de Lorentz, pois € possivel obter resultados experimentais muito precisos.
Nesse sentido, uma andlise do decaimento de f6tons em aceleradores de particulas pode obter
resultados interessantes. Estamos em colaboracdo com pesquisadores do CERN, na andlise
do decaimento de f6tons de um ponto de vista experimental, onde os resultados obtidos neste
trabalho serdo utilizados para estudar o decaimento de fétons no LHC, o maior acelerador de

particulas ja construido.

Uma outra extensao muito interessante, para esse trabalho, seria uma intersecdo com a
astrofisica, na anélise da estabilidade de estrelas, uma vez que a pressdo da radiag@o eletromagnética
tem um papel fundamental nessa estabilidade. No entanto, esse tipo de investigagdo € mais
complexa, pois devemos considerar um gas de fétons, além de levar em consideracdo efeitos

gravitacionais.

O decaimento de fotons se torna possivel apenas em altissimas energias. Nessa escala de
energia, processos eletrofracos podem influenciar o decaimento. Assim, processos analogos ao
decaimento do féton podem ser investigado em outros setores do MPE, como o setor eletrofraco

ou no setor de quarks.
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APENDICE A - Célculos Estendidos
Capitulo 1

A1 Calculode M (y — ee™)

Vamos calcular a amplitude do processo v — e~ e™. Para isso, vamos usar as regras
de Feynman [33] e nos restringir apenas a contribui¢ao de primeira ordem que é descrita pelo
diagrama da Figura 21. Vamos definir o 4-momento do féton como sendo, simplesmente, ¢ = ¢*,
e 0 4-momento do pésitron, p’* = p’ = ¢ — p. A amplitude é dada por,

iM = —iec)) (q) u™ (p) v*v*) (p) , (A.1)
com e,(f) (q) representado a solugio livre de um féton e @(®) (k), v (k') representando os

espinores do elétron e pdsitron, respectivamente.

O conjugado de (A.1) é

—iM"* = iee, ™% (q) [ﬂ(s) (p) Yo' (p')] , (A.2)
com,
/ * —(s s’ f s’ —(s
@) (p) o) ()] = [ () 7o) (1) = o () (p),
— DT (p') A0 Oy 7Ou(s) (p) = 17(5')7“%(5). (A.3)
Entdo,
—iM* = IGE(T)* (q) 7" () v"u'® (p), (A4)
ou seja,
IM* = e () a (p) 70" (W) €7 () T () 7" (p). (A.5)

Omitindo a dependéncia nos 4-vetores para clarificar a notacao e escrevendo explicitamente os

indices espinoriais,
IMP? = 2D a0 o, (A6)

E conveniente calcularmos a média sobre todas as polarizagdes do féton inicial, uma vez que,
em processos fisicos reais, ¢ comum ndo ter informacgdo prévia sobre a polarizacdo. Devemos

ainda somar sobre todas as polarizacdes do elétron e pdsitron.

M =¢? <%Z ) (Z ul)a )vab (Z ool )vcd (A7)

T
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Usando as relagdes de completeza para os espinores [33], temos

‘M|2 = 5 Z 7”) T‘)* (’7 Pa + m)da ’Yab (7 pﬁ )bc ﬁygdu
M* == Z 7 (q) €57 (@) (Ve + M) g Ve, (V7D — M), Ve

M ——Z ) (g) € (@) Tr [(4°pa +m) 2" (¥7pls — m) 7] |

M = — Z ™) (q) €57 () Tr [(v*par” + mA*") (Pply” — my”)]

I 62
(MP =D 67 (@) el (0)

€

X T [(Y*Pay* V07" + my*ypyy” — 1 paymy” — m*y*yY)] (AB)

O traco € um operador linear. Assim, vale

/

2
e T T)*% « v 14
MP =D @ el () T [1°pary en] +m Te [y 7pl"]
€ N ~~ 4 —
\ () (I1)
,
62 2
=5 2. @ (@) mTr (payy”) + m*Tr [ 5 (A.9)
. —_— ——
\ (IIT) Iv)

Usando as identidades encontradas [33], podemos calcular termo a termo,

(I) = papsTr [Y*v*°7"] = paplgd (0™ 0™ — ™" + n*n*?) |
(1) = 4 (pasn™n™ — palsn® 0™ + papsn®™n"’) ,
(1) =4 (p'p" — pap" 0" + p"p*). (A.10)

Mas, k' = g — k. Assim,

4(p"(¢" = ") = pa (@ = )" + 0" (¢" — ")),
4 (p"q" = p'p” — paq™ ™ + pap®n"” + 0" ¢" — p"p"),
4 (p'q” + ¢"'p” — 2p"D" — paq“ " + pap®nt). (A.11)

—~ — —

~ O~ ~

N— N— S—
|

O segundo e terceiro termo em (A.9) sdo nulos, pois, temos o trago de um numero impar de

matrizes de Dirac. Entdo,
(I1) = kyTr [y*47y"] =0, (A.12)
(I1I) =k, Tr (v*4"+") = 0. (A.13)

Para o quarto termo,
(IV) = Tr [y"9"] = 4. (A.14)
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Substituindo os resultados (A.11) e (A.14) em (A.9):
7 ¢ )
MP =D e (@ el (@)
X [4 ("¢ + ¢"p" = 20" — kag™ 0" + pap®n™) — 4mPn"] . (A.15)
Mas, k%k,, = m?. Entio,
2
€ T T)* 1% 14 14 (6% 174
(M= 5D e (@) el () (g + 4q"p" = 8p"p" = dpag™n™)
62 T T)* 14 v 14 174
M= 5D 6 (@) el (o) (=8p"p" + 4pq” + 4p"0" — dpag™n™) (A.16)
A soma sobre todas as polarizagdes no caso padrdo €, simplesmente, dada por
Z eg) () €7 (q) = - (A.17)
Entao,
5 ¢
M= S 8P"P” = 4p"¢" — 4p"q" + dpag™ ™),
5 ¢
M= 5 | 8P — "4 — 40" 4 + 4pad® 0wt |
—2 =4
R 62
IM* = 5 (8m° = 8pqu + 16pag”) (A.18)
Obtemos assim,
IMP? = 4e? (m? + phq,) (A.19)

onde m € a massa do elétron/pdsitron.
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APENDICE B - Calculos Estendidos do
Capitulo 2

B.1 Calculo do tensor canénico 7"

Vamos calcular explicitamente o termo de derivada com a Lagrangiana contida na
equagdo (3.1). Temos,
oL 0 1 1

= ——FMVFV_ RAT% O'FMVFpO— . B.1
D0 AN — D (0. AN | 4 T gl 8.1

O primeiro termo €, entao,

0L\ axwell 1

IiMaxwell 2 (904, 4 9YA, — Oy AY — 9y A°

) — 3 AT A — AT — oA,

8EMaxwell o o a _ «a

—8 (80“4)\) = a)\A 0 A)\ = F)\ . (BZ)

Agora, vamos calcular a contribuicdo nao-invariante de Lorentz. Usando as propriedades do

tensor de fundo, k-, € do tensor eletromagnético, temos:

oLy 1 B
9 (0. AN — 2"y (9, AN
oLy 1 DAY A%) D (¥ AFOPA%)
8(0QAA)__§F"W’”{ 9(0.AY) 9 (0.A) ]
Iy

9 (0. AN) “W"“

(O AV DPAT — 97 AP A7),

8’%4” (8PA°')
P AT WAV
{MAM TG, AJ

8
8A

0 (9° A°)
0 AC VAR
A@A +8Aa< )}

o (B.3)

=+ '%;wpa

ou ainda,

oL 1
9 (0 L;;A) -2 (K" 2\po 0P A7 + K\ 0" A + K%\ 0P A7 — K%\ 0" AF] . (B-4)

Renomeando os indices po <> v no 12 e 3° termo e 4 <+ v no dltimo termo,

Ly 1
9(9,4%) 2
aEL\/ o
0 (8, 4%)

2k \wOM AY + 25, 0" A",
— 2K\ 0" A”. (B.5)
Podemos decompor o tensor 0* A¥ em sua parte simétrica e na parte antissimétrica,

1 1
oA = §F’“’ + QSW’ (B.6)
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ou seja,
0Ly
— ROy, M B.7
a(aaAA> K A ( )
Temos, finalmente, o
- = F @ _ o VF,U,V. B'
a (aaA)\) b KR A ( 8)

A partir de (1.52), temos, explicitamente, o tensor canénico. Assim,

T = ™ Fy,0° A* — k%, F* 0P AN — P L. (B.9)

B.2 Simetrizando 7"

Vamos aplicar o procedimento de simetriza¢do do Tensor Candnico. Para isso, vamos

considerar apenas a parte ndo simétrica do tensor (B.9) , que denotaremos por Tf{g , ou seja,
TRE = 0V Fy, 0P AN — K%y, F1 0P A,
Tes =0 Fy, (87 A% — 02 AP + 9*A%) — k%, F™ (P A — P A% + 92 AP)
Tas = N 5 FP — k8, PP — 52, FPOr AP 4+  Fy 0* AP,
Ti§ = F\“F? — ko P PP — 5%, PP OMAP + n® By, 0™ AP, (B.10)
Tomando a 4-divergéncia desse objeto,
0uTE = 0o (Fy “FP — k%, F1W PPN (B.11)
— Oa (K N\ FM AP — T F, 00 AP)
Observe os dois ultimos termos:
K auwOa (FMOMAP) = k%504 [0 (F* AP) — X FH AP
K" A On (F‘“’@AA*B) = K2\ 00 (F“”AB) — /f"‘,\u,,aaa’\F””Aﬁ,
K\ On (F* 0N AP) = korn 00 (F™ AP) = Ko 0% (M FH AP) . (B.12)
O primeiro termo € nulo, pois, temos a contra¢do de um objeto simétrico nos indices aA com um

antissimétrico nos mesmos indices. Portanto,

K\ Oa (F‘“’@’\Aﬁ) = —Kaauw 0" (8AF‘“’A5) . (B.13)
De maneira andloga, temos o dltimo termo em (B.11):
Do (N Fq M AP) = =0, (1 F*AP). (B.14)
Substituindo em (B.11),
0uTSE = 0o (Fy “FP — k%, F1W PPN (B.15)

+ Kanw0® (PFM APY — 0, (0, FAP).

Note ainda que a equagdo de movimento garante que a soma dos ultimos termos seja nula.

Definimos assim, o tensor eletromagnético simetrizado, como:

1 1
0% = F, “F" — &k}, F" P + ZnaﬁF’“’FW + ;177‘”6 Koupo MY FP7 . (B.16)
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B.3 Célculo da densidade de Hamiltoniana ©"

Vamos calcular diretamente a Hamiltoniana da expressdo do tensor de energia-momento

©%. A Hamiltoniana é identificada pela componente puramente temporal. Temos assim,

@R/(I)axwell = —F"F% + iFOVFOV + iFWFw,

Oyt = ~FFs 4 3Py 4 JFOF + {FIF,
Oiawenn = FUFY — %FOiFOi + iFijFij,

Ou _ pUipoi _ % PO g0y i i i

Escrevendo em termos dos campos elétricos e magnéticos, pela associacao,

FOi — _Ei,
FY = —€/mB™.
A equagdo (B.17) se escreve como,
00 iri _ Lrip o L gk igm pkpm
@Maxwell = E E - §E E + 16 € B B ,
1,1
@l?/(ljaxwell =;E'E + _BkBk?

2 2
@quaxwell - % (E2 + B2) :

Agora o termo de violagdo,

1
@g(\)/ — —K“VO)‘FO)\FW + Z’{MVWFWFM~
—_————

00(1)

=0y 00(2)

=Ory

Vamos calcular os termos separadamente para @2%(1). Logo,

00(1) __ pwOX 120
Oy =k F\F,.,
@00(1) _ OON 0 o wOA 20 fo

w =R Aow T K \Hiv,

00(1 0i0\ 170 i00\ 770 ijO\ 170
O — QOO . 4 0O Fy 4 ONEO F
00(1 0i05 170 1005 170 170k 170
ot =" TF5Fo + KUY F Fo + RV,
00(1 PR S L L
@LV( ) _ 1c0i0] 05 0y i00j 05 pi0 _ HZ]OICFO]{FZJ)

00(1 U L g
@LV( ) _ 90105 0 Fr0i _ liz]OkFOkF'Lj,

@gg/(l) — 9,000 i i Okid gl pk gl

(B.17)

(B.18)
(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)
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Para
00(2 1 v o
v — oo F1UFY, (B.23)
1 1 .
9331(2) = ZHOVpaFOVFpU + é—lfﬁz’upaFwFpJ,
1 ) 1 -
92(\)/(2) = é'fomaFOZFW + Z“z‘jpoFUFpaa

@82/(2) _ % Koioo FOi oo % Koijo FOipio 4 i Kij0o Fii oo i Kijko i Fka’
0% — o FOFY 4 %I{()iijOiij + %mmkF”FO’“ + }LniijﬁF“. (B.24)
Trocando k <+ i no segundo termo, alcangamos
0% — ki FOFY + ko ju FOFI* + }lniijijF“. (B.25)
Escrevendo em termos dos campos,
O = koo E'E? + koijpe’™ E'B! + }lliijkleij"eklmBan,
O — L0 EiRT — kM EIB! 4 %ﬁijkleij”eklmB”Bm. (B.26)
Entdo, podemos reescrever O da seguinte forma:
QU — % (E2 4 B2) _ 0p0i0I i iy Okid il gk
+ KT ERT — ORIR Bl inijkle"jneklmB”Bm. (B.27)
Os termos cruzados se cancelam, restando apenas
0% = % (E2 + B2) — K EET i/@"jkle"jmekl”BmB”. (B.28)

Podemos ainda reescrever em termos das matrizes:

. 1 ;

00k _ -5 (FJED)Zka (B.29a)
. 1. ;

RO = §€ka (kpB)"™, (B.290)
U B

kil _ 2 ik ilg (kBa)", (B.29¢)

ou seja,
0 1 /e o, 1 i iy, L ng _ijn_ijm_kiq_kip pm mp
) :§(E —|—B)+§(/<;ED) E'E —l—g(ffBH) e e P B B
—————
—ognm  —25ap
0" = 5 (E*+B?) + 3 (kep)” E'E’ + 3 (kpm)"* B"B1. (B.30)
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B.4 Calculo da densidade de momento
A densidade de momento € definida pela componente ©". Entdo,

@Di — _FO)\Fi)\ o K;/U/O)\Fi)\F

Nz
601 — _FO]F’Lj o /QUVO)\FZ/\FOV o K]I/O)\F’L)\ij’
@01 — _FO]F’Lj _ KOJOszkFOj _ KJOOkFZk}?jO _ /iJkOZFllF'k

Ik

@Oi — FOjFl] . H}OjOkFikFOj o /ijOOkFikF’jO 4 K}jkOlFilek. (B31)
Reescrevendo em termos dos campos fisicos,
@Oi — EZJkE]Bk o HOjOkCilelEj . injOkEilelEj + KOljk€ilm€jkanBn' (B32)
Usando as definigdes (B.29a), (B.29b) e (B.29¢), temos que (B.32) fornece,

@Oz — ngkE]Bk 4 (KED)]k €ZlelEj + 5 (KJDB>lp ejkp(fjkndeBmBn7
=2/Pm
@Oi _ 6ijkEvak + (/QED)jk GilelEj + (K'DB)M eilmBmBn. (B.33)

Reescrevendo em notacao vetorial explicita,

gM:EXB—l-(HEDEXB)—'—(/iDBBXB),
gM = Ex B+ [FLEDE + (KDBB)] x B. (B34)

Usando os campos auxiliares definidos por (3.23) e (3.24) , podemos obter a igualdade,
IiEDE + (FLDBB> =D — E, (B35)

ou seja,
gu =D x B. (B.36)

B.5 Calculo do fluxo de densidade de energia

O fluxo de energia é dado pela componente O, ou seja,

@iO — —FiAFO)\ o Hﬂyi/\FO)\F

nz
@zO — _szFOj o KOVZ)\FO)\FOV o KJVMFOAF]‘V;
i0 ij 1,70 0jik 10 j0i\ 770 jkiX 170
© :—F]Fj—I{JFkFOj—I{J F1/\[7j()—l{J FAF]‘]C,
61'0 — —FUFOJ . /‘iojikFOkFoj . /ﬁ)jOikFOkF}'O . K:jkilFOIijk
)
Q0 — [id 05 _ . Ojik Ok [0j _ . j0ik Ok [j0 | kil L ik (B.37)

Reescrevendo em termos dos campos

O = Ik pipk — 90k ph i gikildkm gl gm (B.38)
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Vamos reescrever em termos das matrizes (B.29a), (B.29b) e (B.29¢)

0" = " EIBF — €M EF (kpp)™ BV + %@?’“_@eﬂq (kpm)" E'B™,
Q" = IR EIBk — b EF (1k55)™ B+ ¢ME (kg )T BP. (B.39)
Voltando para a notacao vetorial,
g=EXB+4+EX (kgy-B)—E X (kpp - E),
g=ExB+Ex (kpg B — kipp - B) (B.40)
Com o auxilio dos campos auxiliares (3.23) e (3.24) , é possivel obter a seguinte igualdade:

KVHB'B—HDB'E:H—B, (B41)

ou seja,
g=E x H. (B.42)

B.6 Calculo do tensor de tensoes

O tensor das tensdes é dado pelas componentes puramente espaciais de ©%°, ou seja,

07 = —F*FI) — }152’1 FMWF,, — 2L F,, — %5”’ Kpwpo M FP7 (B.43)
onde vamos dividir da seguinte forma:
0" = Gﬁaxweu + @i]v (B.44)
O termo de Maxwell € bem conhecido [68]. Temos,
QO = —i E'E’ + B'B/ — %5’7‘ (E*+BY)|. (B.45)
A contribui¢do ndo-invariante de Lorentz é:
Oy = —K"AFI\F,, — \}lé”nme’”F”i. (B.46)
=ory" el
Vamos calcular o primeiro termo:
@ij\(/l) _ —/f””MFjAFW,
@ij\(fl) _ —ffoyi’\FjAFoy _ /{kuiAFj)\FkV’
@ij\(/l) _ —F&Oki’\FjAFOk . Kkﬂi/\Fj)\FkO . RkliAFj/\Fkh
@ij\gl) — g OkiO g Ok g k00 i

kOil 1) kli0 1 klim 1j
— K Frg — KV F 0 Fry — K F7 o F,

@f\(/ ) _ 1 OKi0 [jO Ok Okil pjl prOk 4 (K00 250 kO
o IikOZlFJZFkO . liklZOFJOFkl + ﬁklsz]kal,

@ij\(fl) — 9,00 [20j 2Ok _ o Okl il pOk _,Oikl [r0j okl + (cKlim pim okl
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Usando as defini¢des (B.29a), (B.29b) e (B.29¢) e reescrevendo em termos do campo, temos:

@LJ\SU - (KED)k EjEk o (KDB> k enZZGﬂmBmEk _5 (KJDB) € kl€kl E'B (B.47)

. J

v~ e V)
=I M

=II

1 ) .
+ §€qu€zmr€jmn6klp (KJBH)qT B"BP.

(. /

~
=III

Os termos, separadamente, sao:

I=—(kpg)"™ (6"0"™ — §"™§") B"E* = —B' (kpp)’ EF + 67 B" (kpp)™ E*, (B.48)

Il = (kpp)™ B"E, (B.49)
Il = %Equeimrejmneklp (kpu)" B"BP = 6 B? (kpy)" B" — B'B” (kpu )" . (B.50)

Logo,
@g\(xl) = —E* (FGED)M E’ + B (’fDB)jk E" — 67 B" (“DB)M B (B.51)

— (I{DB)in BnE] —f- 5iij (I{BH)pr BT — BZBp (l{BH)p]

7

O escalar de Lorentz que multiplica a delta de Kronecker §% no segundo termo, em(B.46) , ja

foi calculado em (B.23) e, como resultado, temos (B.26) ,ou seja,
@5\52) — (—IiOkOlEkEl + KJOklmelmnEan o lﬁklmneklpemanqu> 51] (BSZ)
4

Reescrevendo em termos das matrizes (B.29a), (B.29b) e (B.29¢):

g 1 1 g
@ij\gz) = (5 (kpp)™ EFE' + (kpp)™ E*BP — 3 (kpu)™ Bqu) 69, (B.53)
ou ainda,
g 1 1 g
oy = (§El (ki) B* + (ko)™ B*BP = o (k)™ Bqu) 5. (B.54)

Temos assim, a partir de (B.46) ,
04, = —E* (kpp)" B — E* (kpp)’" B" 4+ B' (kpp)’* E* — B (kpy )" B” (B.55)
1 1 .
+ (§Bp (kpw)" BI + §El (kpp)" Ek) 5
Usando os campos auxiliares (3.23) e (3.24) nas equagdes (B.44) e (B.45) , temos, finalmente:

3, o y N
O = (B'E' + B'B’) = D'B’ — B'H? + 26" [B+ (1 +4spp) - E+ B (1+4kpy) - B].
(B.56)
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APENDICE C — Calculos Estendidos do
Capitulo 3

C.1 Calculo do Comutador

Vamos obter as relacdes de comutacdo para os operadores al(:) e al(:)T. Partimos da

expansdo dos campos,

x t Z/ 27T % al(()e(r)efik-z_i_ (T)TE(T) 7k:-:Ej|’ (Cl)

d3k , . . |
(z,1) Z / Mkal(()e(”e*lk'x - iwkal((ﬁs(")elk"”} . (C.2)
27r Zwk

Note que as expressdes acima sdo transformadas integrais para os operadores A (x,t) e E (z,1) .

(r) (r)t

Podemos usar as técnicas de inversdo para obter expressoes para a,° € a, ' em termos dos

campos A (z,t) e E (x,t). Primeiro vamos extrair o Kernel e’** da equagio integral
d’k , : ., 1
A(z,t) = Z / S [al(()sme_m + a(_l){Te(T)eIWt] ellx, (C.3)
2m)2 \/QOJk

E conveniente trabalharmos com componentes. Por essa razao, vamos tomar o produto escalar

por £(*) em ambos os lados,

d k , RV :
e®) . A (z,1) Z/ Sl ) BN () [ (r) —1wt+a£l)<Telwt:| gk
27T 2(,L)k 1“5”
d3k o . ik-x
6(8) . A(.Z',t) = / N — <al(<)e—IWt + GSI)(TQIWt> € ‘ (C4)
(27)2 /2wy N

O integrando € a transformada de Fourier da fun¢do no lado esquerdo, ou seja,

al(f)e_iwkt + a(_sl)jei“’kt _/ d*k
N/ 2wy (27)%

Fazendo o mesmo procedimento para o campo elétrico,

fﬂ t Z/ 27{_ % lwks(r) al(:)efiwt (_TI){TGMt] ekx,

(8) \—iwt (ST iyt 3
(@ T A e Jwie /5(8) "E(z,1) e*ik'xd—XB. (C.6)
N 2 (2m)2

Multiplicando (C'.5) por iwy e somando com (C.6),

e® LA (x,t)e kX (C.5)

% oo 43 .
= %al(()e"“kt = / X3 e . [iwA (z,t) + E (,t)] e X, (C.7)
NV 2 (2m)2
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ou ainda,
(s) / d3X N 2
ay,’ = T
(2m)2 21V wyg
(s) / d3X N
(2m)2 V2w
s d’
al({) = / X3 N [
(2m)2
Consequentemente,

N

d3
O = / X
(2m)

Calculando a relagdo de comutagdo diretamente a partir das expressoes (C'.8)

a3
(o). a] = / X N
" (2m)

[wiA (z,t) —
SA @)

Wk i —ik-
N[/ XA (2,t) + —FE ) gika,
[ 5 (x,t) N (x,t)} e¥e

Wk

2

/ &y N[ ﬁA(y,t)%—

(277-)% 2

B ]3v N2
[al(:),agf)q = /—d xd y3N e
(27)

4_/d3xd3y]\72 ha—ipy | 1
( ka 2wp

(o, a] = / dggiﬁ)ygN i
d3xd3y N2
/ (27r)3 ¢

d3xd3y N2

_/ (27)?
d3xd3y N2

/ (2m)°

—A(z,t) —

1
vV 2wk

i
A/ 2w

14
P

— [iwkA (z,t) + E (z,1)] - (9 gint—ikx

iE (z,t)] - e el*,
— \/QITE(x,t)] el ik, (C.8)
k
(C.9)

e (C.9),
E (x,t)] g ik

g(8) o—iry

E (y,t)

Y

ik-x—ip- w w r s
ik-z—ipy /71‘ /7[5()-A(X),5()-A(y)}
Bxd®yN? o o [T .
+/Wek Py 7 %[8()A(X),€()E<y)]
P
BxddyN? 1w
_/Wel amipyy | L /_p[ M E(x),e® - A(y)]
T

1k -x—ip- y6 g(s / / wp Al AJ }

ik-x—ip- yl€

elkx 1py (rz

[[ 0,201
R LR

1kx 1py€ 7")2 (8)7 EZ E] )}
\/ 2wp \/ pr
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Usando as relagdes de comutacgao fundamentais (4.39) e (4.40),

3413, N2
(r) ()} /d xd YN— ik-a—ipy (r)i _(s)j Yk L 1 o (x —
al” a e\"te ~ 04 (X
[ kY (2m)? 2 \/ 2wp \ 14 Ry ¥ (=)
3o 13 A2
/ XY N aipygyi g0 [ L W (1 o (y —%)
(271‘) ka 2 1 + ’%tr “ 7
313+, N2
_ / d°xd’y N oibr—ipy (i (o) (W [ 1 ( L or (x — y)>
(27r) 2\ 2wp \ 1+ Ay 7
d3xd?y N? e ; ; 1 W 1
ik-z—ipy (r)i _(s) 22— (y — .
/ (2m)° ‘ ST 2w V2 <1+’~’”tr 5 X))

Vamos usar as fungdes delta transversa,
d’q 44
o x—y) = [ et (5 49
J (27)3/2 J | |

que satisfazem a seguinte relacdo, quando contraidas com o tensor de polarizacao

o dBq - 0
L0 () / 3/2 i (x-) ( 5y — % > _
(2m) ql
B (x—y) ﬁ — (i (s)f gtr (x—y) =06 (x—7y) E
N g N

Temos assim,
3 3 2 rs
oot [ B e
P (2m)° 2wp 1+ Ry
+ / d3Xd3yN2 1k x—ip-y / / wp ( X y) 6T5)
(27T 1 —I'_ K/tr
[ (r) ( )t :| _ N d3Xd3 1kw ip-y wk [+ (.Up 53 X y 57“5
2wp 2wk

a’, .
ko fp 1 + R (2m)?

(r) :| 5" i(wk —iwp )t Wi wp
[ak ,ap 1+ Rty (\/ \/ pr \/ ka

3 3
></ﬁe—lkx 1py53(x_ )
(27T)

i| — STe i(wk—iwp)t wk /R (Up i(k—p)x
1 + Htr 2wp 2(,Uk |
_ 57 el(Wik—iwp)t Yk f L \ | — “p 8 (k — .
1 + /%tr ¢ 2 2("JP ’ Zwk 2 ( p>

Como a delta faz k — p, temos, simplesmente,

(r) (s)t _ 3 . TS
] e

Usando ainda, explicitamente, a constante de normalizacdo encontrada em (4.60), temos,

o2,

(C.10)

(C.11)

finalmente,
0 o] = 5 k).
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C.2 Hamiltoniana

Vamos calcular a contribui¢do devido ao campo elétrico na Hamiltoniana,
Hg = / E*d*z. (C.12)
Reescrevendo o campo elétrico em termos dos operadores de criacdo e aniquilacao,

dPkd?pe) - ¥ s . .
He = /dgxz pe [wkal(()e‘“ iwkal(()te_‘k'x] [iwpagf)e’p'“’” — iwpagfﬁe_lp'ﬂ ,

(27m)* /22wy

dBkdBpe . () . .
Hp = /dgxz pe [_wkwpal(()a(s)elx~(k+p) + Wiwp a( )a( 8)t gt (k— p)}

(2m)° /2wk2wp P

d3kd3 (s) ) . ) |

\ / 2wk2wp

Usando a deﬁmgﬁo da funcao delta,

3 d’x ix-(k£p)
’(k+p)= 5 P (C.13)
(2m)
temos,
d*kd?pe™ . ) .
Hi = [—w woal” a®eittewn) 53 () 4 }
B Z / /—Zkawp kWpy p (k+p)
d3kd3p5(” .els) - ) )
+ wiwpay alSTelt@—wr) 53 () — }
Z/ \/m I kWp Uy P ( p)
dgkd?’pé‘(r) 'E(S) [ ()t
+ WiWp @ a() itlwk—we) 53 (k — ]
> [ e [ (<~ p)
Bkd3pe™ - )
B Z/ pe € wkwpal(()Ta( o)t itlitwe) 53 (k 4 p)}
\/ 2w 2wy
Como (™ - £(8) = % e usando as fungdes deltas para resolver a integral,
Hp = deQN [ (r) ( "4 a( nf ( ) —q" )a( )ez“f“”p - a(fl)faé,’””e_mwp] . (C.14)
A contribui¢do para o campo magnético pode ser obtida de maneira andloga,
HE = /B2d3.1',
Hp = /dgl’z <k > 8 > p X g(r)) |:iajl((7’)efik.ac . ial(:))feik-mi|

dPkd®p
V22w (2m)°

d3kd3pd3 | |
2y — / ( ><g<’“>>. « o) [_a<r>a(s>e—m-(k+p> +a<r>a(s)fe—m<k—p>}
e (o< [ uf

s () —ipr oz ()T Lipw
X [1ap e lap (S

=

d3kd3pd3 r r T (s) iz (k— M () —ia(k
/Z 2Wk2w 27T 3 k x 5( )) . (p X 5( )) [al(() al())e (k=p) _ al({) a;)Te ( +p)] )
P
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Usando a integral d®z para reescrevé-las em termos de fungdes deltas, como em (C.13) ,

d*kd®p
/Z o (k " 5<r>> (p x ™)

[ al({)as)e twictwe) 53 (k + p) + af{) é”e’it(”k’“*’)&s (k — p)]

PPkdp
/ Z s (k " 8<7~>> (p x &)

> |:al(< )Tag)elt Wk —Wwp (53 (k _ p) al(< )Ta(S) it ( wk+wp)53 (k + p)} ’

24 — d’k ") (s)
b= [ 2 gy X)) (pxet)

X [ag‘;ag)Te—Qith + ag‘)ag’sﬁ + ag’)TaS) + GJYI))TCL;S)TGQRWP} )
Mas, (p X e(r)) . (p X 5(8)) = p2e) . gl — (p . 5(5)) (p ) 8(1")) _ %257«37 ou seja,

d3 2 r . r :
Hp = / app (agﬂ O 4 o1 4 7)ot 4 o0 gjagﬁezmp),

3
= / Iplthe, 3 (a9 + a0 + a)a e e 4 Y afeter )

IN 1 — Rtr P P P P —pPp p
(C.15)
A Hamiltoniana completa é dada por.
1 1 .
H 5(1+/{tr)HE+2(1_fftr)HBa
]_ + i%t w . o
_ 3 r=p r r)t it (r (r) (r) 2itw (r)t r)t ,—2itw
’H—/dp N I[ag)ag) —l—ai))a;)—a_pa;)e p—a_pag,)e P]
14+ Ky - ) , o
+/d3p _‘]_Vﬁt % [ag)ag‘)f_’_al()r)‘i‘ag’) +a/(,l))azg‘)e21twp +a/(,l)jag‘)1—e 21twp] ) (C.16)
Finalmente,
1 + ’% r W T T T T
H = /d3thIp [aé)aéﬁ + aﬁ,”aé)} . (C.17)

C.3 Taxa de decaimento

Vamos calcular, explicitamente, a taxa de decaimento para o processo de decaimento do

foton. Partiremos da seguinte integral,

Moy,

b
167 |q| E,\/P? +m 7 Pl

(C.18)

r(yée—a):/
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. . T2
com ¢, dado em (4.95). Podemos reescrever, explicitamente, |M|0:90 ,

1 lpldlp| 4¢? )
B — (m” + By L. — cos 6
6 B ) el BB = Iplldl costh)
1 |p’d|p| 462/'%11 9
+ — —2E. + E.E, + |p||q|cosby) ,
rla B, ] ot o (Lt ) ,+ [plla cos o)
1 4¢? Ip|d |p| )
N F m”+ EyE. — cos 6
167 |q| By 1+ Ry \/Im( gl p[lal 0)
4e2Fiy 1 Ip|d|p|

(—2E2 + E.E., + |p||q| cos ) .

+
(1 +l~itr)2 167 |q| E, \/Pp? + m?
Para organizar os calculos, vamos subdividir I' em duas partes,

e? 1 e? Rir
— = Fl + — 2
A |q| By 1+ Ry At |q| B, (1 + Fg)

Ty, (C.19)

com,

d
I = / (m*+ E,E. — |p||q] cos ) WLA, (C.20)
VPl +m?

d
Iy = / (—2E2 + E.E, + |p| |d] cos 6,) _Ipldlpl (C.21)

\/ Ipf* +m?

Vamos nos concentrar no primeiro termo. Usando (4.95) temos,
1 — Ky m? Ftr d
Fl — / m2 + E'yEe . |p‘ ’q’ - ~t (1 + 2) + tN M |p| ‘p‘ 7
+ Rir Ip| 1 + Ry |pl /|p|2+m2
Ktr 2 ’%tr‘q|2 |p|d‘p‘
Flz/ m+EE lq] 1+ +m2)—1+~ ,
Rir Rir /|p’2 + m2

2 = ~ 2
m7lpldipl [ EyEelpldip 1 — Ry Fe |q]”  |p[d|p
\/ Ipl’ +m2 \/ P[4+ m? " "/ Ipl" +m?
Note que os termos do meio se cancelam usando as relacdes de dispersdo para o elétron e para o
féton modificado, (4.79) e (4.80),

r :mQ/ pldfpl j/ pldpl (C.22)
— Ritr

\/ Ip[* +m? \Ipl* +m?

Os limites de integrac@o foram obtidos na se¢@o (4.2.2), onde calculamos o volume no espago

de fase.
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Vamos usar as solugdes das seguintes integrais,

IPlmax d
IRl o R, s me = AR, €2y

|p|min A / ’p’ + m2

‘p|max 1 1
/ pld[p] = 5 ([Pl = [Plin) = A, (C24)
| Imin
IPlina 2 1 2 2\3/2 2 2\3/2 AEég)
pl\/IpI” +m2d|p| = < | (Pl +™°) " = (IPlp + ™ = . (C.25)
‘ 3 max min 3
Entao(C.22) é
2 ’%trEi (1)
L= (m? = | AED. (C.26)
- Pr

O préximo termo pode ser calculado de maneira andloga.

~ 2
— Ky Rir d
r2:/< 2E? + E.E, +|q|\/ t (|p|2+m2)+1t+‘(3|> pldipl
)\ Ipl? A+ m?

~ 2

Fir |q pldlp

r =2 [ B lpldlpl + [ lpldlpl + B, [ lplajpl + 9L [_PILE
tr

\/IpI* +m?
2 s Felal” [ |pld]p]
[y ==2 [ p[y/|p|" +m*d|p| +2E, [ [pld|p|+ —— . (€27)
+ Kir 2 2
V[Pl +m

Usando as equagdes (C.23), (C.24) e (C.25) , temos

IAE®
Ty = —

~ 2
+ B, AE® + 'f“—k'flAEg”. (C.28)

+ Rtr
Entdo (C.19), se reescreve como

r—_ ¢ L 2 _ Rl AEWD (C.29)
gl By 1+ Ry " 1 — Ry .

62 fzu'tr

_l_
A |q| By (1 + fy)?

9AED )
- +EAE2)+/% Ll AEW
3 + Kltr

ou ainda,

e? 1

- AEW C.30
47T‘q’ E71—|—I%tr ( )

e

2 RtFE'?/ '%tr /%tr ‘q’2
m- — P + ~ ~
1—/§tr 1+Ktr1+/€tr

62 /%tr

(3
+ - | B, AE® — 28E )
A la| By (1 + Ry 3

Usando as relagdes de dispersdo para o féton modificado, temos:
. 1-— ’%tr 1 m2 ’%tr f%%r
CAm V14 Rel4Re B2 1—FRe 1—FR

1— Ry Fu AE®  oAED
ATV 14 R (1 + Ryy)” 32 )7
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ou finalmente,

e? . m? . . AE®  2AEY
r=_— [(NO (Fur) 75 = i (mtr)) AEWM + Ny (fy) < B3 B (C.31)
gl gl
Com as seguintes defini¢des:
1 /1 — Ry
N K r) — = ~
O(Klt) 1+’£tr 1+/<vtr
. Ftr I /1 =Ry Fgr .
N r) — = = - = = N, r)s
1<Ht) ].—Ii%rl‘i_fitr ].+l‘€tr ].—Ii%r O(K/t>
. Ritr /1 — K Ritr .
Ny (Ryy) = — = — No (Rt )
2 (Fu) (1+f~itr)2 I+ R 14+ Ry 0 (Rur)
podemos reescrever (C.31) de maneira alternativa,
P o Ny () | (M= P Y a4 Fe (AED 2AED (C.32)
= —Np (Ftr — — — — - = .
ar PVINE2 1-RL) T 14he \ B, 3 E2
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