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vil

Sua espada sé reflete medo. Quando
voce desvia do meu ataque, voceé tem
medo de ser cortado. Quando voce
ataca, tem medo de cortar. Quando
voceé protege alguém, vocé tem medo
de deixar morrer. Sim, sua espada s
me fala de um absurdo medo. Nao é
assim. Numa batalha, nada do que
voce fizer pode vir do medo. Se voce
desviar, vocé nao serda cortado. Se
voceé proteger, nao vai deixar morrer.
E se vocé atacar... vocé vai cortar!

Urahara (Bleach)



Resumo

As desigualdades de Kahane-Salem-Zygmund e de Bennett sao resultados proba-
bilisticos que garante a existéncia de matrizes especiais com entradas +1 gerando formas
m-lineares unimodulares com normas relativamente pequenas. Abordaremos as versoes
multilineares das desigualdades de Kahane-Salem-Zygmund. Algumas constantes surgem
nessas desigualdades e um dos problemas em aberto é determinar os valores exatos des-
sas constantes. Por esse motivo, este trabalho visa estabelecer limitagoes superiores para
algumas constantes da desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund.

Palavras-chave: Formas multilineares, Desigualdade de Bennett, Desigualdade de
Kahane-Salem-Zygmund, Dominagao superior.
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Abstract

The inequalities of Kahane-Salem-Zygmund and Bennett are probable results. that
guarantees the existence of special matrices with +1 inputs generating shapes unimodular
m-linears with relatively small standards. We will address multilinear versions of the
Kahane-Salem-Zygmund inequalities. Certain constants emerge in these inequalities, and
an open problem is determining their exact values. This work aims to establish upper
bounds for some Kahane-Salem-Zygmund inequality constants.

Key-words: Multilinear forms, Bennett’s inequality, Kahane-Salem-Zygmund inequality,
Upper domination.
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Notacoes e terminologias

Os simbolos N, R e C denotardo neste texto, respectivamente, o conjunto {1,2,3,...}
dos nuimeros naturais, o corpo dos niimeros reais e o corpo dos ntimeros complexos. Ja
o simbolo K representard, de forma indistinta, os corpos R ou C. Em K", a sequéncia
(ej);_, representard sua base canonica. Se p € [1,00], entdo a fungdo [|-[|,: K" — R

j=1
" 1/p
(Z |l’j|p> ,se 1< p< oo,
H(J?l,...,l’n)Hp = j=1

definida por
max |z, , se p = 00,

1<j<n
define uma norma sobre K". Chamaremos essa norma de p-norma. A mnotagao (
designard o espago vetorial normado (K”, HHp> Ja 03 (R) = (R”, HHp> serd a notacao
usada quando for necessario deixar claro que K = R.
A bola fechada de centro na origem e raio 1 em um espago vetorial normado FE sera

denotada por Bg, ou seja,
Bp={z € E: || <1}.

Para todo x € R, |z] denotara o maior inteiro menor do que ou igual a x e, se F': C — C
¢ uma func@o complexa, entao |F| designard a correspondéncia z — |F' (z)].
O conjugado de Lebesgue de p € [1, 00| serd o tnico elemento p* de [1, oo] para o qual
tenhamos
1 1
p p
Convencionamos que é =0e % = 00.
O produto interno de um espaco vetorial E serd indicado por (-,-). Particularmente,
quando E = K", o produto interno usado sera o euclidiano, que é definido como

(@,9) = (@1, ), (W1, -+ 7)) :]éxjy—j,

onde y; representa o complexo conjugado de y;.

Por fim, a notacao
n

2.

1eim=1

1



Notagoes e terminologias

indicara sempre o somatorio multiplo

i

=1

i

%\M;‘



Introducao

A desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund é um resultado probabilistico que garante
a existéncia de matrizes especiais com entradas +1 gerando formas m-lineares unimodu-
lares A : (P! x .- x {bm — K com normas relativamente pequenas. As desigualdades
de Kahane-Salem—Zygmund desempenham um papel fundamental na Analise Moderna,
com um grande nimero de aplicagoes que envolvem, por exemplo, o raio de Bohr e as
desigualdades multilineares de Bohnenblust—Hille e Hardy—Littlewood. Para estas e ou-
tras aplicagoes, vide [1, 3, 4, 7, 17]. Neste trabalho estamos interessados nas versoes
multilineares das desigualdades de KSZ, que veremos a seguir.

A desigualdade KSZ para formas multilineares estabelece em [1] e [12] que dados
m,n € Nepy,...,pm € [1,00], existe uma forma m-linear A,: €3 x --- x {7 — K do
tipo

A0,y — 3 s M)

11 im

com z() = <z§’), ,Zy(f)) clyei=1,--,m,
tal que
m
1 11
min{max{2,p]},..., max{2,p;‘n}}+ Z max{i_ﬁ’o
[An] < Cpn k=1 ) (1)
com

Co = /32m log (6m)Vm!. (2)

Quando m = 2, temos o caso das formas bilineares, que foi estudado por Bennett. A
abordagem de Bennett (vide [5]) é mais geral no sentido de permitir dimensoes diferentes
no dominio das formas bilineares. A desigualdade de Bennett estabelece que existe uma
constante C' > 1 tal que, para quaisquer pi,ps € [1,00] e quaisquer inteiros positivos
n1, ng, existe uma forma bilinear A, ,,: €51 x €72 — K com coeficientes +1 de maneira
que

1_1p9 1 14
| Apy s |l < C'max {ni/pfn;mx{Q = }’né/pénlfax{2 P1 }} (3)

A desigualdade KSZ foi recentemente estendida (consulte [2] e [5] para mais detalhes),
de modo que temos o seguinte enunciado: sejam m,nq,...,n, inteiros positivos e
Py -y Pm € [1,00]. Existem uma constante C,, e uma forma m-linear

. pni1 Mo
At : Epl X -+ X Epm — K

3
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do tipo
1) (m) S (S (1) (m)
Am7---,nm(2( EEEEE ):Z"'Zizil T R
i1=1  dm=1
tais que
1
m min{max{2,p7},.max{Z,p, ]} M max{%_pi,o
[An | < C | 2o [In, " (4)
k=1 k=1

Mais generalizagoes e de amplo espectro podem ser consultadas em [10].
Por meio de uma manipulacao simples, que sera apresentada no Secao 2.1, vemos que
(4) é equivalente a

i ax * : max ; m l_ivo
[ Any,.m || < Dy miax {n:m{m @ {g,pm}}}knnzax{z, 1 5

—1,...,m =1

para alguma constante D,, > C,,. A demonstragao elaborada em [2] das desigualdades
(4) e (5) segue passos analogos aos tragados na demonstracao de (1) e as constantes C,,
e D,, sao, essencialmente, as constantes que aparecem em (2).

A otimalidade do expoente de m em (1) foi provada por A. Mantero e A. Tonge
(vide [12, 14]) e, quando py, ..., pm € [2,00], todos os expoentes de ny, ..., n, em todas
as expressoes acima sao também 6timos (vide [2]). No entanto, os valores exatos das
constantes C, C,,, e D,, nao sao conhecidos. Por esse motivo, este trabalho visa estabelecer
limitacoes superiores para algumas constantes da desigualdade de KSZ e Bennett.

Os Teoremas (2.12) e (2.18) s@o os mais importantes deste trabalho. O primeiro esta-
belece que algumas contantes C' da desigualdade de Bennett sao limitadas superiormente

por %. Ja o segundo estabelece que algumas constantes D,, da desigualdade KSZ sao

m—1
superiormente limitadas por (g) 2



Capitulo

Resultados Preliminares

Neste capitulo veremos alguns conceitos e resultados que sao fundamentais para o
estudo das versoes multilineares das desigualdades de Kahane-Salem-Zygmund. Natu-
ralmente, veremos alguns resultados sobre as formas multilineares. O estudo das matrizes
de Hadamard também tem grande relevancia neste texto. Por isso, dedicaremos uma secao
para discutirmos a respeito desse tema. Por fim, enceraremos este capitulo tratando do
Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin.

1.1 Operadores multilineares

Nesta segao, estudaremos parte da teoria dos Operadores Multilineares. O objetivo
desse estudo é expor alguns fatos relevantes a cerca destes operadores que terao grande
relevancia neste trabalho. Veremos em especial resultados sobre a norma de operadores
multilineares. Isso é importante, pois as desigualdades de Bennett e Kahane-Salem-
Zygmun fazem consideracoes a respeito da norma de operadores multilineares.

Iniciamos recordando o que é um espaco vetorial normado.

Definigao 1.1 Seja E um espago vetorial sobre K. Uma fungao
I:E—R
serd dita uma norma sobre E se possui as seguintes propriedades:
e ||z|]| > 0 para todo = € E e ||z]| = 0 se, e somente se, x = 0;
e || Az|| = |\|||z] para todo par (A z) € K x E;
o [lz+yll < llzll + [lyll para quaisquer z,y € E.

Um espago vetorial F sobre K munido de uma norma ||-|| serd dito um espago vetorial
normado. FEsses espacos podem ser vistos como um espago métrico. Para isso, basta
munir F da seguinte funcao

d: ExE—R
(z,y) = llz —yll,

a qual facilmente podemos verificar que é uma métrica em F.
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Exemplo 1.2 Sejam E um espagco vetorial de dimensao finita e {z1,...,x,} uma base
n

de E. Entao, para todo x € F, existem tnicos escalares Aq,..., A, tais que = = > \z;.
i=1

Consideremos a fungao
Il : E = R
n n
i=1 i=1

A unicidade da representacao de um vetor em uma base garante que a fungao ||-|| estd
bem definida. Além disso, claramente ||-|| é uma norma em E, a qual chamaremos de
norma da soma.

Um dos conceitos fundamentais no estudo de normas de um espaco vetorial é o de
normas equivalentes, que sera abordado a seguir.

Definigao 1.3 Sejam E um espago vetorial sobre K e |||, , |||, : £ — R normas sobre
E. Diremos que |[-||; e |||, s@o normas equivalentes se existem a,b > 0 tais que, para
todo = € F,

allzlly < lzlly <ol -

Em [15], é demonstrado que, se E é um espago vetorial sobre K de dimensao finita,
entao quaisquer duas normas sobre E sao equivalentes.
Vejamos agora a definicao de um operador multilinear.

Definicao 1.4 Sejam m € N, Fy, ..., E,,, F espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K.
Diremos que uma aplicacao A: Ey X ---x E,, — E é um operador m-linear ou multilinear
se é linear em cada uma de suas m variaveis. Isso significa dizer que, para qualquer
k=1,...,m, temos

A1,y 1, AT 4 PYky Tht1y - - s Tm) = MNA(X1, o The1, Thy Tty -+ Tin)
+ pA(T1, o T, Yk, Thtds - - s Tin),
para todos
(.Tl, ey Th—1, Thy Thot 1y - - - ,l’m), (.271, ey Th—1, Yky Theg 1y - - - >$m) cF x---xE,
e\, pek.
Quando F = K, chamaremos A de forma m-linear. Quando Ei,..., E,, sao espagos

vetoriais normados sobre K, consideraremos em F; X --- X E,,, uma das seguintes normas
equivalentes

n
I mm)lly = 2 llell
(21, wm) oo = max {|[z]] ;. ][}

conhecidas, respectivamente, como norma da soma e norma do maximo.
Os resultados a seguir apresentam alguns fatos relacionados as aplicagoes multilineares,
que serao utilizados ao longo do texto.
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Exemplo 1.5 Sejam m,ny,...,n, € Nepy,...,pm € [1,00]. A fungao
Al x e x e — K

definida por
1 Nm,
A((0 2D () ) = 3 B

é uma forma m-linear.
Com efeito, sejam ko € {1,...,m}, \,peKe

To = (m(l),...,x(k‘)),...,x(m)) JYo = (x(l),...,y(k(’),...,x(m)) €Lyl X - x L.

Observamos que

A(zD) L ako) g pytho)  plm)y = i . .”fl + 2. (Ang(?) N py§f§>) ™
e T e
- il %1 ol Aal) g
P B e
+ :Zzll .. .i:Zzl 4 575511) .. pyl(:z)) . xz(:)
= Aiimi:il +az).. ~x§’:§) g

Lt L k m

i1=1 im=1

= AA(z0) + pA(Yo),

de onde segue que A € linear.

As formas m-lineares como as desse exemplo tém grande importancia para nosso
trabalho. Veremos agora que elas sao continuas. Para realizar a demonstragao desse
fato, apresentaremos e demonstraremos o seguinte lema.

Lema 1.6 Sejam m € N, Ey, ..., E,,, F espacos normados sobre K e
A By x---xFE, - F

uma aplicagao multilinear. Entdo A € continua se, e somente se, existe uma constante
C > 0 tal que
[A@)| < Cllzall - - [lzmll (1.1)

para todo x = (T1,...,xy) € By X -+ X Ey,.
Demonstracao: Se A é continua, entdao, em particular, é continua no vetor nulo. Dai,

exite 0 > 0 tal que, se ||z|| < §, entao ||A(z)|| < 1. Sejax = (z1,...,&m) € E1 X -+ X Ey,.
Se algum z; = 0, teremos ||A(x)|| = 0, o que assegura a validade do nosso resultado.
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Suponhamos entao que x; # 0 para todo ¢ = 1,...,m. Nesse caso, podemos considerar o

seguinte vetor
( 51‘1 5:Em )
2z ll” 2wl )

o qual tem norma do maximo igual a g. Logo, da continuidade de A na origem, temos

oxq ox 2m
A( LT ) ‘ <16 A < 2 flar]) - m]
H 2| 2 ||zl om
Tomando C' = ?—Z e observando que z foi tomado genericamente, concluimos que (1.1)
vale para todo = = (x1, -+ ,2y,) € By X -+ X Ep,.
Suponhamos agora que, para todo = = (x1, -+ ,2,) € E1 X -+- X Ep, (1.1) seja
verificado. Dados € > 0, 2o = (21, .., Zm), ¥y = (Y1, -, Ym) € By X -+ X E,,,, tomando
5o Ve
V/CR/2
notamos que
1y = 2olloe <6 & lln =2l lym — @mll <6

Daqui e de (1.1), temos

[A(y) — A(o) || = | Ay — o)l
< Cllyr =2l l[ym — @l
y/e §/e e _f ..

C = 0— 7
VeRz o vov2 20 2

de onde segue que A é continua em xy. Como esse ponto foi escolhido arbitrariamente, A

é continua. ]
Denotamos por L (Ei,...,E,; F) o espago dos operadores multilineares continuos
A FEy x -+ x E, - F. Quando F = K, é comum escrever L (FE,...,E,) em vez
de L(FE1,...,Ey; F). Observamos que a correspondéncia
[zl [lem]| <1

define uma norma. Um resultado da Teoria de Operadores multilineares afirma que

A= sup Ay,

[@1]|==llzmll=1

OBSERVACAO 1.7 Se A: Ey X --- X E,, — F é uma forma multilinear continua, sabemos,
do Lema 1.6, que existe uma constante C' > 0 tal que

[A@) < Cllaall - flzmll, V (21, 2m) € By X X By,

Um resultado importante que usaremos neste texto é que ||A|| é a menor das constantes
para a qual temos a desigualdade acima, isto ¢,

[A]] = inf {C: [A(@)[| < Cllaall - Nzl s ¥ (21,05 0m) € Byx--- X B}

Para mais detalhes, consulte o primeiro capitulo de [6].
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Teorema 1.8 Sejam FEn,...,FE,,, E espacos vetoriais normados. Se Ei,...,E,, tém
dimensao finita, entdo o operador m-linear A: E1 x --- X E,, = E € continuo.
Demonstracao: Seja n; a dimensao de cada espago E; (comi=1,...,m). Sen; =0
para algum i € {1,--- ,m}, entdo o operador A terd como imagem o conjunto {0}. Dali,
claramente A serd continuo. Suponhamos entao que n; # 0 para todo ¢ = 1,...,m. Para
cada i seja
L, ) e B

uma base do espago F;. Seja x = (x1,-++ , &) € Fy X -+ X E,,, digamos

ni Nm,

1
T = Z )\Ell)vi(l), e Ty = Z )\E:)v( )

i1=1 im=1

Seja

L = max {HA (vi(l),...,vi(m))H},
1<i1<n1,..,1<im <nm ! m

Como A é uma aplicagado multilinear , temos que

4@ = NAGer, -+ )l = H (Eautt 3|

i1=1 zm_l

Z ZA i A(vz(ll),...,vi(g))

11=1 im=1
P A | S CRRR]
=1 ipm=1 "
SR SN
=1 ipm=1 "
S SR Sl VI NI
o=l i 1 Tm
ni Nm
S VRIS SRPYRIY?
1'12:31 ! z';l "
ni Nm
—(ZP0)) (2 ) (12
i1=1 im=1 "
Notemos que a expressao
NG
z‘-z—jl )\ij
=
com j = 1,...,m, é a norma da soma do vetor z; € E;. Além disso, como esse espago

possui dimensao finita, quaisquer duas normas definidas em E; s@o equivalentes. Assim,
existe M; > 0 tal que

nj

>

i;=1

2| < M ) (1.3)

Usando (1.2) e (1.3) e pondo C' = H LM;, temos

Jj=1

[A@) | = [AGzy, - zm) || < Cllaal -l -
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Da arbitrariedade de x € F; X --- X E,, e do Lema 1.6, isso equivale a dizer que A é
continuo. ]

Com esse resultado, podemos concluir que as formas m-lineares
. nl .« .. nm
At X xm— K

do tipo
AW ) = Z Z iz (m)’

11=1 im=1

com ny, ...,y € Nepy,...,pm € [1,00], sdo sempre continuas. Isso nos garante que as
normas dessas funcoes sempre estarao bem definidas.

Exemplo 1.9 Sejam pi,...,pm € [1,00], ny,...,np € Ne A: 71 x - x 7 — K uma
forma m-linear com norma igual a [|A||. Seja 1 <1i < j < m. Sempre podemos encontrar
uma forma m-linear T definida sobre

T s e (T s L L L T T s e (T
com norma igual a ||A||. Com efeito, basta definirmos 7' como

T(Z’l, ey L1, Ly L1y + oy L1y Ly Ljd1y - - - al‘m) = A(xh B 7xm)'

Por simplicidade, ponhamos

F =00 % xm,
G

= (11X X T X T X X X XL X T X
e
{ By ={|A(x)|:z € Br},
By ={[T(y)| : y € Bs}.
Seja © = (21,...,%,) € Bp. Dai, obtemos
Yy = (.23'1, e ,ZUZ'_l,ZEj,.CEH_l, Ce ,.Tj_l,l'i,$j+1, Ce ,.CEm) € Bg.

Logo, segue-se que B; C B;. De maneira inteiramente andloga, podemos ver que
By C B;. Logo, By = Bs e, consequentemente, ||T'|| = ||A||. Uma das consequéncias
desse resultado ¢ que, se A: £71 X -+ x {7 — K ¢ uma forma m-linear, entdao podemos
supor sem perda de generalidade que ny < ng < -+ < ny,.

Exemplo 1.10 Sejam py,...,p, € [1,00], n1,..., 0y € Ne A: 71 x -+ x £7m — C uma
forma m-linear com coeficientes £1. Se Ag: (31(R) x -+ x £7m(R) — R é tal que

Ao (91:(1), e ,m(m)) =A (x(l), e ,x(m)) ,
entao ||Ao|| < ||A||. De fato, fazendo

{ E=00x . xom,
F =01 (R) x - x £pm(R),
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temos

{‘AO (aj(l), e ,x(m))| ; (3:(1), e ,x(m)) € BF}
C {‘A (x(l), e ,x(m))‘ ; (:U(l), e ,x(m)) € BE},

de onde segue imediatamente o resultado desejado.

Assim, quando estivermos interessados em estabelecer resultados acerca de limitacoes
superiores para a norma de formas m-lineares, pode ser suficiente apenas considerar o
contexto de escalares complexos para que tenhamos garantida a sua validade no contexto
de escalares reais.

Exemplo 1.11 Sejam p,q € [1,00] com p < g. Para todo n € N, temos B C Byn.
Com efeito, seja = (z1,...,7,) € Bp. Entao |z;| < 1, para cada 1 < j < n. Dessa
forma, para p,q € [1,00), temos

n n n 1 . 1
Do lmal" <Y fanl” (Z\xn\q) < (mep) & llzll, < 14z € By,
n=1 n=1 n=1 n=1

Isso garante que B C Bgr quando p,q € [1,00) e p < ¢q. Os casos em que

temos p € [l,00),¢g = 00 e p = g = oo podem ser verificados facilmente. Sejam
Ap: ﬁgll X +e0 X EZ:Z — Ke Ay: 6211 X +e0 X Eg;: — K formas m-lineares definidas pela

mesma regra. Ponhamos
By = { ][4y (2, a™)] (@, 2) € By x - x By b,
By = {|4 (2, ..., at™)|: (2, 2t™) € By x -+ x By |

Se pr < qi, para todo k = 1,...,m, entao ngl;: C Bf?,f para todo k = 1,...,m. Segue
desse fato que B; C Bs. Portanto,

| A1]| = sup By < sup By = || Ay]|.

1.2 Matrizes de Hadamard e densidade assintotica

Diremos que uma matriz quadrada H = [h;] . ¢ uma matriz de Hadamard se
h;j € {—1,1} para todo i e todo j e

HH' = nl,,
onde H' é a matriz transposta de H e I,, é a matriz identidade de ordem n.

Exemplo 1.12 As matrizes
1 1 -1 1 -1
1, {1 —1} ¢ 1 -1 -1
-1 -1 1

—_ = = =

sao de Hadamard.
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Notemos que, quando H é uma matriz de ordem n e uq, ..., u, sao seus vetores linha,
entao as entradas c;; da matriz HH' sao dadas por

¢ij = (ui, uj) , com i, € {1,...,n}.
Isso indica que H é uma matriz de Hadamard se, e somente se,
cij = (ui, uz) = ndyj, (1.4)

para todo 7 e todo j, onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Um resultado andlogo vale para
os vetores coluna de H. Se n é um inteiro positivo para o qual existe uma matriz de
Hadamard de ordem n, entao n sera dito um inteiro de Hadamard ou uma ordem de

Hadamard. Veremos ainda nesta secao que nem todo inteiro positivo é uma ordem de
Hadamard.

Exemplo 1.13 Dada uma matriz H = [h;]  ~de Hadamard, podemos construir, a
partir dessa matriz, outras matrizes de Hadamard. Por exemplo, quando permutamos
linhas (ou colunas) de uma matriz de Hadamard, a matriz obtida por esse processo é
ainda uma matriz de Hadamard, pois a Equagao (1.4) serd verificada. Outra maneira de
construir matrizes de Hadamard a partir de H consiste em tomar ¢1,...,e, € {—1,1} e
considerar os seguintes produtos de matrizes

ee. 0 - 0 ethi e1thiz -+ e1ha,
0 & -+ 0 H— e2ho1  E2ha2 -+ E2hay,
0 0 - & &ﬂnl 5nﬁn2 cee 5nl.z7m
e
ee. 0 - 0 ethi ehia -+ enhan
H 0 8'2 : O _ 51}'121 82}.122 T gnlj@n
00 2 et E2hi o Enhan

Claramente, as duas matrizes obtidas por meio desses produtos sao matrizes de Hadamard.
Mostraremos agora que é possivel obter, a partir de H, uma matriz de Hadamard com
ordem n do tipo

1 1 --- 1
I hoy -+ hoy
Para isso, para todo ¢ = 1,---,n, sejam &; = hy; e p; = £1h;;. Com esses escalares

definidos dessa maneira, claramente temos
pr 0 - 0 e 0 -0 ,01€1h11 ,0152h12 ce Pl€nh1n
0 p -~ 0 - 0 e -+ 0| | pegrhar pagahay -+ pagnhon

0 0 cr Pn 0 0 Tt Ep pnglhnl pn52hn2 e pngnhnn
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1 h22 t h2n
1 hn2 e hnn

Uma matriz de Hadamard nestas condicoes serda dita uma matriz de Hadamard
normalizada.

Uma pergunta interessante que podemos fazer acerca das ordens de Hadamard é se
todo nimero natural ¢ uma ordem de Hadamard. O préximo resultado nos afirma que
nao.

Teorema 1.14 Seja H matriz de Hadamard com ordem n. Entdo
ne{l,2yU{4k: ke N}.

Demonstracao: No Exemplo 1.12, vimos que existem matrizes de Hadamard com ordens
1 e 2. Dessa forma, podemos supor que n > 2. Seja H uma matriz de Hadamard de ordem
n. Como vimos anteriormente, podemos obter a partir de H uma matriz de Hadamard
normalizada também com ordem n. Assim, podemos supor sem perda de generalidade
que H é normalizada.

Denotaremos o i-ésimo vetor linha de H por u;. Como H é normalizada, temos que
u; = (1,1,...,1). Além disso, sabemos também que

(ur,u;) =0 (1.5)

sempre que ¢ # 1. Isso indica que u; L u; sempre que i # 1, de onde decorre que u; e u;
sao linearmente independentes sempre que i # 1.

Sejam n; e m;, respectivamente, a quantidade de entradas iguais a 1 e a quantidade de
entradas iguais a —1 de u;. Para todo 7 # 1, devemos ter n;, m; # 0, pois, caso contrario
a Equagao (1.5) nao seria verificada para ¢ = 2,...,n. Agora, observamos que

{ n;,+m; =n
n;, —m; = <U1,ui> = O
Resolvendo esse sistema, encontramos
n
sempre que i 7 1, o que implica em n ser par. Em particular, isso indica que uy possui §

entradas iguais a 1 e 7 entradas iguais a —1. Podemos supor sem perda de generalidade
que us é da forma

(1,...,1,-1,...,—1),
—_—— ———
2 entradas 2 entradas

2 2

pois podemos permutar as colunas de H de modo que uy seja dessa forma. E importante
notar que a matriz obtida por eventuais permutacoes de colunas resulta em uma matriz de
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Hadamard de acordo com o Exemplo 1.13. Notemos também que essa possivel reordenacao
nao altera u.

Como u; tem todas as suas entradas iguais a 1, para que a Equagao (1.5) seja satisfeita,
¢ necessario que ug tenha 7 entradas iguais a 1 e § entradas iguais a —1. Nas § primeiras
entradas de usz devemos encontrar entradas iguais a 1 e a —1, pois, caso contrario teriamos

us =(1,...,1,—1,...,—1).
—_——  ——

% entradas % entradas

ou
us = (=1,...,—1,1,...,1),
—— e N —

% entradas % entradas

ou seja, up = fug, o que é um absurdo, pois u; e uz sao linearmente independentes. O
mesmo resultado vale para as 7 ultimas entradas de uz. Podemos novamente permutar
as colunas de H, mas, desta vez, faremos isso reordenando separadamente as 3 primeiras
colunas e as 3 tltimas colunas de H se necessario. Como estamos fazendo as permutagoes
como descrito, esse processo nao alterara u; e us. Dessa forma, podemos supor sem perda

de generalidade que

us=(1,...,1,—-1,...,=1,1,...,1,-1,...,—1).
—_——— —

w entradas = entradas y entradas z entradas

Isso nos da o seguinte sistema

w+rT+yt+z=mn

w—r+y+z=(u,uz) =0
w—x—y+z= (ug,uz) =0
w+x—y—2z= (u,uz) =0

cuja solugao ¢ w = x =y = z = 7. Sendo w, x,y, z inteiros positivos, concluimos que n ¢
multiplo de 4. ]

Ainda nao se sabe se a reciproca do resultado é verdadeira. No entanto, é sabido que,
para todo k = 1,...,166, 4k é uma ordem de Hadamard (vide [11] para mais detalhes).

Teorema 1.15 (Sylvester) Se H é uma matriz de Hadamard de ordem n, entdo

e

¢ uma matriz de Hadamard de ordem 2n.

Demonstragao: Devemos mostrar que

AAT =2nl,,,.



Capitulo 1. Resultados Preliminares 15

Para isso, denotamos os vetores linha de H por u,...,u, e observamos que (u;, u;) =0
sempre que i # j, onde 7,5 € {1,--- ,n}. Desse modo, temos
Cun w T
H H H H T_ Up Uy Up - Uy UL Uy
H -H H-H| |w —wu Up e Uy —U o —Up
| Un —Un |
[ 2 (up,uy) o 2 (ug, up) 0 0 i
| 2(un,ur) e 2 (U, up) 0 0
N 0 0 2 (up,uq) oo 2(up, up)
i 0 0 2 (Up,ur) - 2 (Up, Up) |
[ on 0 0 0]
0 2n 0 0
= N = 2nly,.
0 0 - 2n 0
i 0 0 0 2n |
|

Exemplo 1.16 Como vimos anteriormente, a matriz
H, = [1]

¢ de Hadamard. Podemos definir recursivamente uma sequéncia (H,,)5°; de matrizes da
seguinte forma:
H, H,
H1 = [1] (& Hn-l—l = |: :| 5

H, —H,

Cada termo dessa sequéncia é uma matriz de Hadamard de acordo com o Teorema de
Sylvester. Assim, para cada t € N, existe uma matriz de Hadamard de ordem 2°.

Definigao 1.17 Seja A = [a;], ., uma matriz de ordem m com entradas escalares.
Se Bi,Bo,...,B,, sao matrizes de ordem n com entradas escalares entdo o produto de
Kronecker ( ou produto direto) A ® [B1,B,,...,B,,] é a matriz quadrada de ordem

mn definida por

a1 By a2By - aBy

az1Bo axBs -+ a,Bs
A®[By,B,,...,B,] = | S : . (1.6)

amle amZBm e ammBm

Quando By = --- = B,, = B, escreveremos simplesmente A ® B = [a;;B].
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O préximo resultado estende de modo natural o Teorema de Sylvester.

Teorema 1.18 Sejam

Hl — [h(l)

ij

¢ Hy=|n}]

:|m><m nxn

matrizes de Hadamard de ordens m e n, respectivamente. Entao Hy ® Hy € uma matriz
de Hadamard de ordem mn.

Demonstracao: Seja u; a i-ésima linha de H; ® Hy, onde ¢ € {1,2,...mn}. Tomamos
i,7 € {1,2,...,mn} e r; e ry, respectivamente, os restos na divisao de ¢ e j por n e

definimos
n, ser; =0, n, sery =0,
r= e s=

r1, caso contrario r9, caso contrario.
Existem tunicos inteiros positivos p, ¢ tais que

p—Dn<i<pn e (¢g—1)n<j<qgn.
Logo,

pl "Ornoy o opm el s pm!Yrn

u; = (hgll)hg); o h(l)h@) h(l)h(2) h(l)h(2)

9 1%l sy st Thgm sl ot 0 Togm ' Y sn

w = (hgfh,@l),...,h(”h@) hWR® ) @)

N—— —

Dessa forma, observamos que

(s, ug) = BVRERWR® o ORI p2)

rn 'Yql 'Ysn

4ot hl(%hg)h(l)hg) 4o BO RO (2)

qm pm " “rn "Yqgm’'"sn
= BOR (BB - RORE) -+ ) (BB 4+ A2 R)

1 1 2 2
_ <h< WY 4t h%h%) (hil)hil) N hﬁ?h@i))

pl

= (m5pq) (ndys) -

Notemos que, se ¢ # j, entao ou p # q ou r # s. Neste caso, 6,y = 0 ou 6,; = 0.
Independentemente do caso, teremos (u;, u;) = 0. Se i = j, entdo p = g e r = s. Deste
modo, 0,, = 1 = 0,5 € (u;, u;) = mn, o que permite concluir que H; ® Hy é uma matriz
de Hadamard. [ ]

Exemplo 1.19 Uma das consequéncias imediatas do Teorema 1.18 é que, se m e n sao
ordens de Hadamard, entao mn também o é. Além disso, como as matrizes

1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

H1:

—_ = =
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e

(11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 1 1 =1 -1 =1 1
11 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 =1 -1

T I e B et R I B S
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1
11 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 =1 1 1
11 1 -1 -1 -1 1 -1 =1 1 =1 1
11 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
11 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 |

sao matrizes de Hadamard, segue do Teorema 1.18 que, dados ¢,5 € {0,1,2,3,...}, existe
uma matriz de Hadamard de ordem 4127,

O préximo resultado pode ser encontrado em [13].
Teorema 1.20 (Teorema da Aproximagao de Dirichlet) Se o € R\Q entdo
{m+na:m,neZ}
¢ um subconjunto denso de R.

Demonstracao: A fim de mostrar a validade do resultado, é suficiente mostrar que,
dados o € R e N € N, existem m,n € Z, de modo que

1 1
m—+ noa € [xo—ﬁ,:co—i-ﬁ}.

Para mostrarmos esse fato, iniciamos definido a funcao f: R — R pondo

fx) =z —|z].

Observamos que, para cada i = 1,..., N + 1, claramente f (io) € [0,1]. Dividindo o
intervalo [0, 1] em intervalos de comprimente %, podemos concluir usando o Principio das
Casas de Pombo que existem i,j € {1,..., N + 1} tais que

0< f(in) ~ f (jo) <
que ¢é equivalente a
0 < (Lja] — Lia)) + (i — j)a < —. (L.7)

N
Ponhamos my = |ja| — [ia] e ng =i — j e definamos, para cada k € Z, o intervalo

[k (mo + noc) , (k + 1) (mo + nocr)]
Como a € R\Q, temos

R = kLEJZ [k (mo + noat) , (k + 1) (mg + noa)] .
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Segue dai que existe ky € Z de forma que
ko (mo + noar) < xg < (ko + 1) (mo + noa) . (1.8)
Fazendo m = kqmg, n = kong e somando —kq(mg + noa) a cada membro de (1.8), temos
0 <zp— (m+na) < mgy+ nya. (1.9)
Combinando (1.7) e (1.9), vemos que

1

ngo—(m—l—na)gﬁ

1 1
S mtna € [xo—ﬁ,xo—i-ﬁ],

0 que encerra nossa demonstragao. |

Corolario 1.21 Se a > 0 é um numero irracional e € > 0, entao existe n. € N tal que,
sempre que x > n., existem a,b € {0,1,2,3,...} tais que

O<a+ba—x<e.

Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < ¢ < 1.
Consideremos a fungao f: R — R definida por

fla)=a—|a].

O Teorema da Aproximacao de Dirichlet nos permite concluir que existem ag, by € Z tais
que
0 < ap+ba < e. (1.10)

Desde que 0 < ag + by, ag e by nao podem ser simultaneamente negativos. Resta-nos
trés casos que estudaremos a seguir.

e Caso I: ag, by > 0. Seja zy > 0. Vimos na demonstracao do teorema anterior que

R = U []C (a0+b0a),(k+ 1) (a0+b0a)] .

keZ

Além disso, como
Mkez (K (a0 + bocv) , (k + 1) (a0 + bo)] = 2,

deve existir um unico k inteiro nao-negativo tal que
(l{i— 1) (a0+b0a) < f(x(]) < k(a0+b0a). (111)

Vejamos que, multiplicando (1.11) por —1, somando k (ag + bpar) a ambos os membros
das desigualdades obtidas e usando (1.10), obtemos

0 <k (ap+ boar) — f () < ap+ boax < €. (1.12)

Seja n. = 1. Se |xo| > n., fazendo a = |x¢| + kag e b = kby. Claramente, a,b > 0. Além
disso, observamos também que

a+ba —xy = |xo] + kag + kboox — xg = k (ag + bocr) — f () . (1.13)
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De (1.13) e (1.12) segue que
0<a+ba—xy<e,

onde a e b sao inteiros nao-negativos.

e Caso II: ag < 0e by > 0. Como 0 < ag+ bpax < €, entao existe um inteiro z tal que
z (ag + bpar) > 1. Seja m o inteiro nao-negativo dado por

m = min{z € N; z (ag + bpcr) > 1}.

Fixamos g > 0. Como vimos no caso anterior, existe um tnico inteiro nao-negativo, o
qual denotaremos por k, tal que

(k—1) (ap + boer) < f () < k(ap+ bocr) . (1.14)

Multiplicando cada membro de (1.14) por —1, adicionando k(ag+byr) a ambos os membros
de cada uma das desigualdades obtidas e usando (1.10), obtemos

0§k(a0+b0a)—f(xo) <6L0—|—b00(<€. (115)
Pela definigao da fungao f, obviamente, f (z9) < 1. Desse modo, temos
m (ap + boar) > 1> f(x) > (k— 1) (ag + bov) .

Isso implica que m > k — 1, de onde concluimos que m > k. Seja n. = —mag. Se
|zo] > n., fazendo a = |xo| + kag e b = kby e lembrando que m > k, observamos que
a,b>0 e que

a+ba —xy = |xo] + kag + kbpaw — x9 = k (ag + bocr) — f (o) - (1.16)
De (1.15) e (1.16), vemos que
0<a+ba—1xy<e,
com a e b inteiros nao-negativos.

e Caso III: ag > 0 e by < 0. Seja m o maior inteiro nao-negativo para o qual tenhamos
1 —m(ap + bpar) > 0. Novamente fixamos zy > 0 e observamos que existe um k& tal que
k é o tnico inteiro nao-negativo para o qual temos

].-(]C—i-l) (a0+b004) <f($0) < 1—k<a0+b00{). (117)

Multiplicando (1.17) por —1, obteremos novas desigualdades, as quais somamos o nimero
1 — k(ap + bpcr) e aplicando (1.10), segue que

0< 1—k(a0+bo&>—f($0) <a0—|—b0a<5. (118)
Claramente 1 — k (ag + bpar) > 0, pois

0<1—k(ap+box) — f(x0g) e — f(zg) <0,



1.2. Matrizes de Hadamard e densidade assintética 20

de onde decorre que m > k. Tomamos n. = mag. Se |zo] > n., fixamos a = |z |+1—kag
e b= —kby. Como m > k, devemos ter

1 —kag >1—mag>1—m(ag+ bpar) > 0.
Assim, a > 0. Além disso, é ébvio que b > 0. Desse modo,

a+ba —xg = |xo] + 1 — kag — kbpar — g
=1- kao — kb()Oé — (370 — LLUQJ)
=1—k ((10 + boOé) — f (.CE()) . (119)

por fim, de (1.19) e (1.18), podemos concluir que
0<a+ba—u1xy<e,
com a e b inteiros nao-negativos. ]

Definicao 1.22 Um subconjunto infinito Ny de niumeros naturais é dito assintotica-
mente denso em N se, para todo € > 0, existe n. € N tal que, se m > n. entao existe
n € Ny tal que

m<n<(l+e)m.

Lema 1.23 O conjunto {41127 :4,j € {0,1,2,3,...}} € assintoticamente denso em N.

Demonstracao: Vejamos que o nimero log, 3 ¢ irracional. Para tanto, observamos que,
se log, 3 fosse racional, entao deveriam existir inteiros positivos p e ¢ tais que

log, 3 = Pgi— g,
q

Em particular, isso indica que 3 divide 4”7, o que é um absurdo, pois 3 nao divide 4. De
acordo com Corolario 1.21, se tomarmos a = 1 + log, 3, entao, dado ¢ > 0, deve existir
um n. € N de modo que, sempre que m > n., existem 7, j € {0,1,2,3,...} tais que

0<i+j(1+log,3)—m<e. (1.20)
Mas observamos que, se m > 4", entao
log, m > log, 4" = n.. (1.21)
Além disso, como podemos supor sem perda de generalidade que 0 < € < 1, temos
e<l<log,(1+¢). (1.22)
Por (1.21) e (1.22), temos entdao que (1.20) pode ser reescrita como
0<i+j(14logy3)—log,m<log,(1+¢),
desde que m > 4™. Notemos que isso é equivalente a escrever

logym <i+j(1+1log,3) <log, (1 +¢)+log,m=1log, ((1+¢e)m). (1.23)
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Usando as propriedades do logaritmo, obtemos

i+j(l+1log,3)=1i+j+jlog,3
= (i+j)log,4+ jlog,3
= log, 47 4 log, 3’
= log, 47737 = log, 4'127.
Isso nos permite concluir que (1.23) é equivalente a

log, m < log, 4127 < log, ((1 +&)m)

sempre que m > 4". Uma consequéncia imediata desse fato é que existem 4,5 €
{0,1,2,3,...} tais que
m <412 < (14 ¢)m,

sempre que m > 4™, Por definicao, isso significa dizer que o conjunto
{4127 :i,j € {0,1,2,3,...}}

¢ assintoticamente denso em N. [ |

OBSsERvVACAO 1.24 Se o conjunto
{41127 :i,j € {0,1,2,3,...}}

¢ assintoticamente denso em N e cada elemento desse conjunto é uma ordem de
Hadamard de acordo com o Exemplo 1.19, entdao o conjunto das ordens de Hadamard
¢ assintoticamente denso em N.

1.3 O Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin

Nesta se¢ao, apresentaremos e demonstraremos uma versao do Teorema de Inter-
polacao de Riesz-Thorin, que pode ser encontrada em [16]. Para a demonstracao desse
teorema, precisamos de alguns resultados da Analise Complexa, que também serao vistos
nesta secao.

Um resultado simples e que usaremos em varios momentos garante que, se a > 0 e
z =z 41y € C, entao

T+iy ‘

(eln(a) ) iy

|CLZ| _ ‘CL _ |a|m ‘aiy| — ’a|x — g ‘eiyln(a)‘ — g% = aRe(z)‘ (124)

Outro resultado da Anélise Complexa que usaremos é o Principio do Médulo Maximo,
o qual pode ser encontrado em [9]. Esse resultado estabelece que, se F': C — C é uma
funcao analitica sobre um aberto conexo limitado D e continua sobre seu fecho D, entéo
max {|F (z)| : z € D} ¢ atingido em algum ponto z da fronteira de D.
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Teorema 1.25 (Principio de Phragmén-Lindel6f) Seja F': C — C wuma fungao
analitica sobre a faiza aberta
)

S:{zEC:—g<Re(z)<

N |

e continua sobre a faiza fechada

T T
S:{ €eC:—=<Re <—}.
© y SRels) =3
Suponhamos que |F| < 1 sobre as retas verticais Re (z) = —F e Re(2) = § e que existam

2
a,C >0 tais que

|F (2)] < Cel

sempre que z € S. Entdo, |F| < 1 sobre S.

Demonstracao: Fixamos 0 < § < 1 e definimos para cada € > 0 uma funcao G.: C — C
dada por
GE (Z) —F (Z) 6—28 cos(,Bz)7

a qual claramente é analitica em S e continua em S. Usando a representacao polar dos
nimeros complexos, podemos escrever z = 6 + it. Como a funcao cosseno complexo
cos: C — C é definida por

eiz + efiz
cosz = ———,
2
temos
(5 ) B PLCE + e~ Bz B ez’ﬁ(9+z’t) + 67i5(9+it)
cos (Bz) = ) = 5
| @iBOBt g omIBORBt  =Pteift | ote=ifd
B 2 B 2
= Lien 0) + i 0)) + e 0) —i 0
=3 [e7" (cos (B0) + isen (B6)) + " (cos (88) — isen (56))]
Bt —pt Bt —pBt
_cren cos (80) — iﬁ sen (30) .
2 2
Como
Pt 4 e=ht Pt 4 e=ht

5 cos (80) e — sen (80)

sao numeros reais, temos que
2Re (cos (Bz)) = (e’ + e cos (B0) .

Se0< f<lefce [—g, g], entao [0 € (—%, g) Segue dai que existe uma constante
¢ > 0 tal que cos(B6) > ¢, para todo 0 € [—g,g} Isso nos_permite concluir que
—¢e (e’ + e7P*) cos (80) — —oo quando t — oco. Assim, se z € S e fazendo |z| — oo,
entao

a|z| — 22 Re(cos (B2)) = aV? + 12 — ¢ (e’ + e 7") cos (80) — —o0
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Usando esse fato e (1.24), temos

G- ()] = | (2) 22|
= |F ()| ’6—25cos(5z)}
— |F (2)] e~ 2 Recos(52)
< (el g2 Re(cos(B2)

_ Oea\z|—2£ Re(cos(B8z)) N 0’

quando |z| — oo, z € S. Essa convergéncia para 0 garante que existe uma constante

Ky > 0 tal que, sempre que K > Ky, temos |G, (0 £iK)| < 1, para todo 6 € [—g, %}

Se |F| <1 sobre as retas verticais Re (z) = —7 e Re(z) = 7, entdo, sobre estas mesmas
retas, temos

|G5 (Z)| _ |F(z)| o—2eRe(cos(82))  ,—2eRe(cos(B2)) _ 675(65t+e_/”)c0s(50) <1

— —_ Y

de onde temos que |G.| < 1 sobre as retas verticais Re (z) = —F e Re(z) = 5. Isso nos
permite concluir que |G, (z)| <1 sempre que

ze{G—l—itEC:—ggQSgetg—KouKZt}, (1.25)

sempre que K > Ky. Aplicando o Principio do Médulo Maximo vemos que, se K > Ky,
entdo o valor maximo de |G| é atingido em algum ponto z da fronteira de S. Dali,
inferimos que |G. (z)| < 1 sempre que z pertence ao retangulo

{6+z’te©:—%§9§ge—K§t§K}. (1.26)

Decorre de (1.25) e (1.26) que |G, (z)| < 1 sobre S, de onde segue que
|F (2)] < e Relcos(B2)) (1.27)
para todo z € S e todo ¢ > 0. Fixando 2z, € S e fazendo € — 0 em (1.27), vemos que
I (20)] < 1.

Como z foi escolhido arbitrariamente em S, isso implica que |F| < 1 sobre S. |
Corolario 1.26 Seja F': C — C uma funcao analitica sobre a faiza aberta

S={z€C:a<Re(z) <b}
e continua sobre a faiza fechada

S={2€C:a<Re(z)<b}.

Suponhamos que |F| < M, sobre a reta vertical Re (2) = a, |F| < My sobre a reta vertical
Re(z) = b, com My, My > 0, e que existam o, C' > 0 tais que

|F (2)] < Ceoll

sempre que z € S. Entdo, |F| < max {M,, My} sobre S.
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Demonstracao: Sejam ¢, G: C — C as fungoes definidas, respectivamente, por

@@)zgﬂ9+ﬁ):<b;a9+b;a)%ﬁt

(Fop)(2)
max {Ml, MQ} .

Observamos ¢ é analitica sobre a faixa aberta

G(z)=

Soz{ze(C:—g<Re(z)<g}
e continua sobre a faixa fechada

Ez{zé@:—zgRe(z)gg}.

2
Assim, G é analitica sobre Sy e continua sobre Sy. Sejam t € R, 2, = 5tit e zp = —5 +it.
Vejamos que
(F o) (z) 1 b—am b4+a
G = = F - t
(1) max { My, My} max { My, My} T 2 * 2 o
1 b—a b+a
= F it
maX{Ml,Mg} ( 2 + 2 T )
1 M,
= F(b+1t) < <1
maX{Ml,Mz} ( e ) - maX{Ml,MQ} -
Isso indica que |G| < 1 sobre a reta Re(z) = 7. De modo semelhante observamos que
|G| <1 sobre a reta Re (z) = —F. Outro fato que podemos observar é que ¢ define uma

correspondéncia biunivoca entre Sy e S. Com efeito, se z € Sy, entdo —5 < Re(z) < 7.

Logo,

2

b— b b— b
a( 7r>_|_ +a aT +a(:)a§Re(gp(z))§b.

< < —
- 5 SRe(p(e)) < ——5 + —
Isso mostra que ¢(z) € S. Além disso, se 21, 2o € Sy sdo tais que Re (¢(21)) # Re (¢(22)),

entao 5 - 1 -
—a a —a a
— Re(p(21) + —— # Re (p(22)) + ——,

de onde podemos inferir que ¢(z1) # ¢(22). Para concluir que de fato temos uma

correspondéncia biunivoca entre Sy e S, resta-nos mostrar que, dado w = x + it € S,

existe um z € Sp tal que p(z) = w. Basta tomar

T — bta

z = 2 4ite S,
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Notemos agora que
|G (2)] = |G (0 +it)|
‘F (b_a6+b+a+z't)‘

s 2
N max {Ml, MQ}
< c 0| O+ it
T max {ML MQ}
_ C ol (B520+5500) +(@+i)|
max { My, My}
< c o] (55204250 —0) [ +10+i))
~ max {M;, My}
_ C 6a|b*7”0+”7“—0]6a|6+it|
max { My, M}
C | b—a—m 9+M| | ‘
_ alt=e=mg 5o | als| 1.28
max { M, Mg}e ‘ (1.28)
Observamos que a funcao f: R — R definida por
C b—a—m b+a
9) = a|f9+7
f< ) maX{Ml,Mg}e
é continua. Assim, existe 0y € [—m/2,7/2] tal que
C__eol==0niel _ (o) < £ (00) = C (1.20)
max {Ml, Mz} - 0 0 )

para todo 0 € [—m/2,7/2]. De (1.28) e (1.29), temos
|G (2)] < Coe?,

para todo z € C. Do Principio de Phragmén-Lindelof segue que |G| < 1 sobre Sp.
Portanto,
‘Fl S max {Ml, MQ}

sobre S. [ |

Teorema 1.27 (Teorema das Trés Linhas) Seja F': C — C uma fun¢do analitica

sobre a faixa aberta
S={2€C:0<Re(z) <1}

e limitada e continua sobre a faiza fechada
S={2€C:0<Re(z) <1}.
Se
|F(Zt)| SMl e |F<1+lt)| SMQ, M17M2>O,

para todo t € R, entao
|[F (0 +it)] < M{~"M;

para todo 0 < 0 <1 e todo t € R.
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Demonstracao: Definimos a funcao G: C — C pondo
G(2) = M 'M;*F (2).
Como as funcoes Hy, Hy: C — C definidas por
H(z) =M e Hyz)=DM,*

sdo analiticas sobre S e continuas sobre S, G é analitica sobre S e continua sobre S.
Seja M > max {M;, My} tal que |F| < M sobre S. Usando (1.24) observamos que, se
z=0+1it €S, entao

G () =1G (@ +it)| = | M VM EE (2)| = MY |F(2)
Se z € C é tal que Re(z) =0, entédo
|G (2)| = M| F(it)] < MM, =1. (1.30)
Para o caso em que z € C é tal que Re(z) = 1, temos que
|G (2)| = My |F (1 +it)] < My'M,=1. (1.31)

De (1.30) e (1.31), obtemos que |G| < 1 sobre as retas verticais Re (z) = 0 e Re(2) = 1.
Além disso, como |F| < M, temos

G (2)] < MMy "M
sobre S. Seja 6 € (0,1). Entdao —6,6 — 1 < 0, o que implica no seguinte:
1 1 1

M@*leQ — < _ . .
PO MM T (min { My, Mo )0 (min {M;, M,})?  min {M;, My}

Se 8 = 0, entao

1 1
MM =M = — < ——
! 2 ! M1 ~ min {M17M2}
No caso em que 6 = 1, temos
1 1
MO_IM_G — M_l = — < —_——.
! 2 2 MQ o min{Ml,Mg}
Obtemos assim que
M
MMM —i e = C
! 2 ~ min {Ml, MQ}
para todo @ € [0,1] e, como el?l = eRe() > 1 para todo z € S, temos
G| < Cel,

sempre que z € S. Do Corolario 1.26,
MM |F (0 +it)| = |G (8 +it)| <1,
para todo 6 € [0,1] e todo t € R, ou seja,
|[F (0 +at)| < M{™°Mj,
para todo 6 € [0,1] e todo t € R. |
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Teorema 1.28 (Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin) Sejam
T7:C"x.---xC"™ = C"
um operador m-linear e
Tlye ey Timy STy -« s Smy @1, Q2 € [1,00] .

Consideremos os operadores m-lineares Ty : £} X« - X €ym — £y e Ty €31 X - - XUgm — L
definidos por

11 (x(l), e ,x(m)) =15 (:E(l), e ,x(m)) =T (x(l), e ,x(m)) .
Fizado 0 < 6 < 1, sejam

1 1—-6 0 1 1-6 0
— = +—,k=1,....m e —-= + —.
Pk Tk Sk q a1 q2

O operador m-linear Ty: £3! X -+ x £ym — L definido por

Ty (x(l), . ,x(m)) =T (az(l), e ,aj(m))

¢ tal que
1-6 0
[ Toll < (T3] T2
Demonstracao: Para cada k= 1,...,m, sejam
® _ (™ _ (] @] e\ n

a\’ = <ajk >jk1 = (ajk e Ik i e C"».

e .
b= (b)), = (bl e’ﬂf)jzl e C.
Definimos, para cada k =1,--- ;m, as fungoes pg, ¢*: C — C de nodo que
1 1—2 =z 1 1—2 =z
= + - € * = * + * )
pe(z) TR sk (z) @ @

para todo z € C. E facil ver que

pe(0) =71k, pe(@)=pp e pp(l)=sy,

e que
¢0)=q, ¢O)=q¢ e ¢1)=0q
Para todo z € C e todo k =1,..., m definamos

(k)) " _
ajk ) S€ P = 00,
Jk=1

e (a(k’z)>nk —
= . = Pk Nk
Jk —_ ks (k)
Jr=1 ( a(k) pi(2) eszk )
J

n , Caso contrario;
=1
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(bj)?—l ) se ¢ =1,
b(z) <b(z)

e (o

n
<Z> e > , caso contrario.
7=1

,n, de T (a2, ...
a(m’z)))j e consideremos a funcao F': C — C definida por

Denotemos a j-ésima coordenada, com j = 1,...
(T (a(l’z), cee

. ,a(m’z)))j . bg-z).

Fi2)= 3 (1 (a"),

Suponhamos 1 < p, < oo para todo k e g # 1. Nesse caso, para todo k=1, ...

Jke=1,...,nk, temos
_Pk -2z, z
ROIORN NG pk( ™ +sk)
Jk = |k
1 (11
o a(k) pk[rk+z(sk Tk)]
= Tk
Pk 11
_ a(k) "k a(k) pkz<5k Tk)
I Jk
z
Pi 11
WO O )
Tk Jk :
Obtemos também que
11—z z
|b;| 7 = by (ql E
1 (11
= |bj|q* qTJrZ(q; qf)}
@ q*Z(%—%)
= b;] 1 [b;] 2o
« z
= b & |b.|q*<ql’£‘q11‘)
= 195 j
Dessa forma,
Pk
T | (k)| pe®
11 la
Jk

Sejam <e(k)> *  a base canénica de C™ e

Ik Jr=1

q* m

L p.|T . (k)

Xy img = 0511 <H a
k=1

Jk

=N (e (m)
k) (0540045, <T (6(1) e(m)>> )
J

,a(m’z)) e C" por

,m e todo
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(1.34)

Hjisesgmsi

— b q*(é_%> T
= |b;] [1
k=1

Assim, segue-se das defini¢des de a**) e b*)| da multilinearidade de T, de (1.32), de (1.33)
e de (1.34) que

(T (@4, at™)) o

ni Nm
() () )
( (a“ RN i

(7 (el ) oo (@™, el ))) o)
J

&S|

O
|

M=

<.
Il
-

<
Il
-

I I
= 1=

Jj=1

ny
_ m o (k2) (1) (m)
= > - ZZb ( k=1%, ><T<€j17""6jm>>.

J1=1 Jm=1j= J

o m Pl T IO CONPS m
_ ZIZ (knl ag’;) Pi( >> e (93‘1 O +/3g) (T (eﬁ)’ o egm)>>j
.77n7 J -

o,
92 10

Z Zajl’ 7]77747.7/1/]17 JmsJ

Jj1=1 Jm=1j=

Isto nos permite concluir que F é uma combinacao linear finita de funcoes do tipo
f(z) = a* com a > 0. Fungoes desse tipo sao analiticas, de onde segue que F' é analitica
sobre S = {z€ C:0<Re(z) <1} e continua sobre S = {z € C:0 < Re(z) <1}. Se
a>0ez€S, de(1.24), obtemos

la?| = a®*®) < max {1,a}

de onde vemos que F' ¢é limitada sobre S. Dentro dessas condigoes, podemos aplicar o
Teorema das Tres Linhas e concluir que

1-0 0
sup |F' (6 +it)| < <sup|F(it)|) : <sup|F(1 +it)|) : (1.35)
teR teR teR
Usando desigualdade de Holder e a Observagao 1.7, temos
F (i) = |3 (T (@,...,a)) 50| < 3 |(T (a0, ")) |50
j=1 j=1
" 1\ @ " n q7
< (Sl e ) (50
=1 ! =1
= 7 @0, 0 < I T, s

i (T (a(l,l—l—it)’ o 7a(m,1+it)))j ) b§1+it)

j=1

|F (14 1t)| =
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< j; (T (a(l,l-&-it)? o ’a(m,l—i-it)))j b§1+it)
n 1\ 2 " 1\ 2
(1 1+zt) o (m,14-1t) ' a2 b(1+it) a3
< (Sl [ (5 )
||T( , 1+zt) ' .’a(m,1+it)) qu Hb(l—l-it) ;

< |z H

CT Ik, 1kit)
a5 kl;llHa 7 Hsk

Notamos agora que

e que

Pr 1—1+Zt+1+lt pk+, 1 1 "
— = =44 - — =)t
pr(1 +it) Pr Tk Sk Sk Pr Sp Tk

Usando a definicio de a®™®, (1.24) e (1.38), inferimos que, para todo k =1, ...

) ng (k) Lk'r’“
a3 (oo o
Tk = Jk
Jk=
ng Tk (k) Tk
(k) Pk lt) 10

= 35 | o
, Ik
Jr=1

Tk

_ % oo it

- Jk
Jrk=1

- 8 oot
= 3
s=1
ny,
= 3% o = a1

ak

Usando a definicio de a*'*®  (1.24) e (1.39), concluimos que, para todo k =1, ...

Pk
i o)
e

1
Sk sy Sk
Ik

ng
(k,1+it)Hsk _ (k)
Jr=1

Pk Sk
= % BOIZE i) | 5%
. Jk
Jr=1
Pi Sk
- i’“: BOIEe
. Jk
Jr=1
N PE
=3 |a(1f)|Re(zok(1+it))$’c
S
s=1
N pf/c
= 3% o

s=1

(1.37)

(1.38)

(1.39)

7m7

7m7
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ng
= 3 e = a1
Assim,
L e R (14
Seguindo passos analogos, podemos verificar que
Hb(it)qu = ||pti+ qu ||b||q (1.41)

Portanto, de (1.36), de (1.37), de (1.40) e de (1.41), obtemos

[F(it)] < | T3]l )15 H a7 (1.42)

P (1+it)] < ||To|| |p]| /% H la® |2 (1.43)

para todo t € R. De (1.35), (1.42) e (1.43), segue que
1-0
sup | (0 +it)] < (unu 61" 11 [l ’“WI”’“/’"‘“) (HT 1100 1 o “H”’“/s’“)
Lo
) fi oo +3)

0

»Q‘%

R
S i T
k=1
= I N7 el T [la®1l,,

Tomando t = 0 e observando que, como p(#) = pr e ¢*(2) = ¢*, temos a'*% = a®) para
todok=1,...,n, e b =b, vemos que

> (T (a(l), .. ,a(")))j - b;

= F @) < I Il oll,- TT [Ja®]],,
k=1

j=1
Desde que

HT (a(l) : ,a(”)) Hq = sup |2 (T (a(l), e ,a(”)))j - bjl

Ibll =<1 |3=1

inferimos que

I7 (@, o), < sup 1T T2 1ol H la®1,,

= I Bl TT (|,
k=1
Portanto,
ITs)l = sup |7 (@,..a™)],

e[l <1
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= sup 173Nl TT (a1,
el ol ],
P1 pm
1-6 0
= 1) (172

Resta-nos verificar o caso em que p, = oo para todo k em um subconjunto nao-vazio
de {1,...,m} e/ou ¢ = 1. Mas essa verificagao é feita de modo semelhante ao que fizemos
para verificar a validade quando 1 < p, < oo para todo k e ¢ # 1. Com efeito, basta
observar que, se py, = 00, entao ry, = sk, = 00. Neste caso,

oo = ] = )

e, se ¢ =1, entao ¢; = g2 = 1 e, neste caso, qj = ¢ = ¢ = 00, de onde segue que

1o o = 1% = 10l -



Capitulo

Dominacao universal das constantes nas
desigualdades KSZ e de Bennett

Neste capitulo, veremos resultados que estabelecem dominacoes universais para
algumas constantes que surgem nas desigualdades de Kahane-Salem—Zygmund e de
Bennet. Para enunciar e demonstrar esses resultados, veremos neste capitulo alguns
conceitos e resultados. Para cumprir com esses objetivos, faremos uso da teoria abordada
no Capitulo 1 deste texto. A referéncia principal consultada para elaborar este capitulo
foi [16]. Também foram consultadas as referéncias [2], [8] e [14].

2.1 As desigualdades de Kahane—Salem—Zygmund e
de Bennett

A desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund, que, por questdes de simplicidade,
denominaremos simplesmente de desigualdade KSZ ao longo deste texto, é um resultado
probabilistico que garante a existéncia de matrizes especiais com entradas 41 gerando
formas m-lineares A, . n,.: 6;}11 X+ X E;‘n’j — K com normas relativamente pequenas. Em
[14] é apresentada e demonstrada a seguinte versao desse resultado: Sejam m,ny, ..., n,, €
Nepi,...,pm € [1,00]. Existem uma constante positiva C,,, que depende apenas de m,
e uma forma m-linear A,, .. »,,: {5} X -+~ x £y — K do tipo

ni Nm
Ay (2(1)7.”’2(”1)) =3 3 izfll)"'sz),
i1=1 im=1

tais que
m min{max{Q,p’{}{.4.,max{2,p7’fn}} m max{%_pii)
[Ans e | < O | Dok [1n b (2.1)
k=1 k=1

Observamos que

1
min{max{2,p7 ), max{Zph 1] M max{l 1 0}

m 1
\\Anl,...,nmuscm(m) [Tyt o
k=1

k=1

33
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2 pg’
ny,

1
) min{max{Q,p’{},..A,max{2,pfn}} m max{l_i 0}
k=1

<o s

yeeny M

Dessa forma, escrever (2.1) equivale a escrever

{ min{max{z,pi‘}fu,max{z,p:n}}} ﬁnmax{%*i’o} (2.2)

||An17---7nm || S Dm kirllax nk‘ k ’
=1,y k=1
onde X
Dm — Cm . mmin{max{?,p{},...,max{2,pfn}} .
A constante D,,, nao depende da escolha dos inteiros nq,...,n,,. Depende apenas de m e
dos nimeros pi,...,Pm.

O caso bilinear, devido a Bennett, garante a existéncia de uma constante C' > 1 de
modo que, para quaisquer ny,ny € N e quaisquer py, ps € [1, 00|, existe uma forma bilinear
Anpyny  pF x £ — K com coeficientes +1 satisfazendo

o i-Llpo ® i-Llo
| Ay o |l < Cmax {nfl n;nax{Q P2 },n§2 nrlnax{2 P1 }} (2.3)

Denotaremos o conjunto das formas multilineares A,, .. : Egll X oo X KZ;L” — K do tipo

ni Nom
i1=1 im=1

por A, poni.nm- B importante observar que, independente da escolha de cada
D1y, Pm € [1,00], esse conjunto é o mesmo. Também observamos que a cardinalidade
de Ay, pni,..nn € finita. Dessa forma, podemos considerar os seguintes nimeros

min{HAH ;A€ Am,---,pm;m,.--,nm} e min{HAH ;A€ Aplvpg;n1,n2}~

Sendo assim, dados m > 2, py,...,p, € [1,00] e ny, ..., n, € N definimos
C e mln{HAH ’A € Aplv---apm§n1>--~7nm} (2 4)
Pl PN - i - T :
min{max{Z,pI},...,max{2,p;‘n}} max{i_ﬁ’o}
max 4 m, [1n,
k=1,...m E—1

Sendo Ay, . pong..n finito, temos que Cp, o, ny . € amenor das constantes positivas
para as quais existe uma forma m-linear satisfazendo uma desigualdade como (2.2). Para
o caso bilinear, definimos

e, o min {[|A]|; A € Ap, pyinina }
p1,p2;ni,n2 T 1 11 1 11 :
FRFTS R R FR)
max 4 1

(2.5)

L) y o™ T

Segue da finitude de A, pyiny e que Cp, poiny e € @ menor das constantes positivas entre
as quais existe uma forma bilinear satisfazendo uma desigualdade como (2.3).
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Fixados p1,...,pm € [1,00], as desigualdades KSZ e de Bennett garantem, respectiva-
mente, que os conjuntos

{Cpl ----- PNty s Vs oo i, € N} € {Cphpz;m,nz? ni,ng € N}

sao limitados superiormente. Faz sentido entao definirmos a seguinte constante

Corooopm = SUP{Chy pringomm; Mo - - - s, € N}, (2.6)

onde Cp, . priny..nm ¢ cOmo em (2.4) se m > 2 e como em (2.5) se m = 2.

m

Exemplo 2.1 Consideremos os niimeros naturais nj,ne e n = max{ni;,ny}. Seja
A 0y x 03 — K uma forma bilinear do tipo

Az, y) = Enfin: + 2y,

i=1j=1

com
HAH S 6'272;%” max {n%nmax{%—%,O}7 n%nmax{%—%,ﬂ}} = 0272;7%”7@% i

Seja também Agy: (5" x (3* — K uma forma bilinear definida por

Ao((z1, s ny), (Y1s 3 Uny)) = A((21, oo, 20y, 0,00, 0), (Y1 -+ oy Yy, 0, ..., 0)).

Como

ni n9
{ YodEwmyilie=(T1,. ., %0) €66y = (Y1, YUny) 6632} C

i=1j=1

{ Yod Ewmyi|ixo = (1, .., 20, 0,...,0),90 = (Y1, - -, Yny, 0,...,0) G@’g}.

i=1j=1

Obtemos ) -
140]l < [A]| € Copnt = Coppmac {nf, 3 }

Assim, C29.ny ny < C2.9:5. Além disso, como {Co 9., : 1 € N} C {Co2:ny 1y : 1, M2 € N},

devemos obter que C5 2., 0y = C22:nn- 1850 nOs permite concluir que

SUP{C2,2;n,n; n e N} = Sup{CZ,Q;nl,ng; ny,Ng € N} = 02,2-

2.2 Constantes da desigualdade KSZ

Para provar o seguinte resultado, faremos uso da desigualdade de Hoélder (vide [8]),
apresentada a seguir. Sejam n € N e p, ¢ > 1 tais que % + % = 1. Entao

> lajbs] < (Z |aj|p> ' (Z |bj|q>
=1 j=1 j=1

para quaisquer escalares aq,--- ,a,,by, -+, b,.
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Lema 2.2 Sejam nq,na, ..., n,, inteiros positivos tais que, para todo k =2, ...
uma matriz de Hadamard

v

H - [h(’?)
n

:| N XNk

Entao, a forma m-linear A: {2 x --- x (2 — K definida por
n1 MNm, m
A= 85 () ()
=1 =1

¢ tal que

r7.1/2
RIS 1
j:

,m, existe

Demonstracao: Inicialmente, observemos que, de acordo com o Exemplo 1.10, podemos

supor ny < ng < --- < n,. Além disso, para cada u = 2,...,m, seja ugu), 1=1,...

i-ésima linha de H,,,. Como ja vimos no capitulo anterior, temos que

() W\ _
<ui“,uj“>—nu5ij.

Consideremos as matrizes quadradas de ordem n,, definidas por

[[,g;)} - { H,, Onyot (=) } 7
Nom XN,

Ot —n)xny Onm—n,)x(nm—ny)

para cada 1 =2,...,m. Paracada k =1,...,m, seja o € Sy, fagamos

y® = (2,..,2,0,...,0) €S

) Nk Y
Aplicando a desigualdade de Holder, observamos que

|A (:L‘(l), . ,x(m))‘

£ B (foe) ()
< s () (1)

tm=1 [i1=1 im=1 \r=2
< 088 (a0 (D) i)
tm=1 [i1=1 im—1=1 \r=2
1
1 2\ 2
Nm, ( )2 2 Nom Nm m—1 (s)
S Z yzm ' Z Z Z Hbzr 10r H yis
b= im=1|11=1 tm—1=1 \r= s=1
1
1 n n m—1 2\
<ob | 3188 (f10,) (1)
im=1 |i1=1 im—1=1 \r=2 s=1

7n;u a

(2.7)
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Podemos ver a expressao
Nm,

2

im=1

2
Nm m m—1
8 (f ) ()

como um produto interno entre o vetor
N, m—1 (s)
S 8 () (T)
i1=1 im—1=1 \r=2 s=1

Nm Nm (’V‘)
)OREEEDS bi, i, H u
=1 im_1=1\r=2
ny, entradas
por ele mesmo. Vejamos que

5 5 () (1) 5 8 (fioe) ()

i1=1 im—1=1 \r=2 s=1

Nom, Nm m m—1 Nom, m—1
R > (Hw?m)(nyﬁ)gz-~ (112, ) ()

i1=1 tm—1=1 \r=2 s=1 i1=1 im—1=1 \r= =1

T Nm, m m—1 Nm n,m m—1—
SR> (nngzz,.) ([{yE?) S 8 (Hs ) (T07)

i1=1 tm—1=1 \r=2 1=1 im—1=1 \r=2

[\

3

|
N

3

m

_ (m)
- Z h7:71'1,—11777, ]m 1%m < H hlr 117“ Jr— 1]'r> (H yzs y]s ) :

015elm—1=1
.717~-~7]7n71:1

Isso nos permite concluir que

1
1 Nm Nm, m m—1 © 2\ 2
TL'r2n Z Z Z (thr 11T>(Hyis)
im=1|01=1 im—1=1 \r=2 s=1
3
_ % X o (m) ) s)
a nm z;l E _1bim717«m ]m 1Zm H [jz’r IZT .]'r 1]7‘ H ylg y]s
T =1
Dessa forma,
1/2
<o | 8 (T ) (T ) 35600,
.]137]7:;1 i 1 a m=1
1/2

= n%2 i (H blr 1747“[)]7" lJr) (H yle y.]s ) z_: ’Lm 1%m ]m)lzm

81 4eeesbm—1=1 r=2
jlv---7]m 1= 1

1/2

Nom m—1 m—1 —_—
=i |8 (T ) (D) ()| - e

i1y lm—1=1 \r=
]17""]7”71:1
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Supondo que m > 3, para todo t € {3,...,m}, de (2.7) e (2.8), temos

S ™) po ® 0
Z (thr 10y .77‘ IJT) (Hyls y]s ) < 7/t 1’ujt—1>

1,00 —1=1 \r=2
‘71} 7.]15 1= 1

= Z (th'r 1Zr ]r 1]7”) (Hyzs ng > nt(s’itfljtfl

11,0t —1=1 \r=2
J1yeejt—1=1

B = & (t—1) (t 1)
=N Z Z hit—zit 17 je—2i¢—1 (thr 11r ]7 1jr (Hyzs y]s ) ‘y’tt 1‘

tp—1=1i1,...,ig—2=1
J15--sdt—2=1

& & (t=1)  p(t-1)
<n 8wl (T ) (T yjs)

tp—1=141,...,ip—2=1
JLlyeesJt— 2o=1

_ S 1)
=T Z (Hblr w Jr— 1JT> (Hyls y]s) Z h’lt 2041 Jt 2%t1

i1, —2=1 \r=2 1g—1=1
J1y-sdt—2=1

Nm t—2
_ s), (s (t=1) 4 (t-1)
- nt‘ Z (thr l'lr Jr— 1]T> (Hyls y]s) h'lt 20— 1h]t 20t —1
Vlyeeey ’Lt 2= 1 r=2 s=1 7,t 1—
J1yeejt—2=1

B o - (t=1) (=D
—nt Z (r: Z'r llr ],,, 1]r> (1_[y7,g ng) Zt 2 ? ]t 2 >? (210)

1,00t —2=1
JiseensJt—2=1

b
ficando subentendido que (H&r&) = 1 se b < a. Fazendo uso recursivo de (2.10) em
(2.9), obtemos B

1
3
m i1~ 1 & W )/ @ (@2
A a)| < flnd (000 (u282))
Jj=3 i1,51=1
1
3 77,3 S i
= nﬁlHn; Z yzl yjl nzéiljl
Jj=3 i1,51=1
1
im 1 L 2\ 2
= | n2 H3”]2 n; | 2 |¥,
J= 11

Se m = 2, entao podemos evitar o procedimento recursivo e obter desigualdade acima
diretamente. Assim,

Al = sup A (20, a™)| <l TTn)?
[+ @] ==] =i

2(m)
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como desejado. ]

Usando esse lema, podemos mostrar que as constantes em (2.1) e (2.2) sdo assintoti-
camente limitadas por 1 como segue no proximo resultado.

Teorema 2.3 Dados um inteiro positivo m e e > 0, existe um inteiro positivo N de modo
que, para quaisquer inteiros positivos ny, . ..,N,, > N dados, existe uma forma m-linear
Ay 0 X x U2 — K do tipo

1

O, My =3 % + 20

i1=1 im=1

Aﬂlr"v”

m

tal que
A, |l < (14 ¢) max {ni/Q, o ,n}f} Hlnjl.p.
J:

Demonstracao: Sabemos da que o conjunto das ordens de Hadamard ¢é assintoticamente
denso em N e, portanto, para

§=(1+e)mT —1>0,

existe um inteiro positivo N tal que, para todo kK = 1,...,m, sempre que ny > N é um
inteiro, existe uma ordem de Hadamard ¢, satisfazendo

ne <t < (1+5)n;€

Observemos que, sem perda de generalidade, podemos supor n; < --- < n,,, de onde
temos que t; < --- < t,. Do Lema 2.2, segue-se que existe uma forma m-linear
Ag: 012 x -+ - x {'n — K com coeficientes +1 tal que

4ol < 2 ITt.".

Caso n, = t, para todo k, é suficiente considerar A,, .. = Ap. Caso contrério,
consideramos a forma m-linear

. m Mm,
Appom U2 o x 0m - K

definida por

:AO((Zgﬂ,...,zgg, 0,...,0),...,(z§m>,...,z7<gz>, 0,...,0 ))

—— SN——
t1—n1 zeros tn—Nm zeros
Entdo, dado z® € By, k=1,...,m, notemos que

L™ (m)\"
Anl,...,'flm ((l‘ll >i1_1 yee ey <xim >im_1> ‘
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_ ‘AO((:pf),...,x;ﬁ),o,...,o),...,(xY”’,...,x;@,o,...,o)ﬂ
12

< | Aoll < £°TT1;
7=1

<( +5)1/2 n21] (1 _1_5)1/2 n;/?

7j=1

< (1+5)mT+lmaX{ni/2,...,n,1,{2} Hn;/2
j=1
=(1+¢) max{n}m, o ,n},{z} Hlnjl-/Q,
]:

de onde concluimos nossa demonstracao. |

Corolario 2.4 Sejam m um inteiro positivo e € > 0 dados. Fxiste um inteiro positivo N
tal que, para todo n > N, existe uma forma m-linear A,: {7 x --- x {1 — K do tipo

Az, My = Y & zl(ll) e Zg:),
i1 yersim=1

satisfazendo
m—+1

[Anfl < (T +)n ="

[

2.3 Constantes da desigualdade de Bennett

Nesta segao veremos que Cs5 domina universalmente a maioria das constantes que
surgem no estudo da desigualdade de Bennett.ste resultado serd crucial para a Secao
2.4, onde estudamos a dominagao superior das constantes na desigualdade de Bennett.
Comecamos com o seguinte lema.

Lema 2.5 Sejam 2 <p <q<oc ex € K". Sex € By, entao z = n(im5) g € B

Demonstracgao: Se p = ¢, claramente o resultado é valido. Consideremos entao o caso
em que 2 < p < g <00 Se qg= 00, entao

_1 1 [ & ’
e L DV
]:
Como z € By , temos |z;| < 1 para todo j. Logo:

l2ll, <n rne =1

e —L sao conjugados de

Por outro lado, suponhamos que ¢ < oo. Claramente, ]% "

Lebesgue. Dai, usando a desigualdade de Hoélder, temos

1
11 11 [ » ?
|2]l, =na"7 [z, =na"? Zl|95j|
]:
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B P a—p %
1 1 n q q n q q
<o [ (o)e | [ D1
=1 =1
: P 1—-k %
n a n _ q
<nir || Sl ] [ 215
=1 =1
1 1 ) P 1
=i |[lefn' 5]

11

1 1
ns s o],

= l=ll, < 1.
[

Teorema 2.6 Se pi,ps € [2, 00|, entdo

Cprpe < Cpp
sempre que 2 < p < min{py, p2}. Em particular,

Cpp < Oy
sempre que 2 < p.
Demonstracao: Sejam 2 < p < min{py,pa}, n1,n2 € N. Sabemos que Cp .y n, € 2

menor das constantes positivas entre as quais existe uma forma bilinear satisfazendo uma
desigualdade como (2.3). Logo, deve existir uma forma bilinear Aq: £;* x £2 — K do
tipo

niy no
Z Z + xy;

i=1j=1

AO((:El? e 7xn1)7 (yb e 7xn2>>

tal que

1
=

4
n

p% max{
y g T

m 3
)

140l < Chpponsom max{

111

P, 2 p
ny Ny

1
*

P
< CILP;HLM max { y Mg M

Definimos a forma bilinear A: 7! x (72 — K por
A(l’, y) = Ao(l', y)
Observamos que

ni na

Il = 2.2 Eay;

sup

el Ivll,, <1

sup
]l syl <1

i=1j=1

1 1

ny ng 1 1

P1 p p Pr1 P2 P p P2
Y2 Eng n L) Ny TiY;
i=1j=1

1 1

1 1
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1.1 1_1 ni no 11 1 _1

__ P P1, P D2 P1 P, P2 P,. .,
=n; "'n; sup 2. k0t ng® Tay;
lzll,, llyllp, <1 {i=17=1

a1 a1
Sejam z = ni* "z e w = ny* "y. Como [z, ,[lyll,, < 1, entdo, de acordo com o
Lema 2.5, ||z|[,, [lw]||, < 1. Segue desse fato que

ny ng 1 _1 1 _ 1 ny ng
P1 p P2 p —
sup > k0t ng® Pay <0 osup |33 £ mws| = [[Aof-
el ol <1 [i=17=1 2l lholl, <1 =151

Assim,
1.1 11
[All < nf "ng ™ || Af
1
P
2

1 1 1 1 1 1
P Pl P2 P2 p P2 p’
<ny n p,pin1,ng MAX {nl Ny 3Ny Ty }

11 1_1 1_ 1_1 11
_ P Pl P P2,P 2 p P PL, P P2, P 2 p
= Cppiny ny Max {n1 Ty ny ny My Ny Ny 1y }

L1111 L
_ Py, 2 P2 2 p1,, P2
= Cp pinynp MAX § Ny ' Mg » T Ny .

Como sabemos que Cp, p,:n, .0, ¢ @ menor entre as constantes positivas para as quais existe
uma forma bilinear A: €71 x (72 — K satisfazendo

L1 11 L
P1,,2 P2 2 p1,,P2
[A[l < Cpy pasng o max § ny' ny » T o™ s
necessariamente devemos ter, para quaisquer ny,no € N,

Cplap%nlynZ S Cp,p;nlﬂ“@'

Assim,
Cprpz < Cpp-

Teorema 2.7 Se K = C, entao C,, < Ca5 para todo p € [1,00].

Demonstracao: O caso em que p € [2,00] é um caso particular do Teorema 2.6.
Suponhamos entao que p € [1,2) e seja Ay: 05" x €5 — {1 uma forma bilinear do tipo

ny ng
Ag(z,y) =3 iy,
i=1j=1
satisfazendo
111 1 11
|42l < Cozony s max {nZn3 2,3 i}

N ol

1
_ 3
= (590, n, Max {”1 N

}
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Definimos uma forma bilinear A;: ¢}* x ¢1*> — ¢; de modo que

Ai(z,y) = Ao(z,y).

Calculando a norma de A;, temos

ni n2
Al = sup |20 £y,
lally llyll, <1 |i=15=1
ny no

< sup D00 [Ewy|

iy llyll <t i=15=

no ni
< ap B (2 w) )

=y, llyll, <1i=1 \i=1

< sup ZHOEH |y
lyll; <1 =1

< Jlall, sup - Iyl

lyll; <1j=1
n2
< sup ) fy;l <1
Iyl <1j=1
Quando tomamos = = (1,...,0) e y = (1,...,0), vemos que o numero 1 pertence ao
conjunto
ny n2
{ ZZ +zyil e = (X1, @) €0y = (Y1, Yny) €002 € )|y [yl < 1}.
i=15=
Isso nos permite concluir que ||A;|| = 1.
Seja
1 2
9:2(1——) -~ <1
p p
Notamos que
1—-60 0 2 1 1 1
=l =1 = (2.11)
1 2 prop PP
e que
1-6 6
— 4+ -=1. 2.12
Tt (2.12)

Além disso, como ¢; C C, podemos considerar que o contra dominio de A; e Ay é C.
Note que isso nao altera as normas dessas aplicacoes.

Essas consideragoes nos permitem concluir que, se A,: (7t X £72 — C é uma forma
bilinear definida pela mesma regra que define Ay e Ay, podemos aplicar o Teorema de
Riesz-Thorin, pois A,, A; e Ay sao definidas pela mesma regra e p e 1 foram escolhidos
de modo que (2.11) e (2.12) fossem verificadas. Aplicando esse resultado, temos

A0 < A [ Ao )"

11\ P
2 2
< (C’szmz max {nl NS })
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2 1 1

— (P Px ) D*
= C3 9.1, np MAX {nl ,ns } :

Verificaremos agora que Cy9.11 = 1. Ja sabemos que

14ty

C _ min {[|A]| : A € Ay, poinane }
prpzini,ne L max{l—io X max{l—io .
maX{ ! 2 om2’ 3 S }

1 P
Ny y o™ 1

Observe que
max {12%11”1’13){{%_%70}7 12%1max{%_%70}} - 1'

Além disso, como A € As ;1 1, entdo

|All= sup |£ay|= sup |zy|
(], lyll, <1 lzlly, lll, <1

1

= sup |z|lyl= sup (a%)2]y]
lzlly.llll, <1 lzlly, lll,<1

1
= sup |zf|lyl < sup (y*)2 < 1.
lyll, <1 lyll,<1

Quando tomamos x = y = 1, vemos que o nimero 1 pertence ao conjunto
{lxaylizebyelye |zl llyll, <1}
Isso nos permite concluir que ||A|| = 1. Dai, obtemos que
min {||A]|; A € Agp11} =1

Esses fatos, permitem-nos concluir que Cs5.11 = 1. Dessa forma, como Cyo > Cs9.1,
temos Cy2 > 1. Além disso, usando o fato de que z% < 1, obtemos que

2

Cpp = SUp{Cy piny my; N1, Ny € N} < sup {Cgp,;mhm;nl,ng € N} < 02% < Oy,
como desejado. [
Teorema 2.8 Se algum dos seguintes casos ocorre

1. 1<p1 <2< py eny <ny;
2. 1 <py <2< pi eng > no,

entao
Cp17p2;n1,n2 < 0272‘

Demonstracgao:
Para simplificar a notacao, ponhamos

1 1 1 1
Yo =maxs —— —,0p e vy =maxq—-——,0,.
2 po 2 m
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e Caso I: 1 < p; <2< pyen; <ny. Levando em conta que 1 < p; < 2 < py, obtemos

1 1 1
pT p3 pT 27 P35
max < ny'na’ ny2nit p = max< ny'ng, 2 ny’
A1 a1 L 1 1
P 27 pg P35 P35 P35
=maxq [ n;'ny Pny 7 | Ny’ n,
1, (L4 EE
5 ()| % %

3 —
=max <4 | ny'ning | ny’,ny

L < % Considerando esse fato e que ny; < no, obtemos

Como p; < 2, temos o
1

|~

o 1 1ot
n' <ni <nd & 11 <1
n;
Isso implica que )
TNy° < Ny®.
n;

Assim, de acordo com o que vimos acima,
% X X
p P P
max {nll na’, ny? n?l} =ny”.

Sabemos que existe uma forma bilinear Ag: 5" x €2 — K do tipo
ny mo

Aolz,y) = 2.0 Fay;

i=1j=1

de forma que

‘ =

1

B |

1 1
2,72 Py M _ P,
HAOH < C2,p2;n1,n2 max 4 njng, Ny~ 1y - 02,P2;n1,n2n2

Seja A: 31 x (72 — K definida por A(z,y) = Ao(z,y) e satisfazendo

1

1 1
E3
2

IZeT) 3 m _ p
HAH S CPl»P%nl,nQ max § 1y ng™; Ny~ 1y - Cp1,P2;n1,n2n2

Como 2 < 2 < min{2,ps}, do Teorema 2.6, obtemos

‘H
‘H
|~

N ¥|

(2.13)

N |

< Cyongy

N ¥|

HAUH < 027102;711,n2np < 027102”;
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Além disso, segue do Exemplo 1.11 que ||A|| < ||Ap||. Usando esse fato e (2.13), temos

Cp17p2§n1777/2 < OQ»pz;m,m < 027272 < 0272’

como queriamos mostrar.
e Caso II: 1 < p, < 2 < p; e ny > nyg. Levando em conta que 1 < py < 2 < py,

observamos que

1 1 11 1
PToy2 P51 T Py 27 py
max{nl nat,ny2ni' p = maxq nyt,ny’n,

= max
1
1 Py 1
_ pf Mo P
=max{ n,' ,—n
ny
Desde que p, < 2, temos pi; < % Como nq > ng, temos
1
1 pi* pl* ;7;
2 2 2
ni >ng? > ny’ < —4 <1,
2
ny

de onde obtemos que

Assim, de acordo como que vimos acima,
Bl 1 Bl
Py Py p}
max < ng' ng’, e njt p =ng'.

Sabemos que existe uma forma bilinear Ay : £)! x £3*> — K do tipo
ni no

Aolw,y) = 220 + iy,

i=1j=1

de forma que

|~

1

¥

1
Pl v 2.7 | _ P
||A0|| < CP1,2;n1m2 max 4 1 Tig™, Ny 1y - 02,132;“1,712”1
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Seja A: 31 x (72 — K definida por A(z,y) = Ao(z,y) e satisfazendo

1 1 1
1, v2 P, 71 | Pl
HAH S CPl»P%nl,nQ max {nl Ny Mo”1y } - Cp1,P2;n1,n2n1 .

Como 2 < 2 < min{2,p;}, do Teorema 2.6, obtemos

1 1

* *
| Aoll < Cpy 2immamy? < Cppong? < Chongt.

»—-*""

(2.14)

Além disso, segue do Exemplo 1.11 que ||A]| < ||Ap||. Usando esse fato e (2.14), temos
Cprpamims < Cpy2iming < Cpy2 < O,

como querfamos mostrar. |

Teorema 2.9 Se algum dos sequintes casos for verificado

1. 1<p1 <py <2 eng <ny;

2. 1<py<p <2en; >ny,

entao
Cphm;m,m < 02,2'

Demonstracao: e Caso I: Inicialmente, vejamos que o resultado vale se 1 < p; < py <2
e n1 < no. Para isso, comecamos observando que, se 1 < p; < py < 2, entao

1 1 1 1
maxs - — —,0p =max<—-——,0, =0.
2 p 2 m

1 1_1 1 1_1 4 1 1 1
Pi ma"{i_E’ } P; maX{TH’ Pl P5 P;
max § 7y Ny y o™ Ny =max§ Ny ,Ny = Ny

Portanto, existe uma forma bilinear Ag: (7} x £72 — K definida por

Logo,

ny n2

Ao(z,y) = 32> T3y,

i=1j=1

de modo que
1 101 1 11 1
% maxq s——,0 ¥ max{ 5—-—,0 e
Py {2 P2’ } Pg {2 P’ } _ P3
||A0H S sz,pz;m,nz max {nl ) y Ty My - sz,pz;mman . (215)

Seja A: 31 x (72 — K definida por A(z,y) = Ao(z,y). De acordo com o Exemplo 1.11 e
(2.15), temos o seguinte:

1

HAH < ||AOH < Op27p2;n1,n2n52 < Cp27P2n2p .

w*"“

(2.16)
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De (2.16) e do Teorema 2.7, obtemos
Cp17p2§7’b177l2 < Cm,pz < C’2,2-

e Caso II: 1 < py < p; < 2eny > ny. Assim como a demonstracao do Caso II do
Teorema 2.16 seguiu um caminho analogo ao tracado para a demonstracao do caso Caso
I do mesmo teorema, o caso Caso II deste teorema é demonstrado seguindo o mesmo
principio. [ |

O corolario seguinte resume todos os resultados que vimos nesta secao.
Corolario 2.10 Se K = C, entdo

Cphpz: se p1,Pp2 € {2, OO] .
Cap > Cpp, sep € [1,00].

Cpy painanas 8€ P1,P2,M1, N2 sGo como nos Teoremas 2.8 ou 2.9.

2.4 Dominacao superior para algumas constantes da
desigualdade de Bennett

O objetivo central desta secao é estabelecer uma limitacao universal para as constantes
Chy py» cOM Py, P2 € [2,00]; Cp,py, com p € [1,00], € Cpy pying.nys ONAE D1, P2, N1, Mo SAO COMO
nos Teoremas 2.8 ou 2.9. Para isso, usaremos alguns resultados apresentados nas segoes
anteriores e o lema seguinte, o qual evidencia que o uso de matrizes de Hadamard é uma
estratégia bem consolidada para obter cotas superiores.

Lema 2.11 Sejam ny,ny € N er uma ordem de Hadamard de modo que max{ny,ns} <r.

Entao,
r
Co9m1,ms < <—)
max{ny, no}

Demonstracao: Se r é uma ordem de Hadamard, entao existe uma matriz de Hadamard
H = [hjj];«, de ordem 7. A partir dessa matriz, definimos a forma bilinear A: ¢5* x (5 —
K por

D=

ni na
Anl,nz (l',y) = Zzhljxly]

i=1j=1

Sejam & = (z1,...,Tp,) € By e y = (Y1, ,Yny) € By Se

u=(uy,...,u) = (x1,...,2,,,0,...,0),
v=(v1,...,v) = (Y1, Yny, 0,...,0),

entdo, u,v € Byy. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

> > hijuiv;

j=1i=1

n1 no
YooY hijriy,| =

i=1j=1

IAl} = [05]

:
<>
j=1

;
> hiju;
=1
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_ <( i o 2hijui),(|vl|,...,|vr|)>

1 1
T 9 2 T T 2 2
< | 2 lvl > | 2 hiu
j=1 j=1[i=1
1
r r 2\ 2
< | 2 [ 2 hiu
j=1 |i=1
Podemos ver a expressao
T ' 2
> |2 hijui
j=1 |i=1

como um produto interno entre o vetor

( Zhwuz gy Zh”uz )
i=1 i=1

(.

Vo
r entradas

por ele mesmo. Observamos que
T T T T
Do higui| - | 22 hwjur| = > hajui 3 b
i=1 k=1 i=1 k=1
T T
= > hijui ) hijug
i=1 k=1

=>> hzjh_k]uzu_k

i=1k=1

T
Notemos que, quando i,k =1,...,7ei =k, Y h;jhy; é igual ao produto interno de uma
j=1

T
linha de H por si mesma. Nesse caso, Y h;;jhy; = r. Por outro lado, se i # k, o somatério
j=1
T
> hijhi; nada mais é do que o produto interno de duas linhas distintas de H. Nesse caso,
j=1

Z hijhkj =0. Portanto,
j=1

N|=

J

1
r r 2 ' T ' 5
> Do hiug = | 22222 hijhwjuiuy
1 =1i=

j=1 |i= j=1li=1k=1

= (i i T(Sikuiu_k) 2

1=1k=1

.,
re ( |ul|2)
i—

= (i)

[N

—_
[

Il
<
[l ST
S
N o=
——

max {n
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Notemos que
L max{i_1po 1 max{i_10o L1
max{nfn2 {5 },n§n1 {520} :max{nf,n§}

e, como Cy9.5, n, ¢ @ menor das constantes positivas para as quais existe uma forma
bilinear satisfazendo uma desigualdade como (2.3), necessariamente devemos ter

C S .
2,2;n1,me = max{n1, n2}

o que conclui nossa demonstracao. [

N

Este resultado é relevante porque estabelece uma cota independente de n; e ns
separadamente, dependendo apenas do maior deles. Isso é 1itil em aplicagoes que envolvem
otimizacao de estimativas assintoticas e analise de estruturas multilineares em espacos de
Banach.

Munidos desse lema e dos resultados da se¢ao anterior, estamos prontos para verificar
a seguinte dominacao superior para algumas das constantes da desigualdade de Bennett:

Teorema 2.12 Se py, ps, p € [1,00], entao

Op1,p27 S€ P1, P2 S [27 OO] ’

8
\/g > Cpyp, sep € [1,00].

Cpy.painanas S€ P1,P2,M1, N2 sGo como nos Teoremas 2.8 ou 2.9.

Demonstracao: De acordo com o Corolario 2.10 e o Exemplo 2.1, é suficiente mostrarmos
que C9.,n < \/é para todo n € N. Como ja vimos, Cs9.11 = 1. Como 2 e 4 sao ordens

de Hadamard, entao, segundo o Lema 2.11, C5 .99, C29.44 < 1. Como 4 é a menor ordem
de Hadamard que é maior do que 3, entao

4
Congs < \g ~1,15

¢ a melhor limitacao superior que o Lema 2.11 nos fornece. Ja sabemos que, se
k=1,...,166, entao 4k ¢ uma ordem de Hadamard. Tomamos n = 5,...,664. Se n
for uma ordem de Hadamard, seguird imediatamente do Lema 2.11 que Cy9,,,, < 1. Por
outro lado, se 4k + 1 < n < 4k + 3, observamos que

Ak +1)\? _ (4 +1)\?
. < | -7 < [ )
Cozinin < ( n ) = < 4k +1

Ja sabemos que, se p e ¢ sao duas ordens de Hadamard, entao pq também o é. Portanto,
sepe{l,...,166} e r € N, entdo 2" - 4p é uma ordem de Hadamard. Para cada m € N e
cada k € {8,...,63}, seja

A ={8"k+1,....,8"(k+1)}.
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Notemos que 8™ (k+1) = 23™~2.4(k+1) é uma ordem de Hadamard. Aplicando novamente
o Lema 2.11, se n € A,, j, entao

1 1 1 1
8 (k+1)\2 8™ (k+1)\2 1\? 1\2 8
Coomn < ( - ) < ( " t+o) <(1+3) <y

Mostramos entao que, se n € A,, , entao o resultado vale. Se mostrarmos que, quando
n > 665, entdo n € A, para algum ponto (m, k) € N x {8,...,63}, teremos concluido
a demonstracao do resultado. Sendo assim, seja n > 665. Claramente, existe m > 3 tal
que

g 1.8 =8"<n <8 =8""1.64.

Isso indica que n € A,,,_18U - U A1 63. Assim,

Nz{l,...,664}U<EjAm7k).
m=2

Esse fato conclui nossa demonstracao. |

2.5 Dominacao superior para algumas constantes da
desigualdade de KSZ

A finalidade desta secao é estabelecer novas cotas superiores universais para as
constantes na desigualdade de KSZ para formas m-lineares A: ¢%} x --- x £ — K
com coeficientes +1. Isso significa dizer que estabeleceremos cotas superiores que nao
dependem das dimensoes nq,...,n,, dos espacos que compoem o dominio de A. Além
disso, também obtemos estimativas melhores ainda para elas no caso particular em que
ny=- =Ny =n.

Teorema 2.13 Para cada nimero natural m existe uma forma m-linear

. pn MNm
Apy oo i U o x 0o — K

do tipo
1) (m) S B (m)
Ao (z( ey 2 ) =15 DEETED D -F AEEEEF A
=1 =
satisfazendo
m—+1 1 1 m 1
Ay |l <272 max {nf, . ,nﬁn} [Inz.
k=1
Demonstracao: No Exemplo 1.9, vimos que podemos supor sem perda de generalidade
que ny < --- < n,,. Paracada k =1,...,m, claramente existe um tnico inteiro positivo
tr tal que

th < ng S 2tk+l’
ondet; +1<---<t,+1,poisng <--- <n,. O Lema 2.2 nos garante que existe uma

. +1 m+1 .
forma m-linear Ag: (2" x .-+ x 2™ 5 K com coeficientes +1 tal que

HAOH S (2tm+1)% ﬁ (2tk+l)% .

k=1
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No caso em que ng = 2*! para todo k = 1,...,m, basta consideramos Ay = Ao
Caso isso nao acontega, definimos Ay, ,,. : (o2 x --- x £i» — K de modo que

Ani oo ((zg), o ,zﬂ) e (zfm), o ,zé?))
_AO<<z1 B ORI 0),...,(4’”%..., 2o, 0)).

Seja ) € By e k=1,...,m. Notemos que

)An17_,.7nm ((a:gl), . ,957(111)> . (a:gm), o ,xg:‘n))ﬂ =
)A0<<z§”,..., ORI o),...,<z§m),...,zg?,o,...,()))‘5

HAOH S (2tm+1)% ﬁ (275](%1)% —
k=1

(th+1)% 11 (2tk+1)%

Pt 1 1y m o1
—_ 2 2 2
- — 1max{n1,...,nm} [Ing <
2 2 2 k=1
max{nl,...,nm} [I n?
k=1
2t +1 10 2t +1 3
m 2 k 2
( ) kljl( ) 1 1y m o1
— 2 2 2
— - max{nl, ,nm} [In; =
(2tm)2 JT(2)2 r=
j=1
mil 3 3\ T3
272 max{nj e [Ing,
k=1
0 que completa nossa prova. [ |

Lema 2.14 Sejam m um inteiro positivo e f: N™ — [0,00) uma fun¢do. Se para cada

(n1,...,nm) € N eziste uma forma m-linear Ag: €5 X €72 X -+ x {2m=1 x £5™ — K do
tipo
n1
A (2@, 2) = S5 3R gD (2.17)
11=1 Im=1
tal que

HAOH g f(nb s 7nm);

entdo eziste uma forma m-linear A: €7 X - x 0" — K para cada (ny, . . .
em (2.17) de forma que

,Nm) € N como

HAH < (nan)%f(nla e 7nm)'

Demonstragao: Seja Ag: 05" X {72 X -+ X (=1 x f5™ — K uma forma m-linear como
em (2.17) de modo que

Aol < f(na,. ..y nm).

Definimos uma forma m-linear A: (7} x --- x {2 — K por

A (.CE(l), e ,x(m)) = Ay (a:(l), e ,x(m)) .
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Sendo assim, temos

Al = sup S5 S g
i1 im
H"B(l)‘|oo"“*||x(m)||oo§1 i1=1  im=1
ni Nm 1 _1 1 _1
T ek T bl
z(1 Jeens || <1lu= Im=
oo oo
ni Nm, _1 _ _1
() ol ™ P ey et (2.18)
z(1 yeees || (M <1lu= Im=
Definimos ) L ) .
2 = 2 = 20 ¢ M) — 2 (M) — o™ g (m)

Do Lema (2.5), sabemos que, como zt!) € Byie ™ € Bpm, 2V € By e 2(m) ¢ Bynm

Assim, segue de (2.18) que

< (m—1) _(m)

1 Nm,
1) _.(2)
s sy e

im=1

sup
0 o2 el ] <1 i1

[A] < (nanm)?

= (n1nm)? [| Aol
S (nlnm)%f(nb cee 7nm)-

Isso conclui nossa demonstragao.
Teorema 2.15 Sejam ny,...,n, € N tais que ny = min{ny, na, ..., ny,}. Entdo

Coo,...,oo;nl,...,nm S CZ,oo,...,oo,2;n1,...,nm .

Demonstragao: Inicialmente, definimos a fungao f: N — [0, 00) dada por

A definigdo de Co . c02:my...m, NOS garante que, para cada (nq,...,n,) € N™, existe

uma forma m-linear Ag: €57 X 72 x -+ x (21 x (5™ — K do tipo

(m)

ni Nom
A (2, M)y = S oS ixz('ll)"'%m

i1=1 im=1

de modo que
11 7Q}

1 m—1
min{max{2,2* } max{2,00*}} max{2 s

HAOH S C2,oo,...,oo,2;n1,.“,nm max
k:l,...,m k=2

1 1y m=1l 1
_ 2 2 2
- CZ,oo,...,oo,Q;nl,...,nm max {nl y o 7nm} H nk'
k=2

De acordo com o Lema 2.14, existe uma forma m-linear A;: {22 x --- x £ — K com

coeficientes £1 tal que

AL || < (mano)? f(na, .., )
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1 1ym=l 1

2 2 2

1,...,nm}an
k=2

-

1
= (nan) 2 02,00,‘..,00,2;n1,.,.,nm max {n

1 1 m.o 1
f,...,nfn}nn,g. (2.19)
k=1

f— 6\12700,...,0072;77,17,,‘7nﬂ1 max {n
¢ a menor entre as constantes positivas para as quais existe uma

forma m-linear satisfazendo uma desigualdade como (2.2), devemos necessariamente obter

Como Coo,...,oo;nl,...,nm
1 1y m o1
2 2 2
Coo...cviny oy, TAX {nl o ,nm} [In? < || Adl. (2.20)
k=1
Assim, de (2.20) e (2.19), temos que
Coo,---,oomh---,nm < 027007---,0072;n1,---,nma
para todos nq,...,n, € N tais que ny = min{ny, ng, ..., Ny }. [ |
Teorema 2.16 Sejam nyi,ng,...,n, € N tais que
ny = min{ny, na, ..., Ny} e Ny =max{ng,ng,...,Nmt.
Além disso, suponhamos também que, para cada, k = 2,...,m, exriste uma matriz de
Hadamard de ordem ny,
k
H, = )|
N XNg

Entao, a forma m-linear
Ag: 05" X 002 x -+ x o=t x tgm — C

dada por
1 my _ 3 R 1(2) 3 (3) m) (1) (m)
A (x( ) al )) — 'Zl...'zlhimhim RN P AR
i1= im=
satisfaz
1m=1 1 1 1ym=1l 1
| Aoll < na [[ nf :max{nf,...,nfn} [In:.
k=2 k=2
Demonstracao: Para cada k = 2,..., m, denotemos a i-ésima linha de H; por ugk),
1=1,...,ng,. Como ja vimos,
(2.21)

<u§k), uﬁk)> = ny0;;.

A partir de cada matriz Hy, definimos as seguintes matrizes quadradas de ordem n,, por

(k)
O(nm_nk)x(nm_nk)

o

|: Hk Onkx(nm—nk) :|
para cada k = 2,...,m. Considerando p; = 2 quando k € {1, m} e pg

O(nm—nk) XM
= oo quando

:| N XN

ke{2,...,m—1}, sejax®) ¢ 3. Denotemos

y(k) — <x§k),,l‘,(1]z)70770) S KZIT
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Definamos a forma m-linear

Ap: 05" x 072 x

por

Ay (x(l),...,x

Para cada k = 1,.

(m)) -

S

11=1 Im=1

T

2

01 yeeeytm=1

- x Aom=t x e — K

(%)

I1 Ls

= (i) (i
(1) (1)

,m, fixemos z®) e B”k

)

k=1,...,m. Aphcando a desigualdade de Holder obtemos
" Nom m i m k
}Ao(x(l),...,x( ))’ = > (thk)11k> (Hyz(k))‘
i1yemim=1 \k=2 k=1
Nm Nom k m
<E1E (f) ()
im=1 |i1,.im=1 k=
<10 (e, (T "
— 1—12k yzk ylm
im=1|i1,emsim—1=1 \k=2 k=1
1
" 1 2\ 2
m N, m i m— k
(8108 (i) ()
im=1|i1,eesim—1=1 \k=2 k=1
1
" 1 2\ 2
m N, m i m— k
(B8 (f) (i)
bm=1 |i1,0eim—1=1 \k=2 k=1
1
1 2\ 2
N, N, m & m— &
(8% (M) ()
im=1 |i1,eesim_1=1 \k=2 k=1
Podemos ver a expressao
. 2
Nm Nm m k m— k
=1 |i1,0mim_1=1 \k=2 k=1

como um produto interno do vetor

Nm, m m—1
k k
D1 yeeey tm—1=1 k=2 k=1

lem

115y —1=1

ly

Claramente, y*) € Benm para cada

Nm

(

im=1

oy,

",

(fi.) () )
k=2 k=1

J/

por ele mesmo. Observemos que

(11

Tvm

2.

11yt —1=1

(k)

'Lkz 1%k

) ()

Vv
N, entradas

Tvm

2.

J1yeesjm—1=1

H Yii,

(f1s) (1

LW

)
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o6

lgumas constantes da desigualdade de KSZ

Nm

2.

11yesim—1=1

({10!
(i1

Nm,

2.

1yeim—1=1

Nim,
- £ (fny
11,5 stm—1=1 \k=2
j17"'7jm—1:1

%
U1 yenstm—1=1
j17 Jm 1=1

(H hlk 1k ]k 1]k>h'

’an

J1sesJm—1=1

) () £ (1) (1)

m—1 Nm m—l—-
0 ) () & (fo0,) (T1a7)
k=1 Iy fm—1=1 k=1

Ig—1k ]k 1Jk

k) (k)
1) ()

(m)

(H%%)-

Zm—llm ]m 1tm

Isso nos permite concluir que

Nm Nm
=1 |41, esim1=1

=111, im—1

jli"‘?jm*lz

1
2

2
m m—1
k k
(H%QJ(H@ﬁ‘
k=2 k=1

(m)

(mH hlk 1lkbjk 1Jk)h'
k=2

Im—1%m ]m 1%m,

2

(ﬁ%%) :

=1
1

b
onde deixamos subentendido que <Harﬁr> =1 se b < a. Portanto,

‘Ao(l’(l), e ,x(m)) ’

im

117
Jise

015
Jiye-

T —

onde a ultima igualdade
vejamos que

‘Ao (33(1) ] 7$(m))|

Nm

i17-"7
VARTES

DY

1
2
n -1
m (m) k) (k
2 . Z (H blk ﬂkhjk 1jk)him—1zm Jm— 1zm( [1 Yir, Yj. >
:121,...,’Lm71:1 k=
jl:“'vjrnflzl
1
2
Nm Nom m)
Z 1( H blk 1%k Jk 1]k) (H ylk y]k ) Z zm 11m ]m 1tm
7fm 1= =1
sJm—1=1
1
2
i (m)
Z 1( H hlk 19k ]k 1jk) (H ylk y]k ) Z hzm 1zmh3m 10m
Sim—1= im=1
7]m 1= 1
2
3 Hh | H L))
< 1 Tp—10k ]k 1)k yzk y]k zm,la Im—1
Im—1=
:jm—lzl

=

1=141,...,im—2=1

(H hlk 1%k ]k 1]k> (H ylk y]k > Nim ’
jlu'“)jm72:1

foi obtida usando (2.21). Usando novamente esse resultado,
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o7

1
2
1 Nm, Nm m—1
2 (k). (k)
< T Z Z (H b’Lk 1ik ch 1jk) (H Yi, Yj,
im—1=101 . im—2=1 k=1
jly---vjm72:1
1 Nm, Nm 2
_ 2 (mfl) (m—1) (m—1)
= T ) Z ) z (H h’bk 17k Jk 1]k) (H ylk y]k ) 7‘m72im71hj'm,727:mfl tm—1
tm—1=1%1,...,tm—2=1
jl?"'ajm—Qzl
1
2
1 Nm, 2 Nm,
2 (k) (k) m—1) m—1)
2
< Nim ) Z (H blk 1ik ]k 1]&«) (H N ) Z bzm 2im— 1th 2im—1
150l —2=1 im—1=1
.]17"'7]7}172:1
1
2
1 Nm,
— 2 (m-1) _ (m—1)
= Tm ) Z (H hlk 1ik ]k 1]k> (H ylk y]k ) < Uiy gy Wjy s
81 yeesbm—2=1
j17~-~1jm72:1
1
2
1 Nm Nm —2
2
= Tim Z Z H blk 1%k Jk 1Jk H ylk y]k Mim—1
i —2=Li1,0yim—3=1 \ k=2
jl?"'vjm—3:1
1
2
11 Nm
2,2
= MmNy Z Z H hlk 11k Jk 1Jk H ylk
im—2=1%1,...,im—3=1
J1yesim—3=1
Como
2
1 1 M, Nm
nmnm 1 Z Z H hzk 10k jk 17k H ylk y]k
im—2=1%1,...,is—3=1
jla »]m 3= 1
1 1 Nm, Nm
22 (m—z) (m—2) (m—2)
- nmnm_l i Z i Z ( H bzk 18k ]k 1]k> ( H ylk y]lc ) lm737:m72hjm73im72 im—2
Zm—2:1z1: 74'm 3=1
]17 7]m 3= 1
1
2
1 1 Nm Nm
2.2 (m 2) (m—2)
< MMy, z Z (H blk 11k ]k 1]k) ( H ylk ) T —3%m— Qb]m 3im—2
im—2=111,..,im—3=1
J1yesJm—3=1
1
2
1 1 Nm -3 Nm, — 2)
2.2
= MmNy | Z H hlk 1k ]Ic 17k H ylk ka Z hlm d'Lm 2[)]777. 3im—2
115-0ytm 3=1\ k=2 im—2=1
j17~--7j7n73:1
1
2
101 N m—3 J—
2,2 (k), (k) (m=2) (m-2)
= MmNy ) Z ( H hlk llkb]k 1]k) ( H Yir, Yy, Uiy Ujy s )
7«17 'Lm 3=1 k=1

Jise-

Jm 3=1

N

N |=
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obtemos

‘AO (1’(1), . ,x(m))}

N[

12, 1/2 = (m—2)  (m—2)
- nm M1 ) Z ) (H hlk 1%k ]k 1jk) (H ylk y]k ) < Wiy > Wiy >
11500y tm—3=

Jiyeesjm—3=1

Usando este procedimento mais algumas vezes, podemos concluir que

1
1 1 1
1 (m) 2,2 3 |
|Ag (2, .. ™) < ndn2 -0 Z Yi,
i1=1
1m=1 1
2 2
<nm || ng,
k=2
o que finaliza nossa demonstracgao. |
Corolario 2.17 Sejam nq,ns,...,n, € N tais que
ny = min{ny, na, ..., Ny} € Ny = max{ny, na, ..., Ny}
Sejam também ry = ny e, para cada k = 2,...,m, v, > ng uma ordem de Hadamard, com

Tm = max{ry,...,rm}. Entdo,

1 1

T'm 2 m—1 Tk 2
CQ,OO,...7OO,2;H1,...,H»,H S ( ) H -
Nm k=2 \ Tk

Demonstragao: Como vimos no Teorema 2.16, existe uma forma m-linear

Ay X 02 x - x Ot xlym - K

do tipo
A(z(l),... ) 2 Z :I:z : (m)
i1=1 im=1
tal que
1m=1 1
Al <7 [T 72 (2.22)
k=2

Se Ap é a restrigao de A a 5" X €72 X -+ x =1 x fo™ entao ||Ao|| < ||Al|. Da definigao
de C.co,....00,2m1,....1m s LEINOS

CQOO .,00,2;11,... nmnmnk an < HAOH (223)

De (2.22) e (2.23), temos

1
1m 1 1 Tm 2 m—1 Tk 2
Ca00,....00,2im1 .. nmank 2 ”k < T H e < Coco o 2mymm < | — — ] -

Isto termina a prova. |
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Teorema 2.18 Para cada m € N, temos

m—1

8 T2
..... s ()

Demonstragao: Por meio de um processo analogo ao que executamos no Teorema 2.7
para calcular a norma de A;, podemos concluir facilmente que Co . o011 = 1. Além
disso, combinando o Teorema 2.15 e o Corolario 2.17, obtemos as seguinte aproximagoes.

1. Coo,...,oo;Z...,Q S OQ,oo ..... 00,2;2,...,2 S (%)% (%)% = (1)% (1)% =1
k=2 k=2
1m—1 1 m=1
2 Cuapmeins < Coyozn s < (17 T ()7 = (97
1 m—1 1 1 m—1 1
3. Coo,...,oo;4...,4 < C(2,00 ..... 00,2;4,...,4 < (%)2 (j_i) * = (1)2 (1)2 =1L
k=2 k=2
1m—1 1 m=1
4 Cans < Caroz s < () TT () = (8)
1m—1 1 m=1
5. Cuepoein6 < Co 0 < ()7 T () = (8)
1m=1 1 m=1
6. Coeyoeirr < Comy o < ()7 TT ()7 = (97
1 m—1 1 1 m—1 1
7. Coo,...,oo;S...,8 S C(2,007...,00,2;87...,8 S (%)2 Py (%) * = (1)2 kl:IQ (1)2 =1L
Para 9 < n < 64, seja k o Unico inteiro positivo tal que
4k <n <4(k+1). (2.24)

Como ja vimos no capitulo anterior, 4(k+1) é uma ordem de Hadamard. Dai, combinando
novamente o Teorema 2.15 e Corolario 2.17, para k como em (2.24), temos

Ooo ..... 0O} N...,N S 02,007...70072;71,...,7’7, S ( n

m—1 m—1 m—1 m
Ak+1)\ 7 1\ =z 1\ = 3\ =
< [ 2= _Z7 = Z < - = (=
() () =0) -0)
Para cadat € N e cada k € {8,...,63}, seja
A = {8k +1,....8(k+1)}.

Vimos no Teorema 2.12 que 8'(k + 1) é uma ordem de Hadamard e, se n > 65, existe um
par (t,k) € Nx {8,...,63} de modo que n € A; ;. Por defini¢ao, temos

8 <n<8(k+1),
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ondet € Ne k € {8,...,63}. Aplicando mais uma vez o Teorema 2.15 e Corolario 2.17,
obtemos

m—1

JR)

Ooo,.‘.,oo;n...,n S C2,oo,...,oo,2;n,..‘,n S < n

8(k+1)\ 7 1\ " \N"T  /9\"T
< (22T - - < - _ (2 ‘
<(") =(n) =05) =)

Concluimos assim a demonstracao. ]



Consideracoes Finais

A guisa de conclusao, ¢ possivel destacar alguns pontos importantes que emergiram
da andlise realizada ao longo desta dissertacao. Um dos resultados mais importantes
apresentado neste texto estabelece uma limitagao universal para as constantes da
desigualdade de Bennett C,, ,,, com py,p2 € [2,00]; Cp,, com p € [1,00], € Cpy poing nas
onde pq, p2, N1, N9 sao0 como nos Teoremas 2.8 ou 2.9. Tal resultado estabelece que essas

constantes sao superiormente limitadas por \/é .

Também conseguimos resultados que estabelecem limitagoes superiores para algumas
constantes da desigualdade de KSZ. Temos, por exemplo, o seguinte resultado: para cada

m € N, temos
1

]\ T
Coo O3 Mye.ey T S = .
----- ()

Para mostrar a validade desses e de outros resultados, tivemos que fazer uso de uma
vasta teoria que envolveu operadores lineares, matrizes de Hadamard e o Teorema de
Interpolacao de Riesz-Thorin. Cabe destacar o grande destaque que alguns resultados
envolvendo as ordens de Hadamard desempenharam neste trabalho uma vez que o uso
de matrizes de Hadamard mostrou-se um estratégia bem consolidada para obter cotas
superiores.

Por meio dos resultados obtidos neste trabalho, podemos fornecer aproximagoes mais
precisas para as constantes C' e C,,, respectivamente, das desiguldades de Bennett e KSZ.
Isso ¢ importante, pois os valores exatos dessas constantes nao sao conhecidos.
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