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Resumo

A 1ltima década testemunhou importantes avancos tedrico-experimentais voltados a
compreensao da coeréncia quantica, um recurso quantico que encontra aplicagoes na
metrologia quantica, computacao quantica, e termodinamica quantica. Neste contexto,
destaca-se o formalismo de Baumgratz-Cramer-Plenio (BCP) que permite caracterizar
coeréncia através de medidas de distinguibilidade de estados quanticos. Em virtude do
carater nao-univoco destas medidas, segue que diversos quantificadores de coeréncia
decorrem deste formalismo, por exemplo, a norma-¢; de coeréncia, e a entropia relativa
de coeréncia. Em contrapartida, o estudo da coeréncia também pode ser implementado
através do formalismo de ordens de coeréncia. Por sua vez, tal técnica envolve a analise
dos efeitos de interferéncia entre estados quanticos de prova e vetores de base fixos. Neste
trabalho, investigamos a caracterizagao de coeréncia em sistemas quanticos de dimensao
finita. Promovemos uma comparagao entre o formalismo BCP e a abordagem de ordens
de coeréncia. Mostramos a existéncia de um vinculo entre ambos casos para estados de
1-qubit. Em especial, derivamos um invariante que relaciona coeréncia e pureza de estados
de dimensao finita. Estudamos a dinamica de coeréncia em sistemas quanticos abertos,
sobretudo avaliando estados de 1-qubit e 2-qubits. Investigamos a evolu¢ao de medidas
de coeréncia de estados de sistemas bipartido cuja dinamica nao-unitaria é descrita pelo
mapa de defasagem. Por fim, abordamos a dinamica efetiva de estados de 2-qubits em
termos do mapa de atenuacao de amplitude, a qual exibe transi¢oes entre os regimes
Markoviano e nao-Markoviano. Neste caso, mostramos que a caracterizacao de coeréncia
permite certificar efeitos de memoria por meio de assinaturas nao-Markovianas da dinamica

do sistema quantico aberto.

Palavras-chave: Informacao quantica. Coeréncia quantica. Ordens de coeréncia.



Abstract

The last decade has witnessed important theoretical and experimental advances aimed
at understanding quantum coherence, a quantum resource that finds applications in
quantum metrology, quantum computing, and quantum thermodynamics. In this context,
the formalism proposed by Baumgratz-Cramer-Plenio (BCP) stands out, which allows
characterizing coherence through measures of distinguishability of quantum states. Due to
the nonuniqueness character of these measures, it follows that several coherence quantifiers
derive from this formalism, for example, the ¢;-norm of coherence, and the relative entropy
of coherence. In contrast, the study of coherence can also be implemented through the
coherence order formalism. In turn, such a technique involves the analysis of the interference
effects between quantum states and fixed basis vectors. In this work, we investigate the
characterization of coherence in finite-dimensional quantum systems. We compare the BCP
formalism with the coherence order approach. We show the existence of a link between both
cases for 1-qubit states. In particular, we derive an invariant that relates coherence and
purity of finite-dimensional states. We study the dynamics of coherence in open quantum
systems, mainly evaluating 1-qubit and 2-qubit states. We investigate the evolution of
coherence measures of bipartite systems whose non-unitary dynamics is described by
the dephasing map. Finally, we address the effective dynamics of 2-qubit states in terms
of the amplitude damping map, which exhibits crossovers between the Markovian and
non-Markovian regimes. In this case, we show that the coherence characterization allows
us to certify memory effects through non-Markov signatures of the dynamics of the open

quantum system.

Keywords: Quantum information. Quantum coherence. Coherence orders.
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Medidas de coeréncia para estados puros de qubit inico em relagao a base {|0), |1)}
formada por autoestados do observavel de spin (h/2)o.. A curva azul representa

a norma-¢; de coeréncia, Cy, ,(p) [veja Eq. (4.47)], e a curva vermelha indica a

entropia relativa de coeréncia normalizada, Ciel. ent. 2(p)/In(2) [veja Eq. (4.48)].

Fonte: Elaborada pelo autor.

Gréficos de medidas de coeréncia para estados quanticos de qubit tnico. (a)
Mapeamento da intensidade da norma ¢; de coeréncia Cy, .(p) [veja Eq. (4.47)] de
estados puros de qubit tnico na esfera de Bloch. (b) Mapeamento da intensidade
da entropia relativa de coeréncia normalizada Clel. ent.(p)/1n2 [veja Eq. (4.48)]
de estados puros de qubit tnico na esfera de Bloch. (¢) Grafico de densidade da
norma ¢; de coeréncia Cy, .(p) [veja Eq. (4.36)] de estados mistos de qubit nico,
em fungdo dos parametros 0 < r < 1e 0 < 60 < m. (d) Gréfico de densidade da

entropia relativa de coeréncia normalizada Crel. ent..-(p)/In2 [veja Eq. (4.46)] de

estados mistos de qubit tinico, em fungao dos parametros 0 <r <1le0 <0 < 7.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Medidas de coeréncia na base computacional para estados quanticos de qubit tinico
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dos parametros 0 <r < 1e 0 <6 <. (d) Diagrama de fases da entropia relativa
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fase, em func¢ao dos parametros 0 < r <1 e 0 < 6 < 7. Fonte: Elaborada pelo autor.
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puros de qubit tnico na esfera de Bloch. (b) Mapeamento das intensidades da

entropia relativa de coeréncia de estados puros de qubit tinico na esfera de Bloch.
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e 0 <6 <. (d) Diagrama de fases da entropia relativa de coeréncia de estados

mistos de qubit tinico sob acao do mapa atenuacao de amplitude, em funcao dos

parametros 0 < r < 1e 0 <60 < 7. Fonte: Elaborada pelo autor. . . . . . . . ..
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(6.39), (6.40) e (6.41)], e pureza quantica, P(p,) [veja Eq. (6.37)], em fungao do
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atenuagao de fase. As coeréncias sao avaliadas em relacao a base de autoestados dos
observéveis (1/2)o,,,, € 0 pardmetro de decoeréncia é o = 0.5. O estado inicial do
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atenuagao de amplitude. As coeréncias sao avaliadas em relagao a base de autoestados
do observével (1/2)o ,, e 0 pardmetro de decoeréncia é o = 0.5. O estado inicial do
sistema é dado por um estado de 1-qubit em que ¢ = 7/4, sendo o angulo polar: (a)
0 =m/2,(b) 0 =m/4, (c) 8§ =7/6, (d) § = 0. Fonte: Elaborada pelo autor.
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mistura 0 < r < 1, respectivos a estados de 1-qubit sob acao canal de atenuacao
de amplitude. As coeréncias sido avaliadas em relacdo a base de autoestados do
observavel (1/2)c, e o parametro de decoeréncia é oo = 0.5. O estado inicial do
sistema é dado por um estado de 1-qubit em que: (a) = 0, (b) § = 7/6, (c) 0 = 7/4,
(d) = w/2. Fonte: Elaborada pelo autor. . . . . . . . . . .. ... ... ..
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entre os qubits. Em sistemas fotonicos, por exemplo, o ambiente é descrito por uma
cavidade 6ptica que condiciona modos de frequéncia do campo de eletromagnético.
Por sua vez, os qubits podem ser realizados a partir de niveis eletronicos de nuvens
atomicas imersas nesta cavidade. A dindmica reduzida do par de qubits é descrita
pelo mapa de defasagem. Fonte: Imagem adaptada da Ref. [2] . . . . . . . . ..
Gréficos da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p(t)), e concorréncia de emaranhamento,
Conc(p(t)), em fungdo do pardmetro adimensional w.t, para o estado reduzido p(t)
da dindmica de dois qubits em contato com um reservatorio coletivo. O estado inicial
do sistema é dado por um estado Bell-diagonal com coeficientes: (a, b) ¢; = £1,
co=F1l,c3=1,(c,d) ¢ =0, ca =1, c3 = 1. Em cada painel, analisamos os casos
wets = 0.01 (curva sélida azul), w.ts = 0.1 (curva trago-pontilhada verde), w.ts = 1
(curva pontilhada vermelha), w.ts = 10 (curva tracejada preta). Fonte: Elaborada
peloautor. . . . . L L oL e e e e e e e e
Gréficos de IMQs, I,,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fun¢do do pardmetro
adimensional w.t, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato
com um reservatorio coletivo, respectivos aos casos (a) w.ts = 0.01, (b) w.ts = 0.1,
(¢) wets = 1, (d) wets = 10. O estado inicial do sistema é dado pelo estado Bell-
diagonal emaranhado com coeficientes ¢; = +1, ¢a = F1, ¢3 = 1 [veja Eq. (7.1)].

Fonte: Elaborada pelo autor. . . . . . . . . . . . . ... ..o
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Gréficos de IMQs, I,,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em funcio do pardmetro
adimensional w.t, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato
com um reservatorio coletivo, respectivos aos casos (a) w.ts = 0.01, (b) w.ts = 0.1,
(¢) wets = 1, (d) wets = 10. O estado inicial do sistema é dado pelo estado Bell-
diagonal ndo-emaranhado com coeficientes ¢; = 0, co = 1, ¢3 = 0 [veja Eq. (7.1)].
Fonte: Elaborada pelo autor.

Descricao pictorica de um sistema fisico de 2-qubits interagindo com reservatérios
individuais de modos de frequéncia. Por hipétese, o estado quantico do par de qubits
exibe correlagdes quanticas suscetiveis aos efeitos de decoeréncia devidos a cada
ambiente. Neste sistema, a interagdo com o reservatorio induz efeitos dissipativos a
partir da emissdo de fo6tons no decaimento do sistema de dois niveis. A dindmica
reduzida do par de qubits é descrita pelo canal quantico de atenuacao de amplitude.
Fonte: Tmagem adaptada da Ref. [2].

Gréficos da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p(t)), e concorréncia de emaranhamento,
Conc(p(t)), em fungdo do pardmetro adimensional At, para o estado reduzido p(t)
da dindmica de dois qubits acoplados com reservatorios individuais. O estado inicial
do sistema é dado por um estado Bell-diagonal emaranhado com coeficientes: (a,
b) ¢y =41, 0 =F1,c3 =1, (¢, d) ¢; = %1, ¢ = £1, ¢c3 = —1. Em cada painel,
analisamos os casos r = 0.01 (curva sélida azul), » = 0.1 (curva trago-pontilhada
verde), r = 1 (curva pontilhada vermelha), » = 10 (curva tracejada preta). Fonte:
Elaborada pelo autor.

Diagrama de fases da medida de nao-Markovianidade o (p1(t), p2(t)), em fungao dos
parametros adimensionais A\t e r, para estados quanticos de 2-qubits interagindo
com reservatérios individuais. Neste grafico, a fungao o(p1(t), p2(t)) é avaliada
para estados instantaneos p; 2(t) na Eq. (7.37) em termos das seguintes tuplas de
coeficientes: (i) pi(t), onde ¢; = £1, ¢ = F1, ¢35 = 1; (ii) p2(t), onde ¢f = +1,
ch = +1, ¢4 = —1. Fonte: Elaborada pelo autor.

Gréficos de IMQs, I,,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em funcio do pardmetro
adimensional A, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatoérios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) » = 0.1, (c)
r =1, (d) r = 10. O estado instantaneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com
coeficientes ¢; = £1, ¢ = F1, ¢3 = 1. Fonte: Elaborada pelo autor. .

Gréficos de IMQs, I,,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fun¢do do pardmetro
adimensional M, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatorios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) r = 0.1, (c)
r =1, (d) » = 10. O estado instantaneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com

coeficientes ¢; = £1, co = *+1, ¢3 = —1. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 —

Figura 25 —

Gréficos de IMQs, I,,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em funcio do pardmetro
adimensional A, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatoérios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) r = 0.1, (c)
r =1, (d) r = 10. O estado instantaneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com
coeficientes ¢; = 0, co = 1, ¢3 = 0. Fonte: Elaborada pelo autor.

Descrigao dos contornos de integracao utilizados no célculo da fungdo de correlagao
na Eq. (A.2), onde z = Re(z) + iIm(z) é um ntimero complexo arbitrério no plano
complexo. Nesta figura, Cy (C_) descreve o contorno fechado no semi-plano superior
(inferior), orientado no sentido anti-horario (horério), que envolve o pélo z = +iA
(z = —i)). Por sua vez, segue que X5 (¥5) é a curva de raio R, orientada no
sentido anti-horario (horério). O intervalo de integragdao no eixo real é dado por

—R < Re(z) < R, onde R — co. Fonte: Elaborada pelo autor.
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1 Introducao

A coeréncia quantica caracteriza-se como uma propriedade genuinamente quantica
subjacente ao fendmeno de interferéncia quantica, e sua compreensao remonta ao cerne da
Mecanica Quéntica [3,4]. Desenvolvimentos recentes no escopo da ciéncia da informagao
quantica tém contribuido para uma compreensao profunda do papel da coeréncia quantica
de sistemas fisicos em nivel microscopico. Neste contexto, a caracterizagao da coeréncia
quantica exibe aspectos similares ao estudo de emaranhamento em sistemas quanticos
de muitas particulas e encontra aplicagoes em diferentes ramos da ciéncia da informacao
quéantica [5-8]. Logo, percebe-se que a coeréncia quantica perfaz um recurso essencial ao
processamento da informagcao quéantica [1]. Neste capitulo, apresentaremos um panorama
geral acerca da caracterizacao de coeréncia quantica na perspectiva da ciéncia da informacao,
analisando o estado da arte deste assunto e contextualizando os resultados centrais. Por
fim, discutiremos as propostas deste trabalho, elaborando o objeto de estudo no recorte de

sistemas quanticos de dimensao finita.

1.1 Contextualizacao e estado da arte

O estudo da coeréncia quantica no ambito da optica contempla uma longa historia,
sobretudo contribuindo para realizagoes tecnolégicas tais como o laser e o maser. Neste
contexto, a coeréncia quantica esta vinculada aos modos do campo de radiacao, tal que
sua descricao envolve distribui¢oes espaciais de fase e func¢oes de correlagdo do campo

eletromagnético [9-11].

Na ultima década, a ciéncia da informacao quantica promoveu uma reavaliacio
de fendbmenos em nivel microscopico em termos de recursos quanticos, no sentido de que
podem ser explorados para realizar tarefas que de outra forma nao seriam possiveis no
dominio da fisica classica. Em geral, um recurso descreve uma propriedade de um sistema
fisico que esta disponivel para execucao de certas tarefas. No ambito quantico, tais recursos
podem ser consumidos em processos fisicos no intuito de superar limites classicos, por
exemplo, envolvendo o processamento de informacao. Dentre estes recursos quanticos,
destacam-se coeréncia e emaranhamento. Este ponto de vista motivou o desenvolvimento
de teorias para a coeréncia quantica, a qual perfaz um recurso importante em protocolos
de processamento de informagao. Nos tltimos anos, o estudo da coeréncia de sistemas
quanticos de dimensdo finita tem repercutido importantes desenvolvimentos no escopo da
termodinamica quantica [12], metrologia quéntica [13], e biologia quantica [14], além de

ser usada como um recurso em tecnologias quanticas [4].

De forma geral, a coeréncia quantica descreve um recurso fragil e extremamente
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suscetivel a efeitos de decoeréncia relativos a ruidos externos e graus de liberdade externos
ao sistema fisico. Neste contexto, o estudo da robustez de coeréncia quantica em sistemas
abertos tem suscitado diversos trabalhos no &mbito da ciéncia da informagao quéantica [4,15].
Por sua vez, a caracterizacao formal e rigorosa das propriedades da coeréncia de sistemas
quanticos de dimensao finita ocorreu por meio do trabalho seminal de Baumgratz, Cramer
e Plenio [15]. De forma geral, neste trabalho, os autores estabelecem certos critérios
necessarios para que uma dada figura de mérito seja considerada um quantificador de
coeréncia. Na pratica, este artigo despertou interesse em uma gama de sistemas de mecanica

quéntica e nanoescala [16-18].

Nos ultimos anos, diversos trabalhos surgiram no escopo da ciéncia da informagao
buscando desenvolver um formalismo tedrico adequado para a caracterizacao da coeréncia
de sistemas quéanticos de dimenséao finita. Em geral, tais esforcos envolvem a descri¢ao da
coeréncia em termos de medidas de distancia entre o estado quantico de prova e estados
incoerentes em relagdo a uma dada base fixa [15]. Nesta abordagem, um quantificador fiel
de coeréncia deve satisfazer um conjunto minimo de propriedades algébricas respaldadas
cujo significado fisico remonta sobretudo ao vinculo de conservacao da coeréncia do
sistema fisico [4,15,19,20]. Importante destacar que esta descrigdo exibe nuances comuns
a caracterizagdo de emaranhamento e demais correlagoes quanticas outrora estabelecidas
na literatura [8,21-26].

A formalizacdo em nivel tedrico das propriedades da coeréncia quantica de sistemas
de dimensao finita baseou-se nos conceitos de estados livres e operacoes livres, os quais
sao conceitos oriundos da chamada teoria de recursos. Em sintese, a teoria de recursos
propoe-se a ressignificar em nivel axiomatico caracteristicas genuinamente quanticas como
coeréncia e emaranhamento, estabelecendo regras para tais recursos [4,27-32]. Por um
lado, os estados livres sao identificados como estados incoerentes, ou seja, estados que
sao diagonais em uma dada base fixa de referéncia. Na pratica, chamamos de estados
livres aqueles estados quanticos que podem ser preparados sem que haja perda das suas
propriedades quanticas, sobretudo coeréncia quantica. Por outro lado, as operagoes livres
descrevem as transformacoes fisicas que podem ser implementadas sem consumo de recursos
genuinamente quanticos. A ultima década testemunhou o desenvolvimento de diversas
abordagens acerca do conceito de operagoes livres no escopo da teoria da coeréncia,

sobretudo envolvendo diferentes perspectivas fisicas e matematicas [4].

Na perspectiva da teoria de recursos, a caracterizacao da coeréncia quantica envolve
os conceitos de operagoes incoerentes (IO!) [15], operagdes maximamente incoerentes
(MIO?) e operagoes estritamente incoerentes (SIO?) [27]. As operagdes incoerentes podem

ser interpretadas como operacoes que nao podem criar coeréncia. Por sua vez, operacoes

Operagoes incoerentes, do inglés Incoherent Operations.
Operagoes estritamente incoerentes, do inglés Mazimally Incoherent Operations.

3 Operacoes estritamente incoerentes, do inglés Strictly Incoherent Operations.
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maximamente incoerentes caracterizam uma classe de operacoes quanticas que nao podem
criar coeréncia a partir de estados incoerentes, como discutido em mais detalhes na
Ref. [19]. Neste contexto, operagdes estritamente incoerentes descrevem aquelas operagoes
quanticas que nao podem criar coeréncia e que sao dadas em termos de operadores de
Kraus incoerentes em relacio a uma dada base de estados fixa. E importante destacar que
existem outras classes de operagoes discutidas na literatura, conforme descrito na Ref. [4].
Por exemplo, podemos destacar a chamada teoria de assimetria de recursos [33]. Porém,

nesse trabalho daremos énfase apenas as operagoes incoerentes.

A caracterizagdo de coeréncia quéntica tem papel importante em diversos cenarios
da ciéncia da informacao quantica. No contexto de computagao quantica, sabe-se que a
coeréncia de estados multipartido relaciona-se de forma direta com as correlagoes quanticas
nao-triviais presentes nestes estados [34, 35]. Este é o caso, por exemplo, da chamada
discérdia quantica, um tipo distinto de correlacdo quantica que pode estar presente mesmo
em estados ndo-emaranhados [28]. Em especial, este vinculo tem papel relevante em

algoritmos quanticos no ambito do modelo de computacao quantica deterministica de
estados de qubit unico (DQC1) [36].

Na metrologia quantica, o estudo da coeréncia de estados quanticos busca superar
o limite classico na precisao de estimativa de fases codificadas em protocolos metrolégicos,
por exemplo, através de interferometria [37,38]. E sabido que estados que exibem maior
coeréncia implicam em uma menor flutuagao na leitura da informacao armazenada no
sistema fisico [39]. Neste contexto, recorrendo a estados de prova com coeréncia finita, é
possivel mitigar o papel de flutuagoes quanticas a partir de operagoes quanticas unitarias

repetidas de forma sequencial [40].

Em especial, a caracterizacao da coeréncia quantica sob a égide da teoria de
recursos tem contribuido significativamente com diversos avangos na area de termodinamica
quantica [41]. De fato, pode-se verificar que sistemas quéanticos em temperatura finita
exibem valores maximos de coeréncia quando sujeitos a certas operagoes quanticas
unitarias [42]. Este processo envolve correlagdes quanticas e um custo energético que
depende dos recursos quanticos disponiveis na implementacao da operagao quantica. Por
sua vez, sabe-se que a coeréncia também desempenha um papel importante na operacao

de méquinas térmicas quanticas, como motores térmicos e refrigeradores [43,44].

O estudo de quantificadores de coeréncia tem mostrado-se util na caracterizacao
de transi¢oes de fase em sistemas quanticos de muitos corpos a temperatura zero. Em
geral, as propriedades criticas do sistema fisico sao capturadas explorando a relagao entre
flutuagoes quanticas no estado fundamental e suas coeréncias relativas aos autoestados de
algum observavel de referéncia. Neste contexto, os pontos criticos sao identificados através
de assinaturas singulares dos quantificadores de coeréncia, por exemplo, pontos de inflexao,

cuspides, ou divergéncias em termos do pardmetro de ordem do sistema fisico [4]. Estudos
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recentes tém investigado transi¢oes de fase quantica em modelos de spin por meio da
norma-f; de coeréncia, entropia relativa de coeréncia, e a chamada medida de assimetria de
Wigner-Yanase [45,46]. Em sintese, estes quantificadores avaliam as coeréncias de estados

quanticos de prova a partir da base de autoestados fixa de um certo observavel.

1.2 Desafios experimentais

De forma geral, a investigacao experimental da coeréncia de sistemas quanticos
tem concentrado plataformas fisicas de teste no ambito da ressondncia magnética nuclear
(RMN), foténica, circuitos supercondutores, fons armadilhados e d4tomos frios [47]. Em
especial, a caracterizagao experimental de coeréncia de sistemas nucleares em RMN
tipicamente envolve a técnica de tomografia de estados quanticos, a qual requer o acesso
de todos os elementos da matriz densidade do sistema [48,49]. Por exemplo, a tomografia
de um estado py de N-qubits envolve a estimativa de um nimero de elementos de matriz

da ordem
#total (pN) = #populagées (pN) + #coeréncias (PN) ) (1 . 1)

onde #populagses TePresenta o nimero de elementos de matriz relativos as populagoes do

estado quantico, e se escreve na forma

#populagées(pN) = 2N -1 y (12)

sendo #coerencias © NUMero de elementos de matriz nao-diagonais relativos as coeréncias do

estado quantico de N-qubits, o qual é dado por
#coeréncias(ﬂN) - 22N_1 + 2N_1 - 2N . (13)

Destacamos que as Eqgs. (1.2) e (1.3) podem ser verificadas através de indugao finita, e se
aplicam para todo N € N. Por um lado, o nimero de elementos de matriz de populacoes
na Eq. (1.2) leva em conta o vinculo de normalizagdo da matriz densidade, Tr(py) = 1,
e que por sua vez sao numeros reais. Por outro lado, o nimero de elementos de matriz
relativos as coeréncias do estado quantico na Eq. (1.3) pressupoe o vinculo de Hermiticidade
da matriz densidade, i.e., pj\, = pn. Por sua vez, os elementos de matriz nao-diagonais
sao numeros complexos, ou seja, exibem parte real e imaginaria, o que implica que a
estimativa experimental das coeréncias deste estado requer na verdade o dobro do niimero

de elementos indicados na Eq. (1.3).

As Eqgs. (1.2) e (1.3) revelam que, no limite N >> 1, o processo tomografico exibe
uma complexidade que escala exponencialmente com o niimero de particulas do sistema
fisico. Este fato inviabiliza a tarefa da estimativa de coeréncias de estados quanticos de
sistemas de muitos corpos, sobretudo em cenéarios fisicos onde nao é necessario acessar

completamente as propriedades do estado quantico. De fato, o processamento da informagcao
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quantica requer o conhecimento de informagao codificada em subespacos rotulados por
certos nimeros quanticos, ou seja, setores especificos da matriz densidade. Neste caso, a
tomografia completa do estado forneceria informacao de graus de liberdade sobressalentes,
a um custo experimental que cresce rapidamente com o tamanho do sistema. Desta forma,
seria interessante pensar em experimentos que acessem a coeréncia sem recorrer a métodos
tomogréficos [50]. Neste contexto, surge o formalismo ordens de coeréncia, moldado
nas plataformas experimentais de RMN, usado para analisar a coeréncia codificada em
subespagos da matriz de densidade do sistema fisico a partir da base de estados de algum
observavel de referéncia [51]. A despeito do amplo trabalho em nivel teérico na proposicao
de quantificadores de coeréncia ao longo da tltima década, poucos avancos ocorreram no

que tange a estimativas experimentais diretas e eficientes destas quantidades.

1.3 Objetivos e definicao do problema de estudo

Nos ultimos anos, o estudo da coeréncia de sistemas quanticos de dimensao finita
tem envolvido elementos conceituais e ferramentas técnicas cuja origem remonta a teoria de
recursos [15]. Em detrimento da variedade de resultados algébricos e simulag¢oes numéricas
acerca deste assunto, é notavel a escassez de trabalhos experimentais que corroborem estas
previsoes, sobretudo realizagoes experimentais que promovam o acesso direto a coeréncia
dos estados quanticos. De fato, boa parte das previsoes tedricas demandam informagoes
por vezes inacessiveis em certas plataformas experimentais, o que justifica a origem destas
lacunas no ambito tedrico-experimental. Propostas experimentais recentes tém promovido
a caracterizacao de coeréncia quantica em sistemas de ressonancia magnética nuclear, ions

armadilhados, 4&tomos ultrafrios, e circuitos supercondutores [52].

O formalismo de quantificadores de coeréncia proposto por Baumgratz, Cramer
e Plenio (BCP) [15] estabeleceu um novo paradigma no estudo de coeréncia de sistemas
quanticos. Na pratica, a caracterizagdo da coeréncia requer a introducao de certas medidas
de distinguibilidade que avaliem a distancia do estado de prova ao conjunto de estados
incoerentes. E importante destacar que a caracterizagao da coeréncia quantica nao é
univoca, o que a torna dependente da escolha da base de estados e do funcional de
distancia de estados quanticos. Estes resultados tém se mostrado bastante tteis em nivel
tedrico, mas pouco progresso tem sido feito acerca de sua conciliagao com realizagoes
experimentais tipicas. Neste contexto, o formalismo de ordens de coeréncia se apresenta
como uma alternativa pertinente a caracterizagao de coeréncia de estados quanticos. De
forma geral, esta técnica preveé acesso cirurgico a coeréncia relativa a subespacos respectivos
ao espectro de um certo observavel do sistema fisico. Neste formalismo, a caracterizacao
da coeréncia nao requer a tomografia completa do estado quantico. Por sua vez, este fato
revela uma vantagem desta metodologia, sobretudo se pensarmos que técnicas tomograficas

exibem complexidade que cresce de forma exponencial com o tamanho do sistema.
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Neste trabalho, investigaremos as propriedades da coeréncia de estados quanticos:
(i) na perspectiva do formalismo BCP [15]; (ii) através do formalismo de ordens de
coeréncia; (iii) por meio da comparagido de ambas abordagens, avaliando de forma critica
os resultados e propondo alternativas na tentativa de conciliar resultados analiticos e
respostas experimentais. Em especial, utilizaremos a abordagem de ordens de coeréncia na
descri¢ao da coeréncia de sistemas quanticos de dimensao finita, sobretudo sistemas de
baixa dimensionalidade. Nesta perspectiva, investigaremos a caracterizacao da coeréncia a
partir de estados de qubit tinico, além de estados do tipo Bell-diagonal de 2-qubits, ambos
sujeitos a canais quanticos recorrentes na literatura. Investigamos entao a distribuicao
de coeréncia em cada um dos subespagos de ordem de coeréncia em relagao a matriz

densidade do estado global do sistema fisico.

1.4 Estrutura do texto

Nessa dissertacao, discutiremos a caracterizagao de coeréncia em termos da ideia de
distinguibilidade de estados quénticos, sobretudo na perspectiva da formulagao axiomatica
introduzida pela Ref. [15]. Em contrapartida, investigaremos o conceito de ordens de
coeréncia, o qual tem respaldo experimental em termos de plataformas de ressonancia

magnética nuclear. A organizagdo dos capitulos esta dada a seguir.

No Capitulo 2, discutimos o formalismo da matriz densidade e ensemble de estados
quanticos. Neste contexto, abordaremos os conceitos de pureza, correlacoes quanticas,
além de promover o estudo da representacao geométrica de estados de qubit tinico em

termos da esfera de Bloch.

No Capitulo 3, discutimos a dinamica de sistemas quanticos compostos, sobretudo
avaliando a dinamica local nao-unitaria que decorre da interacao entre um sistema quantico
de dimensao finita e suas vizinhangas. Em especial, nossa abordagem explora o conceito de

operacoes quanticas e a chamada representagao operador-soma no formalismo de Kraus.

No Capitulo 4, revisamos em detalhes o formalismo de caracterizacao de coeréncia
quantica proposto por Baumgratz, Cramer e Plenio [15]. Em especial, o estudo tem como
recorte quantificadores de coeréncia recorrentes na literatura especializada, a saber, a
norma-¢; de coeréncia e a entropia relativa de coeréncia. Neste contexto, investigaremos

as coeréncias de estados de qubit tinico em relacao a base de observaveis de spin-1/2.

No Capitulo 5, discutimos a dindmica da coeréncia de estados de qubit tinico sob
evolucao ruidosa dos canais quanticos atenuacao de amplitude e atenuagao de fase. O
estudo tem como premissa a investigacao da norma-¢; de coeréncia e entropia relativa de
coeréncia de estados de 1-qubit, explorando a representacao geométrica destes estados na
esfera de Bloch. De fato, clarificamos o significado geométrico das medidas de coeréncia a

partir da interpretacdo geométrica do efeito decoerente dos canais quéanticos na esfera de
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Bloch.

No Capitulo 6, discutiremos a caracterizacao de coeréncia quantica em termos do
formalismo de ordens de coeréncia. Neste contexto, introduziremos a chamada intensidade
de multiplo-quantum (IMQ?), investigando suas propriedades gerais e possibilidades de
medicao experimental em plataformas de RMN. Em especial, demonstramos um vinculo
fundamental entre IMQs e a pureza de estados quanticos de dimensao finita, portanto
caracterizando uma das contribuigoes originais deste trabalho. Na pratica, a soma dos
IMQ@Qs perfaz um invariante na perspectiva de dindmicas unitarias e nao-unitarias. No
regime de estados de 1-qubit, mostramos que os IMQs e a norma-¢; de coeréncia estao
diretamente relacionados, o que pode respaldar uma rota de estimativa experimental da

coeréncia quantica em sistemas de dois niveis.

No Capitulo 7, discutimos a dindmica de ordens de coeréncia em sistemas quéanticos
abertos, sobretudo avaliando estados de qubit tinico e estados Bell-diagonais de 2-qubits.
Na perspectiva da representagao operador-soma, investigamos os IMQs relativos a estados
quanticos sob acao dos canais atenuacao de fase e atenuacdo de amplitude. Por um
lado, estudamos a dinamica de IMQs de um sistema bipartido de qubits, cuja evolucao
nao-unitaria é descrita pelo mapa de defasagem no regime Markoviano. Para fins de
comparagao, investigamos a dindmica da norma-¢; de coeréncia e da chamada concorréncia
de emaranhamento® do estado quéntico global do sistema bipartido. Por outro lado,
abordamos a dindmica efetiva de um sistema de 2-qubits cuja evolucao ¢ modelada pelo
mapa de atenuacao de amplitude, a qual exibe crossovers entre os regimes Markoviano e
nao-Markoviano. Em especial, investigamos os IMQs no regime ressonante da dinamica
aberta, além de estudar a concorréncia e norma-f; de coeréncia do estado global de
2-qubits.

Por fim, no Capitulo 8, apresentamos as conclusoes do trabalho e suas perspectivas.
Em especial, os Capitulos 4, 6 e 7 incluem resultados inéditos na literatura, os quais serao
posteriormente organizados e submetidos para revisao de pares em revistas indexadas de

envergadura internacional.

Intensidade de multiplo-quantum, do inglés Multiple Quantum Intensity.

5 Concorréncia de emaranhamento, do inglés Concurrence.
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2 Formalismo da matriz densidade

A caracterizacao de estados quéanticos em termos de matrizes densidade perfaz um
aspecto importante da ciéncia da informacao quantica. Neste capitulo, apresentaremos
uma revisao de literatura das referéncias basicas do formalismo tedrico-conceitual acerca
de matrizes densidade, a qual sera de suma importancia no estudo de medidas de coeréncia
que abordaremos nos préoximos capitulos. Em detalhes, a Sec. 2.1 introduz o ferramental
técnico envolvendo matrizes densidade, explorando as devidas perspectivas fisicas. Na
Sec. 2.2, discutimos as propriedades da matriz densidade. Na Sec. 2.3, avaliamos a chamada
pureza de estados quanticos na perspectiva de matrizes densidade, a qual estabelece um
critério que discrimina estados puros e mistos. Na Sec. 2.4, avaliamos a chamada densidade
reduzida de um sistema composto. Por fim, a Sec. 2.5 fornece a perspectiva geométrica de
estados quanticos de qubit nico em termos da chamada esfera de Bloch. Destacamos que
este capitulo consiste em uma revisao bibliografica detalhada da literatura especializada

no assunto.

2.1 O formalismo da matriz densidade

O formalismo da matriz densidade ou operador densidade foi originalmente proposto
por J. von Neumann em 1927 [53]. Em geral, esta abordagem permite a descrigao de
sistemas fisicos em termos de ensembles de estados puros e mistos [54]. Além disso, perfaz
uma ferramenta eficaz no estudo de sistemas quanticos compostos que envolvem muitas
particulas, sobretudo no que se refere ao estado reduzido de sistemas quanticos multipartido.
Em seguida, discutiremos a forma geral da matriz densidade para um sistema quantico de

dimensao finita. A inspiragao nesta abordagem tem origem na Ref. [55].

Considere um sistema quantico cuja descri¢do envolve um espaco de Hilbert H de
dimensao finita d = dim?#. Neste espago, seja a base {|¢x) }r=1. 4 formada pelo conjunto
de autoestados de um observavel O € H. Por hipdtese, este conjunto de estados encontra-se
disponivel para medicoes de propriedades de outros observaveis do sistema fisico. A Fig. 1
ilustra de forma pictérica o processo experimental nestas medigoes, o qual envolve um
dispositivo ficticio que prepara estados da base. Em detalhes, o dispositivo prepara de
forma aleatéria o k-ésimo estado |¢y) do ensemble em resposta a um clique no botao
vermelho indicado nesta figura. Por meio deste estado de saida, investigamos o valor
esperado (1| A[y,) de um certo observavel A. E importante esclarecer que o aparato
prepara um unico estado por clique, e estados iguais ou diferentes podem ser selecionados
ao longo das rodadas do experimento. Isto significa que dispomos de um tipo de incerteza

classica neste processo, ou seja, um tipo de ignorancia acerca do estado de saida.
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Figura 1 — Representacio pictérica da selecio de estados quinticos. O experimento consiste em um
dispositivo fisico que seleciona e emite de forma aleatéria um estado quintico |, ) do ensemble
{|¥k) }k=1,....a Para cada clique no botdo vermelho. O aparato emite um tnico estado por
rodada do experimento, o qual é repetido em um niimero m de vezes. O experimentalista
nao tem controle sobre os estados de saida, ou seja, estados iguais ou diferentes podem ser
selecionados ao longo de cada rodada. Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja m o nimero de rodadas deste experimento, sendo x; o nimero de vezes em
que o k-ésimo estado |¢) é obtido na sequéncia de medigoes. Por um lado, comparando
o namero d de vetores de estado da base e o nimero m de rodadas do experimento, é
possivel que (i) m < d, (i) m = d, ou (iii) m > d. Por outro lado, segue que x; < m para
todo k € {1,...,d}. De forma geral, tem-se que p, = z/m perfaz um tipo de frequéncia
de repetigoes do k-ésimo estado |1y) ao longo do experimento, onde 0 < p, < 1. Por sua

vez, as frequéncias py satisfazem o vinculo de normalizacao

1 d
“ N == (2.1)
mkzl m

d
Z Pr =
k=1

De fato, as frequéncias py = x/m descrevem as probabilidades de ocorréncia do k-ésimo
estado do ensemble no experimento. Neste contexto, o valor esperado total do observavel
A pode ser encontrado fazendo a média ponderada dos valores esperados (¢ Al¢y) em

relacao aos pesos pi de repeticao dos estados ao longo de todas as rodadas, a saber
d
(A) = > el Al - (2.2)
k=1
Por sua vez, a Eq. (2.2) pode ser reescrita na forma
d
(A) = > prTe(Alw) (Wnl) (2.3)
k=1

onde |Y) (Yx| representa um projetor, e utilizamos a propriedade de trago Tr(|ix) (Vx]) =

(¢r]|Yg) destes projetores. Por meio da linearidade do trago em relagdo a soma de matrizes,
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seque que a Eq. (2.3) permite concluir o resultado

() =4 (z ol |

— Tr(Ap) , (2.4)
onde introduzimos a matriz

pi= E_:Pk|¢k><1/}k| : (2.5)

A matriz quadrada na Eq. (2.5) representa a chamada matriz densidade do sistema fisico de
dimensao finita [1,54,56]. Em geral, tendo em vista que a operagao de traco é independente
de escolhas especificas de vetores de base, segue que a quantidade Tr(Ap) = Tr(pA)
pode ser calculada usando qualquer base conveniente. Desta forma, segue que o operador
densidade na Eq. (2.5) codifica a informagao fisica disponivel a respeito do ensemble em

questao [1,56].

2.2 Propriedades da matriz densidade

De forma geral, a matriz densidade p na Eq. (2.5) representa um operador (i)
Hermitiano, (ii) normalizado a unidade pela operagao de trago, e (iii) positivo semi-

definido. Em seguida, discutiremos os detalhes de cada uma destas propriedades.

Em primeiro lugar, a matriz densidade representa um observavel do sistema fisico,
ou seja, é um operador Hermitiano. Isto significa que a matriz densidade na Eq. (2.5) é

invariante pela operagao de transposicao (conjugagdo) e conjugacao (transposigao), a saber

d T
pl= (ZPH%N%) Zpk |thr) (W) ZPH% (el =p . (2.6)
k=1

Em termos fisicos, segue que p, define a probabilidade de medida do k-ésimo estado do
ensemble. Neste caso, temos que p; = p; sao numeros reais, o que corrobora o fato de que

a matriz densidade é um operador Hermitiano. Cabe relembrar ainda que 0 < p, < 1, para
todo k € {1,...,d}.

Em segundo lugar, segue que a matriz densidade é normalizada a unidade sob

operacao de tracgo, tal que

1 Te(p) = Tr (zpkww) S ISR SR

k=1 k=1 k=1
onde utilizamos que Tr(|vg) (Vx|) = (Wk|tr) = 1 para todo k € {1,...,d}. A Eq. (2.7)
revela que a normalizacdo da matriz densidade decorre em esséncia do vinculo de
conservacao de probabilidades de medicao dos estados no ensemble do sistema fisico,

ou seja,

z_:pk =1. (2.8)
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Por fim, tem-se que a matriz densidade define um operador positivo semi-definido,
ou seja, segue que (¢|p|d) > 0 para qualquer vetor de estado |¢) € H. De fato, a partir da

Eq. (2.5) pode-se concluir a relacao

d
(Dlple) = Z (D|w) (U |d) = Zpk:\ (Plr)> >0 . (2.9)

Na Eq. (2.9), observe que |(¢|¢y)|? sdo niimeros reais, positivos, os quais definem amplitudes
de probabilidade respectivas ao overlap entre o vetor de estado |¢) e o k-ésimo estado no

ensemble do sistema quantico.

De forma geral, o resultado na Eq. (2.9) reflete a positividade dos elementos
diagonais da matriz densidade, independente da base na qual refere-se a representacao
desta matriz [1,54,56]. Por exemplo, tomando uma base arbitraria de estados {|u;)};=1.. 4,
sendo (ujlu) = 65 e X9 |us)(uj| = 14, segue que os elementos diagonais pj; = (u;|plu;)
da matriz densidade serdo sempre nao-negativos. Por outro lado, os elementos de matriz

nao-diagonais pjr = (u;|pluy) sdo nimeros definidos no corpo dos complexos C.

De forma geral, o formalismo da matriz densidade envolve duas classes de estados
quanticos, a saber, estados puros e estados mistos. Por um lado, estados puros referem-se a
descricao univoca de um sistema quantico, ou seja, no cenario em que o estado do sistema
¢é conhecido. Neste caso, é suficiente trabalhar com um vetor de estado |¢), tal que a

matriz densidade do estado puro se escreve na forma

= ) (] - (2.10)

O estado puro na Eq. (2.10) satisfaz o vinculo p? = p, ou seja, define um tipo de operador
de projegao. Na prética, a Eq. (2.10) refere-se a uma ignordncia minima acerca do estado do
sistema quéntico. Por outro lado, quando o estado do sistema quantico nao é completamente
conhecido, segue que sua descricao fisica serda dada em termos de uma mistura de estados.
Neste caso, sera impossivel descrever essa mistura em termos de um tunico vetor de
estado. Isto significa que a matriz densidade do estado misto serd dada em termos de uma
média ponderada envolvendo os possiveis estados {|1y) }x=1,. 4 do sistema e as respectivas
probabilidades de medigao {pg}r=1.. 4, a saber [1,54,506]

p=> prltw) (Wl , (2.11)
P

onde 0 < pp <1e ¢, pp =1. Cabe ressaltar que p = |¢}) (x| define um estado puro,
tal que a Eq. (2.11) refere-se a mistura estatistica de estados puros a partir de valores
distintos de probabilidade de medida.
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2.3 Pureza de estados quanticos

A pureza quantica descreve um critério util para avaliar o grau de mistura de um
dado estado quéantico. A partir do operador densidade p, o funcional de pureza é definido

na forma
P(p) := Tr(p?) . (2.12)

De forma geral, o funcional de pureza pode ser reescrito em termos dos autovalores da
matriz densidade. Para tanto, devemos recorrer a decomposicao espectral deste estado

quantico, dada na forma
d
p=2_ NGl (2.13)
j=1

onde {\;};=1, 4 refere-se ao conjunto de autovalores da matriz densidade, e {|j)}j=1. 4
define o conjunto de autoestados normalizados do operador densidade [1,56]. Em outras
palavras, a matriz densidade ¢ diagonal nesta base. E relevante pontuar que a Eq. (2.13)
decorre do fato de que a matriz densidade define um operador normal, ou seja, um
operador que satisfaz o vinculo pp! = pfp [1]. Considerando a decomposicido espectral
p= Z?zl A7) (j| da matriz densidade, segue que a pureza serd dependente da soma dos

quadrados dos autovalores deste estado, a saber,

Z AjAe(i k) (KLj) = Z AjAdji = Z/\Q (2.14)
Jisk=1 j,k=1
Lembrando que 0 < \; <1, a Eq. (2.14) revela que a pureza é uma quantidade positiva,

ou seja, P(p) > 0, para toda matriz densidade.

A pureza exibe comportamento distinto para estados puros e mistos. Por um lado,
sabemos que o operador densidade de um ensemble puro caracteriza um operador de
projecao ou idempotente, ou seja, p> = p. De fato, pode-se verificar que o estado puro
exibe espectro {1,0,...,0}, tal que o autovalor nulo possui degenerescéncia de ordem

d — 1. Neste caso, a pureza de um estado puro arbitrario ¢ igual a unidade, ou seja,
Plp) = Tr(p?) = Tr(p) = 1. (2.15)

Por outro lado, avaliando estados quanticos relativos a um ensemble misto, a expressao da

pureza na Eq. (2.14) se reescreve na forma

d Zj 1)‘32 Zj:1 Aj
Plp)=> X =d dd Sl zdl =+ | (2.16)
j=1 14 j=14d

onde utilizamos a desigualdade de Jensen [57], a saber,

T o) (ZA> | (2.17)

j=14; j=1%
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sendo p(u) = u? uma fungao convexa', e fixamos os coeficientes a; = 1/d para todo
j €{1,...,d}. Lembrando que Z?Zl Aj=1le Z;l:l 1 =1, segue que a Eq. (2.16) implica
um limite inferior para a pureza de estados mistos, a saber,

1

P(p) > (2.18)
A desigualdade na Eq. (2.18) é saturada para estados maximamente misturados,

ou seja, p = I/d. O espectro de um estado maximamente misturado é formado pelos
autovalores {1/d,1/d,...} com degenerescéncia de ordem d, o que significa ignorancia
maxima na medigao de propriedades do sistema fisico. Por fim, combinando as Eqgs. (2.15)

e (2.18), conclui-se que a pureza satisfaz a seguinte hierarquia de desigualdades

1

<P, (219)
em que o limite inferior P(p) = 1/d corresponde a pureza de um estado maximamente
misturado p = I/d, enquanto o limite superior P(p) = 1 indica a pureza de um estado

puro [1,55,56].

2.4 Matriz densidade reduzida

O formalismo da matriz densidade é pertinente na descricdo de subsistemas
individuais que compoem sistemas quanticos compostos. Essa descricao é dada em termos
da chamada matriz densidade reduzida. Os estados reduzidos do sistema sao conhecidos
como estados marginais. Em seguida, ilustraremos estes conceitos para um sistema quantico

bipartido AB, o qual é composto pelos subsistemas A e B.

O espago de Hilbert do sistema global é dado por H4 ® Hpg, onde H4 e Hp sao
espacos de Hilbert respectivos aos subsistemas A e B, respectivamente. O subespaco H 4 tem
dimensao finita d4 = dim(#H ), e é gerado pela base de estados {|ja)};=1...4,. O subespaco
Hp tem dimensao finita dg = dim(H ), e estd munido com a base de estados {|l5) }i=1._as-
Por sua vez, o espago global H4 ® Hp tem dimensao dap = dim(Ha ® Hp) = dadg, e
ézll‘fli Neste contexto, seja pap a matriz densidade global que

descreve o estado quantico do sistema bipartido, o qual pode ser separavel ou emaranhado.

dispoe da base {|ja,lp)}

Os estados dos subsistemas A e B sao dados em termos das matrizes densidade reduzidas

pas =Trpa(pas) , (2.20)

onde Tr,(e) descreve a operagao de trago parcial em relagdo ao subsistema A, dada por

da

Tra(e) = ((ja| ®Ip) e (|ja) ®5) , (2.21)

j=1

1 Uma funcdo é chamada convexa se um segmento de reta que conecta quaisquer dois pontos distintos

da funcéo se localiza acima da curva da funcio avaliada nestes pontos.
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e por sua vez Trp(e) define o trago parcial em relagdo ao subsistema B, dado por

dp
Trp(e) = 3 (4@ (sl o (14 © Ljn)) - 2.2

j=1
Para ilustrar esta operacao, considere um estado quantico bipartido de 2-qubits
cuja matriz densidade global ¢ dada por pap = |V, ) (¥, |, onde |¥,) = (1/v/2)(|04,05) +
|14,1p5)) é um estado da base de Bell [1]. Neste caso, o subespago H 4 tem base {|ka) }r—o1,
onde > 1|ka)(ka| = L4. O subespaco Hp tem base {|kp)}r—o,1, onde >y |kp)(kp| =
I. Cabe ressaltar que os vetores {|04 5),|14 )} sdo estados da base computacional, ou
seja, sao autoestados da matriz de Pauli o,. A matriz densidade reduzida do subsistema

A é dada por

pa = Trg(pap)
=Y (Ia® (kg|) pap (14 ® |kg))

k=0,1
1

=3 (104)(0a] + [14)(1a])
I4

T2 2.2
2 (2.23)

Por sua vez, a matriz densidade reduzida do subsistema B é dada por
pp = Tra(pap)

= Y ((kal ® Ip) pag (Jka) ® Ip)
j=0,1
1

=5 (108)¢0B] + [15)(15])

-2 (2.24)

2

As Eqgs. (2.23) e (2.24) revelam que os subsistemas A e B sdo descritos por estados
maximamente misturados I,4/2 e I5/2, os quais tém autovalores 1/2 de degenerescéncia
dupla. Isto significa que temos uma ignorancia maxima na tentativa de obter informagoes
do sistema global a partir do estados marginais do sistema bipartido. A partir das
Egs. (2.23) e (2.24), pode-se verificar que a matriz densidade global psp = |V, )(V,| do
sistema bipartido de 2-qubits nao pode ser representada por um estado produto, ou seja,
paB 7# pa ® pp. Isto implica que o estado global é emaranhado. Esta é uma propriedade
intrinseca de sistemas quanticos compostos, chamada de emaranhamento [1,56], e representa

uma caracteristica genuinamente quantica.

2.5 Estados de 1-qubit e a esfera de Bloch

O bit classico dispoe de uma configuracao de valores binarios, 0 ou 1. O bit quantico

ou qubit exibe uma gama de configuragoes relativas a superposigoes de vetores de estado
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1)

Figura 2 — Esfera de Bloch de estados quénticos de qubit tinico, onde 0 <r <1,0<0 <7, 0< ¢ < 27.
Nesta representacao, estados puros definem pontos na superficie da esfera de raio unitario,
ou seja, 7 = 1. Por sua vez, estados mistos definem pontos no interior da esfera, de tal forma
que 0 < r < 1. O pdlo norte (sul) da esfera localiza o vetor de estado |0) (]1)) da base
computacional. No centro da esfera, r = 0, temos o estado maximamente misturado. Fonte:
Imagem adaptada da Ref. [1].

de base. O qubit refere-se a um sistema de dois niveis, o qual é descrito em termos de um
espaco de Hilbert H = C? de dimensao d = dimH = 2. Os estados de base neste espaco
vetorial sao tipicamente dados em termos da base computacional, a saber, os vetores
{10), |1)} que perfazem autoestados do observavel de spin (1/2)o,. Destacamos que a base
computacional é de suma importancia no contexto da computacao quantica [1]. Neste caso,
um estado de qubit tinico se escreve em termos da seguinte superposicao desses estados na

forma [1]
) = al0) + B|1) | (2.25)

onde « e 3 sao coeficientes complexos, e por sua vez devem satisfazer o vinculo |a*+|3]* = 1
no intuito de corroborar a normalizagao (¥|¢)) = 1 do estado de qubit tnico. De forma
geral, a Eq. (2.25) indica que o estado [¢) exibe probabilidade |a|? de ser encontrado
no estado |0), e probabilidade |3|?> = 1 — |a|* de ser encontrado no estado |1). A matriz

densidade do estado puro de qubit inico na Eq. (2.25) se escreve

p = V)] = lal*0){0] + [B*|1)(L] + aB*[0) (L] + " B1)(0] . (2.26)

Na Eq. (2.26), segue que |al? e |5|* definem as populacgoes da matriz densidade, onde
la)? + |8 = 1, enquanto a3* e a* representam as coeréncias do estado de qubit tinico

em relagdo aos vetores da base computacional, tal que (a*8)* = af5*.

O conjunto de estados de qubit tinico dispde de uma representagao geométrica no
espaco tridimensional real. A Fig. 2 ilustra de forma pictérica a visualizagdo geométrica

destes estados em termos da chamada esfera de Bloch. De forma geral, o estado puro de
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qubit dnico na Eq. (2.25) pode ser mapeado na forma [1]

|4) = cos <Z> |0) + €™ sin (g) 1), (2.27)

onde estabelecemos as parametrizagoes o = cos(6/2) e f = ¢ sin(6/2), sendo 0 < 0 < 7
e 0 < ¢ < 27 angulos reais. Neste caso, os estados de qubit inico mapeiam-se em termos
de pontos na superficie da esfera de raio unitério (r = 1) na Fig. 2, tal que cada estado é
localizado em termos de um par de dngulos (6, ¢). Por um lado, o estado |0) localiza-se no
poélo norte da esfera, o qual é obtido a partir da escolha # = 0. Por outro lado, fixando
0 = m, temos o estado |1) no pdlo sul da esfera de Bloch. Por sua vez, ambos estados
nao exibem coeréncias em relagao aos elementos da base computacional. Em seguida,
tomando 8 = 7/2 e 0 < ¢ < 2m, temos os estados localizados ao longo do equador
da esfera de Bloch. Por exemplo, fixando § = 7/2, a Eq. (2.27) fornece os estados de
superposicao [1) = (1/v/2)(]0) 4 €®|1)), os quais exibem uma fase local ¢ € [0,27] que
codifica informacao no estado de qubit tnico. Estes estados exibem coeréncias nao-nulas
em relacao a base computacional, o que se reflete em termos de contribui¢cbes méaximas

nas superposigoes entre os estados [0) e |1).

Em esséncia, a Eq. (2.27) contempla apenas estados puros de qubit tinico. De forma
geral, a descricao geométrica de estados mistos de qubit tinico deve levar em conta a
informacao acerca do grau de mistura. De fato, os estados mistos de qubit inico mapeiam-
se em termos de pontos na esfera localizados a partir de variaveis (r, 6, ¢), onde 0 < r < 1,
0<0<m el<¢<2m Desta forma, temos a matriz densidade do estado de 1-qubit na
forma

1
p=5 I+7-d) (2.28)

onde I é a matriz identidade de dimensao 2 x 2, e & = (04, 0y, 0,) ¢ o vetor das matrizes
de Pauli [1,55], sendo

7= (rg,ry,75) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, rcosh) , (2.29)

o qual representa um vetor no espaco tridimensional, e cujas entradas sao ntimeros reais.

O estado misto de qubit tinico na Eq. (2.28) exibe a decomposi¢ao espectral a seguir

p=> pilvp) Wl (2.30)

j=1,2

onde {py,p2} caracterizam os autovalores da matriz densidade, dados por

1 1
p1=§(1+7“), p2:1—p1:§(1—7“>, (2‘31)

o0s quais correspondem, respectivamente, aos autoestados {|¢1), [¢2)} a seguir

|11) = cos <g> |0) + €' sin (g) 1), (2.32)
|15) = sin (g) 0) — € cos (g) 1) . (2.33)
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A Eq. (2.31) revela que os autovalores da matriz densidade de qubit tinico serao positivos
desde que r € [0, 1]. Os vetores nas Egs. (2.32) e (2.33) definem uma base completa no
espago de Hilbert % = C? de dimensao d = 2, ou seja, tem-se que (;]1h;) = d; para todo
J=1{1,2}, e ;-1 2[¥;)(¢;] = L. Pode-se perceber que o par de vetores nas Egs. (2.32)
e (2.33) dependem apenas dos angulos (6, ¢), isto é, |12) = [112(0, ¢)). Observe que
existe um tipo de quadratura entre estes vetores na forma [¢5(0, ¢)) = |11(6 + 7/2, ¢)).

A partir da Eq. (2.14), pode-se verificar que o funcional de pureza do estado

quéantico na Eq. (2.28) é dado por
1 g 1 ,

A Eq. (2.34) mostra que o parametro r controla o grau de mistura do estado quantico.
Neste caso, os estados sao distribuidos no volume da esfera ilustrada na Fig. 2, inclusive
em sua superficie. Por um lado, o caso r = 1 restringe estados puros na superficie da
esfera de Bloch na Fig. 2, os quais tém pureza P(p) = 1. Por outro lado, o caso r = 0
implica o estado maximamente misturado localizado no centro desta esfera, e exibe pureza
P(p) = 1/2. Por fim, estados mistos sao obtidos escolhendo valores do parametro de
mistura no intervalo r € [0, 1), que por sua vez definem pontos no volume da esfera de

Bloch a partir da escolha do par de dngulos (6, ¢), e tém pureza 1/2 < P(p) < 1.

Diversos sistemas quanticos exibem uma descricao efetiva em termos da fisica do
sistema de dois niveis e, por sua vez, os estados quanticos nestes sistemas sao dados a
partir de estados de qubit tnico, puros ou mistos. Estes sistemas fisicos possuem graus de
liberdade em que se pode codificar um qubit de informagao, por exemplo, polarizagao de
fétons [58], fons armadilhados [59,60], spins nucleares [61], eletrodindmica quantica em

cavidades e atomos de Rydberg [62].
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3 Dinamica de sistemas quanticos

Neste capitulo, discutiremos os elementos da dinamica de sistemas quanticos de
dimensao finita, sobretudo explorando o formalismo de operagdes quanticas utilizado na
descricao da evolucao ndo unitaria de sistemas quéanticos abertos. Em especial, a Sec. 3.1
introduz o conceito de operacoes quanticas, além de elencar as propriedades de uma dada
transformacao linear relativa a evolucgoes fisicas genéricas. Em especial, ilustramos os tipos
de operagoes quanticas, a saber, unitarias e nao-unitérias, as quais descrevem dinamicas de
sistemas quanticos fechados e abertos, respectivamente. Na Sec. 3.2, abordamos a chamada
representacao operador-soma, a qual permite descrever de forma efetiva a dindmica de
sistemas quanticos abertos em termos dos chamados operadores de Kraus. Na Sec. 3.3,
discutimos a dinamica nao-unitaria do sistema de dois niveis, investigando canais quanticos
tipicos na literatura. E importante destacar que estes resultados serdo tteis nas discussdes
abordadas nos proximos capitulos deste trabalho. Este capitulo consiste em uma revisao

bibliografica detalhada da literatura especializada no assunto.

3.1 Operacoes quanticas e mapas quanticos

O estudo da dinamica de um sistema quantico depende sobretudo do formalismo
voltado a descri¢dao da interagdo entre o sistema de interesse e os graus de liberdade do
ambiente. Por um lado, a evolucao de sistemas quanticos fechados é dada em termos de
um dindmica unitéria, a qual relaciona-se sobremaneira a equagdo de Schrodinger [54].
Por outro lado, a evolugao de um sistema quantico aberto é descrita por uma dinamica
nao-unitaria, em especial no que se refere a evolugao local de subsistemas que compoem o
sistema quéntico aberto [63]. Por exemplo, é possivel descrever de forma efetiva a evolugao
de um sistema quéntico aberto por meio do formalismo de equagdes mestras [64]. O
formalismo de operagoes quanticas perfaz uma poderosa ferramenta que permite descrever
a evolucao de sistemas quanticos de forma arbitraria, contemplando tanto a dinamica

unitaria quanto nao-unitaria.

O formalismo de operagoes quanticas é dado em termos de mapas quanticos, os
quais vamos representar na forma e(e). Em geral, evolugdes fisicas sdo aquelas nas quais
um estado quantico é mapeado em outro estado quantico, ou seja, uma matriz densidade
p € H é mapeada de forma injetiva em uma matriz densidade £(p) € H. Neste caso, o
mapa quantico deve satisfazer a algumas propriedades béasicas, a saber, (i) linearidade,
(ii) positividade, e (iii) normalizagdo ou preservacao de traco. Em seguida, vamos discutir

estas propriedades em detalhes. Esta discussao tem por motivagiao as Refs. [1,65].

Sejam os estados quanticos pi, p2 € H, onde o espaco de Hilbert tem dimensao
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finita d = dimH. Por sua vez, a combinagao convexa gp; + (1 — ¢)p2 € H também define
um estado valido neste espago vetorial, onde 0 < ¢ < 1. Neste contexto, um mapa quantico

e(e) é dito linear desde que satisfaga a relacao

e(gpr+ (1 —q)p2) = qe(p1) + (1 — q)e(p2) - (3.1)

Cabe ressaltar que a Eq. (3.1) pode ser reformulada no intuito de incluir combinagoes
convexas gerais. Por exemplo, escolhendo a combinacdo convexa S°¢ , ¢, onde 0 < ¢ < 1,
Zle q =1, e p € H para todo ! = {1,...,d}, entdo a linearidade de um mapa c(e) estd

condicionada ao vinculo J J
£ (Z le1> =Y qelp) - (3.2)
=1 =1

A Eq. (3.2) revela que um mapa linear caracteriza uma transformacao linear no espago de
Hilbert.

Um mapa linear £(p) é positivo semi-definido se, para todo p € H e qualquer vetor

de estado |¢) € H, vale a relagao

(dle(p)ld) = 0. (3.3)

Por exemplo, analisando a combinagao convexa na Eq. (3.1), temos

(9le (gpr + (1 = q)p2) |9) = q(@le(pr)|@) + (1 — q)(Ble(p2)|d) > 0, (3.4)

onde 0 < ¢ < 1. De forma geral, fixando a combinagdo convexa Zle qip1, © mapa quantico

linear sera positivo semi-definido desde que (¢|e(p;)|¢) > 0, ou seja, tal que

d
(9le(p) Z (Ple(p)]@) = (3.5)

A positividade do mapa na Eq. (3.5) estd condicionada a escolha de um vetor |¢) € H
arbitrario, para todo [ = {1,...,d}. Pode-se mostrar que a positividade de um mapa
linear por si s6 nao garante que o mapeamento injetivo de estados fisicos em outros
estados fisicos [1,65]. Este é o caso, por exemplo, de sistemas fisicos que incluem diversos
subsistemas, e o estado do sistema pode exibir correlagoes quanticas. Neste sentido, deve-se
exigir que o mapa seja completamente positivo (CP). Por exemplo, seja um sistema fisico
cujo espago de Hilbert é dado por Hx ® Hp, onde dim(H 4 ® Hp) = dadp. Note que Hp
descreve um tipo de subespaco auxiliar ao espago vetorial H 4, e vice-versa. Por hipotese,
o mapa £(e) define uma operagdo quantica em estados no subespago H,4. Este mapa
serd completamente positivo desde que a operacao composta (¢ @ Zp)(e) seja positiva
semi-definida, onde Zp descreve o mapa identidade no subespaco Hp. Neste caso, dado um
estado pap € Ha ® Hp, a positividade completa do mapa quéntico £(e) é dada em termos
da relagao (pap|(e @ Zp)(pan)|dap) > 0, para todo |¢pap) € Ha @ Hp. Isto significa que a

evolugao do sistema quantico global deve representar uma evolugao fisica, independente do
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subsistema auxiliar em questao. Logo, a evolugao do sistema global nao deve ser alterada

pela presenca de um dado sistema auxiliar, o qual tem papel irrelevante nesta composigao.

Uma operagao quantica €(e) caracteriza-se como um mapa linear que preserva

trago se, para qualquer matriz densidade p € H, onde Tr(p) = 1, vale a relacao

Trle(p)] = Tr(p) = 1. (3.6)

para qualquer p € H. Esta condicao revela que os estados permanecem normalizados ao
longo da operacao quantica, tendo como consequéncia direta a conservagao de probabilidades
na evolugdo do sistema quantico. Em termos da combinacao convexa na Eq. (3.1) de

estados p; e py normalizados, ou seja, Tr(p;) = Tr(p2) = 1, tem-se que

Trle (o1 + (1 — q)p2)] = qTr[e(p1)] + (1 — @) Tr[e(p2)]
= qTr(p1) + (1 — ¢)Tr(p2)
—1. (3.7)

Cabe destacar que as Egs. (3.6) e (3.7) devem valer para combinagoes convexas gerais,

bem como operacoes quanticas arbitrarias, isto é, evolucoes unitarias ou nao-unitarias.

Os critérios discutidos acima implicam um conjunto de propriedades necessarias
para que uma dada operagdo quintica se caracterize como um mapa completamente
positivo e que preserva trago (CPTP). Logo, um mapa quantico £(e) corresponde a uma

evolugdo fisica caso se caracterize como um mapa CPTP [1,65].

3.2 Operacoes quanticas ndo-unitarias

Em geral, operagoes quanticas nao-unitarias referem-se a evolugao de sistemas
quénticos abertos [64]. Por sua vez, a dinAmica de sistemas quénticos abertos envolve a
interacao do sistema fisico de interesse, ou subsistema .S, e o ambiente externo, chamado de
subsistema F. Juntos, sistema S e ambiente £ formam um sistema quantico fechado cuja
evolugao global S + E é unitaria. Em geral, a informacao em nivel global se preserva, pois
o sistema S + FE é fechado e isolado. Entretanto, a dindmica reduzida local dos subsistemas
S e/ou E é dada em termos de evolugoes nao-unitarias. Isto significa que a quantidade de
informacao pode variar nestes subsistemas, redistribuir-se em diferentes graus de liberdade
em S e/ou E, mantendo o vinculo de conservagao no sistema global S + FE. Em seguida,
vamos investigar em detalhes a evolucao temporal de sistemas quanticos abertos, obtendo

ao final a representacdo operador-soma para mapas quanticos nao-unitarios.

Seja um sistema quantico aberto cujo espaco de Hilbert é dado por Hs ® HEg, e cuja
dimensao é d = dim(Hgs ® Hg) = dsdg, onde dg = dimHg e dp = dimH g. Por exemplo,
o subsistema S pode ser dado em termos de um sistema de dois niveis que se realiza

em niveis eletronicos de um dtomo, ou mesmo em configuragoes de spins nucleares up e
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down [65]. Cabe destacar que o espago Hg tem dimensao finita. Por sua vez, o subsistema
FE pode perfazer um tipo de reservatorio de modos bosonicos de frequéncia do campo
eletromagnético, tal que o subespaco H g pode exibir dimenséo infinita [64]. Neste contexto,

o Hamiltoniano do sistema quantico aberto é dado por
HSE:HS®HE+]IS®HE+VSE, (38)

onde Hg é o Hamiltoniano do subsistema S, Hg é o Hamiltoniano do subsistema E, e Vsg
descreve o termo de interagao entre os subsistemas S e E, ou seja, sistema e ambiente.
Por simplicidade, vamos considerar que o Hamiltoniano Hgg é independente do tempo,
ou seja, os termos Hg, Hp e Vg sao estaticos. Neste caso, a evolucao do sistema global

S + E é unitaria, dada em termos do operador
USE(t) = €7itHSE y (39)

onde Uly(t) = Ugh(t), tal que Uly(t)Usp(t) = Usg()Ul,(t) = Is ® Ig para qualquer
instante ¢ > 0. Cabe ressaltar que a interagao entre os subsistemas S e F pode incluir os
regimes de acoplamento fraco ou forte, tal que o formalismo discutido neste capitulo é

independente deste aspecto.

Por simplicidade, vamos considerar que o estado inicial do sistema global S + E
no instante ¢t = 0 seja dado pelo estado produto pgg(0) = ps(0) @ pg(0). E importante
pontuar que esta hipdétese pode ser relaxada, sobretudo tendo em vista que a interagao
entre sistema e ambiente induz correlagoes nos subsistemas S e E. No entanto, em muitos
casos de interesse fisico, é razodvel supor um estado inicial do sistema S + E separavel [1].

Neste caso, o estado do sistema global S + E no instante de tempo ¢ > 0 é dado por

pse(t) = Usp(t)psp(0)Ulg(t) = Use(t)(ps(0) ® pp(0))Ulg(t) . (3.10)

O estado instantaneo na Eq. (3.10) inclui graus de liberdade dos subsistemas S e E, ou

seja, leva em conta informacao tanto do sistema principal quanto do ambiente.

Na dinamica de sistemas quanticos abertos, a descricao fisica do ambiente demanda
um tipo de modelagem fenomenoldgica que busca corroborar informagoes tipicas do
sistema fisico de interesse. Em geral, estas respostas baseiam-se em um niimero restrito
de dados acerca dos possiveis graus de liberdade do ambiente. No intuito de contornar
estas dificuldades, é pertinente descartar os graus de liberdade do subsistema E no estado
instantaneo na Eq. (3.10). Por sua vez, esta operacao é implementada por meio do trago
parcial sobre estes graus de liberdade. Neste caso, teremos como resultado o estado reduzido

instantaneo do subsistema S, o qual é dado por

ps(t) = Trp [Us(t) (ps(0) @ pu(0))Ukp(¢)] - (3.11)

O estado reduzido pg(t) satisfaz uma dindmica nao-unitaria, irreversivel no tempo, tendo

em vista a troca de informacao entre sistema e ambiente. Em seguida, vamos mostrar que
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a Eq. (3.11) pode ser reescrita em termos de uma operagdo quantica nao-unitaria, a qual

deve satisfazer o conjunto de propriedades discutidas na Sec. 3.1.

Seja {|e;) }i=1,....a, um conjunto ortonormal completo de estados que define uma base
no subsistema E, sendo (¢/|e,) = & € 907, |e)) (e)| = T Por sua vez, vamos considerar que
o subsistema E exibe o estado inicial misto pg(0) = j B g E;)(E;|, onde {|E})} i1, dp
representam os autoestados da matriz densidade do ambiente, sendo 0 < ¢; <1le3 ,; q; =1,
tal que Trg(pg(0)) = 1, e ainda (E;|E,) = §j, € Z?£1|Ej>(Ej| = I . Neste caso, a Eq. (3.11)

se reescreve na forma
t) =2 4;(Is ® (e [Usn(t)(ps(0) ® |E)(EDULp(0)](Is @ |es))

=" qi{elUse(t)| E;) ps(0)(E;| UL 5(t)]er)

7l

—Z V@ el Use(t) E;)ps(0) (/G (E;|ULg(t)]er))
Z aps(0 : (3.12)

onde K;; = K;;(t) € Hg caracterizam os chamados operadores de Kraus, os quais sao

definidos na forma
K= /ai{e|Use(t)|E;)) - (3.13)

Por sua vez, os operadores de Kraus na Eq. (3.13) satisfazem um vinculo de soma em

analogia a condicao de completude de estados de base, a saber,

Z K= Z%’(Ej|U§E(t)|€l><€z|USE(t)|Ej>

= S0 {ElUse(0) (Sleiel ) Us 015

= Ty [ps(0)Uss () Ul (1)
= Trg [pp(0)(Is @ I)]
L (3.14)

onde Ig é a matriz identidade no subespaco Hg do sistema principal. De forma geral, os
operadores de Kraus sao nao-Hermitianos, ou seja, K ;J # K. Entretanto, os operadores de
Kraus em certas dinamicas nao-unitarias podem se caracterizar como operadores normais,
isto ¢, KLKJJ = Kj,lK;r’l. Neste caso, o mapa dindmico é dito ser unital [1], e a Eq. (3.14)
se reescreve na forma Zj,lK}sz,l = Zj,lKj,lK}l = Is.

A Eq. (3.12) revela que o estado marginal instantdneo do subsistema S é dado em

termos de uma operagao quantica ¢(e) na forma

e(ps(0)) Z 1 ps(0 : (3.15)
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Usg(t) » Ulg(t)

pse(0) > ps(t)
TI‘E[ ] TI‘E[ ]
ps(0) > ps(t)
2 Kjie K},l
gl

Figura 3 — Equivaléncia entre a representacio operador-soma de Kraus e o formalismo de matrizes
densidade reduzidas. Fonte: Elaborada pelo autor.

O resultado na Eq. (3.15) define a chamada representagao operador-soma acerca da
dindmica de sistemas quanticos abertos. E importante destacar que esta operacdo quantica
esta definida no subespaco Hg, e induz o mapeamento injetivo de estados fisicos em estados
fisicos no subsistema S. Na Fig. 3, ilustramos a relagao de equivaléncia entre a matriz
densidade reduzida do subsistema S [veja Eq. (3.11)] e a representagao operador-soma em
termos de operadores de Kraus [veja Eq. (3.15)]. Por meio deste mapa quéntico, é possivel
caracterizar completamente a dindmica do subsistema S a partir do estado inicial pg(0), e
ainda sabendo os operadores de Kraus que codificam o papel da decoeréncia na interacao

sistema e ambiente.

Em seguida, vamos mostrar que a operacao quantica na Eq. (3.15) é linear, positiva
semi-definida, e preserva trago. Sejam estados pg1(0), ps2(0) € Hg, tal que a combinagao
convexa ¢pg1(0) + (1 — q)ps2(0) € Hg define um estado vélido neste subespago. Neste

caso, temos que

e(gps,1(0) + (1 — 9)ps2(0)) = D Kji (4ps1(0) + (1 — q)ps2(0) K],

il
—qZ i psa (0K + ( 1—qZ 1 ps2(0) K],

= qs(ps,l(O)) +(1 = Q)5(PS,2(0)) : (3.16)

ou seja, segue que a operacao quantica £(e) é linear. Em seguida, vamos investigar a

condi¢ao de normalizagdo do estado reduzido na perspectiva do mapa nao-unitario. Neste
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caso, temos
Tes[e(ps(0))] = X Trs (K ps(0) KT,
Jil
_ T
=3 Trs (KL K1 ps(0)

j7l

= Trg

(Z K}sz,z) ps(O)] : (3.17)

A partir do resultado na Eq. (3.14), segue que a operacao quantica na Eq. (3.15) preserva
traco, ou seja,
Trs[e(ps(0))] = Trs(Isps(0)) = Trs(ps(0)) =1 . (3.18)

Por fim, resta verificar que o mapa dinamico induz estados quanticos positivo semi-definidos.
Dado o vetor de estado |¢p) € Hg, é razodvel esperar que (¢|e(ps(0))|p) = (d]ps(t)|p) > 0.
De fato, a operagdo quantica ndo-unitaria mapeia estados fisicos em estados fisicos, ou seja,
tanto o estado inicial pg(0) quanto o estado instantaneo pg(t) devem ser ambos positivo
semi-definidos. Portanto, pode-se concluir que a operac¢io quantica na Eq. (3.15) define

um mapa dinamico CPTP, ou seja, completamente positivo e que preserva trago.

3.3 Dinamica nao-unitaria e estados de qubit dnico

Nesta secao, vamos investigar a agdo de mapas nao-unitarios em estados de qubit
tnico. Esta discussao tem como motivagao as Refs. [1,66]. Nesta perspectiva, mostraremos
que a acao de um mapa nao-unitario no sistema de dois niveis pode ser interpretada
geometricamente, sobretudo recorrendo a abordagem da esfera de Bloch discutida no
Capitulo 2. O espaco de Hilbert do sistema de dois niveis é dado por Hg = C2, o qual tem
dimensao dg = 2. No instante ¢t = 0, o estado inicial do sistema de dois niveis sera dado
pelo estado misto a seguir

p(0) = ;(11 - 5) | (3.19)

onde 7 = (rsin @ cos @, rsinfsin ¢, r cosf) é o vetor da esfera de Bloch!, sendo T a matriz
identidade no espago de Hilbert, e & = (04, 0y, 0.) 0 vetor de matrizes de Pauli. Em geral,
a Eq. (3.19) indica que o estado misto pode ser escrito em termos de uma combinagao

linear do conjunto de matrizes {I, 0., 0,, 0.} que gera o espago vetorial complexo Hg = C2.

De forma geral, a evolu¢ao nao-unitaria do estado de qubit tinico na Eq. (3.19)

pode ser descrita em termos da operacao quantica a seguir

e(p(0)) = p(t) = ¥ K; p(0)K] (3.20)

7=0,1

L Para rever os detalhes acerca da esfera de Bloch, bem como demais propriedades espectrais do estado

de qubit tnico, verifique Capitulo 2, Sec. 2.5.
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onde os operadores de Kraus satisfazem a relacao de completeza >-;_; K j K; =1, e por
sua vez sao operadores dependentes do tempo. Em detrimento ao resultado indicado na
Eq. (3.15), os operadores de Kraus {K;};—01 na Eq. (3.20) dependem apenas de um indice
de soma. De fato, nao ha nenhuma perda de generalidade neste processo, sobretudo se
considerarmos que o ambiente tem como estado inicial em ¢ = 0 um estado puro, em vez
do estado misto discutido na Sec. 3.2. Em termos do conjunto de geradores {I, 0,,0y,0.},

segue que os operadores de Kraus sao escritos na forma

3
K; =Y ajo, (3.21)
1=0
onde os coeficientes a;; sao dados por
1
ajl = §TI'(KJ'O'Z) . (322)

Combinando as Egs. (3.19), (3.20) e (3.21), pode-se mostrar que o estado instantaneo do

sistema de dois niveis sob acao do mapa nao-unitario é dado por
(pl0)) = plt) = (T +77) (323)
onde o vetor 7; é definido na forma
=m0+ & - (3.24)

Por um lado, tem-se que 7; representa a chamada matriz de deformagao, ou seja, uma

matriz de dimensao 3 x 3 de elementos reais, definida na forma
1
()1 = ETT [e(or)y] (3.25)

Por outro lado, segue que &, caracteriza o chamado vetor de translagao, isto ¢, um vetor

tridimensional cujas componentes sao dadas por

1 3
(&)l =2i Z Z Erplasra:p . (326)

s=0p,r=1
Em particular, segue que é = (0,0,0) para qualquer mapa quantico unital, ou seja, uma

operacao quantica na qual Zj:o,lK]TKj = Zj:071KjK;-r =1 [1].

A Eq. (3.23) mostra que a operagdo quantica mapeia estados de qubit tinicos em
estados de qubit tinicos. Neste caso, a acdo do mapa nao-unitario esta codificada de forma
completa no vetor 7; no estado resultante, que por sua vez exibe visualizacao geométrica
distinta daquela da esfera de Bloch. Em linhas gerais, a matriz de deformacao 7, traduz
os efeitos destrutivos de decoeréncia oriundos da interacao sistema e ambiente na forma
de deformacdes dos elementos do vetor 7y do estado inicial de qubit tinico. O papel do

vetor & consiste em promover a translacao do centro da esfera de Bloch em direcao a
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algum ponto fixo da dindmica nao-unitaria. Este é o caso, por exemplo, do mapa quantico
chamado atenuagao de amplitude [65]. Neste processo, a esfera de Bloch é deformada em
outro objeto geométrico tridimensional, por exemplo, um elipsdide de revolucao. Este ¢ o
caso, por exemplo, dos mapas quanticos atenuacao de fase, inversao de bit, inversao de
fase, inversao de bit e fase [1]. Por fim, destacamos que estes resultados serao uteis na

caracterizagao de coeréncia quantica discutida nos préximos capitulos.
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4 Caracterizacao da coeréncia quantica

Neste capitulo, discutiremos a caracterizagao de coeréncia em sistemas quanticos
de dimensao finita. Na Sec. 4.1, abordaremos o formalismo de caracterizacdo de coeréncia
quantica que baseia-se no resultado seminal da Ref. [15]. Na Sec. 4.2, discutiremos algumas
figuras de mérito dedicadas ao estudo da coeréncia de sistemas quanticos, a saber, norma-¢;
de coeréncia e entropia relativa de coeréncia, sobretudo calcadas em medidas de distancia
entre estados quéanticos no espaco de Hilbert. Por fim, na Sec. 4.3 investigaremos a norma-¢,
de coeréncia e entropia relativa de coeréncia para estados de qubit Gnico. As Secs. 4.1 e 4.2
contém revisoes detalhadas de bibliografia, enquanto a Sec. 4.3 exibe resultados obtidos

ao longo do trabalho de pesquisa.

4.1 O formalismo de Baumgratz-Cramer-Plenio

A busca pela compreensao das propriedades da coeréncia de sistemas fisicos em
nivel microscopico remonta as origens da teoria quantica. Em especial, diversos avancos
em nivel tedrico nesta seara devem-se a pesquisas recentes tendo como pano de fundo a
ciéncia de informagao. Cabe pontuar que estes progressos surgiram na esteira do sucesso
da teoria de emaranhamento consolidada no inicio dos anos 2000, sobretudo explorando
as similaridades entre ambos recursos quanticos [8,24]. Neste contexto, pode-se elencar a
formalizacao dos efeitos de superposicao em sistemas quanticos de dimensao finita proposta
no ambito da ciéncia da informagao quantica hé cerca de duas décadas [19]. Em paralelo
a chamada teoria de recursos [20,29, 30,67, 68], este trabalho motivou a proposi¢ao de
um formalismo geral na caracterizacdo de coeréncia quantica, por sua vez proposto por
Baumgratz, Cramer e Plenio (BCP) em um artigo seminal publicado ha uma década [15].
O sucesso do formalismo BCP pode ser aferido sobretudo pelo boom! no niimero de citacoes
e publicacgoes decorrentes deste trabalho, bem como pela relevancia e grande interesse que
este topico suscita ainda hoje. Em seguida, discutiremos os detalhes do formalismo BCP,

explorando de forma critica suas nuances.

De forma geral, cumpre destacar que coeréncia quantica perfaz uma quantidade
fisica cuja descrigdo envolve uma base de estados fixada a priori. Neste sentido, estados
quanticos podem exibir coeréncias em relacao a uma dada base, e ndo possuir qualquer
coeréncia em termos de outra base. Seja um sistema quantico cujo espaco de Hilbert ‘H

tem dimenséao finita d = dim#H, sendo A € H um observavel definido neste espaco vetorial.

' No momento, a Ref. [15] informa um nimero de 1777 citagdes de artigos indexados em revistas

internacionais. Por sua vez, o Google Scholar mostra um ntimero de 2573 citagoes, o qual deve levar em
conta pre-prints em revisao de pares e manuscritos nao-publicados, além das publicacées indexadas.


https://scholar.google.com/scholar?oi=bibs&hl=en&cites=5081064881962591617&as_sdt=5
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Por hipdtese, este observavel exibe a decomposicao espectral A = Z?Zl a;|j)(j|, onde
{a;};=1,. a sdo autovalores reais, e {|j)},;=1,..4 perfaz o respectivo conjunto de autoestados
normalizados de A, tal que (j|I) = d; e 2?21 |7) (4| = L. Neste contexto, a discussao de
medidas de coeréncia terd como ponto de partida a base de autoestados fixa {|7)}=1,. .4

do observavel A.

O formalismo BCP tem como premissa basica os conceitos de estados incoerentes e
operagoes incoerentes. Por um lado, estados incoerentes caracterizam-se como matrizes

diagonais na base de referéncia do observavel A, a saber
d
0=>_0;1i){il (4.1)
j=1

onde 0 <¢; <1le Z?:l d; = 1. De fato, o estado na Eq. (4.1) exibe apenas elementos
diagonais em relacao a base de referéncia, e logo possui coeréncias nulas nesta base. O
conjunto dos estados incoerentes serda denotado por Z, o qual é um subsepaco do espago
de Hilbert do sistema, ou seja, Z C H. Por outro lado, operacoes incoerentes sao aquelas
operagoes quanticas que nao podem criar coeréncia, sobretudo a partir de estados quanticos
incoerentes nos quais este recurso nao esta disponivel. Por exemplo, a opera¢ao quantica
respectiva a um certo conjunto de operadores de Kraus { K}, serd incoerente desde que
K,IK! C Z, para todo n > 0.

A partir destes conceitos, o formalismo BCP estabelece um conjunto de critérios
comuns a qualquer figura de mérito dedicada a caracterizagao de coeréncia de estados
quanticos. Por figura de mérito, entenda-se um tipo de funcional C'(p) que retorna um
valor finito e ndo-nulo caso o estado de prova p possua alguma coeréncia em relagao a
base de estados fixa. Em especial, os funcionais utilizados na caracterizagdo de coeréncia
quantica tém origem em medidas de distancia de estados quanticos. Em seguida, vamos

abordar os critérios em detalhes.

O primeiro critério (C1) refere-se a positividade da medida de coeréncia, ou seja, o

funcional de coeréncia deve satisfazer a relagao
C(p) >0, (4.2)

para todo estado p € H. De fato, espera-se que a figura de mérito C(p) > 0 seja positiva
para estados com coeréncia finita e nao-nula. Em particular, segue que a medida de

coeréncia sera nula para estados incoerentes na forma da Eq. (4.1), ou seja, C'(p) = 0 se
d N/
p=0="3510;17)0l
O segundo critério (C2) refere-se a monotonicidade da medida de coeréncia. De

forma geral, sabe-se que a coeréncia nao aumenta sob a acao de operacoes incoerentes em

processos fisicos arbitrarios, tal que

Clp) =2 C(A(p)) , (4.3)
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onde A(p) =, K,pK! define uma operacio quantica incoerente. Por exemplo, os efeitos
de decoeréncia na dinamica de sistemas quanticos abertos induzem o consumo de informagcao
disponivel na forma de recursos quanticos como coeréncia e emaranhamento. Cabe ressaltar
que a informagao deve se conservar a nivel global, o que implica em fluxo de informacao
entre sistema e ambiente. Por sua vez, a medida de coeréncia de estados quanticos deve
ser capaz de capturar este aspecto, ou seja, a coeréncia do estado sob agao da operacao
incoerente é limitada superiormente pela coeréncia do estado de prova. Cabe destacar que

estes critérios representam requisitos minimos a todas as medidas de coeréncia.

O terceiro critério (C3) ressignifica o critério C2 de forma mais robusta, e portanto
perfaz um tipo de critério de monotonicidade forte. Em linhas gerais, segue que a coeréncia
de um estado quantico nao aumenta, em média, sob operagoes incoerentes seletivas, ou
seja,

Clp) = >_a.Clpn) (4.4)

onde p, = K,pK}/q, descreve o estado do sistema fisico obtido ap6s uma medigao cujo
resultado é dado por n, o qual ocorre com probabilidade ¢, = Tr(K,pK]). A Eq. (4.4)
revela que a média das coeréncias C(p,) dos estados obtidos nas medigoes, ponderada
pelas probabilidades de ocorréncia de cada um dos resultados, é limitada superiormente
pela coeréncia C'(p) do estado de prova inicial. Este resultado implica que a coeréncia nao
deve aumentar sob medigoes incoerentes, mesmo que se tenha acesso aos resultados de

medicao individuais.

O quarto critério (C4) refere-se a convexidade da medida de coeréncia, a saber

Z 4:C(pn) =2 C (Z ann> ) (4.5)

onde 0 < ¢q, <1led, q. =1, sendo

¢ (2 qnpn) e (z KnpK,t) _ C(AG)) (1.6)

Por sua vez, a Eq. (4.5) revela que a coeréncia C'(A(p)) do estado sob a¢ao da operagao
quantica deve ser limitada superiormente pela média das coeréncias C(p,) dos estados
obtidos nas medigoes, ponderada pelas probabilidades ¢, de ocorréncia de cada um dos
resultados. Em esséncia, a coeréncia de um estado misto é sempre menor do que a média

das coeréncias de cada um dos estados envolvidos na mistura estatistica.

Portanto, um funcional C'(p) serd uma medida de coeréncia de estados quanticos

desde que satisfaga os critérios C1, C2, C3 e C4 [4,69]. Neste contexto, segue que a

combinagao destes critérios implica a hierarquia de desigualdades [veja Egs. (4.3), (4.4),
(4.5) e (4.6)]

C(p) = 3 anClpn) = C(A(p)) - (4.7)
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Em geral, as incertezas de uma medicao corroboram significado duplo. Por um lado, temos
uma incerteza classica vinculada a ignorancia acerca do estado do sistema, o que se reflete
na mistura estatistica. Por outro lado, temos uma incerteza quantica associada ao fato
de que a medicao deve modificar o estado do sistema. A coeréncia quantica do estado p,
contemplada pelo funcional C'(p), deve incorporar estes aspectos na medida que satisfaz

os critérios elencados pelo formalismo BCP.

4.2 Medidas de coeréncia e distancias entre estados quanticos

Na secao anterior, discutimos os critérios que uma dada figura de mérito deve
satisfazer para que seja eleita uma medida de coeréncia de estados quanticos. Neste
sentido, devemos buscar pelos possiveis funcionais de informacao que compartilhem destas
caracteristicas, a saber, positividade (C1), monotonicidade (C2 e C3) e convexidade (C4).
Em especial, nossa analise tem como recorte as chamadas medidas de distinguibilidade de
estados quanticos, que por sua vez descrevem medidas de distancia no espago de estados.

Esta escolha tem algumas motivacoes praticas, as quais discutiremos a seguir.

No intuito de caracterizar a coeréncia de um certo estado quantico de prova, é
natural promover sua comparacao com algum estado de referéncia, sobretudo um estado
quantico incoerente em relacao a alguma base fixa. Desta forma, é razoavel introduzir uma
figura de mérito de coeréncia que testemunhe a presenca deste recurso quéantico na forma
de distinguibilidade entre estes estados. Portanto, a medida de coeréncia deve sinalizar o
quao distinto o estado de prova é em relacdo a um estado que nao exibe coeréncias em
relagdo a base de referéncia. Cabe destacar que a escolha desta figura de mérito nao é
unica. De fato, o chamado teorema de Morozova, Cencov e Petz corrobora a existéncia
de uma classe infinita de funcionais de distinguibilidade de estados quéanticos [70, 71].
Em esséncia, tal aspecto tem origem na natureza nao-comutativa entre estados quanticos
distintos. Isto explica a grande variedade de medidas de coeréncia pautadas em medidas

de distinguibilidade de estados quanticos no escopo do formalismo BCP.

Uma medida de distinguibilidade D(p, ) deve satisfazer os critérios C1, C2, C3
e C4 discutidos outrora, sendo p, € H estados quénticos arbitrarios. Isto ocorre com
grande parte das medidas de distinguibilidade de estados quanticos investigadas no ambito
da ciéncia da informacao. Em especial, esta figura de mérito perfaz um tipo de medida de
distancia no espago de estados quanticos. Por um lado, o funcional de distancia satisfaz o
critério C1 desde que seja positivo, ou seja, D(p,d) > 0, tal que D(p,d) = 0 se, e somente
se, p = 0. Por outro lado, o funcional de distdncia obedece os critérios C2 e C3 desde
que seja monotonico para operacoes quanticas incoerentes completamente positivas e

que preservam traco (CPTP). Neste caso, o funcional deve ser contrativo sob operagoes
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Figura 4 — Representagio ilustrativa da contratividade relativa a operagao quantica A(e), isto é, um
mapa completamente positivo e que preserva traco (CPTP), em relagdo ao par de estados
p,0 € H. Em geral, segue que a distinguibilidade entre os estados quanticos deve diminuir
sob agéo de mapas CPTP fisicos. Fonte: Imagem adaptada da Ref. [1].

quanticas CPTP, a saber
D(A(p), A(8)) < D(p,0) . (4.8)

A Eq. (4.8) indica que nenhum processo fisico é capaz de aumentar a distdncia entre
dois estados quanticos. A Fig. 4 ilustra de forma pictorica a contratividade do funcional
de distancia para estados p e 0 sob agao do mapa A(e) CPTP. De fato, uma operacao
quantica nao é capaz de criar informacao, a qual deve se conservar em nivel global no
sistema quantico. Isto significa, por exemplo, que a informacao é redistribuida entre os
subsistemas de um sistema quantico aberto, e por sua vez flui do subsistema de interesse
para o ambiente. Por fim, o funcional satisfaz o critério C4 em resposta a convexidade

conjunta em relacao a estados mistos, a saber,

D (ZmﬂmZM‘%) < 20D (p;05) (4.9)

onde p; e J; sdo estados puros, e p; sdo probabilidades que ponderam a contribuicao destes

estados na mistura estatistica.

O formalismo BCP corrobora medidas de coeréncia baseadas em medidas de
distinguibilidade D(p,d) entre um estado quantico de prova p e um estado incoerente
6 =0, 6;15)(j| em relacao a base de autoestados {|5) };-1....a de observavel A de referéncia.
Em virtude dos possiveis estados d € Z disponiveis no espaco de estados incoerentes, a
priori distintos entre si, segue que a medida de coeréncia é obtida pelo valor minimo da
distdncia D(p,d) entre o estado p e um dos estados incoerentes ¢ neste espago [15]. Neste
caso, o formalismo BCP implica medidas de coeréncia na forma

C(p) =min D(p,9) . (4.10)

0T
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E importante pontuar que a medida de coeréncia C(p) na Eq. (4.10) satisfaz os critérios
Cl1, C2, C3 e C4 [veja Sec. 4.1] desde que o funcional de distinguibilidade de estados
D(p,0) satisfaga estas restrigoes. Conforme mencionado anteriormente, existem diversos
candidatos a medidas de distancia de estados quanticos que corroboram o formalismo
BCP [30,72]. Em especial, destacam-se funcionais baseados em normas matriciais e medidas
entrépicas de informagdo [15]. Dentre as normas matriciais, destaca-se a chamada norma-¢;
de coeréncia, a qual leva em conta os elementos nao-diagonais da matriz densidade. Dentre
as medidas entropicas, destaca-se a chamada entropia relativa de coeréncia. Em seguida,

investigaremos os detalhes de ambas medidas.

4.2.1 Norma-¢; de coeréncia

O formalismo BCP instigou o estudo de medidas de coeréncia baseadas em normas
matriciais. Em especial, sabe-se que a norma-f; propicia uma medida de coeréncia de

grande interesse na literatura, a qual se escreve na forma [15]

C, (p) = minflp = dlle, = > [{lelD)] (4.11)

il
onde {|7)},=1,..4 representa a base de autoestados fixa do observavel A de referéncia. De
fato, a medida de coeréncia na Eq. (4.11) depende dos elementos nao-diagonais do estado

quantico de prova p em relacao aos vetores da base de referéncia.

Por um lado, pode ser verificado que a norma-¢; de coeréncia satisfaz os critérios de
positividade, monotonicidade, contratividade e convexidade em acordo com o formalismo
BCP. Por outro lado, segue que a Eq. (4.11) é operacionalmente simples, sobretudo para
sistemas quanticos de baixa dimensionalidade. Este é o caso, por exemplo, da medida de

coeréncia de estados de qubit tnico.

Nos tltimos anos, a norma-f; de coeréncia tem motivado estudos no intuito de
compreender a coeréncia em sistemas quanticos realizados em diferentes plataformas
experimentais. Por exemplo, o estudo da norma-¢; de coeréncia propiciou a investigacao
da natureza ondulatéria em protocolos de interferéncia quéntica [73,74]. Além disso,
destacam-se realizagoes experimentais envolvendo tomografia de estados quanticos no

intuito de acessar as coeréncias de estados multipartido em sistemas de spin [75].

4.2.2 Entropia relativa de coeréncia

O estudo de quantificadores de informacao entrépicos tem desempenhado papel
relevante na caracterizagao de coeréncia quantica. Neste contexto, pode-se destacar a
chamada entropia relativa de coeréncia, a qual é obtida por meio da entropia relativa de
Umegaki. A entropia relativa de coeréncia tem aplicagoes no ambito da termodinamica

quantica. Por exemplo, sabe-se que a entropia relativa de coeréncia perfaz uma figura
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de mérito acerca do mecanismo de producao de entropia [76]. Recentemente, a entropia
relativa de coeréncia de um sistema de dois niveis foi acessada experimentalmente em

plataformas fotonicas [77].

Em seguida, vamos explorar em detalhes esta relagao, abordando as propriedades

destes quantificadores. A entropia relativa é definida na forma

S(plld) = Tr(pInp) — Tr(pInd)
= —S(p) — Tr(pInd) , (4.12)

onde p e ¢ sao matrizes densidades arbitrarias. Por um lado, a desigualdade de Klein
implica que a entropia relativa é um quantificador de informagao estritamente positivo para
qualquer par de matrizes densidade, a saber, S(p||d) > 0 [1]. Esta desigualdade é saturada
para operadores densidade iguais entre si, ou seja, teremos S(p||0) = 0 se p = [4,55]. Por
outro lado, segue que a entropia relativa nao representa uma medida simétrica, ou seja,
S(p||0) # S(d]|p), e também nao satisfaz a desigualdade triangular. Neste caso, a entropia

relativa nao perfaz uma métrica fiel no espago de matrizes densidade.

Seja a base de estados fixa {|j)},=1,..4, sendo (j|I) = d;;, e Z?:1 |7) (7] = 14, onde
I; é a matriz identidade no espago de Hilbert d-dimensional. Neste contexto, podemos

decompor a matriz densidade p na forma
p=2_pali{ll
4.l
= Pdiag + Poft-diag » (413)
onde definimos a contribui¢ao dos elementos diagonais da matriz densidade, a saber,
Pdiag += Z Pjj |j> <]| ) (414)
J
e a contribui¢ao de termos nao-diagonais da matriz densidade
Poff-diag -— ijl|j><l| : (415)
J#l

A partir das Eqs. (4.14) e (4.15), segue que a entropia relativa na Eq. (4.12) reescreve-se

na forma
S(IO”(;) = _S(p> - Tr(pdiag In 5) - Tr(poﬂ"-diag In 5) : (416)

Em especial, a Eq. (4.16) pode ser reformulada convenientemente em termos da entropia
de von Neumann S(pgiag) respectiva a contribuicao diagonal do estado quéntico de prova.

De fato, temos o resultado

S(p||5) = S(pdiag) - S(p) - S(pdiag) - Tr(ﬂdiag In 5) - Tr(poff—diag In 6) )
= S(pdiag) — S(p) + S(pdiagld) — Tr(pofi-diag I 0) - (4.17)
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Por sua vez, o dltimo termo no lado direito da Eq. (4.17) é identicamente nulo, a saber

(Z le‘j><l’) In (Z 5ss!8><8\>] )
j#l 5
= D> pundsTr (1) {Is)(s])

i#l s
=2_>_ pilnda(sli)ils) ,

Al s
=0, (4.18)

Tr(pofi-diag In 6) = Tt

onde utilizamos que 6 = >, d5|s)(s| é um estado incoerente em relagao a base {|s)}s=1. 4
[veja Sec. 4.1], bem como o fato de que (s|j)(l|s) = 0 para j # [. Desta forma, podemos

concluir a relacao algébrica
S(pl18) = S(patng) — S(p) + S (Pasaelld) (4.19)

No ambito do formalismo BCP, segue que um quantificador de coeréncia do estado
p € obtido através da minimizacao da distancia entre esta matriz densidade e os elementos
d € T que caracterizam o conjunto de estados incoerentes [15]. Neste contexto, a chamada

entropia relativa de coeréncia é definida na forma

Chel. ent. (p) = min S(pl|0) . (4.20)

Em seguida, substituindo a Eq. (4.19) na Eq. (4.20), temos:

Crel. ent.(ﬂ) = Iglel%l [S(pdiag> - S(P) + S(pdiagué)] )

= S(pdiag) - S(P) + rglel%l S(pdiagH(S) . (4-21)

Por meio do chamado lema de Klein, é sabido que a entropia relativa caracteriza uma
quantidade positiva semidefinida, ou seja, S(p1||p2) > 0 para qualquer py, ps € S, além de
exibir valor nulo se p; = po. Portanto, o valor minimo da medida de coeréncia na Eq. (4.21)

serd obtido escolhendo o estado incoerente d = paiag, tal que obtemos o resultado

Crel. ent.(p) = S(pdiag) - S(P) . (422)

A entropia relativa de coeréncia atende as condigbes de positividade (C1), monotonicidade
forte (C2 e C3), e convexidade (C4) para um dado conjunto de operagoes, sobretudo para
operagoes incoerentes [15]. Na literatura ha investiga¢oes experimentais acerca da entropia
relativa de coeréncia, por exemplo, envolvendo medigoes em estados de polarizacao de

fétons em plataformas oticas [78].

4.3 Coeréncia de estados de 1-qubit

Nesta secao vamos discutir a caracterizacao das coeréncias de estados de qubit

{inico, ou seja, matrizes densidade no espaco de Hilbert H = C? de dimensao d = dimH = 2.
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De forma geral, estes estados exibem a forma matricial a seguir

p= Pi)o Po1 7 (4.23)
Po1 P11

onde pf = p, p > 0, e Tr(p) = poo + p11 = 1. Para tanto, devemos fixar uma base de
referéncia, a qual discutiremos em seguida. Por hipétese, seja o observavel de spin-1/2
dado por
h
A= 5(75 - 7), (4.24)
onde ¢ = (0,,0y,0,) é 0 vetor de matrizes de Pauli, e 71 é o versor de dire¢ao respectivo

ao vetor tridimensional real 7, tal que

=

n = = (Ng,ny, ), |7 =/n2+n2+n2. (4.25)

St

7]

Por sua vez, a Eq. (4.24) descreve a forma mais geral de representagao de observaveis de
spin no espaco vetorial complexo H = C2. Por exemplo, tomando a dire¢do 7 = {1,0,0},
obtemos o observavel (i/2)o,. Em seguida, fixando a direcao 7 = {0,1,0}, tem-se o
observavel (i/2)o,. Além disso, escolhendo a diregdo 7 = {0,0, 1}, obtemos o observavel
(h/2)o,. O observavel A na Eq. (4.24) dispoe dos autovalores {—h/2,4+h/2}, os quais

correspondem de forma respectiva aos autoestados

- — |17l Ng + in

|fy) = ——2 10) + Ve (4.26)
YT R E =) RlalA] - ne)

6g) = =7l ma iy ) (4.27)

— ] +
V207 + 7s) V2017 + 7ns)

onde {]0),|1)} sdo autovetores da matriz de Pauli o,, os quais caracterizam a base
computacional padrao. Por sua vez, o conjunto de vetores {|¢1), |¢2)} define uma base
completa no espago vetorial complexo H = C?, ou seja, (¢;|¢;) = 0; para j,1 = {1,2}, e
> j—12]905)(#;] = La. Neste contexto, o conjunto de vetores {|¢1), |¢2)} serd escolhido como
a base de referéncia na qual investigaremos o comportamento das medidas de coeréncia de

qubit tnico.

Partindo deste cenério geral, vamos avaliar medidas de coeréncia. Na Subsec. 4.3.1,
vamos discorrer sobre a coeréncia de estados de qubit inico em termos da norma-/y,
enquanto na Subsec. 4.3.2 usaremos a entropia relativa de coeréncia para tratar da
coeréncia destes estados. Por fim, na Subsec. 4.3.3 analisaremos de forma comparativa os

resultados das subsecoes anteriores, tracando paralelos e verificando diferencas importantes.
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4.3.1 Norma-/; de coeréncia e estados de 1-qubit

Em relagao a base de referéncia {|¢;), |¢2)} nas Eqgs. (4.26) e (4.27), segue que a

norma-¢; de coeréncia para estados de qubit tinico se escreve na forma

Cu(p) = > ldslplon)] = 2(¢1lple2)] - (4.28)

Jil=12
i#l

Em seguida, substituindo as Eqgs. (4.23), (4.26) e (4.27) na Eq. (4.28), obtemos o resultado
a seguir
. 1/2
CZl (IO) = W ( Z ni Cgl,k(p) - (I)nz,ny,nz (P)) ) (429)
k=x,y,z

onde definimos

Coiu(p) = \/(Poo — p11)? + 4[Im(po1)]? (4.30)
Cél,y(ﬂ) = \/(Poo — p11)? + 4[Re(pon))? , (4.31)
Co2(p) = 2|po] , (4.32)

e introduzimos a fung¢do auxiliar

Dy iny . (P) = 4nzRe(po1) [n2(poo — p11) — nyIm(por)]
— 4nyIm(po1)[n=(poo — p11) + nRe(po1)] - (4.33)

A Eq. (4.29) descreve a norma-¢; de coeréncia de estados de qubit tinico [veja Eq. (4.23)]
em relagdo a base de referéncia do observavel de spin arbitrario A [veja Eq. (4.24)]. Note

que este resultado contempla estados puros e mistos de qubit tnico.

De forma geral, a Eq. (4.29) revela que a norma-¢; de coeréncia Cy, (p) obtida a
partir dos autoestados do observavel A se escreve em funcao da soma das medidas de
coeréncia Cy, ,(p) [veja Eq. (4.30)], Co, 4 (p) [veja Eq. (4.31)], e Cy, . (p) [veja Eq. (4.32)]
respectivas aos autoestados dos observéaveis (h/2)o,, (h/2)o, e (h/2)0,, respectivamente.
Em especial, observa-se a presenca do termo @, ,, ».(p) cuja contribuigao é oriunda de
superposicoes entre elementos de base destes observaveis. Cabe ressaltar que este termo é
nao-nulo apenas no cenério geral do observavel A na Eq. (4.24), ou seja, deve assumir valor
zero caso se considere cada um dos observaveis (h/2)o,, . de forma individual. Por exemplo,
tomando a direcao 7 = {1,0,0} respectiva ao observavel (h/2)o,, segue que @1 9o(p) =0
e Cy(p) = Cp 2(p). Além disso, fixando a diregdo 1 = {0,1,0} associada ao observavel
(h/2)o,, temos que ®o10(p) = 0 e Cp(p) = Cpy(p). Por fim, escolhendo a direcao
n = {0,0,1} relativa ao observavel (i/2)o,, obtemos @ 1(p) =0 e Cp(p) = Cy, 2(p).

Os resultados nas Eqgs. (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) e (4.33) podem ser reformulados

explorando a representagao geométrica do estado de qubit tinico. Em primeiro lugar, a
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matriz densidade na Eq. (4.23) deve ser reescrita em termos do mapeamento pgy =
(1/2)(L+r,), pu1 = (1/2)(1 —r,), € po1 = (1/2)(ry — iry), tal que o estado de qubit tnico
resulta p = (1/2)(I + 7 &). Cabe destacar que vetor 7= (r,,7,,7,) descreve um vetor de
coeficientes reais no espago tridimensional, e sobretudo caracteriza o vetor da esfera de
Bloch de raio unitério?. Em seguida, introduzimos a parametrizacio do vetor 7 em termos
de coordenadas esféricas, tal que r, = rsinflcos ¢, r, = rsinfsin ¢, e r, = rcost, onde
re€[0,1], 0 € [0,7], e ¢ € [0,27]. Neste contexto, segue que as medidas de coeréncia nas

Eqgs. (4.30), (4.31), e (4.32) reescrevem-se, respectivamente,

Coz(p) =12 +12 = r\/sin20 sin®¢ + cos26 | (4.34)

Coy(p) =12 +1r2= r\/sin20 cos?¢p + cos? | (4.35)

Cpz(p) = \Jri+r2=rsind . (4.36)

As Eqgs. (4.34) e (4.35) revelam que as medidas de coeréncia Cy, ,(p) e Cy, ,(p) diferem em

e ainda

termos de um tipo de quadratura no dngulo ¢. De fato, a norma-¢; de coeréncia Cy, ,(p)
respectiva ao observavel (h/2)o, corrobora a norma-¢; de coeréncia Cy, ,(p) respectiva
ao observavel (h/2)o, através do mapa ¢ — ¢ + 7/2. Isto é razoavel ja que as direcoes
n = {1,0,0} e n = {0,1,0} relativas a estes observaveis sao ortogonais entre si. Em
especial, a medida de coeréncia Cy, .(p) na Eq. (4.36) é independente do angulo ¢, o que
reflete a simetria de rotagao em termos da direcao 7 = {0, 0,1} na qual se localizam os

vetores |0) e |1) da base computacional.

Na pratica, as medidas Cy, ,,.(p) indicam valores minimos de distancia entre
estados na esfera de Bloch e estados incoerentes da base de referéncia. Por um lado, a
medida Cy, ,(p) na Eq. (4.34) perfaz a menor distdncia entre pontos na esfera de Bloch e
o eixo . = {1,0,0} de estados incoerentes relativos a base de autoestados do observével
(h/2)o,. Por um lado, a norma-¢; de coeréncia Cy, ,(p) na Eq. (4.35) descreve a distancia
minima entre pontos na esfera de Bloch e o eixo it = {0, 1,0} de estados incoerentes na base
de autoestados do observavel (h/2)o,. Por fim, segue que Cy, .(p) na Eq. (4.36) representa
o valor minimo de distancia entre pontos na esfera de Bloch e o eixo 7 = {0,0,1} de

estados incoerentes da base de autoestados do observavel (f/2)o,.

4.3.2 Entropia relativa de coeréncia e estados de 1-qubit

Em relacdo a base de referéncia {|¢1), |¢2)} nas Eqs. (4.26) e (4.27), o estado de

qubit Gnico na Eq. (4.23) se escreve na forma p = pgiag + Pofi-diag, ONde a contribuigao

2 Para rever os detalhes acerca da esfera de Bloch, verifique Capitulo 2, Sec. 2.5.
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diagonal da matriz densidade é dada por®

Paing = Y, (5]p|d;)105)(d;]

j=1,2
= (¢1lpl@1)|d1) (1] + (1 — (1]pl¢1))[P2) (o] | (4.37)

sendo o elemento de matriz (¢ |p|¢;) definido a seguir
(P1lpldr) = 2”1ﬁ” (72l + n=(p11 — poo) — 2[neRe(por) — nylm(por)]) - (4.38)

De acordo com a Eq. (4.22), a entropia relativa de coeréncia do estado de qubit tinico é

dada por
C1rel. ent.(p) = S(pdiag) - S(ﬂ) . (439)

Portanto, substituindo as Eqs. (4.23), (4.37) e (4.38) na Eq. (4.39), obtemos o resultado

Crel. ent.(p) = [ (p1) — [ ({P1]p]d1)) (4.40)

onde introduzimos a funcao auxiliar?
flu)=ulnu+(1—-u)ln(l—u), 0<u<l, (4.41)

e sendo p; dos autovalores do estado de qubit tinico na Eq. (4.23), o qual se escreve na

forma

1
p= 2 (1= o — P+ Al ) (1.02)
Apenas para deixar claro, o estado p exibe o par de autovalores {p, p2}, tal que p; +ps =1

de forma a respeitar a condigdo de normalizacao Tr(p) = 1.

Por fim, vamos reescrever estes resultados em termos da representacao geométrica do
estado de qubit tinico. Para tanto, devemos estabelecer o mapeamento pgy = (1/2)(1+7,),
p11 = (1/2)(1 = r.), e por = (1/2)(r, — iry), onde 1y, 1), e r, sdo pardmetros reais. Em
seguida, tomamos a parametrizacao r, = rsinflcos¢, r, = rsinfsing, e r, = rcosb,
onde r € [0,1], 8 € [0, 7], e ¢ € [0, 27]. Neste contexto, pode-se mostrar que {(¢y|p|d1) =
(1/2)[L +r(n-7)] e pr = (1/2)(1 — 1), onde 7 = (sin# cos ¢, sin O sin ¢, cos ), tal que a

entropia relativa de coeréncia na Eq. (4.40) resulta

Cor o ) = £ (*57) = £ (FH2 ) (4.43)

onde utilizamos que f(u) = f(1 —u). A Eq. (4.43) depende de duas contribuigdes com

significados distintos. Por um lado, o termo f((1 £ r)/2) leva em conta apenas o grau de

3 Para maiores detalhes na decomposicdo da matriz densidade na base de referéncia para o calculo da

entropia relativa de coeréncia, verifique Sec. 4.2.2.
Por construcao, segue que f(0) = f(1) =01In0 = 0. Esta condigdo estd em acordo com a defini¢do da
entropia de von Neumann [1].

4
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pureza do estado de qubit tnico. Por outro lado, o termo f((1+7(7-7))/2) depende tanto
do grau de pureza r, quanto das coeréncias do estado de qubit tnico na Eq. (4.23) em
relacdo a base de autoestados do observavel na Eq. (4.24). A dependéncia em coeréncia
se manifesta na contribuicdo 7 - 7, ou seja, a projecao do versor de direcao 7 do raio
vetor da esfera de Bloch em relacao ao versor de dire¢ao 7 do operador de spin. Por
um lado, no limite em que 7 - # = 1, ou seja, ambos versores n e 7 sao paralelos, segue
que Crel. ent.(p) = 0 j& que neste caso o estado de prova é incoerente em rela¢ao a base
de referéncia. Por outro lado, no limite em que 7 - # = 0, ou seja, os versores 7l e T sa0
perpendiculares, obtemos o valor Cre ent. (p) = f((1£7)/2) +1n(2) para a entropia relativa

de coeréncia.

Em concluséo, resta avaliar alguns casos particulares da Eq. (4.43). Por exemplo,

tomando a diregdo 7 = {1, 0,0} respectiva ao observavel (i/2)o,, segue que

1+r 1+ rsinfcos ¢
Crel. ent.,w(p) - f ( ) - f . (444)
2 2
Em seguida, fixando a direcao 7 = {0, 1,0} associada ao observavel (h/2)o,, temos que
1£r 1+ rsinfsin¢
CYrel. ent.,y(p) - f ( ) - f . (445)
2 2
Por fim, escolhendo a direcao i = {0, 0, 1} relativa ao observéavel (h/2)o,, obtemos
1+7r 1+7rcosf
C'rel. ent.,z(p) - f ( 9 ) - f <2> . (446)

Na proxima subsecao, vamos investigar numericamente estes resultados, levando em conta

também os resultados obtidos para a norma-f; de coeréncia.

4.3.3 Analise dos resultados

Nesta subsecao, forneceremos simulagoes numeéricas dos resultados das Subsecs. 4.3.1
e 4.3.2, sobretudo investigando as Eqgs. (4.36) e (4.46) respectivas as medidas de coeréncia
em relagao a base de autoestados {|0),|1)} do observavel de spin (h/2)c,. Neste contexto,

investigaremos o caso de estados puros e mistos.

No limite de estados puros de qubit tnico, ou seja, r = 1, segue que as Eqs. (4.36)
e (4.46) se reescrevem

Cﬂl,Z(p) = sind ) (447)

14 cosf
C11"el. ent.,z(p) = _f <2>

= In[tan(0/2)] cos @ — In[(1/2) sin 0] , (4.48)
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Figura 5 — Medidas de coeréncia para estados puros de qubit tinico em relagdo a base {|0),|1)} formada
por autoestados do observdvel de spin (i/2)o,. A curva azul representa a norma-¢; de
coeréncia, Cy, »(p) [veja Eq. (4.47)], e a curva vermelha indica a entropia relativa de coeréncia
normalizada, Crel. ent.2(p)/In(2) [veja Eq. (4.48)]. Fonte: Elaborada pelo autor.

onde utilizamos que f(0) = 0. A Fig. 5 exibe as curvas para a norma-{; de coeréncia
[veja Eq. (4.47)], e entropia relativa de coeréncia normalizada [veja Eq. (4.48)], em fungao
do angulo polar 0 < 6 < 7. Observe que Ciel ent. -(p)/In(2) é limitada superiormente
por Cy, .(p), para todo 0 € [0, 7]. Por um lado, ambas medidas exibem valores nulos nos
pélos da esfera de Bloch, ou seja, segue que Cy, ,(p) = Chrel ent.2(p) = 0 para § = 0 e

= 7. De fato, nestes casos o estado de qubit inico perfaz estados incoerentes |0) e |1),
respectivamente, com coeréncias nulas na base computacional. Por outro lado, segue que
Co2(p) = Crel. ent.2(p)/In(2) = 1 para 6 = 7/2, ou seja, ambas medidas de coeréncia
exibem valores maximos para estados puros dispostos ao longo do equador da esfera de
Bloch. Cabe destacar que a Fig. 5 concorda com os resultados obtidos nas Refs. [79,80],
as quais demonstram que, no limite de estados puros, a entropia relativa de coeréncia tem

por limite superior a norma-¢; de coeréncia, a saber,

C@l (p) 2 C(rel. ent.(p) ) (449)

onde p é necessariamente um estado puro. Entretanto, estes resultados estao em desacordo
com a Ref. [4], a qual afirma que ambas medidas de coeréncia sao iguais para qualquer
estado puro, ou seja, para todo valor de 8 € [0, 7]. Por sua vez, a Fig. 5 prova que o resultado

na Ref. [4] estd equivocado, sobretudo em relagao a base de estados computacional.

Em seguida, investigaremos os resultados nas Egs. (4.47) e (4.48) explorando
o aspecto geométrico do estado puro de qubit tnico. As Figs. 6(a) e 6(b) ilustram,
respectivamente, o mapeamento da norma ¢; de coeréncia e entropia relativa de coeréncia
normalizada de estados puros de qubit tinico na superficie da esfera de Bloch. Em ambas
figuras, a escala de cores revela que estas medidas exibem valores mais intensos ao redor

da equador da esfera, os quais vao diminuindo em dire¢do aos polos norte e sul. Isso
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Figura 6 — Gréficos de medidas de coeréncia para estados quanticos de qubit tinico. (a) Mapeamento da
intensidade da norma ¢; de coeréncia Cy, ,(p) [veja Eq. (4.47)] de estados puros de qubit
unico na esfera de Bloch. (b) Mapeamento da intensidade da entropia relativa de coeréncia
normalizada Ciel. ent.,-(p)/In2 [veja Eq. (4.48)] de estados puros de qubit unico na esfera de
Bloch. (c¢) Grafico de densidade da norma ¢; de coeréncia Cy, ,(p) [veja Eq. (4.36)] de estados
mistos de qubit tnico, em fungdo dos pardmetros 0 < r <1e 0 < 0 < 7. (d) Gréfico de
densidade da entropia relativa de coeréncia normalizada Chel. ent. - (p)/In2 [veja Eq. (4.46)]
de estados mistos de qubit tinico, em fun¢ao dos parametros 0 <r <1 e 0 <6 < «. Fonte:
Elaborada pelo autor.

acontece porque no equador da esfera se localizam os estados de superposi¢ao na base
computacional, enquanto a contribuicao dessa superposicao diminui a medida que nos
aproximamos dos estados |0) e [1), atingindo o seu valor minimo nesses polos. Importante
destacar que Cy, .(p) € Chrel. ent. -(p) independem do angulo polar ¢ € [0, 27], o que assinala
a invariancia de ambas medidas de coeréncia para estados quanticos que diferem por fases
locais no plano xy. Isto sugere que, tomando um valor fixo para o angulo azimutal 6, existe
uma simetria de rotagao em torno do eixo z ao longo do qual estao dispostos os estados

incoerentes na base computacional.

Por fim, investigaremos as medidas de coeréncia nas Eqgs. (4.36) e (4.46) para estados
mistos de qubit tinico. As Figs. 6(c) e 6(d) ilustram, respectivamente, o comportamento
da norma ¢; de coeréncia e entropia relativa de coeréncia normalizada para estados mistos
de qubit tnico, em fun¢ao dos parametros 0 < r <1e 0 < # < 7. Por um lado, tomando

um valor fixo para o angulo polar 6, tem-se que ambas medidas de coeréncia aumentam
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em intensidade a medida que o parametro r cresce. Em outras palavras, estados mistos
exibem coeréncia menor em detrimento de estados puros. Em especial, as Eqs. (4.36)
e (4.46) mostram que o estado maximamente misturado é completamente incoerente em
termos da base computacional, ou seja, tem coeréncia zero nesta base. Por outro lado,
fixando o parametro r, pode-se perceber que ambas medidas de coeréncia exibem um pico

de intensidade para 6 = 7/2.
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5 Dinamica de coeréncia quantica de estados
de 1-qubit

Neste capitulo, discutiremos a caracterizagao de coeréncia quantica para estados
de qubit tnico em sistemas quanticos abertos. Neste contexto, a evolucao do sistema de
dois niveis é obtida por meio da representacao operador-soma na figura de operadores de
Kraus respectivos a certos processos fisicos paradigmaticos na literatura da informacao
quantica. Por um lado, a Sec. 5.1 aborda a quantificacao de coeréncia quantica no processo
de atenuacao de fase, o qual descreve de maneira efetiva os efeitos de perda de coeréncia
induzidos pelo ambiente. Por outro lado, a Sec. 5.2 discute a caracterizagao de coeréncia
em processos de atenuagao de amplitude, ou seja, sistemas quanticos abertos em que o
estado quantico exibe reducao de ocupacgao nas populacgoes e perda de coeréncias. Em
ambos casos, discutiremos o comportamento da norma-¢; de coeréncia e entropia relativa
de coeréncia em relacdo a base computacional {|0),|1)}, portanto explorando resultados
analiticos e suas implicagOes geométricas. As Secs. 5.1 e 5.2 apresentam resultados obtidos

ao longo do trabalho de pesquisa.

5.1 Dinamica de atenuacao de fase

O mapa de atenuacao de fase descreve a evolucao de sistemas quanticos sujeitos a
efeitos de decoeréncia, como a perda gradual de informacao de fase em um qubit, mas sem
que haja perda de energia [1]. Por um lado, podemos utilizar esse mapa para descrever
os efeitos de perturbacoes em estados eletronicos devido a interacao com cargas elétricas
distantes [1]. Por outro lado, o mapa de atenuagao de fase pode ser utilizado para modelar a
supressao da interferéncia quantica em nivel macroscopico devido a perda de superposi¢ao

coerente provocada pelo processo de decoeréncia [65].

No processo de atenuacao de fase, o sistema quantico sofre perda de coeréncia sem
dissipacao de energia, tal que as populacgoes do estado permanecem inalteradas enquanto
as coeréncias sao gradualmente suprimidas durante a a¢do do mapa. O ruido da atenuagao

de fase quantico é modelado por meio de dois operadores de Kraus, a saber,
Ko =[0)(0]+ V1 —all){1], K =Vall)(1], (5.1)

onde 0 < a <1 é o parametro do mapa atenuacao de fase. Por um lado, observe que o
estado |0) é invariante sob acdo do operador de Kraus K, enquanto o estado |1) tem
sua amplitude reduzida por um fator /1 — « sob agao deste operador. Por outro lado, o

operador de Kraus K7 destrdi a ocupacao do estado fundamental |0), e reduz a amplitude
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do estado |1) pelo fator v/« [1]. A partir da agdo dos operadores de Kraus do mapa de

atenuacgao de fase, o estado de qubit tinico do sistema de dois niveis é dado por

1
Pa = Z [(JPOI(JL
7=0
= £a,00{0) (O] + (1 = pa,00) 1) (1] + pa,01[0) (1] + 05,02 [1) O], (5.2)

onde definimos os elementos de matriz a seguir

—_

Pa00 = 5(1 +rcosd) (5.3)
1 .
Pa,01 = 5\/1 —are®sind . (5.4)

Em linhas gerais, enquanto as populagoes do estado inicial de qubit inico permanecem
invariantes sob acdo do mapa de atenuagao de fase [veja Eq. (5.3)], as coeréncias da matriz

densidade sofrem um decréscimo por meio do fator /1 — a [veja Eq. (5.4)].

Em seguida, vamos promover a caracterizacao das coeréncias da matriz densidade
Po €m termos da norma-¢; de coeréncia, bem como a entropia relativa de coeréncia. Por
um lado, a norma-¢; de coeréncia para o estado de qubit tinico sob a¢do do mapa de

atenuacao de fase é dada por

Co,(pa) = V1 —arsing . (5.5)

De acordo com a Eq. (5.5), a norma-¢{; de coeréncia é fun¢ao do pardmetro de mistura
0 <r <1edoangulo polar 0 < 6 < 7 respectivos ao estado inicial do sistema fisico,
bem como do pardmetro de decoeréncia 0 < o < 1. Este resultado ¢ independente do
angulo ¢, portanto revelando um tipo de simetria de rotacao em torno do eixo z que
localiza os estados incoerentes na base computacional. Além disso, a Eq. (5.5) revela que
Ci(pa) = V1 —aCy(py), onde Cy, (py) = rsinf é a medida de coeréncia do estado inicial
po do sistema de dois niveis. Na pratica, a agdo do mapa de atenuacao de fase perfaz
um decréscimo na amplitude da medida de coeréncia, o qual é funcao do parametro de
decoeréncia. Por outro lado, a entropia relativa de coeréncia respectiva ao estado misto

pode ser escrita na forma

C(rel. ent.(pa) = f(pl) - f(l - pa,OO) ) (56)

onde f(z) := xlnz 4+ (1 — z)In(1l — z), sendo pu oo O elemento de matriz definido na

Eq. (5.3), enquanto p, descreve um dos autovalores de energia da matriz densidade, dado

1
Pa =3 (1 —ry1-— ozsinZH) : (5.7)

Em analogia ao caso da norma-¢; de coeréncia, note que a entropia relativa de coeréncia

por

depende apenas dos parametros 0 < r < 1,0 <0 <7, e 0 < a < 1. Em especial, a
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Figura 7 — Medidas de coeréncia na base computacional para estados quanticos de qubit tinico sob agio
do mapa de atenuagio de fase, sendo o = 0.7 o pardmetro de decoeréncia. (a) Mapeamento
das intensidades da norma-¢; de coeréncia Cy,(p,) de estados puros de qubit tnico na
esfera de Bloch deformada pela agdo do mapa de atenuagao de fase. (b) Mapeamento das
intensidades da entropia relativa de coeréncia Cie. ent.(po) de estados puros de qubit tnico
na esfera de Bloch deformada pela agdo do mapa de atenuacgdo de fase. (¢) Diagrama de fases
da norma-¢; de coeréncia de estados mistos de qubit tnico sob ac¢do do mapa de inversao
de atenuagdo de fase, em fungdo dos pardmetros 0 < r <1e 0 < < 7. (d) Diagrama de
fases da entropia relativa de coeréncia de estados mistos de qubit inico sob agao do mapa de
atenuacdo de fase, em fun¢do dos parametros 0 <r <1 e 0 <6 < 7. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Eq. (5.6) é funcao das populagoes e dos autovalores do estado quéntico. E sabido que
o mapa de atenuac¢do de fase modifica as coeréncias do estado quantico, deixando as
populagoes invariantes. Neste caso, segue que Crel. ent.(pa) Seréd suscetivel as variagoes no

espectro da matriz densidade que sao induzidas pela acao do mapa quantico.

Em resposta a acdo do mapa quantico, observa-se um fluxo dos estados distribuidos
na esfera de Bloch em direcao ao eixo z, ou seja, a regiao que contempla todos os estados
incoerentes na base computacional. Neste processo, a esfera de Bloch é deformada de
maneira continua num elipséide de revolucao, conforme ilustrado pelas Figs. 7(a) e 7(b).
Em especial, segue que os estados localizados ao longo do eixo z permanecem invariantes
sob acao do mapa, enquanto aqueles estados sobre o plano xy sao contraidos ao longo deste

eixo em virtude da perda de coeréncia. As Figs. 7(c) e 7(d) ilustram, respectivamente, os



Capitulo 5. Dindmica de coeréncia qudntica de estados de 1-qubit 60

diagramas de fase para a norma-¢; de coeréncia e entropia relativa de coeréncia de estados
mistos de qubit tinico sob a¢do do mapa de atenuagao de fase. Em ambos casos, utilizamos
o fator de decoeréncia o = 0.7, sem perda de generalidade dos resultados. De acordo com
as Figs. 7(c) e 7(d), tomando um valor de 6 fixo, segue que a intensidade da coeréncia
do sistema fisico diminui a medida que o parametro r diminui. De fato, esperamos que
a coeréncia seja menor para estados préximos ao eixo z, onde se localizam os estados
incoerentes na base computacional. Nesse processo, as populacoes da matriz densidade
permanecem intactas, enquanto as coeréncias sao gradualmente suprimidas sob agao do

mapa quantico.

5.2 Dinamica de atenuacao de amplitude

O mapa de atenuacao de amplitude descreve a fisica de sistemas quanticos sujeitos
a processos de dissipagao de energia [1]. Por exemplo, este mapa quéantico pode descrever
a (i) dindmica de um dtomo de dois niveis durante a emissdao de um féton, ou mesmo
quando sujeito a interagdo com modos de radiagdo do campo eletromagnético [81]; (ii) a
dindmica de sistemas de spins em temperatura finita se aproximando do equilibrio com o
ambiente; (iii) o estado de um féton em um interferémetro (ou cavidade) quando sujeito
a efeitos de espalhamento e atenuacao [1]. Em sistemas de dois niveis, a agdo do mapa

atenuacgao de amplitude é dada em termos dos operadores de Kraus a seguir
Ko=0)(0]+V1—al)(1],  Ki=+al0)1], (5.8)

onde 0 < a < 1 descreve o parametro decoeréncia do mapa quantico. Em detalhes, o
pardmetro a = a(t) = 1 — e~ define a probabilidade de decaimento, e 1/T" estabelece
uma escala de tempo caracteristico desse processo. O operador de Kraus K; descreve
a transicao entre os estados excitado |1) e fundamental |0) com probabilidade «, onde
podemos associar fisicamente a emissao de um quanta de energia para o ambiente. Por
outro lado, o operador de Kraus K, descreve a reducao na taxa de ocupacao do estado
excitado com probabilidade 1 — «a, atenuando a amplitude desse estado |1) sem trocar o
estado |0). Podemos notar que o estado |0)(0| se mantém inalterado sob agao desse mapa,
ou seja, no limite assintético ¢ — oo as coeréncias da matriz densidade evoluida do sistema

tendem a zero, e apenas o estado fundamental |0)(0| terd ocupagdo nao-nula [1].

Por conveniéncia, a dinamica reduzida do sistema de dois niveis sera obtida a
partir da representagao operador-soma dada pelos operadores de Kraus na Eq. (5.8). Neste

contexto, a matriz densidade de qubit nico assume a forma

1
Pa = Z I(ij}(;'L
=0

= Pa,00{0) (0 + (1 = p00)[1) (1] + pa,01[0) (1] + g, 02 [1) O] , (5.9)
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onde introduzimos os elementos de matriz
[2—(1—a)(l—rcosh), (5.10)

V1 —are*sinf . (5.11)

Pa,00 ‘= <O|pa|0> -

Pao1 := (0[pall) =

[N NN

Estas expressoes revelam que tanto as populagoes [veja Eq. (5.10)] quanto as coeréncias
[veja Eq. (5.11)] do estado de qubit tinico estao sujeitos aos efeitos do ruido. Por um lado,
a redugao nas populagoes reflete o processo troca de energia entre sistema e ambiente
inerente ao mapa quantico. Por outro lado, a degradacao dos efeitos de interferéncia entre
os estados |0) e |1) da base computacional sinaliza o efeito da decoeréncia intrinseco a
evolucao do sistema quantico aberto. No regime de tempos longos, o sistema de dois
niveis sera descrito de forma assintética pelo estado fundamental, o que significa perda de
ocupacao e coeréncias em relagao ao estado excitado. Este processo pode ser visualizado
em termos da representacao geométrica dos estados de qubit tnico na esfera de Bloch, a
qual descreve o conjunto de possiveis estados iniciais do sistema de dois niveis. De fato, o
efeito deste mapa consiste em deformar de maneira continua a esfera de Bloch em direcao
ao estado |0) localizado no pélo norte da esfera de Bloch. Neste caso, os estados sob acao

do mapa se distribuem no esferéide oblato de revolugao ilustrado nas Figs. 8(a) e 8(b).

Em seguida, abordaremos a andlise das coeréncias do estado de qubit tinico na
Eq. (5.9) por meio da norma-¢; de coeréncia e da entropia relativa de coeréncia. Por
defini¢do, a norma-¢; corresponde a soma do valor absoluto dos elementos nao-diagonais

da matriz densidade, o que implica o resultado a seguir

Co,(pa) = V1 —arsinb . (5.12)

Por sua vez, a entropia relativa de coeréncia respectiva ao estado de qubit tinico sob acao

do mapa de atenuacao de amplitude escreve-se na forma

Crel. ent.(pa) = f(p1) — f(1 = payoo) (5.13)

onde f(z) :=zlnzx+(1—=x)In(l — ), sendo ps 00 0 elemento de matriz dado na Eq. (5.10),
enquanto p, descreve um dos autovalores de energia da matriz densidade na Eq. (5.9),

dado por

1

pa:2<1—\/1—(1—a)[1—r2+oz(1—rcosé’)2]> : (5.14)

O painel na Fig. 8 exibe graficos para as medidas de coeréncia nas Egs. (5.12)
e (5.13), fixando o pardmetro a = 0.7 sem perda de generalidade. As Figs. 8(a) e 8(b)
ilustram, respectivamente, as intensidades da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p,), e entropia
relativa de coeréncia, Ciel ent.(po), para estados de qubit tnico sob agdo do mapa de
atenuacao de amplitude. Em cada figura, as intensidades das medidas de coeréncia sao

mapeadas ao longo do esferdide oblato de revolucao obtido pela deformacao da esfera de
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Figura 8 — Medidas de coeréncia na base computacional para estados quanticos de qubit tinico sob
agao do mapa de atenuacao de amplitude, sendo o = 0.7 o pardmetro de decoeréncia. (a)
Mapeamento das intensidades da norma-¢; de coeréncia de estados puros de qubit tinico
na esfera de Bloch. (b) Mapeamento das intensidades da entropia relativa de coeréncia de
estados puros de qubit tnico na esfera de Bloch. (c) Diagrama de fases da norma-¢; de
coeréncia de estados mistos de qubit inico sob acao do mapa atenuacdo de amplitude, em
fungdo dos pardmetros 0 < r < 1e 0 < 6 < 7. (d) Diagrama de fases da entropia relativa de
coeréncia de estados mistos de qubit inico sob agdo do mapa atenuacao de amplitude, em
funcado dos pardmetros 0 <r <1 e 0 < 0 < w. Fonte: Elaborada pelo autor.

Bloch sob acao do mapa quantico. Em especial, estados quanticos com coeréncia finita estao
localizados ao longo do equador do esferéide oblato de revolugdo, enquanto o poélo norte
descreve o lugar geométrico dos estados incoerentes na base computacional. Em virtude da
simetria azimutal corroborada pelas Eqgs. (5.12) e (5.13), observa-se uma homogeneidade
na distribuicao de intensidades das coeréncia para qualquer valor 0 < 6 < 7, com revolucao
completa de 0 < ¢ < 27 em torno do eixo do esferdide oblato de revolugao. Por sua vez, as
Figs. 8(c) e 8(d) exibem, respectivamente, diagramas de fase para a norma-¢; de coeréncia
e entropia relativa de coeréncia para estados mistos de qubit tinico. Observe que ambos
graficos exibem comportamentos qualitativos similares, embora Ciel. ent.(po) apresente
amplitudes menores se comparada a Cy, (p,). Em ambos casos, a intensidade da medida
de coeréncia vai diminuindo quando consideramos estados cada vez mais misturados, isto

é, quando o parametro de mistura r assume valores cada vez menores.
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6 Ordens de coeréncia

Neste capitulo, abordaremos o conceito de ordens de coeréncia no que tange a
caracterizagdo de coeréncia de sistemas quanticos de dimensao finita. Por meio deste
formalismo, as coeréncias de um estado quantico sao classificadas em termos de niimeros
quanticos relativos aos niveis de energia de um observavel fixo. Neste contexto, as ordens
de coeréncia mapeiam subespagos de coeréncia respectivos aos efeitos de interferéncia
oriundos da superposi¢ao entre o estado quantico de prova e os autoestados de energia
do observavel de referéncia. O capitulo estd organizado na forma a seguir. Na Sec. 6.1,
introduzimos o formalismo de ordens de coeréncia, além de explorar os aspectos técnicos e
propriedades gerais. Na Sec. 6.2, abordamos a chamada intensidade de multipo quantum
(IMQ), a qual perfaz uma figura de mérito alternativa na caracterizagdo de coeréncia
quantica. Na Sec. 6.3, investigamos a relacao entre IMQs e o grau de pureza de estados
quanticos. Na Sec. 6.4, analisamos as ordens de coeréncia para estados de qubit tnico,
explorando os vinculos entre esta abordagem e o formalismo BCP. Por fim, na Sec. 6.5
exploramos o formalismo de ordens de coeréncia para estados quanticos de 1-qubit em
sistemas quanticos abertos. As Secs. 6.1 e 6.2 contém revisoes detalhadas de bibliografia,
enquanto as Secs. 6.3, 6.4 e 6.5 apresentam resultados obtidos ao longo do trabalho de

pesquisa.

6.1 O formalismo de ordens de coeréncia

O conceito de ordem de coeréncia refere-se a um formalismo de caracterizagao de
coeréncia quantica introduzido no ambito da comunidade de ressonancia magnética nuclear
(RMN) [82,83]. Em especial, esta linguagem operacional envolve quantidades fisicas que
podem ser realizadas e acessadas em experimentos tipicos envolvendo spins nucleares [52].
Este aspecto justifica o apelo ao formalismo, sobretudo em comparagdo com as medidas de
coeréncia oriundas no ambito da abordagem BCP que carecem sobremaneira de respaldo
experimental. De fato, a literatura especializada tem se dedicado nos tltimos anos na busca
de estimativas experimentais factiveis destes quantificadores em diferentes plataformas
fisicas [47].

De forma geral, este formalismo se baseia na andlise de subespagos de coeréncia de
um estado de prova em relacao a base de autoestados de um observavel fixo. Os subespacos
de coeréncia sao rotulados em termos de niimeros inteiros associados a diferencas nos niveis
de energia do espectro deste observavel. Por sua vez, tais espacamentos descrevem possiveis
transicoes entre niveis de energia, por exemplo, em virtude de emissao ou absor¢ao de um

foton em que ocorre variagao de quantum de energia.
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Figura 9 — Ordens de coeréncia de estados de qubit tinico em relagio a base de autoestados fixa do
observavel (1/2)o,. Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja um sistema quantico cujo espago de Hilbert H tem dimensao finita d = dimH.
Para formular as ordens de coeréncia, precisamos primeiro fixar uma base de estados de
referéncia. Neste caso, vamos considerar a base {|j)};=1,. 4 formada pelos autoestados
de um observavel de referéncia A = Z?Zl Ail7) (|, sendo {\;},=1,..4 autovalores reais. Os
estados da base satisfazem a condi¢do de ortonormalidade, isto é, (j|l) = d; para todo
J, L =A1,...,d}, e completeza, isto é, Z?zl |7) (4] = L4, onde I; é a matriz identidade no
espaco H. Neste contexto, vamos investigar as coeréncias de um estado quantico de prova

p arbitrério, onde p’ = p, p > 0, e Tr(p) = 1. Nesta base, podemos escrever

d

= > Glelhli (6.1)

jil=1
onde (|p|7)* = (j]p|l). O cerne do formalismo consiste em reescrever a matriz densidade p
por meio da decomposicao em subespacgos de coeréncia na base do observavel A rotulados
por ntimeros quanticos que indicam transi¢oes entre os niveis de energia do sistema [51,84].
Por hipétese, o espacamento nos niveis de energia do espectro do observavel A correspondem
a nimeros inteiros m € {—N,...,+N} € Z, ou seja, segue que \; — \; = m para todo
J, L ={1,...,d} [51]. Esta restrigdo sera aplicada na soma dupla na Eq. (6.1), de tal forma
a obter blocos matriciais vinculados a estes inteiros, os quais classificam as respectivas

ordens de coeréncia do estado p na base de A. Neste caso, obtemos o resultado
pP= Pm (6.2)

onde definimos

p= > (lelD) 1)1 - (6.3)

Aj—=Ai=m
Por sua vez, os blocos matriciais {p,, } codificam todas as coeréncias relativas a interferéncia
entre os autoestados |j) e |I) do observavel A, tais que \; — A\, = m, com m € Z. Por
construgao, segue que cada bloco p,, descreve uma matriz nao-Hermitiana. Como a matriz
densidade p é Hermitiana, segue que as ordens de coeréncia sempre ocorre em pares £m,

ou seja, a soma na Eq. (6.2) deve incluir os blocos pi,,, para todo m € Z. Em seguida,
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Figura 10 — Ordens de coeréncia de estados de 2-qubits em relagio a base de autoestados fixa do
observével coletivo (1/2)(0, ® I3 + I ® o,.). Fonte: Elaborada pelo autor.

ilustraremos estas ideias em sistemas qubits, investigando os casos de 1-qubit (N =1) e
2-qubits (N = 2).

Por exemplo, seja um sistema quantico de dois niveis cujo espaco de Hilbert
H = C? tem dimensdo d = 2. Neste caso, selecionamos a base de referéncia {|0), [1)} de
autoestados do observdvel de spin' (1/2)0., o qual tem autovalores {+1/2, —1/2}. Neste
caso, esperamos as ordens de coeréncia m = {—1,0,+1}%. A Fig. 9 mostra o mecanismo
de ordens de coeréncia do estado p de qubit tnico nesta base. Na Fig. 9(a), identificamos
as ordens de coeréncia m = —1, m = 0 e m = +1 na representacao pictorica da matriz
densidade. Na Fig. 9(b), ilustramos a transi¢ao entre niveis a partir do estado fundamental
|0). De fato, esta figura mostra que a transi¢ao entre os estados |0) e |1) esta associada
ao inteiro m = +1, o que envolve um quantum de energia. Isto estd indicado na primeira
linha da matriz na Fig. 9(a). O processo contrario descreve a ordem m = —1, com emissao

de energia. Na auséncia de transicoes, temos m = 0.

Considere agora um sistema quantico de quatro niveis, ou seja, 2-qubits, cujo espago
de Hilbert H = C? ® C? tem dimensao d = 4. Neste caso, selecionamos a base de referéncia
{]00),]01), |10}, |11)} de autoestados do observavel de spin coletivo (1/2)(0, @+ ®0,),
o qual tem autovalores {—1,0,0,+1}. Neste caso, esperamos as ordens de coeréncia
m = {-2,-1,0,+1,+2}>. Na Fig. 10(a), identificamos as ordens de coeréncia m = +2,

m = £1 e m = 0 na representagao pictorica da matriz densidade. Na Fig. 10(b), ilustramos

L Por simplicidade, consideramos o sistema de unidades naturais em que & = 1.

2 Dados os autovalores {+1/2,—1/2}, segue que m = —1/2 — (+1/2) = -1, m = —1/2 — (=1/2) =
F1/2— (41/2) =0, e m = +1/2 — (—1/2) = +1.

3 Dados os autovalores {—1,0,0,+1}, segue que m = —1 — (+1) = -2, m=-1-0=0—-1 = —1,
m=+1-0=0—(-1)=+l,em=1—-(-1)=+2.
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as transigoes entre niveis a partir do estado fundamental |00), as quais estao separadas
em trés setores, cada qual respectivo a uma dada linha da matriz na Fig. 10(a). No
setor 1, temos transigoes envolvendo as ordens m = 1 (|00) — |01) e |00) — |10)) e
m = 2 (|00) — |11)). No setor 2, observamos transi¢oes envolvendo as ordens m = 0
(|01) — |10)) e m =1 (|01) — |11)). Por fim, o setor 3 indica a transicao de ordem m = 1
(]10) — |11)). Em todos os casos, transi¢oes de ordem m = 0 levam em conta emissao e
absorcao de mesma quantidade de energia, enquanto transicoes de ordens m =1e m = 2
envolvem absorcao de 1 quantum e 2 quanta de energia. Nestas transi¢oes, temos efeitos de
superposicao entre os respectivos niveis de energia classificados em subespagos de coeréncia
especificos em cada processo. A partir desta ideia, investigamos a decomposicao de estado

quantico de prova. Esperamos que estes exemplos tenham deixado a ideia clara.

Em seguida, discutiremos algumas propriedades satisfeitas pelo conjunto de blocos
nao-Hermitianos na Eq. (6.3). Por um lado, cada bloco p,, é assimétrico sob operagao de

transposicdo e conjugacdo complexa, a saber, p! = p_,,. Em detalhes, segue que

pho=2 Ll D]

Aj—=N=m
= ; {U1pl D) (]
= X; {lelD )]
= P-m (64)

onde induzimos a troca nos indices de soma j <+ [ na transicao entre as duas primeiras
linhas da Eq. (6.4), além de reconhecer o bloco p_,, na ultima linha. Esta propriedade
implica que tais blocos se apresentam aos pares, ou seja, p,, € p_n,, no intuito de garantir

que o operador densidade p na Eq. (6.2) seja uma matriz Hermitiana.

Por outro lado, o par de blocos p,, e p, é ortogonal em relacao ao produto interno
de Hilbert-Schmidt, ou seja, Tr(p! p,) = 0 se n # —m. De fato, temos que

Te(phpn) = D2 D il (rlols) Te(l) (ilr)(s])

Aj—=A=m Ap—As=n

= > > (lpli)rlpls)slt)(ilr)

)\jf)\l:m )\Tf)\S:n

= > D (lpli)rlpls) dsidry

Aj=Ai=m Ap—As=n

= > > |l (6.5)

Aj=N=m Aj—X\j=n
Observe que o lado direito da Eq. (6.5) exibe valor nao-nulo somente quando m = n. Em
outras palavras, dados autovalores A; e A;, nao existem inteiros m e n tais que \; — A\, = m

e A; — A = n de forma concomitante. Desta forma, pode-se concluir

Tr(pl,pn) = Tr(p—mpn) = SnmTr(p—mpm) - (6.6)
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Em termos praticos, segue que o resultado na Eq. (6.6) estabelece um tipo de regra de

selegdo em termos das ordens de coeréncia m e n [51,85].

Por fim, o bloco p,, exibe uma fase local sob rotagoes unitarias geradas pelo
observével A, ou seja, Ry(pm) = e ™p,,, onde Ry(e) = e ¥ o ¢4 descreve uma
transformagcao unitdria em que o pardmetro ¢ € (0, 27| é codificado no estado de prova.

Em esséncia, temos que

Ro(pm) = D (loll) e A1) (1]

Aj—=Ap=m

= > (lelty e TN

)\j—kg:m

= X (el e™li) ]

Aj—Ag=m
=™ (flelty )¢
Aj—=Ag=m

e (6.7)

=e

Em especial, a Eq. (6.7) implica que o subespaco de ordem de coeréncia zero é invariante
sob tal processo de codificacdo de fase, ou seja, segue que Ry(po) = po. Em termos da
teoria de recursos, é sabido que a operacao R,(e) perfaz uma classe de evoluges chamadas
covariantes. Neste caso, segue que o modo de coeréncia m = 0 é translacionalmente
simétrico em relagado ao observavel A [51,85]. Esta propriedade tem sido explorada no
ambito do processamento da informagao quantica, sobretudo na busca por subespacos

livres de decoeréncia na dinamica de sistemas quanticos abertos.

6.2 Intensidade de miltiplo quantum (IMQ)

Nesta secao, vamos introduzir uma medida quantitativa da contribui¢ao das ordens
de coeréncia nas Eqgs. (6.2) e (6.3) vinculadas aos diferentes subespagos de coeréncia do
sistema quantico de dimensao finita. Por um lado, esta medida de coeréncia deve ser
positiva para qualquer matriz densidade. Neste caso, deve exibir valor zero para estados
incoerentes, e valor ndo-nulo para estados quanticos com coeréncia finita. Por outro
lado, esta medida deve ser invariante em relacao aos blocos de coeréncia +m, ou seja,
vislumbramos que a medida seja simétrica em termos da paridade dos blocos de coeréncia.
De fato, devemos lembrar que p! = p_,,, isto é, os blocos de ordem de coeréncia £m estio

vinculados pela operacao de transposicao e conjugacao complexa.

Neste contexto, levando em conta os possiveis blocos p,, de ordem de coeréncia,
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introduzimos a chamada intensidade de multiplo quantum (IMQ) na forma [52]

Lnn(p) = |lpmll3
= Tr(pl, o)
= Tr(p_mpm) (6.8)

onde [|Ol]s = /Tr(OT0) define o produto interno de Hilbert-Schmidt, também conhecido
como norma Schatten-2. Por sua vez, a Eq. (6.8) satisfaz os critérios outrora elencados,
ou seja, tem-se que I,,(p) = |lpml||5 > 0 é positivo para todo estado quantico p, e

I .(p) = Tr(pmp—m) = In(p) é simétrico para qualquer m € Z.

Cabe pontuar que o IMQ na Eq. (6.8) nao satisfaz o critério de convexidade elencado
no formalismo BCP. Entretanto, o IMQ perfaz uma figura de mérito fiel na caracterizacao
de coeréncia, destacando-se sobretudo em virtude de sua realizacao experimental. De fato, o
IMQ pode ser acessado em termos de técnicas tomograficas em plataformas de ressonancia

magnética nuclear por meio de transformadas de Fourier do sinal de radiofrequéncia [47].

6.3 IMQs e pureza quantica

Nesta se¢ao, vamos provar que os IMQs estao vinculados a pureza de estados
quanticos de dimensdo finita*. Seja a decomposicio em blocos de ordem de coeréncia
p =Y. pPm do estado quantico de dimensao finita [veja Eq. (6.2)]. Neste contexto, a pureza

quantica deste estado se escreve na forma

Plp) = Tr(p?)

=Tr (Z pzpm)
=>_Tr(ppm) (6.9)

lym
onde utilizamos a linearidade da operacao de traco em relacao a soma de matrizes.
Lembrando da relacao de ortogonalidade Tr(p;pm) = 61, —m Tr(pmp—m) relativa a decomposicao
em blocos da matriz densidade [veja Eq. (6.6)], obtemos os resultados

P(p) =D 0t,-mTr(p-mpm)

l,m

= ZTr(p—mpm)
= > Te(plpm) - (6.10)

Em seguida, reconhecendo a intensidade de miltiplo quantum (IMQ) na Eq. (6.10), segue

que
Plp) = In(p) - (6.11)

Para rever propriedades da pureza de estados quanticos, verifique Sec. 2.3, Capitulo 2.

4
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A Eq. (6.11) perfaz um invariante geral, ou seja, um tipo de quantidade conservada, o qual
¢é valido para estados arbitrarios em sistemas quanticos de dimensao finita. Este resultado
revela que, embora cada uma dos IMQs dependa da escolha da base de referéncia na
representacao em ordens de coeréncia, a Eq. (6.11) implica que a soma de todos os IMQs
independe de base. De fato, a pureza de um estado quantico nao depende de base. Cabe

ressaltar que este é um dos resultados centrais deste trabalho.

O resultado na Eq. (6.11) revela ainda que a soma de IMQs nao pode assumir
qualquer valor real. De fato, segue que a pureza de um estado quantico p satisfaz a cadeia
de desigualdades 1/d < P(p) < 1, onde o limite inferior refere-se ao estado maximamente
misturado, e o limite superior indica estados puros. Neste caso, o vinculo na Eq. (6.11)
implica a relacao a seguir

clz < Ip)<1. (6.12)

Por sua vez, a Eq. (6.12) fornece a faixa de valores na qual soma de IMQs é limitada para

estados quanticos arbitrarios em um espaco de dimensao finita d.

Por fim, a Eq. (6.11) pode fornecer uma estimativa para a pureza em termos de
um numero minimo de IMQs. Por exemplo, segue que a pureza é limitada inferiormente

pela soma dos IMQs de ordem m = 0 e m = &N, a saber
P(p) = In(p)

=L n(p)+ I v-1y(p) + ...+ Lo(p) + ...+ In-1(p) + In(p)
> I_n(p) + Io(p) + In(p) (6.13)

onde utilizamos o fato de que I,,,(p) > 0 para todo m € Z. Este resultado tem potencial
aplicacao na investigacao experimental de coeréncia de sistemas quanticos de muitas
particulas. Por exemplo, a medida experimental de coeréncia em sistemas nucleares em
RMN envolve técnicas tomograficas cuja complexidade escala com o nimero de particulas.
Em sistemas de muitos spins, a caracterizagao de coeréncia exige um grande nimero de
medidas para acessar os possiveis IMQs, o que pode inviabilizar o experimento. Neste caso,
a FEq. (6.13) oferece um limite inferior no valor da pureza do estado de spins caso sejam

conhecidos ao menos os IMQs Iy (p) e Io(p) em nivel experimental.

6.4 Ordens de coeréncia de estados quanticos de 1-qubit

Nesta secao vamos discutir a caracterizacdo das coeréncias de estados de qubit
unico por meio do formalismo de ordens de coeréncia. Desta forma, vamos considerar

matrizes densidade no espaco de Hilbert H = C? de dimensdo d = dimH = 2, cuja forma

p= P(:o Po1 7 (6.14)
Po1 P11

matricial é dada por
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onde p' = p, p >0, e Tr(p) = poo + p11 = 1. Por sua vez, segue que a pureza deste estado
quantico é dada por

P(p) = poo + 2lpar|* + iy - (6.15)
E importante esclarecer que o estado de qubit dnico na Eq. (6.14) pode ser puro ou misto.

De fato, a pureza na Eq. (6.15) captura tal informagao.

No intuito de avaliar os respectivos IMQs, devemos fixar uma base de referéncia, a

qual discutiremos em seguida. Por hipétese, seja o observéavel de spin-1/2 dado por®

A=~(h-5), (6.16)

DN | =

onde ¢ = (0,,0y,0,) é 0 vetor de matrizes de Pauli, e 7 é o versor de dire¢do respectivo

ao vetor tridimensional real 77, tal que

=

n = = (Ng,ny, ), ||| =/n2+n2+n2. (6.17)

St

7]

A Eq. (6.16) codifica diferentes tipos de observéveis de spin no espago vetorial complexo
H = C2. Por exemplo, tomando a diregao 7 = {1,0,0}, obtemos o observavel (1/2)o,. Em
seguida, fixando a direcdo n = {0, 1,0}, tem-se o observavel (1/2)c,. Além disso, escolhendo
a direcdo 7w = {0,0,1}, obtemos o observavel (1/2)o,. Por sua vez, o observavel geral

na Eq. (6.16) exibe a decomposicao espectral A = 3>, ; 5 Aj|¢;)(¢;|, onde os autovalores

A1 = —1/2 e Ay = 1/2 correspondem, respectivamente, aos autoestados a seguir
n, — |77 Ng + in
o) = e WALy Me by (6.15)
V2Dl —n) 2l - n.)
n, + ||7 ng +1in
62 I iy (6.19)

= +
¢mmwmuww' V2017 + )

em que {|0),|1)} sdo autovetores da matriz de Pauli o,. O conjunto de vetores {|p;), |¢2) }
define uma base completa no espaco vetorial complexo H = C2, ou seja, satisfazem o

vinculo de ortonormalidade (¢;|¢;) = ¢; para j,1 = {1,2}, e a relacao de completeza
Yi=12195){(¢;] = L.

Neste contexto, o conjunto de vetores {|¢1), |¢2)} serd escolhido como a base de
referéncia na qual investigaremos as ordens de coeréncia e IMQs. Em termos desta base, o

estado de qubit inico na Eq. (6.14) exibe a decomposi¢do em ordens de coeréncia a seguir

pP= 2 Pm; (6.20)

m=0,£1

onde o bloco de ordem de coeréncia m = 0 é dado por

po= D puld) (il = (B1lpldn)|61) (D] + (dalplda)|do) (dal , (6.21)

Aj—A=0

5 Por simplicidade, consideramos o sistema de unidades naturais em que i = 1.
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e 0s blocos de ordens de coeréncia m = +1 se escrevem na forma

por= > pulo) (el = (¢1lpld2)|d1) (e (6.22)
Aj—A=—1

prr= Y pitldi) (o = (da2lpldn)|da) (1] , (6.23)
)\j—>\l:+1

Por meio das Eqgs. (6.18), (6.19), (6.21), (6.22) e (6.23), podemos avaliar os IMQs
respectivos as ordens de coeréncia m = 0 e m = +1 do estado na Eq. (6.14), a saber,
I(p) = Tr(pipe) e I(p) = Tr(plips1), respectivamente. Neste sentido, obtemos os

resultados gerais

Ifp) = (1 o {nalpw = i) + ”"ﬁ%ﬁim — nyIm(po)]} ) e
L (p) = le <4|/001|2 + (poo — p11)? — {n=(po0 = p11) + 2[n|9|0§r2(1001) — nylm(poy)]}

(6.25)
A partir dos resultados nas Eqgs. (6.24) e (6.25), pode-se verificar que o vinculo entre

pureza e a soma de IMQs é satisfeito, a saber,

ST Lulp) = plo + 2lpoi [P+ pl = Plp) (6.26)
m=0,£1

e, portanto, recobramos a expressao da pureza quantica na Eq. (6.15), a qual se aplica

para estados de qubit tinicos arbitrarios.

Em seguida, vamos ressignificar as Eqs. (6.24) e (6.25) geometricamente. Neste
sentido, induzimos a parametrizagdo pop = (1/2)(1 +7,), p11 = (1/2)(1 —1.), € po1 =
(1/2)(r, — iry), onde 1, = rsinfcos¢, r, = rsinfsing, e r, = rcosf, sendo r € [0, 1],

0 € [0,7], e ¢ € [0,27]. Desta forma, pode-se mostrar que os IMQs na base do observavel

A resultam )
Io(p) = 5 (1+r2(n-7)?) (6.27)
L) =5 (1= #7) (6.29)

Os IMQs nas Egs. (6.27) e (6.28) dependem da projegao do versor de dire¢ao #* que orienta
o raio vetor da esfera de Bloch, em relacao ao versor de direcdo n que caracteriza o
observavel de spin. No regime em que 7 - 7 = 0, segue que Io(p) = 1/2 e I11(p) = r*/4, ou
seja, o estado de qubit tinico tem coeréncia maxima na base de referéncia. No limite em
que A - 7 = +1, tem-se que In(p) = (1/2)(1 +1?) e I+1(p) = 0, ou seja, o estado de qubit

unico exibe coeréncia nula ja que é incoerente na base de referéncia.

Os IMQs nas Egs. (6.24) e (6.25) englobam diversos casos particulares oriundos

de escolhas especificas do observével de spin A no espaco vetorial complexo H = C2. Por
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exemplo, fixando o observavel (1/2)c, relativo a diregao 7 = {1,0,0}, obtemos os IMQs a
seguir

(o) = 501+ 4Reloo)} . (o) = {(owo — pu)? + Alim(pon)P} - (6:29)

Neste caso, segue que I§(p) ¢ funcao do elemento nao-diagonal pg1, € por sua vez o I7,(p)
depende das populagoes {pgo, p11} € do termo nao-diagonal da matriz densidade. Nesta
base, segue que os IMQs I7,(p) estao vinculados a norma-¢; de coeréncia Cy, ,(p) de qubit

tunico [veja Eq. (4.30)], a saber

- 1
I{(p) = Z[Cel,m(p)]Z : (6.30)
Em seguida, fixando a dire¢do 7 = {0, 1,0}, tem-se o observével (1/2)a,, tal que os IMQs
oriundos das ordens de coeréncia m = 0 e m = £1 tém a forma

(o) = 5 {1+ AP} Ih(o) = ¢ {(om — o)+ ARe(o)P} - (631)

Em analogia ao caso anterior, note que I%,(p) depende de populagoes e coeréncias do
estado de qubit tnico, e I§(p) é fungao apenas do termo nao-diagonal da matriz densidade.
Os resultados nas Egs. (6.29) e (6.31) indicam que os IMQs avaliados em termos das
bases dos observaveis (1/2)o, e (1/2)0, diferem pela troca das partes real e imaginaria
do elemento nao-diagonal py; do estado de 1-qubit. Nesta base, verifica-se que os IMQs

I, (p) estao vinculados a norma-¢; de coeréncia Cy, ,(p) [veja Eq. (4.31)], tal que

I (p) = §1Coy (o)) (632

Por fim, tomando o observavel de spin (1/2)0, devido a diregao 7 = {0, 0, 1}, dispomos

dos IMQs a seguir

I5(p) = Tx(pg) = poo + P11+ 151(p) = lpor|” . (6.33)

Observe que [§(p) é funcdo apenas das populagdes da matriz densidade, e I5,(p) depende
somente do termo nao-diagonal do estado de qubit tnico na Eq. (6.14). Por sua vez,
os IMQs I3,(p) estao vinculados a norma-¢; de coeréncia Cy, .(p) de qubit unico [veja
Eq. (4.32)], a saber

. 1
La(p) = 7[Coc(p)) - (6.34)
De forma geral, percebe-se que os IMQs tém comportamento distinto em termos da base

de autoestados de referéncia, sobretudo no que se refere aos elementos de matriz do estado
de 1-qubit.

Os resultados nas Eqs. (6.30), (6.32) e (6.34) estabelecem uma conexao entre o

formalismo BCP® e a abordagem de ordens de coeréncia no cenario de estados de qubit

6 Para rever os detalhes do formalismo BCP, verifique Sec. 4.1, Capitulo 4.



Capitulo 6. Ordens de coeréncia 73

unico. Este resultado pode motivar pesquisas futuras buscando certificar este link para
sistemas quanticos de dimensao d > 2 finita. Em conclusdo, vamos mostrar que tais
resultados permitem expressar uma cadeia de desigualdades entre a norma-¢; de coeréncia

e 0 IMQ de ordem m = 0. De fato, tomando o vinculo de pureza e soma de IMQs, temos

Plp)= > I;"(p)

m=0,%1
= 27 (p) + I3 (p) + I (p)
T,Y,2 1 T,Y,2
=I5 (p) + 5 (" ()] (6.35)

Observe que a Eq. (6.35) é valida para bases de referéncia de quaisquer dos observéveis
(1/2)04,,.. No espago vetorial complexo de dimensao d = 2, segue que a pureza satisfaz os

vinculos” 1/2 < P(p) < 1. Neste caso, obtemos a cadeia de desigualdades a seguir

1 —2I5%%(p) < CEY*(p) < 201 — 15" (p)] - (6.36)

O resultado na Eq. (6.36) fornece limites inferior e superior para a norma-¢; de coeréncia
em termos do IMQ relativo a ordem de coeréncia m = 0 de estados de qubit tinico. Em
esséncia, o resultado estabelece uma faixa de valores possiveis para C;"¥(p), o qual tem

o (p) ¢
acessivel. Este é o caso, por exemplo, de plataformas de RMN, onde o acesso ao IQM

potencial aplicagdo em cenérios experimentais nos quais apenas a quantidade Iy

I7Y*(p) demanda baixo custo experimental.

6.5 Ordens de coeréncia e estados de 1-qubit em sistemas quanticos

abertos

Nesta sec¢ao, vamos investigar a decomposi¢ao de ordens de coeréncia de estados de
qubit tinico em sistemas quanticos abertos. O espaco de Hilbert é dado pelo espago vetorial
complexo H = C? de dimensdo d = dimH = 2. O sistema fisico tem estado inicial dado
pelo estado de qubit tnico p = (1/2)(I+ 7 &), onde = {rsinf cos ¢, r sin § sin ¢, r cos 0}
é o vetor da esfera de Bloch, ¢ = (0,,0,,0,) é 0 vetor de matrizes de Pauli. Cabe destacar
que 0 <r<1,0< 60 <7 el < ¢ <2m. Em especial, investigaremos as dinamicas

nao-unitarias descritas pelos mapas de atenuacao de fase e atenuacao de amplitude.

6.5.1 IMQs e dindmica de atenuacdo de fase

Nesta subsecao, vamos investigar a decomposicao de ordens de coeréncia em sistemas
de dois niveis cuja dinamica é dada em termos do mapa de atenuacao de fase. Em termos

da representagao operador-soma, o estado evoluido ¢ dado por p, = >=;-¢1 K;pK ; , onde

7 Para rever propriedades da pureza de estados quanticos, verifique Sec. 2.3, Capitulo 2.
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os operadores de Kraus do mapa de atenuagao de fase sao Ky = [0)(0] + /1 — a|1)(1], e
K, = /a|1)(1], sendo « o pardmetro de decoeréncia. Os detalhes da dindmica nao-unitaria
deste mapa foram outrora discutidos na Sec. 5.1, Capitulo 5. Desta forma, omitiremos

detalhes no intuito de evitar repeticoes. A pureza deste estado quantico é dada por

P(pa) = [1 + 731 — asinZQ)} : (6.37)

N | —

Por sua vez, a pureza quéantica na Eq. (6.37) é fungdo do grau de mistura r, do dngulo

azimutal #, bem como do parametro de decoeréncia .

Em seguida, discutiremos os IMQs respectivos as ordens m = 0 e m = +1, para
diferentes escolhas da base de referéncia na decomposicao em ordens de coeréncia. Por um
lado, fixaremos a base de referéncia {|+),,|—).} formada pelos autoestados do observavel
de spin (1/2)0,, onde |+), = (1/4/2)(|0) & |1)), os quais correspondem aos autovalores
A+ = £1/2. Neste caso, obtemos os IMQs a seguir

1

I5(pa) = 3 {1 + (1 — a)r?sin®0 COSng} : (6.38)
2
I51(pa) = TZ [1 — asin®d — (1 — a)sin®0 cos%b} : (6.39)

Os termos nas Egs. (6.38) e (6.39) dependem do parametro de mistura r, bem como dos
dngulos azimutal # e polar ¢. No regime em que # = 0 ou § = 7, para todo ¢ € [0, 27|, temos
os resultados I¥(ps) = 1/2 e I%,(pa) = 7?/4, 0s quais sdo independentes do pardmetro
de decoeréncia. No limite em que ¢ = 7/2 ou ¢ = 37/2, para todo 6 € [0, 7|, segue que
B(pe) = 1/2 ¢ I3 (pa) = (r2/4)(1 — asin’6).

Por outro lado, tomamos a base de referéncia {|+),, |—),} formada pelos autoestados
do observavel de spin (1/2)a,, onde |+), = (1/+/2)(|0) £i|1)), os quais correspondem aos

autovalores Ay = +1/2. Para esta base de referéncia, obtemos os IMQs na forma

IY(pa) = ; [1 + (1 — a)r*sin®0 sin%} , (6.40)
2
I (pa) = % [1 — asin®) — (1 — a)sin?f sinng} : (6.41)

As Eqgs. (6.40) e (6.41) codificam diversos casos particulares. No regime em que 6 = 0 ou
0 = 7, para todo ¢ € [0,27], obtemos os resultados I§(ps) = 1/2 e I{,(pa) = 7%/4, o0s
quais sao independentes do parametro de decoeréncia. No limite em que ¢ = 0 ou ¢ = ,
para todo 6 € [0, 7], segue que I§(p,) = 1/2 e I,(pa) = (r?/4)(1 — asin?0).

As Egs. (6.38), (6.39), (6.40) e (6.41) revelam que os IMQs I§ +1(pa) € 1§11 (pa)
estao relacionados por um tipo de quadratura no angulo ¢. Neste caso, podemos mapear
os resultados por meio da relagdo ¢ — ¢ + 7/2. Em especial, fixando ¢ = 7/4, segue
que I§(pa) = I§(pa) € 1%1(pa) = I (pa). Na Fig. 11, ilustramos os graficos de I5¥(pa)
[veja Eqs. (6.38) e (6.40)], I7Y (pa) [veja Egs. (6.39) e (6.41)], e P(pa) [veja Eq. (6.37)], em
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(a) =72, p=r/4

(b) 6=r/4,p=r/4
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Figura 11 — Gréficos da intensidade de multiplo quantum (IMQ), I%Y(ps) [veja Egs. (6.38), (6.39),
(6.40) e (6.41)], e pureza quantica, P(p.) [veja Eq. (6.37)], em fungdo do pardmetro de
mistura 0 < r < 1, respectivos a estados de 1-qubit sob acdo canal de atenuacgao de fase.
As coeréncias sao avaliadas em relacdo a base de autoestados dos observaveis (1/2)o ,, € 0
parametro de decoeréncia é a = 0.5. O estado inicial do sistema é dado por um estado de
1-qubit em que ¢ = 7/4, sendo o angulo polar: (a) 8 = /2, (b) § =7/4, (c) 6 = 7/6, (d)
0 = 0. Fonte: Elaborada pelo autor.

funcao de r, para diferentes valores do d&ngulo azimutal 6, no regime ¢ = 7/4. O parametro
de decoeréncia é a = 0.5. Em todos os painéis, percebe-se que os IMQs e a pureza variam
quadraticamente em funcao de r. Os valores de 6 estdo indicados em ordem decrescente

no intuito de selecionar estados de 1-qubit a partir do plano xy (6 = 7/2), até o eixo z

(6 =0).

Por fim, escolhemos a base de referéncia {|0), |1)} formada pelos autoestados do
observével de spin (1/2)0,, os quais correspondem aos autovalores A\ = 1/2 e A\ = —1/2.

Em relagao a esta base, obtemos os IMQs na forma

1

I5(pa) = 3 (1 + r? 00529> , (6.42)
1

I7,(pa) = 1(1 —a)r?sin®f . (6.43)

Na Fig. 12, ilustramos os gréficos de I§(p,) [veja Eq. (6.42)], I5,(pa) [veja Eq. (6.43)], e
P(pa) [veja Eq. (6.37)], em funcao do pardmetro de mistura 0 < r < 1, para diferentes
valores do angulo azimutal §. O parametro de decoeréncia é o = 0.5. A Fig. 12(a) ilustra
o0 caso 0 =0 (0 = 7), segue que I (pa) = P(pa) = (1/2)(1 +1?), e I7,(pa) = 0. Em ambos

casos, temos estados incoerentes robustos ao papel da decoeréncia induzida pela dinamica
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Figura 12 — Graficos da intensidade de miltiplo quantum (IMQ), IZ(pa) [veja Eqgs. (6.42) e (6.43)], e
pureza quantica, P(p.) [veja Eq. (6.37)], em funcdo do pardmetro de mistura 0 < r < 1,
respectivos a estados de 1-qubit sob a¢ao canal de atenuacgao de fase. As coeréncias sao
avaliadas em relagdo a base de autoestados do observavel (1/2)c,, e o pardmetro de
decoeréncia é o = 0.5. O estado inicial do sistema é dado por um estado de 1-qubit em que:

(a) 8 =0, (b) 0 =7/6, (c) 8 = w/4, (d) § = 7/2. Fonte: Elaborada pelo autor.

nao-unitaria, tal que I5(pa) € P(pa) crescem de forma quadratica com o grau de mistura
r. As Figs. 12(b) e 12(c) mostram que os IMQs e a pureza escalam quadraticamente com
r. A Fig. 12(d) exibe o caso § = 7/2, onde I§(ps) = 1/2, I{,(pa) = (r?/4)(1 — ), e
P(pa) = (1/2)[1 + r*(1 — )], tal que temos estados com coeréncia nao-nula suscetiveis

aos efeitos de decoeréncia.

6.5.2 IMQs e dindmica de atenuacdo de amplitude

Nesta subsecao, vamos investigar a decomposi¢cao de ordens de coeréncia em
sistemas de dois niveis cuja dindmica é dada em termos do mapa de atenuacao de
amplitude. Em termos da representacao operador-soma, o estado evoluido é dado por
Pa = 2jmo1 KipK ]T, onde os operadores de Kraus do mapa de atenuacao de amplitude
sao Ko = |0){0] + 1 —a|1)(1], e K; = /a|0){1], sendo o o pardmetro de decoeréncia.
Os detalhes da dindmica nao-unitaria deste mapa foram outrora discutidos na Sec. 5.2,
Capitulo 5. Desta forma, omitiremos detalhes no intuito de evitar repeticdes. A pureza

deste estado quantico é dada por

P(pa) = le {2 +202 +7r(1 —a)[(2—a)r +a(4cosf — rcos(20))]} . (6.44)
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Figura 13 — Gréficos da intensidade de miltiplo quantum (IMQ), I%Y(pa) [veja Egs. (6.45), (6.46), (6.47)
e (6.48)], e pureza quantica, P(p,) [veja Eq. (6.44)], em fungdo do pardmetro de mistura
0 < r <1, respectivos a estados de 1-qubit sob acdo canal de atenuacdo de amplitude.
As coeréncias sdo avaliadas em relacdo a base de autoestados do observével (1/2)o ,, € 0
parametro de decoeréncia é a = 0.5. O estado inicial do sistema é dado por um estado de
1-qubit em que ¢ = 7/4, sendo o angulo polar: (a) 8 = /2, (b) § =7/4, (c) 6 = 7/6, (d)
0 = 0. Fonte: Elaborada pelo autor.

Por sua vez, a pureza quantica na Eq. (6.44) é fungdo do grau de mistura r, do dngulo

azimutal #, bem como do parametro de decoeréncia «.

Em seguida, discutiremos os IMQs respectivos as ordens m = 0 e m = +1, para
diferentes escolhas da base de referéncia na decomposicao em ordens de coeréncia. Em
primeiro lugar, fixaremos a base de referéncia {|+),,|—).} formada pelos autoestados do
observavel de spin (1/2)0,, onde |+), = (1/v/2)(|0) & |1)), os quais correspondem aos

autovalores Ay = £+1/2. Neste caso, obtemos os IMQs a seguir

I§(pa) = ; [1 + (1 — a)r*sin®0 cos2gzﬁ] : (6.45)
e
7 (pa) = i [(a + (1 —a)rcosh)’ + (1 — a)r?sin’f sin%} : (6.46)

Em seguida, tomamos a base de referéncia {|+),, |—),} formada pelos autoestados
do observavel de spin (1/2)a,, onde |£), = (1/+/2)(|0) £i|1)), os quais correspondem aos

autovalores Ay = +1/2. Para esta base de referéncia, obtemos os IMQs na forma

I¥(pa) = ; [1 + (1 — a)r?sin?0 Sinqu] : (6.47)
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Figura 14 — Gréaficos da intensidade de miltiplo quantum (IMQ), IZ,(pa) [veja Eqgs. (6.49) e (6.50)], e
pureza quantica, P(p.) [veja Eq. (6.44)], em func¢do do pardmetro de mistura 0 < r < 1,
respectivos a estados de 1-qubit sob acao canal de atenuacao de amplitude. As coeréncias
sao avaliadas em relagdo a base de autoestados do observavel (1/2)o,, e o parAmetro de
decoeréncia é o = 0.5. O estado inicial do sistema é dado por um estado de 1-qubit em que:

(a) 8 =0, (b) 0 =7/6, (c) 8 = w/4, (d) § = 7/2. Fonte: Elaborada pelo autor.

{(a +(1—a)rcosh)’+ (1 —a)r?sin’f COSQQS] : (6.48)

A~ =

I, (Pa) =

As Eqgs. (6.45), (6.46), (6.47) e (6.48) revelam que os IMQs I§ 1 (pa) € 1§ +1(pa)
diferem por um fator de fase no angulo ¢. Neste caso, podemos mapear os resultados por
meio da relacdo ¢ — ¢ + 7/2. Em especial, fixando ¢ = 7/4, segue que I¥(pa) = I§(pa) €
I, (pa) = I11(pa)- Na Fig. 13, ilustramos os graficos de I;"Y(p) [veja Eqs. (6.45) e (6.47)],
I77(p) [veja Egs. (6.46) e (6.48)], e P(pa) [veja Eq. (6.44)], em funcdo de r, para diferentes
valores do dngulo azimutal €, no regime ¢ = /4. O parametro de decoeréncia é oo = 0.5.
Em todos os painéis, percebe-se que os IMQs e a pureza variam quadraticamente em
funcao de r. Os valores de 0 estao indicados em ordem decrescente no intuito de selecionar

estados de 1-qubit a partir do plano zy (6 = 7/2), até o eixo z (§ = 0).

Por fim, escolhemos a base de referéncia {|0),|1)} formada pelos autoestados do

observavel de spin (1/2)0,, os quais correspondem aos autovalores A\g = 1/2 e Ay = —1/2.
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Em relagao a esta base, obtemos os IMQs na forma

I (pa) = ; {1 + (o + (1 — a)rcos 0)2} : (6.49)
I71(pa) = i(l — a)r’sin®f . (6.50)

A Fig. 14 exibe os graficos de I§(p,) [veja Eq. (6.49)], I,(pa) [veja Eq. (6.50)], e P(pa)
[veja Eq. (6.44)], em funcao do pardmetro de mistura 0 < r < 1, para diferentes valores
do angulo azimutal #. O parametro de decoeréncia ¢ a = 0.5. A Fig. 14(a) ilustra o
caso 0 = 0, em que IZ(pa) = Ppa) = (1/2)[1 + (a+ (1 — a)r)?], e I7,(po) = 0. Neste
regime, segue que I5(p,) € P(pa) crescem de forma quadrética com o grau de mistura 7.
As Figs. 14(b) e 14(c) mostram que os IMQs e a pureza variam quadraticamente com r. A
Fig. 14(d) exibe o caso § = 7/2, onde I (ps) = (1/2)(1 + a?), I{1(pa) = (r?/4)(1 — a), e
P(pa) = (1/2)[14+a?+71%(1 — )], tal que temos estados com coeréncia nao-nula suscetiveis

aos efeitos de decoeréncia.
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7 Coeréncia de sistemas quanticos abertos

bipartido

Nesse capitulo, ilustraremos a caracterizagao da coeréncia de estados de 2-qubits
em sistemas quanticos abertos. Em especial, a analise tem como ponto de partida estados
Bell-diagonais de 2-qubits, os quais podem ser puros ou mistos, emaranhados ou separaveis.
Na Sec. 7.1, exploramos aspectos fisicos gerais destes estados. Na Sec. 7.2, investigamos a
coeréncia quantica do par de qubits interagindo com um reservatério coletivo de modos do
campo de radiacao, e cuja dindmica reduzida é modelada pelo mapa de defasagem. Na
Sec. 7.3, estudamos a coeréncia quantica de um par de qubits que interage individualmente
com reservatorios idénticos, e cuja evolugao é descrita em termos efetivos pelo mapa de
atenuacao de amplitude. A Sec. 7.1 exibe uma revisao de bibliografia, enquanto as Secs. 7.2

e 7.3 contém resultados obtidos ao longo do trabalho de pesquisa.

7.1 O estado Bell-diagonal de 2-qubits

Nesta secao, discutiremos as propriedades de estados Bell-diagonais em sistemas
quanticos bipartidos de 2-qubits em um espaco de Hilbert H 4 ® Hp de dimensao d g =
dim(H 4 ®@Hp) = 4, sendo H 4 e Hp espacos vetoriais relativos a sistemas de dois niveis em
que dg = dim(H 4) = 2 e dg = dim(Hg) = 2, respectivamente. Em especial, escolhemos a

classe de estados do tipo Bell-diagonal de 2-qubits, cuja matriz densidade é dada por!

1+03 0 0 C1 — Co

1 0 1—C3 c1+ ¢y 0
= - , 7.1
PPPTAL 0 e 1-¢ 0 (71

C1 — Cy 0 0 1+03

onde {cy, c2, c3} sdo coeficientes reais, tal que ¢; € [—1, 1] para todo [ = {1,2,3}. De forma
geral, pode-se mostrar que a matriz densidade na Eq. (7.1) (i) é Hermitiana, pl,, = psp;
(ii) é positiva semi-definida, (¢|ppp|1) > 0 para todo |i)) € Ha ® Hp; (iii) possui trago
igual & unidade, Tr(pgp) = 1. Neste contexto, o estado quantico exibe decomposicao

espectral ppp = Y1 (Mg, | V) (Ws| + Ao, |Ps)(Ps|), onde os autovalores tém a forma

1

/\\I/i = 1(1 Fc1F e —63) , (72)
1

A@izi(l:FCl:tCQ—f-Cg,) , (73)

1 Pode-se mostrar que o estado Bell-diagonal de 2-qubits também exibe a representacio

(1/4) (]I QI+ E?Zl o ® Ul), onde 01 = 0y, 02 = 0y, € 03 = 0, sdo as matrizes de Pauli usuais.
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onde 0 < Ag, < 1,0< g, <1, —i(Ay, + Ao.) = 1, e 0s respectivos autoestados

normalizados sao dados por

1
W2 = 75(10.0) £ [1.1)). (7.4)
By = (0,1 % [1,0)) , (7.5)

V2

onde (¥; W) = 01, (D;]P;) = dj1, € Dot (W) (V5] 4+ |Ds) (P5]) = L. O conjunto de vetores
{JW, ), |W_),|®4),|P_)} define uma base no espago de Hilbert do sistema de 2-qubits, a

qual é conhecida como base de Bell.

No espaco de pardmetros tridimensional definido pelos coeficientes {c1, co, 3}, pode-
se verificar que o conjunto de estados Bell-diagonais compde um tetraedro centrado na
origem {0,0,0}, e com vértices {—1,—1,—1}, {—1,1,1}, {1,—1,1}, e {1,1,—1}. Por sua
vez, a classe de estados Bell-diagonais inclui estados separaveis e emaranhados, sobretudo
a partir da escolha dos coeficientes {ci, ¢z, c3}. Dentre as figuras de mérito dedicadas a
analise de correlacoes quanticas em estados de 2-qubits, podemos destacar a concorréncia?

de um estado p definida na forma [86]
Conc(p) := max(0,e; — ey —e3 — ey4) (7.6)

onde e; > ey > e3 > e4 sao autovalores, ordenados em ordem decrescente, da matriz a

seguir

M = \/\/b (0, ® 0,)p% (0, ® 0,) /P - (7.7)
Neste contexto, a concorréncia Conc(ppp) do estado Bell-diagonal é obtida a partir da
combinacao da Eq. (7.6) e o conjunto de autovalores (1/4)|1 — ¢y 4+ ca + 3|, (1/4)[1+¢1 +
co—csl, (/)1 +c1 —ca+csl, (1/4)]1 — 1 —ca —csl.

Em seguida, ilustraremos a caracterizacao das coeréncias de sistemas quanticos
abertos para estados de 2-qubits. Por simplicidade, vamos considerar que o sistema fisico
tem estado inicial dado pelo estado Bell-diagonal na Eq. (7.1). Neste cendrio, vamos
abordar o papel dos recursos quanticos frente a decoeréncia induzida por processos fisicos

de defasagem e atenuacao de amplitude.

7.2 Dinamica de defasagem e estados de 2-qubits

Considere um sistema quantico de 2-qubits, A e B, os quais estdo separados
espacialmente por uma distancia D finita e ndo-nula. Os qubits estao acoplados a um
reservatorio bosonico de frequéncias em temperatura zero, o qual é comum a ambos sistemas
de dois niveis [87]. A Fig. 15 ilustra de forma esquematica o sistema fisico sob andlise.

Por sua vez, a interacao com os graus de liberdade do ambiente induz um mecanismo de

2 Concorréncia, do inglés entanglement concurrence.
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Figura 15 — Descrigao pictérica de um sistema fisico de 2-qubits interagindo de forma coletiva com um
reservatorio de modos de frequéncia, o qual induz uma interagao efetiva entre os qubits.
Em sistemas fotonicos, por exemplo, o ambiente é descrito por uma cavidade éptica que
condiciona modos de frequéncia do campo de eletromagnético. Por sua vez, os qubits podem
ser realizados a partir de niveis eletronicos de nuvens atomicas imersas nesta cavidade. A
dindmica reduzida do par de qubits é descrita pelo mapa de defasagem. Fonte: Imagem
adaptada da Ref. [2]

defasagem no sistema de qubits, cuja dindmica é exatamente solivel [88]. O Hamiltoniano

do sistema composto é dado por [89]

Hsp = wijol +wfo? + > wpajar+ Y > ol(gial + gt ar) (7.8)
k ac{A,B} k

B:

B =14 ® 0P, e fixamos h = 1. Os dois primeiros termos no lado

direito da Eq. (7.8) descrevem as energias dos qubits, onde wj' e wf sdo as frequéncias

A_ LA
onde 0 =0/ ®Ip, o

relativas aos qubits A e B, respectivamente. Por sua vez, o terceiro termo modela a energia
do reservatoério, onde wy, é frequéncia do k-ésimo modo do reservatorio bosonico, enquanto
a,t e ap sao operadores de criacao e aniquilagao respectivos a este modo de radiacao.
Por fim, o ultimo termo descreve a interagao entre os qubits e os graus de liberdade do
ambiente, sendo g,f B as constantes de acoplamento entre o k-ésimo modo de radiacao e o

par de qubits [64].

Pode-se mostrar que a dinamica nao-unitaria do sistema de dois qubits é dada em

termos da matriz densidade reduzida a seguir®

p(t) = Tep(Use(t) (p(0) ® [2)(@ULx(1)] | (7.9)

E possivel mostrar que a matriz densidade na Eq. (7.9) satisfaz uma equacdo mestra na forma
de Lindblad, ou seja, explorando o regime de aproximacao de Born-Markov, acoplamento fraco e
aproximacao secular. Neste contexto, a dindmica reduzida do par de qubits sera solugao da equagao
diferencial dp(t)/dt = (1/2)(1(f) + 72(t) L+ [p(D)] + (1/2)(11(£) — 12(8)£_[p(D)], onde Ly[o] :=
(02 +0B)e (0l +08)— (1/2){(c2 £ 08) (02 £0F), e} sio super-operadores de Liouville, e v; »(t) sdo
taxas de decaimento do sistema quintico devido ao acoplamento com o reservatério bosonico [87,90].

3
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onde Trg[e] indica o trago parcial sobre os graus de liberdade do ambiente, e Ugg(t) =
e~Hse ¢ o operador de evolucdo que leva em conta graus de liberdade dos qubits e do
reservatorio, o qual tem estado inicial dado pelo vacuo |@) de modos de ocupagao. Na
Eq. (7.9), segue que p(0) é o estado inicial do par de qubits, o qual pode ser puro ou
misto, emaranhado ou separdvel. E possivel mostrar que a matriz densidade reduzida na

Eq. (7.29) se escreve em termos da representagio operador-soma a seguir
5
p(t) = > K;p(0)K] (7.10)
j=1

onde K; = (j|Usg(t)|@) sao operadores de Kraus dados por [91]

Ky = (e — 1)y/1+ -0 [0,0)(0,0] (7.11)
Ky = (e W —1)y/1 4+ e+®0,1)(0,1] , (7.12)
Ky = /1 — =0 (]1,1(1,1] — e--© |0,0)(0,0]) , (7.13)
(7.14)
(7.15)

Ky =1 —e#@ (]1,0)(1,0] — e+ ]0,1)(0, 1) , 7.14
_2=® o _+® . )
Ks=e "7 Y )il +e = > 5001 7.15
Jj=0,1 “22’1
J

Os operadores de Kraus satisfazem a relacao algébrica Z?:l K jT K; = Z;’:l K;K ; = I, tal
que a evolu¢do nao-unitaria perfaz um canal quantico unital [1]. Por sua vez, segue que

7+ (t) sdo chamadas funges de decoeréncia coletivas dadas por [92]
% d|
v+ (t) = 8/ —c;) J(w) [1 = cos(wt)][1 & cos (wts)] , (7.16)
0w

onde J(w) é a densidade espectral do reservatério, a qual revela como a intensidade da
interagdo varia em termos das frequéncias dos modos do reservatoério [87,88,93]. Por sua
vez, segue que tgy define uma escala tipica de tempo na qual ocorre troca de informagao
entre os qubits por meio da emissdo de um pulso de frequéncia w. E sabido que ¢, é
proporcional a separagdo D entre os qubits e inversamente proporcional a frequéncia w do
pulso, ou seja, ts ~ D/w. Em especial, o limite t; > 1 (D > 1) descreve de forma efetiva

a fisica de qubits acoplados a ambientes independentes [92].

As fungoes de correlagio coletivas na Eq. (7.16) satisfazem os vinculos dy.(t)/dt =
A[y1(t) £ 12(t)], onde 71 2(t) sao taxas de decaimento efetivas do sistema quéntico devido
ao acoplamento com o ambiente. Por um lado, sabe-se que 7 (t) fornece a escala de tempo
caracteristica do processo de defasagem de cada qubit devido a interacao com o ambiente
de frequéncias. Por outro lado, segue que 75(t) codifica um tipo de corregao efetiva a
este processo, sobretudo em virtude da existéncia de correlagoes entre os qubits que sao

mediadas pelo reservatorio que é comum a ambos.

De forma geral, a densidade espectral é modelada na forma [91,94]

J(w) = wl 9wt emw/we (7.17)
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onde w, é a frequéncia de corte, e ¢ > 0 representa o chamado parametro de ohmicidade.
Neste contexto, o reservatorio pode ser classificado dentre trés tipos de regime de
interagao [91,94]: (i) sub-6hmico (0 < ¢ < 1); (ii) 6hmico (¢ = 1); (iii) super-6hmico
(¢ > 1). Em particular, este trabalho tem como recorte o regime de interagdo 6hmico
(¢ = 1) entre os qubits e o reservatério bosonico, o qual pode ser simulado em sistemas
de atomos ultrafrios aprisionados [89]. Neste caso, a densidade espectral na Eq. (7.17)
reduz-se a J(w) = we */“. Portanto, substituindo esta expressio na Eq. (7.16), e em
seguida avaliando a integral no espago de frequéncias, obtemos as fungoes de decoeréncia

coletivas no regime 6hmico na forma [91]
2,2 2y 4 1 2,2 | 2 2,2 22
v+ (t) :4{ln(1+wct ) qiln(l—l—y ) + §ln [1—1—2(th +y°) + (wit® — y°) }} , (7.18)
onde definimos o parametro adimensional
Y = wels - (719)

Pode-se verificar que v+ (0) = 0 para todo y > 0. Por fim, as fung¢oes de decoeréncia na
Eq. (7.18) sao positivas em todo espectro de frequéncias dos modos do reservatorio, ou

seja, segue que Y4 (t) >0 e vy_(t) > 0 para todot > 0ey > 0.

Em face do sistema quéntico aberto em questao, investigaremos suas propriedades
dindmicas levando em conta a representagao operador-soma na Eq. (7.10), bem como as
taxas de decaimento na Eq. (7.18) oriundas da interagao com reservatério coletivo. Por
hipétese, o estado inicial do par de qubits serd dado pelo estado Bell-diagonal na Eq. (7.1),
ou seja, p(0) = ppp, 0 qual pode exibir correlagdes quanticas. O estado instantaneo do

sistema de dois qubits é obtido pela Eq. (7.10), o qual tem a forma explicita dada por

1+ c3 0 0 e 2-0(cy — ¢y)
olt) = 0 1—cs e+ (er + ¢9) 0
4 0 e+ () + ¢) 1—c3 0
e -0 ey — ¢y) 0 0 1+c3

(7.20)
A matriz densidade na Eq. (7.20) é Hermitiana, pf(t) = p(t), positiva semi-definida,
p(t) > 0, e tem trago igual a unidade, Tr[p(t)] = 1, para todo ¢ > 0. No regime de tempos
longos, ou seja, w.t > 1, segue p(t) ~ (1/4)[I4 + c3(0, @ 0,)| tal que o sistema sera descrito
por um estado Bell-diagonal de pureza (1/4)(1+ ¢2). A interagao ruidosa entre os qubits e
o reservatorio coletivo se reflete no decaimento exponencial dos elementos nao-diagonais

da matriz densidade, enquanto as populagoes do estado quantico sao preservadas.

7.2.1 A norma-¢; de coeréncia

Em seguida, vamos discutir a caracterizacao da coeréncia do estado instantaneo

p(t) na Eq. (7.20), investigando a norma-¢; de coeréncia, ordens de coeréncia, e 0s
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Figura 16 — Graficos da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p(t)), e concorréncia de emaranhamento, Conc(p(t)),
em fungdo do pardmetro adimensional w.t, para o estado reduzido p(t) da dinAmica de dois
qubits em contato com um reservatério coletivo. O estado inicial do sistema é dado por um
estado Bell-diagonal com coeficientes: (a, b) ¢; = +1, co = Fl,¢c3 =1, (¢, d) ¢1 =0, ca = 1,
cs = 1. Em cada painel, analisamos os casos w.t; = 0.01 (curva sélida azul), w.ts = 0.1
(curva trago-pontilhada verde), w.t; = 1 (curva pontilhada vermelha), w.ts; = 10 (curva
tracejada preta). Fonte: Elaborada pelo autor.

respectivos IMQs. Neste contexto, a base de estados de referéncia sera dada pelo conjunto
de autovetores do observavel S, = (1/2)(c, ® Iy + I, ® 0,), o qual perfaz um tipo de
magnetizacao coletiva de spin no sistema de dois qubits. Em detalhes, o operador S, tem
autovetores {|0,0),0,1),]1,0),|1,1)}, os quais relacionam-se aos autovalores {1,0,0, —1}.

Em relacao a esta base, segue que a norma-¢; de coeréncia é dada por

Co, (p(t)) =

(1432 [len= ol (L=t + 32 + de2t?)’
21+ w2y T+ )

‘Cl -+ Cz’
. 7.21
(L= w2+ g2 4 4]’ (7:21)

Note que o primeiro termo no lado direito da Eq. (7.21) anula-se para estados iniciais
tais que ¢; = co. Por sua vez, segue que a segunda contribuicao no lado direito da
Eq. (7.21) serd identicamente nula desde para estados Bell-diagonais tais que ¢; = —cs.
Este resultado revela que a norma-¢; de coeréncia do estado instantaneo do sistema de
qubits é independente do coeficiente ¢ € [—1, 1] que caracteriza o estado Bell-diagonal
do par de qubits. Na Fig. 16, ilustramos a simulagao numérica da norma-¢; de coeréncia

Cy, (p(1)) [veja Eq. (7.21)], bem como investigamos o papel de correlagoes quanticas por
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meio da concorréncia de emaranhamento Conc(p(t)) [veja Eqgs. (7.6) e (7.7)], no sistema
de qubits. Em especial, utilizamos os parametros adimensionais w.t, = 0.01, w.t, = 0.1,

wets =1 e wets = 10.

As Figs. 16(a) e 16(b) exibem curvas de Cy, (p(t)) e Conc(p(t)), respectivamente,
em funcao do parametro adimensional w.t, tomando estados iniciais Bell-diagonais com
coeficientes ¢; = £1, ¢ = F e ¢3 = 1. Observe que o estado do par de qubits exibe valores
maximos de coeréncia e emaranhamento no instante ¢t = 0. No regime em que w.ts = 0.01,
tem-se que estes valores permanecem fixos no intervalo w.t € [0, 1], portanto revelando
a robustez da coeréncia e emaranhamento do par de qubits frente a interacdo com o
ambiente coletivo. Em resposta ao acréscimo no parametro w.ts, segue que coeréncia e
emaranhamento decrescem monotonicamente ao longo da dinamica do sistema. Na pratica,

tal decaimento é mais acentuado tomando os valores w.t, = 1 e w.ts = 10.

As Figs. 16(c) e 16(d) exibem curvas de Cy, (p(t)) e Conc(p(t)), respectivamente,
em funcao do parametro adimensional w.t, tomando o estado inicial Bell-diagonal nao-
emaranhado com coeficientes ¢; = 0, co = 1 e ¢3 = 0. A Fig. 16(c) mostra que a norma-/{,
de coeréncia decresce monotonicamente ao longo da dinamica, exibindo decaimentos
acentuados em resposta ao aumento no valor do parametro w.t;. No regime de tempos
longos da dindmica, observe que Cy, (p(t)) exibe valores estaciondrios nao-nulos para
wet = 0.01 e w.t = 0.1. Por sua vez, a Fig. 16(d) mostra que o estado quantico é nao-

emaranhado para todo t > 0.

Por um lado, tomando w.t;, = 0.01 e w.ts; = 0.1, observe que o decréscimo na
coeréncia do estado emaranhado [Fig. 16(a)] ¢ menor se comparado ao estado separavel
[Fig. 16(c)]. Isto significa que o estado separdvel ¢ mais suscetivel aos efeitos de decoeréncia
induzidos pela interacdo com o reservatério no regime w.t; < 1. Por outro lado, tomando
wets = 1 e wets = 10, observa-se que Cy, (p(t)) exibe o mesmo comportamento qualitativo
para ambos estados separavel e emaranhado. De fato, no regime em que w.ts > 1 (£ > 1
e D > 1) teremos os qubits suficientemente afastados. Neste caso, o sistema descreve
de forma efetiva a fisica de dois qubits interagindo com reservatoérios individuais, o que

explica a similaridade dos resultados neste regime.

7.2.2 Ordens de coeréncia e IMQs

Em seguida, investigaremos as ordens de coeréncia e IMQs do estado instantaneo
na Eq. (7.20), cuja decomposi¢do em blocos de ordens de coeréncia na base de autoestados
do observavel (1/2)(c, @ I, + I, ® 0,) é dada por

pt) =" > pmlt) = pa(t) + po(t) + pa(t) , (7.22)
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onde

pa(t) = ie_%(t)(cl —e)|0,00(1, 1], ps(t) = ph(1) , (7.23)

polt) = 30+ ) & 1)l + 30 = e)(0.1011+11,0)(1,0)

1
+ 2¢O (e +¢2)(10, 1)1, 0] +[1,0)40, 1)) . (7.24)

Destacamos que o estado do sistema de qubits nao exibe ordens de coeréncia m = +1. Em

seguida, calculamos os IMQ)s respectivos a cada ordem de coeréncia, obtendo os resultados

_ (1+42)"%(c1 + ¢2)? (14 c3)
folp(9)) = 8(1 + w2t2)16 [(1 — w2t + y2)2 + 4w?2t2]® . (7.25)
Loa(p(t)) = (1 — c2)? [(1 — w?t? + y?)? + 4w?t?] (7.26)

16(1 + w?t?)16(1 4 y2)16
Observe que I11(p(t)) = 0, pois a matriz densidade na Eq. (7.20) nao exibe ordens de
coeréncia relativas ao subespago m = £1. Em particular, o primeiro termo no lado direito
da Eq. (7.25) serd nulo para todo estado inicial Bell-diagonal em que ¢; = —c5. Neste caso,
o IMQ respectivo a ordem de coeréncia m = ( exibira o valor constante (1 + ¢3)/4. Por
sua vez, a Eq. (7.26) revela que I12(p(t)) = 0 para todo estado inicial Bell-diagonal com
coeficientes ¢; = ¢y. Por fim, a pureza do estado quéntico instantaneo na Eq. (7.20) é dada

por

(1+92)"%(c1 4 ¢2)?
8(1 + w2t2)16 [(1 — w2t? + y2)? + dw2t2)®
(1 — )2 [(1 — w2 + )2 + 42 (1+)
8(1 + w2t?)16(y2 + 1)16 4

P(p(t) =

n (7.27)

Por meio das Eqs. (7.25) e (7.26), pode-se verificar que a soma dos IMQs de ordem m = 0
e m = +£2 recobra a pureza do estado quantico de dois qubits na Eq. (7.27), isto é,
Pp(t)) = I2(p(t)) + Lo(p(t)) + Li2(p(t)). Desta forma, certificamos o vinculo entre a
soma dos IMQs e a pureza para a dinamica reduzida do sistema de dois qubits interagindo

com o reservatorio coletivo.

A Fig. 17 mostra os graficos dos IMQs Iy 12(p(t)) [Egs. (7.25) e (7.26)], e pureza
quantica P(p(t)) [Eq. (7.27)], em fun¢do do pardmetro adimensional w.t, para o estado
reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato com um reservatério coletivo
[Eq. (7.20)]. Em cada painel, estabelecemos valores distintos do pardmetro w,t,, a saber,
wets = 0.01, w.ts = 0.1, wets = 1, wets = 10, respectivamente. O estado inicial do sistema é
dado pelo estado Bell-diagonal emaranhado com coeficientes ¢; = 41, ¢ = F1, ¢3 = 1.

Em resposta a esta escolha, observe o IMQ respectivo a ordem de coeréncia m = 0 exibe o
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Figura 17 — Graficos de IMQs, I,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em funcdo do pardmetro
adimensional w.t, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato
com um reservatério coletivo, respectivos aos casos (a) wets = 0.01, (b) wets = 0.1, (c)
wets = 1, (d) wets = 10. O estado inicial do sistema é dado pelo estado Bell-diagonal
emaranhado com coeficientes ¢; = %1, ¢a = F1, ¢5 = 1 [veja Eq. (7.1)]. Fonte: Elaborada
pelo autor.

valor constante Iy(p(t)) = (14 c2)/4 = 1/2, para todo w.ts e t > 0. Conforme ilustrado na
Fig. 17(a), segue que I12(p(t)) e P(p(t)) permanecem constantes no regime w.t; = 0.01,
para todo t > 0. Isto sinaliza que o reservatorio nao exerce papel preponderante sobre as
coeréncias do estado de dois qubits no regime em que t; < 1. Entretanto, as Fig. 17(b), 17(c)
e 17(d) mostram que I1o(p(t)) e P(p(t)) decrescem monotonicamente no tempo a medida
que aumentamos o valor do pardmetro w.ts. Nos regimes w.ts = 1 [Fig. 17(c)] e w.ts = 10
[Fig. 17(d)], as curvas de I12(p(t)) e P(p(t)) tém o mesmo comportamento qualitativo ao
longo da dinamica. Em ambos casos, observe que os IMQs de ordem m = +2 anulam-se
a partir de w.t ~ 0.6. Neste instante, a pureza recobra o IM(Q de ordem m = 0 e exibe
valor assintético P(p(t)) ~ 1/2. Isto significa que as coeréncias do estado quantico de dois
qubits serao fortemente degradas no regime de tempos longos da dinamica. Este resultado
¢ consistente com aquele mostrado na Fig. 16(a), onde a norma-¢; de coeréncia se anula

para tempos longos.

A Fig. 18 mostra os gréficos dos IMQs Iy +2(p(t)) [Egs. (7.25) e (7.26)], e pureza
quantica P(p(t)) [Eq. (7.27)], em fun¢ao do parametro adimensional w.t, para o estado
reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato com um reservatério coletivo

[Eq. (7.20)]. Em cada painel, estabelecemos valores distintos do pardmetro w.t,, a saber,
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Figura 18 — Gréficos de IMQs, I,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fungdo do pardmetro
adimensional w.t, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits em contato
com um reservatério coletivo, respectivos aos casos (a) w.ts = 0.01, (b) w.ts = 0.1, (c)
wets = 1, (d) wets = 10. O estado inicial do sistema é dado pelo estado Bell-diagonal
nao-emaranhado com coeficientes ¢; = 0, c2 = 1, ¢3 = 0 [veja Eq. (7.1)]. Fonte: Elaborada
pelo autor.

wets = 0.01, wets = 0.1, wets = 1, wets = 10, respectivamente. O estado inicial do sistema é
dado pelo estado Bell-diagonal nao-emaranhado com coeficientes ¢; = 0, co = F1, ¢3 = 0.
Os painéis mostram que os IMQs e a pureza quantica decrescem de forma monotdnica no
tempo em resposta ao acréscimo de w.ts. Por um lado, as Figs. 18(a) e 18(b) mostram que
I12(p(t)) exibe valor constante ndo-nulo para w.ts = 0.01 e w.t; = 0.1, respectivamente,
para todo ¢t > 0. Neste caso, observa-se que Iy(p(t)) e P(p(t)) decrescem até atingir
valores assintoticos constantes distintos. Este comportamento também é capturado pela
norma-¢; de coeréncia na Fig. 16(a), a qual assume valores estaciondrios para w.t; = 0.01
e w.ts = 0.1 por volta de w.t =~ 0.6. Por outro lado, analisando os casos w.ts = 1 e
wets = 10, as Figs. 18(c) e 18(d) mostram que I1o(p(t)) decresce monotonicamente até
atingir valor zero para tempos longos da dindmica. Neste regime, tem-se que Iy(p(t)) e
P(p(t)) decrescem até atingir os mesmos valores assintoticos, tal que In(p(t)) = P(p(t))
para w.t =~ 0.5. Este resultado concorda com as curvas na Fig. 16(c) para w.ts = 1 e

w.ts = 10, em que a norma-¢; de coeréncia se anula para tempos longos.

Em seguida, podemos comparar a contribuicao de estados emaranhados na Fig. 17

e nao-emaranhado na Fig. 18 para a dindmica de coeréncias sistema quantico aberto. Note



Capitulo 7. Coeréncia de sistemas qudnticos abertos bipartido 90

Figura 19 — Descricio pictérica de um sistema fisico de 2-qubits interagindo com reservatérios individuais
de modos de frequéncia. Por hipétese, o estado quantico do par de qubits exibe correlagoes
quénticas suscetiveis aos efeitos de decoeréncia devidos a cada ambiente. Neste sistema,
a interagdo com o reservatorio induz efeitos dissipativos a partir da emissao de fétons no
decaimento do sistema de dois niveis. A dindmica reduzida do par de qubits é descrita pelo
canal quantico de atenuagdo de amplitude. Fonte: Imagem adaptada da Ref. [2].

que as curvas de pureza e IMQs de ordem m = £2 e m = ( para estados emaranhados na
Fig. 17 exibem magnitudes maiores do que as curvas respectivas ao estado separavel. De
fato, o estado separavel possui a coeréncia como Unico recurso quantico sujeito a agdo da
decoeréncia, enquanto o estado emaranhado dispoe de coeréncia e correlagbes quanticas ao
longo da dindmica. No regime w.ts < 1, o estado separavel [veja Figs. 18(a) e 18(b)] é mais
suscetivel ao efeito do ruido do que o estado emaranhado em interagdo com o reservatorio
coletivo [veja Figs. 17(a) e 17(b)].

7.3 Dinamica de atenuacao de amplitude e estados de 2-qubits

Seja um sistema quéntico de 2-qubits, A e B, os quais estao acoplados a reservatorios
independentes em temperatura zero [87]. A Fig. 19 ilustra o sistema fisico em questao.
O par de qubits exibe frequéncias dadas por wy, ou seja, ambos sistemas de dois niveis
tém o mesmo gap de energia. Por sua vez, os reservatorios sao dados por conjuntos de
osciladores harmonicos no estado de vacuo. Neste contexto, segue que a interacao entre os
qubits e os respectivos ambientes induz perda de coeréncias e dissipacao de energia, de tal
forma que a dinamica do sistema quéantico é modelada por um processo de atenuacao de

amplitude [88]. O Hamiltoniano do sistema composto é dado por [2,89,92]

Hep = oo +07) + Y w ol + Y- (glalo? + g o) (o alo? + gf*ao®) . (7.28)
k k.l
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onde 0 = 0 @I, 02 =14 ® 0%, 04 = (02 tio]) ®1p, e 0Z =14 ® (6F £ ick). O
primeiro termo no lado direito da Eq. (7.28) descreve as energias dos qubits, em que
fixamos A = 1. Por sua vez, o segundo termo é a energia do reservatorio, onde wy é
frequéncia do k-ésimo modo do reservatorio de osciladores harmonicos, enquanto a,t e ay
sao operadores de criagao e aniquilagao. Por fim, o tultimo termo descreve a interacao
entre os qubits e o ambiente, sendo g,f’B as constantes de acoplamento entre os qubits e o

k-ésimo modo do reservatério [64].

A dindmica do sistema de dois qubits é dada em termos da matriz densidade

reduzida a seguir
p(t) = Trp[Use(t) (p(0) ® [2) (@) ULx(1)] | (7.29)

onde Ugp(t) = e "Hse ¢ o operador de evolucio que leva em conta graus de liberdade dos
qubits e do reservatério. Por um lado, segue que p(0) é o estado inicial do par de qubits, o
qual pode ser puro ou misto, emaranhado ou separavel. Por outro lado, temos que |&)
define o vacuo de excitacoes do reservatorio, o qual descreve o estado inicial do ambiente.
E possivel mostrar que a matriz densidade reduzida na Eq. (7.29) se escreve em termos da

representagao operador-soma a seguir [91]

p(t) = Y (K;® K)p(0)(K] @ K]) | (7.30)

5,l=1,2

onde K; = (j|Usgr(t)|@) representam operadores de Kraus dados por

Ky =10)(0] +g()1)(L], Ky =+/1—|g(£)[*[0)(1] . (7.31)

Os operadores de Kraus na Eq. (7.31) sao ndo-Hermitianos, ou seja, K ]T # K, dependentes
do tempo, e satisfazem o vinculo de normalizagao 3, » K ]T K; =15. Por sua vez, a funcao

g(t) satisfaz a equacao integro-diferencial a seguir [64]

dizit) — —/Otdt’f(t —tg(t) , (7.32)

onde 0 < |g(t)] < 1, sendo g(0) =1, e f(t) ¢ uma funcdo de correlacio que relaciona-se a

densidade espectral J(w) do reservatério por meio da transformada de Fourier

+oo . ,
fit—t)= dw.J (w) e {@mwo)t=t) (7.33)

A densidade espectral J(w) descreve de forma efetiva a distribuigdo do espectro de

frequéncias do campo de radiagdo no reservatério, a qual exibe o aspecto da funcao

Lorentziana a seguir [64]

YmA?

T = S —w =T 7

(7.34)

onde wy ¢ a frequéncia dos qubits, e v,, descreve uma constante de acoplamento efetiva que

decorre da interagao entre os qubits e o reservatério. Neste contexto, segue que 7 ~ 1/,
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define um tipo de escala de tempo relativa ao decaimento do sistema de dois niveis. O
parametro A define a largura espectral da distribuicdo de frequéncias, onde 7, ~ 1/ indica
a escala de tempo de correlacao do reservatorio. Por sua vez, tem-se que A = wy — w, define
o parametro de detuning, ou seja, o desvio relativo entre a frequéncia wy dos qubits e o pico
de frequéncia w,. do reservatorio. No limite ressonante A = 0, ou seja, wy = w,, segue que
a densidade espectral na Eq. (7.34) implica a fungdo de correlacio f(t) = (yn)\/2) e,
tal que a funcdo de decoeréncia ¢ dada por?

g(t) =e 2 [cosh (?m) + A MN , (7.35)

1 - t
———sinh | —
Vv1—2r 2
onde definimos o parametro adimensional

_ Im
r=a (7.36)

Neste regime, sabe-se que o mapa dinamico que governa a evolucao do sistema de qubits é
nao-divisivel se r > 1/2 [64].

Em face do sistema quantico aberto em questao, investigaremos suas propriedades
dindmicas levando em conta a representacgao operador-soma na Eq. (7.30), bem como a
fungao de decoeréncia na Eq. (7.35) que tem origem na interagao sistema e ambiente. Por
hipétese, o estado inicial do par de qubits serd dado pelo estado Bell-diagonal na Eq. (7.1),
ou seja, p(0) = ppp, 0 qual pode exibir correlagoes quanticas. O estado instantaneo do

sistema de dois qubits é obtido pela Eq. (7.30), o qual tem a forma explicita dada por

lg(t) (1 + ¢3) 0 0 ¢ — ¢y
() = l9(t)[? 0 g1 —c3)  ate 0
4 0 cate (g1 —cs) 0
€1 —C2 0 0 lg(t)]2(1 + c3)
4 0 0
1—|g@®)?) [0 2]g(t)? 0 0
N <L<>’) ; | (())! s o -

0 0 0

A matriz densidade na Eq. (7.37) é Hermitiana, p'(t) = p(t), positiva semi-definida,
p(t) > 0, e tem trago igual & unidade, Tr[p(¢)] = 1, para todo ¢t > 0. Lembrando que
g(0) = 1, segue que p(0) = ppp, tendo em vista que o segundo termo na Eq. (7.37) torna-se
identicamente nulo para ¢ = 0. Por conveniéncia, escrevemos a matriz densidade em termos
da soma de duas contribuigoes distintas. Por um lado, a interacao individual entre cada
qubit e seu respectivo ambiente induz efeitos de decoeréncia nos elementos nao-diagonais
da matriz densidade. Em especial, o primeiro termo no lado direito da Eq. (7.37) revela

que os elementos nao-diagonais do estado instantaneo escalam quadraticamente com a

4 Para maiores detalhes, verifique o Apéndice A, Secs. A.1 e A.2.
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funcao de decoeréncia. Por outro lado, a variacao temporal nas populagoes do estado
quantico reflete a natureza dissipativa do sistema quantico aberto. Neste caso, percebemos
que os elementos diagonais do estado instantaneo exibem dependéncias quadraticas e
quarticas na funcao de decoeréncia. No regime de tempos longos, ou seja, At > 1, segue
que g(t) =~ 0 e o estado na Eq. (7.37) serd dado por p(t) ~ |0)(0] ® [0)(0|. De fato, neste
regime o estado global do sistema serd separavel, e cada qubit descrito pelo estado puro
|0)40].

7.3.1 A norma-¢; de coeréncia

Em seguida, vamos discutir a caracterizagdo da coeréncia do estado instantaneo
p(t) na Eq. (7.37), investigando a norma-f; de coeréncia, ordens de coeréncia, e os
respectivos IMQs. A base de estados de referéncia sera dada pelo conjunto de autovetores
do observavel S, = (1/2)(c, ® I + I, ® 0.), o qual perfaz um tipo de magnetizacao
coletiva de spin no sistema de dois qubits. Em detalhes, o operador S, tem autovetores
{]0,0),10,1),|1,0),|1,1)}, os quais relacionam-se respectivamente ao conjunto de autovalores

{1,0,0, —1}. Neste contexto, a norma-¢; de coeréncia do estado instantaneo serd dada por

2
—At A\ sinh (&1 —=2r
Cuu(p(t)) = 67(|01 — 2| +[e1 + ¢2]) [cosh <2V 1—- 27’) + §/21—72r ) , (7.38)

onde 0 <r<1/2,e

e—)\t

Cua(p(t) = == (o1 = cal + [er + ) (N +2)* (7.39)

onde r = 1/2, e ainda

e—)\t

Co, (p(t)) = 7(101 — o] + e + o)

sin (&/2r — 1
cos<M 2r—1>—|— (\jm >] . (7.40)

onde r > 1/2. As Egs. (7.38), (7.39) e (7.40) revelam que a norma-¢; de coeréncia depende

apenas dos pardmetros ¢; € [—1,1] e c2 € [—1,1].

A Fig. 20 mostra os graficos da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p(t)), e concorréncia
de emaranhamento, Conc(p(t)), em fun¢do do pardmetro adimensional \¢, para o estado
reduzido p(t) da dindmica de dois qubits acoplados com reservatérios individuais. Nas
Figs. 20(a) e 20(b), o estado inicial do sistema é dado por um estado Bell-diagonal
emaranhado com coeficientes ¢; = +1, ¢ = F1, ¢3 = 1. Por sua vez, as Figs. 20(c)
e 20(d) referem-se ao estado inicial Bell-diagonal em que ¢; = 1, ¢ = +1, ¢g = —1. Em
cada painel, investigamos os casos r = 0.01, r = 0.1, r = 1, e r = 10. De forma geral,
ambos recursos quanticos exibem curvas qualitativamente similares, as quais decrescem
de forma monotonica em resposta ao acréscimo do parametro r no intervalo 0 < r < 1.

Entretanto, note que Cy, (p(t)) e Conc(p(t)) tém comportamento ndo-monotdnico no regime
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Figura 20 — Gréficos da norma-¢; de coeréncia, Cy, (p(t)), e concorréncia de emaranhamento, Conc(p(t)),
em funcdo do pardmetro adimensional \t, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois
qubits acoplados com reservatorios individuais. O estado inicial do sistema é dado por um
estado Bell-diagonal emaranhado com coeficientes: (a, b) ¢ = £1, co = F1, c3 = 1, (¢, d)
1 = %1, co = £1, ¢ = —1. Em cada painel, analisamos os casos 7 = 0.01 (curva sélida
azul), r = 0.1 (curva trago-pontilhada verde), r = 1 (curva pontilhada vermelha), r = 10
(curva tracejada preta). Fonte: Elaborada pelo autor.

r = 10 para tempos curtos da dindmica, em especial exibindo recorréncias ou revivals
apoés atingir abruptamente o valor zero. Neste processo, ambos recursos quanticos oscilam
no tempo, exibindo amplitudes que decrescem de forma exponencial, conforme previsto
na Eq. (7.40). Em particular, este resultado revela uma assinatura nao-Markoviana da

dindmica nao-unitaria, a qual discutiremos em seguida.

Por um lado, sistemas quéanticos abertos Markovianos nao exibem efeitos de
memoria, ou seja, suas propriedades fisicas em um instante ¢ > 0 independem do histérico
da dinamica do sistema em instantes ¢’ < ¢t. Neste contexto, coeréncia e emaranhamento
decrescem monotonicamente no tempo, o que significa que a informagcao é transferida do
sistema para o ambiente. Por outro lado, sistemas quanticos abertos nao-Markovianos
envolvem efeitos de meméria na interagao entre sistema e ambiente, tal que a dinamica
é nao-local no tempo. Em especial, observa-se um mecanismo de refluxo ou backflow de
informagao, ou seja, parte da coeréncia e/ou emaranhamento transferida do sistema para
o ambiente retorna ao sistema [95]. Neste caso, a dindmica destes recursos quanticos
tem assinatura nao-monotonica, ou seja, coeréncia e emaranhamento oscilam descrevendo

recorréncias seguidas de decaimentos abruptos a valores nulos. E o que se observa, por
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Figura 21 — Diagrama de fases da medida de ndo-Markovianidade o(p;(t), p2(t)), em funcdo dos
parametros adimensionais A\t e r, para estados quanticos de 2-qubits interagindo com
reservatérios individuais. Neste grafico, a fungdo o(p1(t), p2(t)) é avaliada para estados
instantaneos p1 2(t) na Eq. (7.37) em termos das seguintes tuplas de coeficientes: (i) p1(t),
onde ¢ = %1, ca = F1, ¢z = 1; (ii) p2(t), onde ¢ = £1, ¢4 = x1, ¢4 = —1. Fonte:
Elaborada pelo autor.

exemplo, na Fig. 20 no regime r = 10.

Dentre os critérios de caracterizagao de nao-Markovianidade, destacam-se as
medidas de (i) Rivas, Huelga e Plenio (RHP) [96]; (ii) Breuer, Lane e Piilo (BLP) [97,98].
Por sua vez, a medida BLP tem maior sinergia com este trabalho, tendo em vista que
relaciona o refluxo de informagao com a distinguibilidade de estados da dindmica do
sistema quantico aberto. A medida BLP de nao-Markovianidade é definida a partir do

funcional [97, 98]
1d

a(pr(t), p2(t)) = 5 Tr (lpa(t) — p2(t)]) (7.41)
onde |A| := VAT A, sendo py(t) e ps(t) estados instantaneos do sistema obtidos a partir de
estados iniciais p;(0) e p2(0), respectivamente. Em linhas gerais, a medida BLP na Eq. (7.41)
explora a contratividade da dindmica nao-unitaria a partir da distancia entre pares de
estados do sistema quantico. No regime nao-Markoviano, sabe-se que a contratividade é
violada, ou seja, os estados tornam-se cada vez mais distinguiveis ao longo da dindmica, e
portanto o (py(t), p2(t)) > 0 para algum instante ¢ > 0. No regime Markoviano, a dindmica
¢é contrativa tendo em vista que os estados tornam-se cada vez mais indistinguiveis, tal

que o(py(t), p2(t)) < 0 para um certo instante ¢ > 0.

Em seguida, ilustraremos o célculo do funcional o(p;(t), p2(t)) para a dindmica de
dois qubits interagindo com reservatérios individuais. Os estados instantaneos do sistema
quantico aberto sao obtidos por meio da Eq. (7.37), tal que o estado p;(t) é dado em

termos dos coeficientes {c1, ¢z, c3}, e 0 estado py(t) é definido em termos dos coeficientes



Capitulo 7. Coeréncia de sistemas qudnticos abertos bipartido 96

{c], &, 4 }. Desta forma, obtemos a expressao analitica a seguir

o (pr(1), pa(t)) = {lar +bg(£)| + lar = bg(£)?| + |as + bg(t)*| + |az — by (1)’

Hhg(1)? l(al +bg()*) _ (a —bg(t)*) | (az +bg(t)*) _ (az — bg(t)Q)] } g(t) dg(t)

a1 +bg(t)*[  fax —bg()*] ~ laz +bg(t)*[  laz —bg()*[]) 4 dt ~
(7.42)
onde ¢g(t) é dada na Eq. (7.35), e introduzimos os pardmetros
am=c—d+c—d, aa=ca-—d—c+dcy, b=c—dc. (7.43)

A Fig. 21 mostra o diagrama de fases do funcional o(p;(t), p2(t)) na Eq. (7.42) em termos
dos parametros adimensionais At e r. A simulagdo numeérica leva em conta os estados p;(t)
com coeficientes ¢; = £1, ¢ = F1, c3 = 1, e po(t) com coeficientes ¢; = +1, ¢, = £1,
¢y = —1. Os gréficos mostram transi¢oes entre os regimes Markoviano, o(p(t), p2(t)) < 0,
e nao-Markoviano, o(p1(t), p2(t)) > 0, para diferentes valores de At e r. Desta forma, o
diagrama de fases revela que a dinamica do sistema exibe crossovers, ou seja, transi¢oes

entre os regimes Markoviano e nao-Markoviano.

7.3.2 Ordens de coeréncia e IMQs

Por fim, vamos discutir as ordens de coeréncia e os IMQs respectivos ao estado
instantaneo do par de qubits acoplados a reservatoérios individuais. A decomposicao da

matriz densidade p(t) na Eq. (7.37) em ordens de coeréncia é dada por
pt) =" > pmlt) = p-2(t) + po(t) + pa(t) . (7.44)
2

a qual exibe blocos nao-nulos de ordens de coeréncia para m = +2 e m = 0 na forma a

seguir

lg(t)?
4

pa(t) = (er = e2)|0,0){(1, 1], palt) = ph(t) , (7.45)

() = = o) + 2P+ | .0 0,01+

lg(t)[? [1 g

9081 4 e

" u+@ﬂULmumH4anmAD

2 2
+ |g(i)‘2(cl + ¢2)(]0,1)(1,0] + |1,0)(0, 1]) . (7.46)

Por meio deste conjunto de blocos de ordens de coeréncia, obtemos o conjunto de IMQs a

seguir

Io(p(t)) = ? [2C§g(t)4 +4es(9(t)? = 1)+ (e + 02)2} + Lll(g(t)4 —2(1)* +2)°
(7.47)
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Figura 22 — Gréficos de IMQs, I,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fungdo do pardmetro
adimensional At, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatérios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) r = 0.1, (c) r =1, (d)
r = 10. O estado instantaneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com coeficientes ¢; = +1,
ca = F1, c3 = 1. Fonte: Elaborada pelo autor.

La(p(t)) = 220

lembrando ainda que I11(p(t)) = 0 jA que o estado na Eq. (7.37) nao exibe ordens de

(1 —c2)?, (7.48)

coeréncia m = £1. A Eq. (7.48) mostra que os IMQs de ordem m = +2 se anulam para
um estado Bell-diagonal com coeficientes ¢; = ¢o, e independem do coeficiente c3. Por fim,

a pureza quantica do estado instantaneo é dada por

Plo(0) = 7 {00)* [es (esg 0 + 20000 1) + &+ ] + (90)* — 200 +2)°}
(7.49)
Por meio das Eqgs. (7.47) e (7.48), pode-se mostrar que a soma dos IMQs de ordem m = 0
e m = £2 recobra precisamente a pureza do estado quantico de dois qubits na Eq. (7.49).
Desta forma, certificamos o vinculo entre a soma dos IMQs e a pureza sob acao do canal

quantico.

A Fig. 22 mostra os graficos dos IMQs Iy 12(p(t)) [Eqs. (7.47) e (7.48)], e pureza
quantica P(p(t)) [Eq. (7.49)], em fungdo do pardmetro adimensional At, para o estado p(t)
reduzido de dois qubits em contato com reservatorios individuais [Eq. (7.37)]. Nos painéis

da figura, estabelecemos valores distintos do parametro r, a saber, r = 0.01, r = 0.1, r = 1,
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Figura 23 — Gréficos de IMQs, I,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fungdo do pardmetro
adimensional At, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatérios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) r = 0.1, (c) r =1, (d)
r = 10. O estado instantaneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com coeficientes ¢; = +1,
co = £1, c3 = —1. Fonte: Elaborada pelo autor.

r = 10, respectivamente. O estado inicial do sistema é dado pelo estado Bell-diagonal
emaranhado com coeficientes ¢; = +1, ¢co = F1, ¢c3 = 1. Em cada painel, as curvas de
In(p(t)) e P(p(t)) tém perfil ndo-monotdnico em fungdo do tempo, e tendem ao valor
estacionario Iy(p(t)) ~ P(p(t)) = 1 no regime de tempos longos da dindmica nao-unitaria.
Isto estd em acordo com o fato de que o estado na Eq. (7.37) tende ao estado puro
|0)(0] ® |0)(0| no limite At > 1. Por sua vez, tem-se que Io(p(t)) exibe aspecto distintos
para valores de r diversos. Por um lado, as Figs. 22(a) e 22(b) mostram que os IMQs de
ordem m = 42 decrescem de forma monotonica para r = 0.01 e r = 0.1, respectivamente.
Por outro lado, os insets nas Figs. 22(c) e 22(d) mostram que I12(p(t)) tém comportamento
nao-monotdnico para r = 1 e r = 10. Nestes casos, observa-se que I12(p(t)) decresce
abruptamente, atinge valor zero, e em seguida exibe recorréncias em baixas amplitudes
no regime de tempos curtos da dindmica. Este aspecto se reflete nitidamente nas curvas
de Ip(p(t)) e P(p(t)) na Fig. 22(d), as quais exibem oscilagbes pronunciadas no tempo.
Em especial, este resultado revela que o IMQ respectivo a ordem de coeréncia maxima
(m = %2) do estado de dois qubits perfaz um indicador de nao-Markovianidade, e sobretudo

concorda com a previsao do diagrama de fases na Fig. 21.

A Fig. 23 mostra os gréaficos dos IMQs Iy 12(p(t)) [Eqgs. (7.47) e (7.48)], e pureza



Capitulo 7. Coeréncia de sistemas qudnticos abertos bipartido 99

(a) r=0.01 (b) r=0.1
0.8 ; 10} o ‘
06 1 08 0.00020 . ]
0.00015
06} 1
0.010
S 0.008 1 S
S } \ S 0.00010
= 0.006 y ~ o4l B
0.004 0.00005
02f 0.002 1 .
0.000 bt 02 1
0.00000 -
______ 0 100 200 300 400 B 20 ‘a0 0 0 100
0.0 e e 00L T e et e e et e e e e e e m— e ]
0 50 100 150 200 0 20 40 60 80 100
At At
(c)r=I1 (d)r=10
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
101 o 101 n ~N f—————————
/ i\ [\~
08 / 08 Iy
8 B .8 \ f q
25x1077 | \ / oomsfiT
. | 00030} | i
2.x1077 o | v I
- o6l i ] ~ 06F | 0.0025F | % 1
=S 15x1077 S S \f 00020f } ::
~ oaf 1.x10°7 1 = oaf 0.0015F & & 3 1
\ o 00010} & ! %
5.x10 R A
0.2} e 4 02} 00005F &y y 1
0 - - 0.0000 LS
0 5 10 15 20 0 2 4 6 8 10
0.0 T . i 10 )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
At At

...... Lis(p(t)), - -~ Io(p(t)), — P(p(t))

Figura 24 — Gréficos de IMQs, I,(p(t)), e pureza quantica, P(p(t)), em fungdo do pardmetro
adimensional At, para o estado reduzido p(t) da dindmica de dois qubits interagindo
com reservatérios individuais, respectivos aos casos (a) r = 0.01, (b) r = 0.1, (c) r =1, (d)
r = 10. O estado instantdneo do sistema é dado pela Eq. (7.37) com coeficientes ¢; = 0,
ca = 1, c3 = 0. Fonte: Elaborada pelo autor.

quantica P(p(t)) [Eq. (7.49)], em funcdo do pardmetro adimensional A¢, para o estado p(t)
reduzido de dois qubits em contato com reservatorios individuais [Eq. (7.37)]. Nos painéis
da figura, estabelecemos valores distintos do parametro r, a saber, r = 0.01, r = 0.1, r = 1,
r = 10, respectivamente. O estado inicial do sistema ¢ dado pelo estado Bell-diagonal
emaranhado com coeficientes ¢; = +1, ¢ = *1, ¢3 = —1. A simulacdo numérica de
Iio(p(t)) estd em acordo com a previsao da Eq. (7.48), segundo a qual o IMQ de ordem
m = £+2 é nulo para estados Bell-diagonais em que ¢; = c3. Neste contexto, segue que a
In(p(t)) e P(p(t)) sao iguais entre si para todo instante de tempo, portanto respeitando
o vinculo entre a pureza e a soma de IMQs. Em cada painel, as curvas de Iy(p(t)) e
P(p(t)) tém perfil nao-monotonico em funcao do tempo, e tendem aos mesmos valores
estacionarios no regime de tempos longos da dindmica nao-unitaria. Cabe pontuar que
as oscilagoes na Fig. 23(d) no regime r = 10 nao tém relacao direta com assinaturas de

nao-Markovianidade.

A Fig. 24 mostra os gréaficos dos IMQs Iy 12(p(t)) [Eqgs. (7.47) e (7.48)], e pureza
quantica P(p(t)) [Eq. (7.49)], em fungao do pardmetro adimensional \t, para o estado p(t)
reduzido de dois qubits em contato com reservatérios individuais [Eq. (7.37)], escolhendo

o estado inicial Bell-diagonal separavel com coeficientes ¢; = 0, ¢ = 1, ¢3 = 0. Nos painéis
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da figura, estabelecemos valores distintos do pardmetro r, a saber, r = 0.01, r = 0.1, r = 1,
r = 10, respectivamente. Em comparacao com o estado emaranhado na Fig. 22, observe
que o estado ndao-emaranhado na Fig. 24 exibe pureza e IMQs com amplitudes ligeiramente
menores. Por um lado, as curvas de Iy(p(t)) e P(p(t)) tém perfil ndo-monotdnico em
fungao do tempo, e tendem ao valor estacionario Io(p(t)) ~ P(p(t)) ~ 1 no regime de
tempos longos. Por outro lado, as Figs. 24(a) e 24(b) mostram que Ii5(p(t)) decresce
de forma monotonica para r = 0.01 e r = 0.1, respectivamente, e anula-se para tempos
longos. Por outro lado, os insets nas Figs. 24(c) e 24(d) mostram que os IMQs de ordem
m = £2 decrescem abruptamente, atingem valor zero, e em seguida exibem recorréncias
em baixas amplitudes no regime de tempos curtos da dinamica. Estas oscilagoes indicam
comportamento nao-monotonico para r = 1 e r = 10, além de testemunhar uma assinatura

de nao-Markovianidade do processo fisico.

Em conclusao, as Figs. 22 e 24 oferecem evidéncias de que a ordem de coeréncia
maxima perfaz um indicador de nao-Markovianidade na dindmica reduzida de dois
qubits interagindo com reservatérios individuais. Este ¢ um dos resultados centrais na
caracterizacao de coeréncia deste sistema fisico. Em detrimento as ordens de coeréncia
mais baixas (m = 0), as ordens de coeréncia méaximas (m = £2) sdo mais suscetiveis aos
efeitos da decoeréncia na interacao entre sistema e ambiente. Em especial, mostramos que
estas ordens podem capturar o refluxo de informacao que é caracteristico de dindmicas
nao-Markovianas. Por fim, destacamos as possiveis vantagens em nivel experimental deste
resultado. Por exemplo, a ordem de coeréncia maxima pode ser acessada experimentalmente
em plataformas de ressonancia magnética, sobretudo combinando tomografia de estados
quanticos e a analise do sinal do espectro de frequéncias do sistema. Neste caso, seria
possivel detectar a assinatura nao-Markoviana da dindmica em termos da caracterizacao

desta ordem de coeréncia.
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8 Conclusoes

Neste trabalho, investigamos a caracterizagao de coeréncia de sistemas quanticos
de dimensao finita. A proposta do trabalho esta em linha com desenvolvimentos recentes
no ambito da ciéncia da informacao quantica, e propoe-se a delinear aspectos do estado da
arte da area. O trabalho tem por espinha dorsal a analise do formalismo de caracterizagao
de coeréncia quéantica introduzido por Baumgratz, Plenio e Cramer (BCP), e a abordagem
de ordens de coeréncia largamente utilizada no ambito de ressonancia magnética nuclear

(RMN).

Em nivel de revisao, o trabalho discute os fundamentos da teoria da matriz
densidade, estados quanticos puros e mistos, bem como elementos basicos da ciéncia da
informagao. Em especial, investigamos a representacao de estados quanticos de 1-qubit
em termos da esfera de Bloch, que por sua vez perfaz ingrediente essencial no estudo da
geometria da informagao. Além disso, apresentamos uma discussao de operagdes quanticas,
dedicando especial atengao ao caso de dinamicas nao-unitarias que modelam a evolucao

de sistemas quanticos abertos.

Por meio da revisao do formalismo BCP, estudamos a caracterizacao de coeréncia
em termos de medidas de distancia entre estados quanticos. Em especial, investigamos as
propriedades da chamada norma-¢; de coeréncia e entropia relativa de coeréncia em relagao
a base fixa de um observavel de referéncia. Em especial, apresentamos resultados gerais
destas medidas para estados de qubit tnico na base de observaveis de spin-1/2 arbitrarios.
Além disso, investigamos a dindmica destas medidas de coeréncia para estados de qubit
unico, sobretudo analisando dinamicas nao-unitarias dadas pelos mapas de atenuacao
de fase e atenuacao de amplitude. Neste contexto, fornecemos interpretagoes em nivel
geométrico das coeréncias do estado de 1-qubit por meio do mapeamento norma-¢; de

coeréncia e entropia relativa de coeréncia na esfera de Bloch.

No ambito do formalismo de ordens de coeréncia, ilustramos o conceito dos
subespagos de coeréncia vinculados ao espacamento de niveis de energia de um observavel
do sistema quantico. Neste caso, a matriz densidade se reescreve em termos de blocos nao-
Hermitianos que levam em conta efeitos de interferéncia entre este estado e os elementos de
base. O aspecto quantitativo destes efeitos é dado pela chamada intensidade de multiplo
quantum (IMQ), a qual perfaz a figura de mérito no estudo de coeréncia. Em especial,
apresentamos um invariante geral entre os IMQs e a pureza de estados quanticos em
sistemas de dimensao finita. Neste contexto, apresentamos resultados gerais para os IMQs
de estados de qubit tnico a partir da base de observaveis de spin-1/2 arbitrarios. Além

disso, revelamos um vinculo entre IMQs e a norma-¢; de coeréncia para estados de 1-qubit,
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portanto clarificando a conexao entre o formalismo BCP e a abordagem de ordens de
coeréncia. Este resultado pode fomentar novas pesquisas em busca da validagao desta
propriedade em sistemas de maior dimensao. Em seguida, analisamos os IMQs para

dinamica nao-unitaria de estados de 1-qubit.

Por fim, investigamos ambos formalismos de caracterizacao de coeréncia em sistemas
quanticos bipartido. Esta analise tem como recorte estados iniciais do tipo Bell-diagonais
de 2-qubits, levando em conta a base de referéncia de observaveis de spin coletivos ao
longo da dire¢ao z. Por um lado, estudamos a evolucao da coeréncia quantica em processos
fisicos de defasagem, ou seja, um par de qubits separados espacialmente e acoplados
a um reservatorio coletivo que induz efeitos de decoeréncia. Neste caso, avaliamos o
comportamento da norma-¢; de coeréncia e IMQs em termos dos parametros da dinamica
efetiva, além de investigar o papel de correlagoes quéntica nestas quantidades. Por outro
lado, analisamos a evolucao da coeréncia quantica em sistemas fisicos dados por pares
de qubits interagindo com reservatorios bosonicos individuais e idénticos que induzem
efeitos de decoeréncia e dissipacdo. A dinamica deste sistema pode exibir assinaturas
nao-Markovianas, em que ocorre refluxo de coeréncia entre o ambiente e os qubits. Neste
contexto, estudamos o comportamento da norma-¢; de coeréncia e IMQs, além de investigar
o papel de correlagoes quantica nestas quantidades. Os resultados oferecem evidéncias
de que a ordem maxima de coeréncia captura a assinatura nao-Markoviana na dinamica
efetiva. Isto sugere que tal comportamento poderia ser certificado em nivel experimental,

sobretudo explorando técnicas tomograficas em RMN na medida dos IMQs.

Em conclusao, cabe ressaltar que este trabalho pavimenta possiveis caminhos de
pesquisas futuras. Por exemplo, o vinculo entre os IMQs e a norma-¢; de coeréncia obtido
para estados de 1-qubit levanta a possibilidade de validacao deste resultado para estados
de maior dimensao. Além disso, podemos generalizar a caracterizagao de coeréncia em
sistemas bipartido escolhendo outros estados de 2-qubits, por exemplo, estados GHZ e
W. Por fim, cabe investigar se os IMQs capturam assinaturas de nao-Markovianidade em

cenarios gerais, tomando outras dinamicas e outros estados iniciais.

Por fim, reforcamos que os Capitulos 4, 6 e 7 incluem resultados inéditos na
literatura, os quais serao posteriormente organizados e submetidos para revisao de pares

em revistas indexadas de envergadura internacional.
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APENDICE A - Calculos algébricos

Neste apéndice, discutiremos derivacoes analiticas envolvendo fungoes de correlagao
e taxas de decaimento acerca da dindmica nao-unitaria de sistemas quanticos bipartido.
Por um lado, a Sec. A.1 aborda o célculo da funcao de correlacao f(t) do reservatorio
para densidades espectrais de frequéncia Lorentzianas. Por outro lado, a Sec. A.2 discute
o calculo da funcao de decoeréncia respectiva a dindmica do sistema de qubits acoplados a

reservatorios individuais.

A.1 Calculo da funcdo de correlacdo f(¢) na dinamica de atenuacdo

de amplitude

Considere a densidade espectral Lorentziana na Eq. (7.34) no regime ressonante
A =0, a saber,
_ YmA?
27w — w)2 4+ A2)

onde v, ¢ a constante de acoplamento efetiva, wy é a frequéncia dos qubits, e A é a largura

J(w) (A.1)

da distribuicao de frequéncias. Neste caso, a funcao de correlacdo do reservatorio dada na

Eq. (7.33) se escreve na forma

+oo . ,
ft—1t)= dw.J (w) e~ @mwo)(t=t)

—00

’Ym/\z +oo efiz(tft’)
— a5
2T —00 22 + /\2

(A.2)
onde estabelecemos a mudanca de variavel z = w — wy. O integrando no lado direito da
Eq. (A.2) é singular nos pontos z = +i), os quais caracterizam os po6los na Fig. 25 ao
longo do eixo imagindrio do plano complexo. Na pratica, a integral pode ser avaliada
através do teorema dos residuos para fungoes analiticas [99], portanto estabelecendo o
semi-plano complexo e os contornos de integracao respectivos a cada singularidade. Neste
caso, sera necessario avaliar a diferenca de tempos t — t' que reflete o aspecto nao-local da
fungdo de correlacao. De fato, a partir do niimero complexo z = Re(z) + iIm(z), segue que

—iz(t=t) — miRe(2)(t—t)) pIm(2)(t—t") o pode-se concluir:

e
e set >t aintegral na Eq. (A.2) serd convergente desde que avaliada no semi-plano
complexo inferior tal que Im(z) < 0, portanto escolhendo o contorno fechado C_

orientado no sentido horario que envolve o pélo z = —i), e a curva X5 de raio de
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curvatura R [veja Fig. 25]. Neste caso, temos
zz(t ')

(t—t") (t=t")
/ dz 22 + )2 :7{ dz 22+ )2 _ng%o zlgdz 22 + N2

iR [ e—iz(t—t’) ‘|
= —2mi Res _ _
(z —iN)(z + i) i

G (A.3)

onde utilizamos o fato de que a integral na curva X5 é desprezivel no limite R — oo

em acordo com o lema de Jordan [99].

e set <t aintegral na Eq. (A.2) serd convergente desde que avaliada no semi-plano
complexo superior tal que Im(z) > 0, portanto escolhendo o contorno fechado C
orientado no sentido anti-hordrio que envolve o pélo z = +i), e a curva ¥}, de raio

de curvatura R [veja Fig. 25]. Neste caso, temos

2(t'—t) eiz(t'—t) y eiz(t'—t)
/ dz z2+)\2%c+dzz2—|—)\2_ﬁtggo E;dZZZ—l—)\?

=)
= 21 R
e [(z —iNGE+ M)]
::gefﬂﬂfﬂ, (A4)

onde utilizamos o fato de que a integral na curva ¥ ¢é negligivel no limite R — oo

em acordo com o lema de Jordan [99].

A partir dos resultados nas Eqs. (A.3) e (A.4), dispomos da expressao analitica abaixo

onde |z| = xsex > 0, e |x| = —z se z < 0. Portanto, substituindo a Eq. (A.5) na
Eq. (A.2), temos
flt—t)= %”;e””’ : (A.6)

Importante destacar que o resultado da Eq. (A.6) estd de acordo com a expressao da

funcdo de correlagao obtida na Ref. [64].

A.2 Célculo da funcdo de decoeréncia g(t) na dindmica de atenuacio

de amplitude

Conforme discutido no texto principal da dissertagao, é sabido que a fungao g(t)

satisfaz a equagdo integro-diferencial a seguir [64]

”——Kﬁva—wﬂw, (A7)
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X

Figura 25 — Descricio dos contornos de integragio utilizados no calculo da fungio de correlagio na
Eq. (A.2), onde z = Re(z) 4 iIm(z) é um nimero complexo arbitrario no plano complexo.
Nesta figura, Cy (C_) descreve o contorno fechado no semi-plano superior (inferior),
orientado no sentido anti-horério (horario), que envolve o pdlo z = +iX (z = —i)\). Por sua
vez, segue que Z‘Ig (X%) é a curva de raio R, orientada no sentido anti-horario (horério).
O intervalo de integracdo no eixo real é dado por —R < Re(z) < R, onde R — co. Fonte:
Elaborada pelo autor.

onde 0 < |g(t)] < 1, sendo ¢(0) = 1, e f(t) é a fungao de correlagdo do reservatorio.
Pode-se determinar a funcao ¢(t) explorando a transformada de Laplace da equagao
integro-diferencial na Eq. (A.7), a qual depende da convolugao entre as fungoes f(t) e g(t).

Neste caso, tomando a transformada de Laplace do lado direito da Eq. (A.7), obtemos

c{ [arse— )0} = cLro}eto)
= F(s)G(s) , (A.8)

onde X (s) = {F(s),G(s)} define a transformada de Laplace da funcao x(t) = {f(¢),g(t)}
na forma

X(s) = L{z(t)} = /0  duz(u)e" . (A.9)

Em seguida, vamos avaliar a transformada de Laplace do lado esquerdo da Eq. (A.7). De
forma geral, segue que a transformada de Laplace da n-ésima derivada de uma funcao g(t)

se escreve na forma

L {;;g(t)} =s"G(s) — ni: gt (C;ltlg(t)>t:0 . (A.10)

=0
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E importante destacar que o resultado na Eq. (A.10) é valido para n > 0, onde n € N, tal

que lim; ., €% g(t) = 0 seja uma fungiao convergente. Em especial, fixando n = 1, temos

dg(t
c{ Z(t )} = sG(s) — g(0) = sG(s) — 1 , (A.11)
em que utilizamos o vinculo g(0) = 1. Juntando as Eqgs. (A.7), (A.8) e (A.11), obtemos
sG(s) —1=—F(s)G(s) , (A.12)
o que permite concluir a relagao
1
=—. Al
Gls) s+ F(s) (A.13)

Neste caso, a fungao g(t) é calculada tomando a transformada de Laplace inversa da
Eq. (A.13), a saber,

gt) = L HG(s)} =L {s—le(s)} . (A.14)

Em seguida, ilustraremos o célculo da fungdo g(t) a partir da fungdo de correlagao
obtida na Eq. (A.6), a qual tem origem na densidade espectral Lorentziana na Eq. (A.1).
O célculo serd restrito ao regime causal t > ¢', o qual reflete a nao-localidade da funcao de
decoeréncia. Neste caso, a transformada de Laplace da funcao de correlagdo na Eq. (A.6)
resulta

ANV

Fls) = L{(1)} = (A.15)

(s+A)
Substituindo a Eq. (A.15) na Eq. (A.14) e realizando algumas manipulagoes algébricas,
temos
() [} Qi) ) o
Sy —S_ s — sS4 Sp — S s—S_
onde

S4+ =

Do >

2Vm
(—14_— 1—7) . (A.17)
A
Por meio da transformada de Laplace inversa £7'{1/(s — s+)} = e'**, a Eq. (A.16) pode
ser reescrita na forma

g(t) = < At sy > el — ( At s ) el . (A.18)

Sy — S— Sy — S—

Usando a Eq. (A.17), podemos escrever a Eq. (A.18) da seguinte forma

ML 2 R 5 VAN S
COSh(2 1— )\ )—l— 1_2’ymSlnh<2 1—)\>

A

g(t) = e M7

(A.19)

O resultado na Eq. (A.19) estd em consonancia com aquele dado na Ref. [64]. Por

conveniéncia, esta expressao pode ser organizada na forma

glz)=e2 [cosh (;M) + \/11_7271 sinh (g 1-— 27‘)] ) (A.20)



APENDICE A. Cdlculos algébricos 116

onde definimos os parametros adimensionais

r =M, r:’mi. (A.21)

A Eq. (A.20) revela que a func¢ao g(z) pode exibir comportamentos distintos a partir dos

valores do parametro r € [0, 00). Em especial, podemos separar os regimes dados a seguir

e”3 {COSh (%vl — 2T> + \/iﬁsinh (5\/1 — 27“)} , para0<r<1/2 ,
g(x) =qe2(1+2/2), parar =1/2 |

e 2 {cos (%/27"7—1) + \/Qi—_lsin (%\/27’7—1” , parar > 1/2 .

(A.22)
Por fim, observamos que 0 < |g(x)| < 1 e g(0) = 1, para todo r € [0, 00).
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