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Resumo

Nesta dissertacao, realizamos a anélise tedrica de campos escalares em fisica, estudamos
também a equacao de Bogomol'nyii-Prasad-Somerfeld, utilizada para obter a solugao
da equacao de movimento, além do estudo de defeitos topoldgicos. A andlise do modelo
¢*, a partir das colisdes do par kink-antikink, gerou diversos resultados como janelas de
two-bounce e bions. No cerne do trabalho, realizamos o acoplamento do modelo ¢* com a
impureza o, cujo efeito pode ser controlado através da amplitude. Tal acoplamento leva
a fendmenos conhecidos como parede espectral (spectral walls), que gera atra¢do sob o
par, e parede de vacuo (vacuum wall), que gera uma repulsao sob o par, e influenciam a
agao do par kink-antikink. Como consequéncia, novos resultados sao observados, como por
exemplo, o armadilhamento entre as paredes. Tais paredes funcionam como uma barreira
na evolucao do par, onde a parede espectral surge onde o modo de oscilagao do kink entra
no espectro continuo, e a parede de vacuo surge onde esta localizado o vacuo do modelo

original.

Palavras-chave:Defeitos topoldgicos, modelo ¢*, impurezas, colisdes, paredes espectrais e

paredes de vacuo.



Abstract

In this dissertation, we conduct a theoretical analysis of scalar fields in physics. We also
study the Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield equation, which is used to obtain the solution
to the equation of motion, in addition to the study of topological defects. An analysis
of the ¢* model was performed based on collisions of the kink-antikink pair, generated
various results such as two-bounce windows and bions. At the core of the work, we couple
the ¢* model with the impurity o, whose effect can be controlled through it’s amplitude.
Such coupling leads to different phenomena, known as spectral walls, which attract the
pair, and vacuum walls, which repel the pair, influencing the action of the kink-antikink
pair. As a result, new outcomes are observed, such as trapping between the walls. These
walls act as a barrier in the pair’s evolution, where the spectral wall arises when the kink’s
oscillation mode enters the continuous spectrum, and the vacuum wall arises where the

vacuum of the original model is localized.

Keywords: Topological defects, ¢* model, impurities, collisions, spectral walls and vacuum

walls.
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1 Introducao

O estudo dos defeitos topologicos, que sao irregularidades ou descontinuidades que
surgem em sistemas fisicos devido a estrutura topoldgica do espaco em que o sistema
esta definido, abrange uma ampla gama de fendmenos fisicos, desde a fisica de particulas,
matéria condensada, até a cosmologia [1]. Alguns exemplos de defeitos podem ser vistos
em bioquimica, que fornece informacoes sobre o DNA, nos quais padroes de enovelamento
e dobramento podem gerar configuracoes estaveis que nao podem ser desfeitas sem a
quebra de ligagoes quimicas [2]. Além disso, sdo considerados como um dos candidatos
a matéria escura [3]. As colisdes de defeitos topoldgicos sao especialmente relevantes em
sistemas fisicos descritos por equacoes nao lineares, onde kinks e antikinks, surgem como
solugoes estaveis localizadas em equagoes de campo nao-lineares unidimensionais, onde o
campo transita suavemente entre dois valores constantes em diferentes regides do espaco.
Na matéria condensada, por exemplo, a colisao dessas solu¢oes pode afetar propriedades
magnéticas e elétricas [4], enquanto na cosmologia, esses eventos podem ter ocorrido
durante fases primordiais do universo [5], influenciando a evolugdo do cosmos e deixando
vestigios observaveis nos padroes cosmoldgicos atuais. O entendimento desses processos é
crucial para explorar a dindmica nao-linear dos campos e suas consequéncias em diferentes

escalas fisicas.

O processo de interagao entre um par kink-antikink vem sendo estudado ao longo
dos ultimos anos. Embora kinks e antikinks sejam os defeitos mais simples, interessantes
resultados foram observados. Dentre os modelos mais estudados, se destaca o ¢*, onde
a variacao da velocidade inicial leva a aniquilagdo ou espalhamento do par [6,7]. Para
elevados valores de velocidade, o par kink-antikink se aproxima, colide uma tnica vez
e se separa da atracao mutua. Em contra partida, para baixas velocidades dos kinks, o
escape nao é possivel e o par continua interagindo até sua aniquilagao. Além disso, quando
sao inseridas velocidades intermediarias, um comportamento conhecido como two-bounce
pode ser observado. Este corresponde a interacao do par por duas vezes antes da completa
separacao. A explicagdo para esse comportamento se d4 por um mecanismo de troca de

energia entre os modos vibracional e translacional.

O modelo ¢* é um dos modelos mais importantes em teoria de campos, sendo usado
em diversos ramos da fisica tedrica para descrever uma variedade de fendmenos fisicos,
como transigoes de fase, defeitos topolégicos, e interagoes de particulas [8]. Neste modelo,
um campo escalar ¢ é descrito por um potencial que contém termos até a quarta poténcia
do campo, dai o nome ¢* [6]. O potencial de interagio é dado por V(¢) = %m2¢2 + 2@54,
onde m é a massa do campo e A é uma constante de acoplamento que determina a

intensidade da interagao nao linear. A colisdo deste modelo por si s6 ja pode levar a
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diversos resultados, como a formacao de bions, onde os kinks se ligam e oscilam em torno
de um ponto comum; o fenémeno de two-bounce, onde os kinks colidem, se afastam e
depois retornam para uma segunda colisao; além de oscilagoes complexas e a formacao de
estruturas intrincadas que podem ser observadas em simulagoes numéricas e experimentos
de fisica tedrica, contribuindo para o entendimento de processos nao lineares e dinamicas

de sistemas de defeitos topologicos.

Varios fendmenos surgem ao estudarmos essas interacoes e, dentre eles, um que
podemos destacar sao as paredes espectrais, que podem surgir em modelos onde impurezas
sao introduzidas. Para entender o que sao paredes espectrais, primeiro precisamos entender

alguns conceitos basicos.

Imagine que temos um campo, que é uma quantidade que pode variar em diferentes
pontos do espago. Exemplos desses campos incluem o campo elétrico, magnético ou até
mesmo campos associados a particulas subatdémicas. Agora, vamos pensar em um tipo
especifico, chamado campo escalar, que é um tipo simples de campo que possui apenas um
nimero (um valor) em cada ponto do espago. Por exemplo, a temperatura em cada ponto
pode variar: em alguns lugares pode estar mais quente, enquanto em outros pode estar mais
fria. Em certos sistemas fisicos, um campo escalar pode exibir uma propriedade conhecida
como simetria discreta, que permite ao campo adotar um nimero finito de valores distintos,
em vez de variar continuamente. Quando essa simetria discreta é quebrada, ou seja, quando
o sistema passa por uma transicao que elimina essa propriedade, podem surgir as chamadas
paredes espectrais. Essas paredes sao pontos no espaco onde o campo escalar faz uma
transicao entre dois valores diferentes, funcionando como uma fronteira entre duas regides

com valores diferentes do campo [8].

Para visualizar melhor, imagine um campo escalar que representa a magnetizacao
de pequenos imas em um material. Antes da quebra de simetria, todos os imas estao
alinhados na mesma direcao, indicando uma configuragdo uniforme de magnetizacdo. Apos
a quebra de simetria, causada por mudangas nas condi¢oes externas, como temperatura
ou campo magnético, a uniformidade é interrompida, e alguns imas podem alinhar-se em
direcoes diferentes. Isso resulta na formagao de regides onde a orientagdo magnética muda

abruptamente, criando estruturas conhecidas como paredes espectrais [3].

No presente trabalho, parede espectral é definida como o ponto no qual o modo de
oscilagao do kink entra no espectro continuo. Além deste fenémeno, surgem também as
chamadas paredes de vacuo, que é uma parede que corresponde a um dos valores de vacuo
do modelo original. Essa mudanca gera diversas interagoes novas, pois a parede espectral
interage diretamente com os sélitons, permitindo que alguns passem, outros fiquem presos

e outros sejam refletidos.

O modelo que estudaremos é chamado de modelo de impureza auto-dual ou modelo

com campo de fundo. Ele nos permite desligar completamente a forca estatica entre os
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kinks, o que facilita muito a analise. Para baixas velocidades, o processo de aniquilacao
¢ descrito por meio da aproximacgao da geodésica no espaco modular, que descreve o
comportamento de certas trajetérias no espaco de configuracao semelhantes as geodésicas.
Para velocidades maiores, a aniquilacao é explicada pela teoria de perturbacao linear,
onde a cada distancia entre os defeitos existe uma solugao estatica que representa um par

kink-antikink [9].

No Capitulo 2, estudamos os de campos escalares em (1+1) dimensoes. Em seguida,
obtemos as equagoes de movimento e mostramos como o método Bogomol'nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS) reduz a ordem das equagoes de movimento (equagoes diferenciais).
Ap0s isso, estudamos a estabilidade linear das solugoes a partir da introducao de pequenas
perturbagoes nas solugoes estaticas. Também revisamos os conceitos por tras do estudo de
defeitos topoldgicos e estudamos o defeito mais conhecido e amplamente estudado que é o
modelo ¢*. Onde, a partir do seu potencial, obtemos a solucdo da equacdo de movimento,
sua energia e carga topologica. Além disso, este modelo é de extrema importancia para o

estudo de paredes espectrais utilizando o modelo com impureza auto-dual no Capitulo 4.

No Capitulo 3 realizou-se diversas colisdes kink-antikink do modelo ¢*. Além disso,
examinou-se os diversos resultados que surgem nas colisoes desse modelo, como por exemplo
as janelas de two-bounce, a aniquilagdo e one-bounce. Tais estudos sdo fundamentais para
entendermos a diferenca entre o modelo ¢* padrdo e o modelo ¢* acoplado com impurezas

que é estudado posteriormente no trabalho.

No Capitulo 4 estudou-se um novo fenomeno: paredes espectrais, ou spectral walls.
Tal fendmeno surgiu apds o acoplamento do modelo ¢* & impureza. Varias colisdes foram
realizadas variando o parametro que controla a "forca'da impureza. Como esperado, vimos
que para amplitude nula, o modelo ¢* é recuperado. Além da parede espectral, surgiu
outro fendmeno intrigante conhecido como parede de vacuo, ou vacuum wall, que tem esse
nome pois surge onde o vacuo do modelo original esta presente, e também influencia o par
K K. Devido a presenca dessas paredes, o resultado das colisdes foram muito diferentes
das vistas no Capitulo 3. Além de surgir novos tipos de interagao, outros fenémenos sao

ausentes, como as janelas de two-bounce.

As principais conclusoes deste trabalho estdao presentes no Capitulo 5.
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2 Campos Escalares

No presente capitulo, estudaremos campos escalares em 141 dimensoes. Na se¢ao
2.1, abordaremos a equacao de Euler-Lagrange e obteremos a equacao de movimento. Em
seguida, utilizaremos o método de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) e discutiremos
a estabilidade linear das solucoes estaticas. Por fim, apresentaremos o modelo ¢*, modelo

este que serd 1til para os estudos dos capitulos posteriores [10].

2.1 Conceitos fundamentais

Desde o surgimento do eletromagnetismo em meados do século XIX, foi abandonada
a ideia de acao a distancia, e as interagoes fisicas passaram a ser descritas em termos
de campos. Estes campos sdo os responsaveis por transmitir informagoes através do
espaco. Podemos citar, por exemplo, os campos quanticos, quantico-relativistico e os
campos classicos [11]. Diversos sistemas fisicos sdo descritos por tais campos, como o
eletromagnetismo e a mecénica quantica [12]. Vale a pena citar os campos vetoriais, que
associam vetores a cada ponto do espaco, e os espinoriais, que sao usados para lidar com

particulas que possuem uma propriedade chamada spin.

Os campos escalares diferenciam-se dos demais por descreverem quantidades que
dependem apenas da posi¢ao no espaco, sem direcao associada, sendo fundamentais na
teoria de campos da fisica. Campos escalares sao estudados em diversas areas da fisica,
incluindo mecéanica quéntica, cosmologia e fisica de particulas. Em modelos onde a quebra
espontanea de simetria é possivel, as equagoes de movimento podem admitir solugoes que

sao conhecidas como defeitos topolégicos [10].

Para os casos com um tnico campo escalar, este é descrito como
— p
¢ = ¢(a"), (2.1)

onde z# é um quadrivetor no espago de Minkowski [13].

A acao que descreve este sistema em 141 dimensoes é dada por

5 — / L6, 8,6)dudt, (2.2)

em que L é a densidade lagrangiana do sistema, que é uma funcao do campo e de suas
derivadas. Um exemplo de densidade lagrangiana para um campo escalar real ¢, é dada
por [14]

£= 10,000 - V(o). (23)
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onde V(¢) é o potencial que depende do sistema fisico que estamos considerando. Ele
determinara o comportamento dindmico do sistema, ou seja, a maneira como o0 campo em

questao evolui ao longo do tempo e do espaco.

A partir da equacao de Euler-lagrange [15] obtemos a equagdo de movimento dada

por
2¢ 0% OV
— — — 4+ —=0. 2.4
92 o "9 " (24)
Tais solugoes devem obedecer as seguintes condi¢oes de contorno
Jim_o(@) = 6, 2:5)
e i
xgrinoo T 0. (2.6)

Tais limites garantem que a energia do sistema seja finita, pois estamos estabelecendo
condic¢oes para que a densidade de energia do modelo seja nula nos limites de integracao.

- . . . - .. . dv
E as solugoes ainda devem satisfazer, assim como as solugoes triviais, W) — (e

V(60) = 0 [16]. x

Essa é a equacao de movimento. Uma equagao diferencial parcial de segunda ordem.
Embora a obtenc¢ao da solucao para essa equacao seja complicada, podemos obter solugoes
nao triviais a partir da configuragao estatica deste sistema. Neste caso, a equacao (2.4) se
torna 2o dv

ol % (2.7)

Para resolver esta equagao, utilizaremos o método de quadratura, que tem como

objetivo reduzir a ordem da equacao [16]
dpd*¢p  dopdV
drdx®  dz dd’

d (1(dp\*\ dV(e)
d:v(Q (m))_ i &9

Desta forma podemos facilmente integrar dos dois lados da equacao

1 (do\> do
: (dx> =V(9) +C1 = 7 = £,/2V(¢) + C. (2.10)

onde C' = 2C;. Porém, para que a energia seja minimizada e, consequentemente, a solucao

(2.8)

seja estavel, essa constante C' deve ser nula.

2.2 Formalismo BPS

A formulacao de Bogomol'nyi, frequentemente associada a equacao de Bogomol'nyi-

Prasad-Sommerfield (BPS), é uma técnica importante na teoria de campos e na fisica de
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particulas, especialmente no estudo de solitons e defeitos topologicos. Essa formulagao
simplifica a analise de certas equagoes diferenciais nao lineares e permite a identificacao de
solugoes estaveis e de menor energia. A Equacao BPS é uma importante equacao diferencial
que surge em teorias de campo [17,18]. Uma das caracteristicas marcantes das solugoes
BPS ¢é que elas minimizam a energia dentro de uma classe especifica de configuracoes
de campo. Isto é, para qualquer configuragao que satisfaca as condigoes impostas pela
equacao de Bogomol'nyi, a energia associada sera a menor possivel. O que nos permite
encontrar kinks que representam transicoes espaciais entre diferentes estados de minima

energia.

Comegaremos estudando o tensor momento energia, que tem a seguinte forma [19]

1
T;w = ,u¢8u¢ = Nuv §aa¢aa¢ - V(gb) ) (2'11)
onde 7, representa a métrica de Minkowski, que ¢ obtido a partir da lagrangiana usando
a definicao
oL
T.,=—=——=0,0—nuL. 2.12
y2 a(auqs) ¢ nu ( )

A densidade de energia vai ser a componente temporal deste tensor, novamente

para configuragoes estéticas [16]

=3 (52) +V(0) = ot 213

Para obter a energia de uma dada configuragdao de campo, podemos simplesmente

integrar a densidade de energia em todo o espaco. Para este caso, essa integracao sera

2
oo |1 (do
E= / nde= [ 1S (5) +v
Dentre as possiveis solucoes da equacao acima, temos particular interesse nas
chamados de kinks [16].

dada por
dx. (2.14)

Considerando ainda os potenciais nao-negativos, podemos escrever em termos do
superpotencial
Lo
V(g) =3 W2 (2.15)

onde W, = 2% e W (¢) é chamado de superpotencial quando estd associado a teorias

super&metmcas [20].

O método BPS ainda nos possibilita escrever a energia para configuragoes estaticas.

Utilizando a Eq. (2.15), podemos reescrever a Eq.(2.13) como

o) = Q(jf) FV(9) = Q(j%m) Py, (2.16)
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substituindo (2.16) em (2.14), obtemos

e 1 (do 2 < de
E_/_OO5 (dx:tW¢,> da::F/oo W, (2.17)

de forma que a energia seja minima, o campo deve assumir

do
S =2, (2.18)
Logo 0o
B=7F [ CWode = F Wy = W)y _] = 1AW, (2.19)

onde as equacgoes de primeira ordem sao chamadas de equagoes de Bogomol'nyi, e E
é conhecida como energia de Bogomol'nyi [17]. Vale a pena destacar que as solugdes

fisicamente aceitaveis sao aquelas cuja energia é finita.

Ainda podemos classificar as solugoes a partir de suas caracteristicas topologicas [21].

Para isso, introduziremos a corrente topoldgica, que é dada por
1
JH = ie“”aygb, (2.20)

onde €" é o tensor de Levi-Civita em (1+1) dimensoes e o fator % é escolhido para que a
divergéncia da corrente topoldgica (ou seja, 0, J* se comporte de maneira desejada. Como
este tensor é antissimétrico, ou seja, €”! = —¢!® = 1, percebemos que a corrente deve ser

conservada: €*70,0,¢ = 0.

Utilizando o componente temporal da corrente topoldgica, podemos determinar
a carga. Inicialmente, é fundamental estabelecer essa componente, que corresponde

precisamente a densidade da corrente topoldgica, assim temos
0 o_ 1
=" = 000, (2.21)

Sendo a carga topoldgica entdo a integral da densidade de carga topoldgica em todo o
espaco

Q= [ (@6 = J6(00) ~ Jo(~0). 2.22)

Neste caso, podemos ter duas solugdes distintas: a primeira para ) # 0, que sdo para
valores do campo diferentes nas extremidades ¢(oo0) # ¢(—o0). E a segunda, para @) = 0,
que sao para valores de campo iguais nas extremidades. A diferenca fundamental entre elas
é que a primeira conecta dois minimos diferentes, sao estas as solucoes topolégicas. E a
segunda, sdo as solugoes nao topologicas que conectam um minimo a um zero nao-minimo

do potencial

A estabilidade das solugoes topoldgicas serd discutida a seguir.
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2.3 Estabilidade Linear

Em um sistema de equagoes nao-lineares, como o caso das solug¢oes da equacao de
movimento, é necessario analisar a estabilidade da solu¢ao. Uma pequena perturbagao em
torno de uma solugao estatica pode levar a um comportamento complexo e imprevisivel, se
o sistema nao for linearmente estavel. Introduzindo tais perturbagoes em torno da solugao

estatica, temos
o(x,t) = ¢s(x) + (2, 1), (2.23)
onde ¢4(x) é a solugao estdtica e n(x,t) representa uma pequena flutuagao em torno da
solugdo [16].
Substituindo (2.23) em (2.4), obtemos
*n P do, [dV]
d¢ d=os+n

A2 dr?  da?
Expandindo % em série de taylor Vy = V,(¢s + 1) e utilizando somente os termos de

= 0. (2.24)

primeira ordem no parametro 7, temos

do 06 96 "9 [06] " 06 0|, .
Substituindo (2.25) em (2.24)
0?n 0% ¢, OV(ds) [82\/]
— — + + = 0. 2.26
a2 di? da? oo o], , ., (226)
Para o caso estatico, ou seja, independente do tempo, sabemos que vale
d*¢s OV (o)
_ = 2.2
12 + 90 0, (2.27)
logo a nova equagao de movimento (2.26) se torna
0’n  0%n
-1 _Z1 = 2.2

onde V(z) = [%LZ% ¢ o potencial da equagao diferencial acima.

Para comecarmos a resolver esta equacao diferencial, primeiramente fazemos n =

J(z)T(t), uma vez que n depende de ¢ e z [22]. Desta forma, chega-se a seguinte equagao

1 d*J(x)

1 T
J(z) dx? +V__W d? -

Como cada lado da equacao depende de varidveis independentes uma da outra, podemos

(2.29)

igualar toda a equacio a uma constante de desacoplamento [23], que chamaremos de w?.

Dessa forma a equacgao acima pode ser dividida em duas

1 d*J(x)

_ 2
J(@) da? +V=uw,, (2.30)
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e
1 d*T'(t) )
—— =w,. 2.31
T de _n (2:31)
A equagao (2.31) é do tipo oscilador harmonico [24,25], cuja solu¢ao conhecida é
dada por

T(t) = Ty cos(wt). (2.32)

A eq. (2.30) é uma equacao do tipo Schrodinger [26] e pode ser reescrita da forma

HJ,(x) = wp Ju(2), (2.33)
onde
78 & 2.34
H=—— .
d2 v, (2.34)

é o operador hamiltoniano. Notamos também que w,, sdo os autovalores e J,, as autofungoes
de H [27]. Se tivermos w? > 0, entdo w, ¢ real, logo a solugao serd estével. A solugio
também sera estavel para o caso w? = 0, porém com perturbagio constante no tempo. J4
para o caso w? < 0, entdo w, é imagindrio e teremos uma solucio instdvel. Desta forma
a estabilidade s6 serd garantida quando w? > 0. Quando w, = 0, é chamado de modo
zero [10,14].

Uma forma de garantir que w? > 0 ¢ verificando se H pode ser escrito como
H = §t§ [27]. Comegamos considerando potenciais que admitem a forma V = %Wg

Assim, obtemos
_ 2 2|1 (aw)’ 2 d [(dW PEW
H—‘dxz+d¢z[2<m>]—‘dx2+d¢<cz¢d¢z>' (2.35)

Por fim, temos

= ? W EW AW PW 2
H=—0n = s+ W2+ W W, 2.
i e der T de d 72 T Was + WeWoss (2.36)

Tal operador é conhecido como um hamiltoniano fatoravel na mecanica quantica supersimétrica

[28,29]. Isso quer dizer que pode ser fatorado como

H=5'3, (2.37)
onde y
St=—— 1 [W, 2.38
o T Wy, » (2.38)
‘ d
§— — + 2.
S= - Wosl,, (2.39)

sdo operadores em que ST é o conjugado hermitiano de S. Uma vez que

StS =

a2 EW\>  PW d d?
( > ﬁ - + W$¢ -+ W¢W¢¢¢, (240)

a2\ dg? i5° dr  dr?
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onde utilizamos (2.18).

Isso garante que Hé positivo uma vez que é o produto de dois operadores que
sao mutualmente adjuntos [26,27]. Podemos provar tal afirmagao a partir da mecénica

quantica calculando os valores esperados do operador H

(JalS'S|Tu) = (ulewn | Ju) (2.41)
Com o operador identidade I =3, | ;) (Jm|, obtemos

(Jo| J)w? = (J,|STS|],) (2.42)

O que nos leva a

Wi = D (Il S| T} (Tl SH ) = D2 (TSI T} P > 0 (2.43)

m

Logo, para qualquer autoestado .J, do operador H, seu autovalor sempre sera
maior ou igual a zero. Desse modo, concluimos que sistemas com um campo escalar real
descrito por potenciais nao-negativos admitem solucoes estaticas que minimizam a energia

(solugoes BPS) e sdo linearmente estéveis mediante pequenas perturbagoes.

2.4 Defeitos Topoldgicos

Os defeitos topologicos sao observados em uma variedade de modelos que sofrem
quebra espontanea de simetria, originando solugoes classicas das equacoes de movimento.
Sua presenca ¢é evidente no estudo das transicoes de fase em materiais, abrangendo desde as
mudangas de estado entre liquido e gds, como a formagao de bolhas durante a ebuli¢ao [30],
até as transi¢oes magnéticas em materiais ferromagnéticos [31]. Além disso, os defeitos
topologicos tém implicagdes praticas em tecnologia de materiais, especialmente em relagao

a materiais topolégicos com propriedades eletrdnicas unicas [32].

Na cosmologia, a presenca de defeitos topologicos, como cordas cosmicas e monopolos,
podem deixar assinaturas observaveis na radiagao césmica de fundo e na distribuicao de
matéria no universo, fornecendo pistas importantes sobre a evolu¢do do cosmos [1]. J& em
teorias de campo de particulas, os defeitos topoldgicos podem surgir em transi¢coes de fase

e influenciar a estrutura e interagoes das particulas fundamentais [33].

Nessa secao, estudaremos um modelo cujas solugoes para as equagoes de movimento
sdo chamadas de solugdes topoldgicas. Como estudado anteriormente [6,16], para que estas
solugoes surjam, o potencial precisa ser limitado inferiormente e tais teorias precisam

apresentar mais de um estado de vacuo, ou seja, possuir mais de um minimo [34].
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2.5 Exemplos de Defeitos Topoldgicos

Modelo ¢*

O modelo ¢* e outros modelos derivados j4 foram estudados abundantemente, como
pode ser visto em [6,35-38]. O potencial do modelo ¢* é dado por
A/, 2\ 2
Vie) =5 (> —¢")", (2.44)
onde A é uma constante de acoplamento que controla a for¢a da interacao no modelo e a é
uma constante que define a posicdo dos minimos e maximos do potencial. Este potencial

pode ser visto na Fig. 1, e apresenta minimos em ¢ = =+a.

Grafico de V(¢) paraa= A =1
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Figura 1 — Potencial para o modelo ¢*

Substituindo o potencial em (2.15), temos

W, = 2V(6) = W = [ A~ Vo= VA (a2q§ - ;¢3> | (2.45)

Em que W (¢) é o superpotencial do modelo [10].

Substituindo o potencial V(¢) na equa¢ao de movimento, ficamos com

Fo Fo VP66 ., s
5 "3 T os ~ v~ gw (@ - =0 (2.46)

Vimos anteriormente que para campos estaticos para (1+1)D vale (2.7). Logo a

equagao acima ira se reduzir para

82
am‘f = —2\%¢ (a® — ¢?) . (2.47)
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Utilizando a Eq. (2.18), obtemos

do _ 2 2
%—iW(b—i\/X(a - ¢%). (2.48)
Integrando tal equacao, nos leva a
¢(r) = fatanh (a\/X(x - m0)> : (2.49)

onde o sinal positivo representa um kinks e o sinal negativo representa um antikink. Tais

solugoes podem ser observadas na Fig. 2.

Kink Antikink

a0

0.5

-0.5

(x)

0.5

-0.5

Figura 2 — Kink e Antikink, respectivamente, do modelo ¢* para A =a =1 e 29 = 0.
Note pela figura que tanto o kinks quanto o antikink convergem para os vacuos do

sistema.

A densidade de energia associada ao kinks é dada pela relagdo (2.14), onde p é

dado por
IR AP WIS
p—2<dx> +§(a -¢?). (2.50)
Sabemos que para o caso estatico, vale
d
di = VA(a® — ¢?). (2.51)

Logo a densidade de energia (2.50), se torna
p = Aa* —2a*¢* + ¢*). (2.52)

Agora basta substituirmos ¢. De forma simplificada, ficamos com a densidade de energia

do modelo ¢*, assumindo a seguinte forma

p = Aa* sech* (aVA(z — x9)). (2.53)
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Substituindo a densidade de energia encontrada em (2.14), podemos enfim obter a
energia do kink/antikink
B 4a3v/\

E = /_O:O [/\a4 sech*(aVA(z — xo))} dx = 5 (2.54)

Percebemos assim que a energia é finita. A energia também pode ser obtida

utilizando o superpotencial e as condigdes assintéticas dos campos [39]. Dessa forma,

43/ )
¢>—>—a} -3

ficamos com

E=+[[Wyl,,, — [Wy : (2.55)

d—a

Como foi discutido anteriormente em 2.2, o carater topologico do sistema pode ser
especificado por meio do valor da carga topoldgica. Entao a carga deve ser diferente de

zero afim de obtermos uma solugao topoldgica. Para isso, basta calcularmos

Q= 50(00) — 30 (~0) =a (2.56)
Como a carga nao ¢ nula, chamamos a solucgao de topolédgica, ou seja, conecta dois minimos.
Seguindo o que fora estudado ao longo deste capitulo, analisaremos agora a
estabilidade linear da solugao. Tendo em vista a equagao de Schrodinger (2.30)
_d?J(x)
dx?

+VJ, = J(x)w?, (2.57)

onde V é dado por

v = [5] = as (G- ) =npr-@). e

Lembrando que ¢, representa o caso estatico.

Logo (2.30) se torna

d*J,

 da?

onde w,, sao os autovalores. O potencial acima é conhecido como potencial de Poschl-Teller
modificado [40].

+ Ma?(4 — 6sech®(aV Az — 20)))Jn = Jpw?, (2.59)

Para o autovalor nulo (w,, = 0), também conhecido como modo translacional, temos
da equacao acima
2
_d*Jy
dx?

Que ao resolver, obtemos

+ Xa*(4 — 6sech®(aV Az — x0)))Jo = 0, (2.60)

Jo = \/isechz(aﬁ(a: —x0))- (2.61)

O segundo autovalor discreto de (2.59) é chamado de modo vibracional e possui o

valor conhecido de wy; = V3 [41], cuja autofungao é dada por

Jy = \/gtanh (aV A& — 1)) sech (aV Az — x)) (2.62)
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3 Colisdes do Modelo ¢*

Neste capitulo, iremos analisar em detalhes o processo de colisao no modelo ¢*.
Estudaremos a interacao entre kinks, que sdo configuracoes espaciais estaveis do campo, e
exploraremos efeitos de uma série de fendmenos intrigantes. Estas estruturas desempenham
um papel crucial na compreensao de fendmenos topolégicos. Primeiramente, a dindmica das
colisoes depende significativamente da energia e da velocidade das particulas envolvidas.
Em altas energias, o fenomeno de auto-interacio ¢* se torna dominante, levando a efeitos

nao-lineares notaveis que podem ser encontradas em [8,12].

Solitons sao solugodes das equacoes diferenciais nao lineares que surgem em uma
variedade de contextos na fisica [42]. Essas solugdes tém uma caracteristica notavel: elas
mantém sua forma e velocidade ao longo do tempo, mesmo quando interagem umas com
as outras [43]. Em outras palavras, os solitons sdo ondas autossustentaveis que nao se
dispersam nem se deformam durante a propagacao. Ja as solugoes de equagoes diferenciais
nao lineares que possuem uma estrutura topolégica sao chamadas de kinks, que sao solugoes
de equacoes diferenciais parciais que representam transicoes entre diferentes estados de

VACuo.

Iniciaremos a andlise das interagoes kink-antikink em (141) dimensoes no modelo
#*. O potencial da teoria é dado por (2.44)

A 9\ 2
Vie)=5(1-¢") . (3.1)
Cujas solucoes estaticas sao dadas por
o(x) = £ tanh(V\(z — x9)), (3.2)

onde x( é o centro do kinks e a = 1, o que claramente nos leva aos minimos ¢ = +1.

Para estudarmos a colisao desse modelo, precisamos que as solugoes se movam
com velocidade |v|, uma em direcdo a outra. Para isso, devemos adicionar o boost de
Lorentz [44,45] em (3.2)

6(z) = £ tanh (yVA(z — 2o F vt)) (3.3)
onde v = ﬁ é o fator de Lorentz e v = v/¢, onde ¢ é a velocidade da luz no vécuo.

Para realizarmos as colisoes, é necessario que os kinks estejam a uma distancia
minima, que tem como objetivo nao gerar interagoes entre o par kink-antikink. Dessa

forma, a configuracao inicial do par é dada pelo perfil do campo ¢ [6].

&(2,0) = ¢ (T + 20,v,0) — o (x — 29, —v,0) — 1, (3.4)
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Figura 3 — Kink e Antikink com velocidade v

e outra para sua derivada em fun¢do do tempo
¢($,O) = éK(a:_F:EOa/UaO) - éK(x_l'Oa_/UaO)? (35)

onde v se refere a velocidade inicial, e o sinal negativo representa a aproximacao dos kinks.
O —1 na Eq. (3.5) é crucial para garantir que o par kink-antikink conecte os minimos
do potencial. A Fig. 3 representa o esquema da configuracdo para o par com zy = 5 e
A=a=1.

Para estudarmos a evolugao temporal desse sistema, se torna necessario resolver
discretamente a equacao de movimento. Um dos métodos utilizados é o conhecido Runge-
Kutta [46], que tem como objetivo a resolugao de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
e equagoes diferenciais parciais (EDPs) com boa precisao. Ele consiste em subdividir o
intervalo de tempo em passos menores, e utilizar uma combinacao ponderada de avaliagoes
da derivada da funcao, no inicio e meio do intervalo, para calcular a nova estimativa da

solucao.

Além disso, também utilizamos o método diferencas finitas, que também é utilizado
para resolver equagoes diferenciais. Essa abordagem divide o dominio da funcao em uma
grade finita de pontos, aproximando as derivadas por diferencas entre os valores desses
pontos discretos. Ao discretizar o dominio, as equacoes diferenciais sao transformadas em

um sistema de equacoes algébricas, que podem ser resolvidas computacionalmente.

Os resultados das colisdes sdo principalmente associados a variagao da velocidade
inicial. Por exemplo, para grandes velocidades iniciais, o par kink-antikink interage uma
Unica vez e se separa, esse output é conhecido como reflexdao ou ainda one-bounce. No
entanto, para pequenas velocidades, o par permanece armadilhado. Esse comportamento é

conhecido como bion. Além disso, para velocidades intermediarias, os kinks colidem duas
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vezes antes da completa separacgao, resultado esse conhecido como two-bounce. Para as

colisOes a seguir, utilizamos A =1 e zy = 12.

Na Fig. 4 temos o comportamento de reflexdo para v = 0.4, cuja unidade é a
velocidade da luz no vacuo c. Neste caso, o par kink-antikink se aproxima e colide apenas
uma vez e logo em seguida se separam. Para estes casos, considerando a natureza nao
integravel da teoria, ou seja, cuja solugdo ndo pode ser obtida analiticamente, a velocidade

inicial serd maior que a velocidade final [6,10]. Essas sdo as colisdes ineldsticas.

160
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Figura 4 — Evolucao do campo no espago-tempo para v = 0.4

Nas Fig 5 (a) e (b), observamos comportamentos de colisdes do tipo bion para
v =0.18 e v = 0.222, respectivamente. A figura representa o campo escalar no centro de
massa ¢(x = 0,t). Nés podemos perceber que apds a aproximagao e colisao dos kinks, o
campo muda do vacuo ¢(0,t) = 1 para oscilagdes em torno do vacuo adjacente. Importante
destacar que o processo emite radiagao escalar e apos longo periodo colidindo, os kinks

irdo se aniquilar.

Como mencionado anteriormente, ha uma faixa de valores de velocidade inicial em
que os kinks colidem duas vezes antes de escaparem para o infinito. Esse comportamento é
caracteristico de modelos nao-integraveis [10]. Nesse caso, os kinks comegam o processo
de separacao apds o primeiro impacto, porém o par nao tem energia cinética suficiente e
volta a colidir. Logo apds a segunda colisao os kinks se afastam e nao voltam a interagir
novamente. As Figs. 6 (a) e (b) representam o campo escalar no centro de massa em fungao
do tempo e a evolucao do campo no espago-tempo, respectivamente, para v = 0.2386. Na

Fig. 6 (a) observamos que o par se aproxima até um primeiro salto ( bounce), passando do
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Figura 5 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) para (a) v = 0.18 e (b) v = 0.222

vacuo ¢(0,t) = 1 para o adjacente em ¢(0,t) = —1. Em seguida, os kinks oscilam e voltam
a interagir, o que da origem a um novo pico no grafico. Essas oscilagdes entre os dois picos
maiores representam a localizacao de cada janela de two-bounce. Por exemplo, na Fig. 6

(a) ha 3 oscilagoes, portanto essa colisdo pertence a terceira janela de two-bounce.
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Figura 6 — (a)Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) em funcao do tempo, com
v =0.2386 e (b) a evolugdo do campo no espago-tempo

As oscilagoes entre os bounces, que determinam a localizagao (ordem) da janela
de two-bounce, é definida por um numero inteiro m. Portanto, quando temos m = 1,
significa que a apenas uma oscilagdo entre os saltos, consequentemente, pertence a primeira
janela de two-bounce. A Fig. 7 (a) para v = 0.1930, corresponde a um comportamento
de two-bounce na primeira janela pois existe apenas uma oscilacdo (ponto de minimo)
entre os dois saltos maiores. Na Fig. 7 (b) também temos um resultado com duas colisoes,
porém agora ela esta localizada na segunda janela de ressonancias. Isso esta relacionado
as duas oscilagdes menores (m = 2). Agora, para v = 0.2382, observamos um resultado

corresponde a terceira janela, uma vez que temos m = 3, como mostrado na Fig. 7 (c).

Com base nessa estrutura de janelas de two-bounce, que pode ser caracterizada por

m, ilustramos na Tabela 1, os resultados numéricos das primeiras oito janelas de ressonancia.



28

9Ot
9(0.1)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t t

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Figura 7 — Campo escalar no centro de massa ¢(0, t) em func¢ao do tempo com (a) v = 0.193,

(b) v =10.2286 e (c) v = 0.2382

A primeira coluna corresponde a ordem da janela, v; e vy indicam, respectivamente, o

primeiro e o ultimo valores onde sera observado o two-bounce e Av = vy — vy representa a

largura. Perceba que, a medida que a velocidade aumenta, a espessura das janelas diminui.

Tal comportamento ird perdurar até alcangarmos um valor de velocidade critica (ver).

Para o modelo ¢*, 0 ve; = 0.2589 [10], ao qual, acima desse valor, s6 ocorre espalhamento

do tipo one-bounce.

U1 Vg Av
0.1922 | 0.2030 | 0.0108
0.2237 | 0.2286 | 0.0049
0.2368 | 0.2392 | 0.0024
0.2438 | 0.2452 | 0.0014
0.2479 | 0.2488 | 0.0009
0.2505 | 0.2511 | 0.0006
0.2523 | 0.2527 | 0.0004
0.2536 | 0.2538 | 0.0002

IR I U Y

Tabela 1 — 8 primeiras janelas de Two-bounce para o modelo ¢*

Outro resultado interessante sao os comportamentos de maior ordem de colisdo.

Assim como as janelas de two-bounce se aglomeram préximo as janelas de one-bounce, o
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mesmo acontece para as janelas de three-bounce, que por sua vez, aglomeram-se proximo as
janelas de two-bounces. O mesmo ocorre para as janelas de four-bounce e assim por diante.
Portanto podemos concluir que as ressonancias de n-bounces diminuem sua espessura e
aglomeram-se préximo as janelas de n — 1. Esse resultado é conhecido como estrutura
fractal [6].

A Fig. 8 mostra os resultados para colisdes do tipo three-bounce. Nas figuras
observamos o campo escalar no centro de massa em relagdo ao tempo para v = 0.233 Fig.

8 (a) e v =0.249 Fig. 8 (b).

9(0.1)
9(0.1)

-05 -0.5

. . L . . 2 . . . L . . L . .
0 50 100 150 200 250 300 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t t

Figura 8 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) para (a) v = 0.223 e (b) v = 0.249

A explicacao do fenémeno de two-bounce esta diretamente ligada a troca de energia
entre o modo translacional e o modo vibracional dos kinks, conhecido como mecanismo de
troca de energia ressonante [47]. Na primeira colisdo, uma parcela da energia cinética é
armazenada no modo vibracional dos kinks, e em seguida os kinks se afastam. Porém, o
par nao tem energia suficiente para se afastar completamente e voltam a colidir. Durante
a segunda colisao, parte da energia previamente armazenada no modo vibracional volta ao

modo translacional, permitindo que os kinks possam escapar.

O mecanismo de troca ressonante deve obedecer a seguinte relacao
w1 T = 2mn + 4, (3.6)

onde T' ¢ o intervalo entre as colisoes, n um ntmero inteiro que representa as janelas de

two-bounce, wy € a frequéncia e 9 a mudanca de fase.

Afim de elucidar a ideia por tras desse mecanismo, precisamos obter os modos
translacional e vibracional do modelo. Para isso comecamos introduzindo pequenas
perturbagdes em torno da solucao estatica ¢(z,t) = ¢s(x) + n(x,t). Substituindo essa
expressao na equacao de movimento, e levando em consideracao apenas os termos lineares
de n(z,t), ficamos com a seguinte equagao

Pn  0*n  dP¢, [0*V 0*V
a2 d  dr2 Clagz| T o
=05 =05

=0, (3.7)
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onde ¢4(x) é a solucao estdtica e n(x,t) representa a pequena perturbagcao.

Fazemos agora n(z,t) = n(z)e™!, que ao substituir em (3.7), nos leva a seguinte
equagao
0 Yy = (3.8)
- T)n = wn. :
A2 n n

Note que esta ¢ uma equagao do tipo Schrodinger, cujo novo potencial foi obtido em (2.58)
V() =2A(3¢” - a?). (3.9)
Substituindo ¢ = tanh(x), com A = 1, obtemos
V(z) = 4 — 6sech?(z). (3.10)

Esse modelo possui dois modos discretos, e o modo continuo com frequéncia

angular [48]

wr = VK2 + 2. (3.11)

O primeiro modo discreto é o modo de frequéncia nulo wy = 0, também conhecido
como modo translacional. O segundo modo discreto é chamado de primeiro modo excitado
ou ainda de modo vibracional do kinks w? = 3 [7,41]. Sendo este modo interno fundamental

para o armazenamento de parte da energia durante a primeira colisao do par kink-antikink.

(0, 1)
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r0.0
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Figura 9 — Estrutura de ressonancia do modelo ¢*

A fung¢ao de onda associada ao primeiro estado excitado é dada como se segue

3 sinhzx

- 3.12
2 cosh? z ( )

3
n= itanhmsechm =
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A Fig. 9 mostra o comportamento das janelas de ressonancia do modelo, onde
cada linha horizontal vermelha representa uma colisdo. A partir da velocidade critica
ver; = 0.2589, ocorre apenas uma colisdo. Esse ponto é justamente onde a segunda linha
horizontal, que representa a segunda colisdo, diverge. Também podemos notar pela figura,
os intervalos onde ocorrem somente duas colisoes. Como notamos na Tabela 1, essas janelas

de two-bounce vao ficando cada vez menores até o ponto em que deixam de existir.
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4 Paredes Espectrais

Em modelos nao integraveis, o estudo sobre as interagoes de kinks e sua aniquilagao
foram apenas parcialmente resolvidos. Existem alguns pontos que dificultam o completo
entendimento das estruturas formadas durante a colisao. Podemos destacar, por exemplo,
a forca estatica aplicada a cada defeito. Além disso, os modos internos e a radiacao

contribuem para a complexidade do processo [9].

O estudo da dinamica de sélitons topoldgicos teve um avango com o advento do
modelo BPS com impurezas, também chamado de impureza auto-dual [49]. Este modelo
nos permite estudar as interagoes entre os sélitons sem a presenga de forgas estaticas entre
os mesmos. Além disso, possui um espago com solugoes estaticas equivalentes, que sao
solugoes de uma equagao BPS, ou seja, possui um espago de médulos nao trivial [50]. Porém,
estes kinks ainda interagem entre si através dos modos internos, quando presentes no
modelo. Isso significa que, nestes casos nao podemos descreve-lo usando uma aproximagcao

da geodésica comum no espago modular, ja que devemos considerar a interacao entre eles.

Nestas situagoes, a interacao é descrita por meio da teoria de perturbacao linear,
que nos permite fazer uma andlise além da aproximagao da geodésica [9]. Isso nos leva a
fazer uma melhor descricao da dinamica entre estes solitons, além de casos onde o espago
modular para o caso em 1+1 dimensoes com impurezas se assemelha aos encontrados no

estudo para mais dimensoes [51,52].

Como fora visto em [9,53], o uso da teoria de perturbagdo linear nos revela
um fendmeno conhecido como paredes espectrais ou spectral walls, que sdo estruturas
topoldgicas que surgem quando ha uma transicao de fase em um sistema fisico. Essas
transi¢oes de fase ocorrem quando um sistema muda de um estado de vacuo ou de equilibrio
para outro. De forma simples, parede espectral é uma divisao no espaco definida pelo
ponto onde o modo de oscilagao do kinks sai do espectro discreto e entra no espectro

continuo.

Os modelos com impurezas auto-dual sdo de grande ajuda, uma vez que nos dao
a chance de estudar as interagoes entre os kinks de forma evolutiva. Isso significa que
podemos comecar estudando o problema de maneira mais simples e adicionarmos as

interacoes a medida que avangamos.

Neste capitulo estudaremos o modelo ¢* acoplado & impureza, que tem como
principal objetivo entender o processo de colisao kink-antikink além da aproximacao do
fluxo da geodésica. E por fim, iremos comparar os resultados obtidos com os que ja estao

presentes em artigos recentes na literatura [9,53].
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Neste modelo temos o prepotencial U(¢)

1 2
U(d)):ﬁ(l—qﬁ), (4.1)
onde este prepotencial pode ser escrito em fun¢ao do potencial U(¢) = /V(¢)

A impureza o; é adicionada ao modelo [53]

o; = %tanh(x) -1, (4.2)

que é uma impureza nao localizada e tem como parametro de controle j € R.

A energia total dos modelos de impureza auto-dual em 141 dimensdes ¢ dada
por [9]
1 1
E= /_OO {2@2 + S0+ U+ 02U + V20,U 6, + 207 | do. (4.3)

E importante destacar que o modelo se reduz a teoria ¢* quando a impureza o; — 0.

O acoplamento com a impureza leva a um setor BPS estatico, desta forma o
potencial possui ao menos dois minimos. O tensor momento energia é dado por (2.11), e a

lagrangiana do modelo auto-dual é dada por

L) = [ [502 = 5060+ Vaoi)| v (4.4
J& para o caso estatico, a energia se torna
E = /_ O:O Bgﬁi + U+ 02U + V20U, + QUQJJ} dz, (4.5)
que pode ser reescrita como:

= [T [5 (64 VAW + VEWe,)" - VWS,

d. (4.6)

Para que a energia seja positiva e diferente de zero, precisamos que a seguinte

inequacao seja verdadeira
oo 1 00
/ {2 (6 +v2U + \/§U0j)2 —~ ﬁngsx} > — / V2U ¢, dz. (4.7)

Onde podemos, por uma simples substituicao, transformar a integral em todo o

espago em uma integral entre os minimos do potencial (¢_ e ¢, )

[ VAU = - /¢ ¢ VIQU(6)do, (4.8)

onde () representa a variacao total do campo entre seus valores assintoticos. E é essencial
para garantir que a integral sobre o espacgo possa ser corretamente transformada em uma

integral sobre o campo.
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De (4.7), ainda temos a equagao de Bongomol’'nyi dada por

¢ + V2U + V20U =0. (4.9)

Ao substituirmos o potencial e a impureza (4.2) em (4.9), obtemos a seguinte

equagao

do 2, (J 2\ _

%+1—¢ +<2tanhx—1)(1—¢>0, (4.10)
onde, apdés uma pequena algebra, ficamos entdo com uma EDO nao linear de primeira
ordem do . .

J J 2
— =—(z == h(z). 4.11
dz <2 2? >tan () (4.11)
Integrando dos dois lados, ficamos com
/2¢2di51 = /—j - tanh(z)dz, (4.12)
que nos leva a
—In(¢p—1)+In(¢+ 1) = c— j-In(cosh(x)), (4.13)

onde ¢ é uma constante.

Fazendo ¢ = In(—a) e utilizando a exponencial, ficamos com

1 —

o+l __—a (4.14)

¢—1  cosh!(x)

Isolando ¢ na eq (4.14), temos
a(¢p —1) a(¢ —1)
¢ cosh’ (z) ¢ cosh’ () (4.15)
Entao chegamos nas seguintes solugoes nao triviais

_a— cosh/(z) (4.16)

~ cosh?(z) +a’

Onde a € (1,00) corresponde a uma coordenada do espago modular. Além disso, outra

coordenada do espaco modular é introduzida a = —1 4 ¢/ onde X € R.

Podemos ainda escrever (4.16) em fungao do valor do campo na origem ¢(x = 0) =

do.
' = (14 ¢o) — (1 — ¢g) cosh® x
(14 ¢o) + (1 — ¢) cosh® z”

onde a = (14 ¢g)/(1 — ¢p) e g € (—o0, 1).

Na Fig. 10 temos a Eq. (4.16) para varios valores da coordenada do espago modular

(4.17)

X, que representam a configuracao inicial do par. Percebemos que quanto maior for o valor

da coordenada do espago modular, maior serd o afastamento entre o par kink-antikink [9].
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Figura 10 — Solugoes BPS para varios valores (-2 a 5) da coordenada do espago modular
X para j = 1.

Ja para X = 0, as solugoes se aproximaram e se aniquilaram descendo a ¢(0,t) = —1. E

para valores ainda menores, a solugdo chega a valores cada vez menores ¢ — —o0.

Quando a energia cinética do sistema é pequena, a evolugdo do mesmo pode
ser descrita por uma sequéncia de solugdes BPS que possuem a mesma quantidade de

energia [9]. Isso nos permite formular uma teoria efetiva que é representada como
1 =
L= —§M(a)a , (4.18)

onde M ¢ a integral em todo o espaco da derivada de ¢ em relacao a coordenada do espago

M;(a) = /_ o:o (d¢§§a))2 dz. (4.19)

A derivada de ¢ é dada por

modular a

do(z,a) 2 cosh? ()

da  (cosh’(z) + a)?’ (4.20)
Logo ’
M;(a) = /Oo deosh®(a) (4.21)
! —o0 (cosh?(z) +a)t '

este parametro é conhecido como a métrica ou a massa do espaco modular.
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Para j = 1, podemos encontrar a métrica de forma analitica

o 4cosh?(x)
M,_y(a) = /
s=1(@) —oo (cosh(x) + a)*
4 4 9 4+ a? a—1
— m (A — 6 —10a“ — 6@17_a2 arctan 1_a2> . (422)
Com exce¢ao de quando a = —1, a métrica no geral é bem comportada [50].

E esperado que, para um par kink-antikink bem separados, a aproximacao da
geodésica tenha um resultado bem similar ao que temos na equagao de movimento. Para

encontrar tal equagdo, comegamos lembrando que para o caso estatico vale a equagao (2.2),

dada por
dp Jj J 2
— + =~tanhx — = hxz = 0. 4.2
dx+2tana: 2¢tanx 0 (4.23)
Derivando em relagao a x, obtemos
¢ J J 2
i (2 tanh(z) — §¢ tanh(:c)) =0, (4.24)
d*¢ 2 J o, do J o 19
= . sech — < .2¢— tanh(x) — = h =0. 4.2
) + 2 5 " sec (x) 5 ¢da: tanh(x) 2(;5 sech®(x) =0 (4.25)
Ainda da equagao (2.2), podemos simplificar
d . .
di = —% tanh x + %(bQ tanh . (4.26)

Substituindo a Eq.(4.26) na Eq. (4.25), ficamos com

d2 . . . . .
d:(,f + % sech?(x) — % - 2¢ (—‘;tanhx + %ng tanh x) tanh(z) — %(;52 sech?(z) = 0,
(4.27)
2 -2 ) .
Zx(f + 5 sech?(z) + %gb tanh?(z) — ‘%gb?’ tanh?(x) — %ng sech?(z) = 0. (4.28)
Sabendo das seguintes relagoes para as fungdes hiperbélicas
1
h*(z) = —5— 4.29
sech”(z) coshZ(2)’ (4.29)
e ’(2)
senh”(z
tanh*(z) = ——5—. 4.30
an (:C) COSh2<I') ( )
A equagao (4.28) assume a seguinte forma
dQ(b ] 1 . 2 -3 2 2
72 icoshQ(x) (1 + josenh”(x) — jo° senh”(z) — ¢ ) =0. (4.31)

Reescrevendo a expressao em parénteses, temos

(1 + j¢senh?(x) — j¢* senh®(z) — ¢2) = (1 —¢*)(1 + j¢senh®(x)), (4.32)
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dessa forma obtemos

_
cosh?(z)

o

da?

_g (1 — ¢*) (1 + josenh?(x)). (4.33)

Para o modelo estatico, sabemos que vale

2o _dv

g (4.34)

onde V' é o potencial.
Comparando (4.33) e (4.34), vemos claramente que vale a seguinte igualdade

v o1 P

— =————(1- 1 h . 4.35

d¢ 2COSh2(l')( ¢ )( +](Z§S€Il (.’IZ‘)) ( )
Substituindo este resultado em (2.4), obtemos a equagao de movimento completa do

modelo
1

cosh?(z)

0% B 0%
o2 0x2

— ‘; (1 —¢*)(1 4+ josenh?(x)) = 0. (4.36)

As simulacoes numéricas que mostram a existéncia das paredes espectrais serao

realizadas a partir da equacao de movimento a cima.

Seguindo os passos vistos no Capitulo 2, introduzimos pequenas perturbagoes em

torno da solugao estatica. Dessa forma, obtemos novamente as duas equagoes

1 d?J(x) i
TT@) daz VT (4.37)
e 1 &T)
TR der v (4.38)
Onde
-1 Sy R B S ¢ sinh?(z
V_[%?L% l&b( Y o2 () L IO h())>L¢; (4.39)

Ao substituirmos (4.39) na equagao tipo Schrodinger (4.37), obtemos

1 d*J Jo j 2 35°
— — “—tanh = ¢p?tanh®z = w? 4.40
J(z) dm2+cosh2(x) g ATt o7 tanh"z = w, (4.40)

Podemos observar como a frequéncia (w,,) se comporta em relagao a ¢y na Fig. 11.
Nela vemos o comportamento para as 5 frequéncias encontradas, incluindo o modo zero
em w = 0. Para valores pequenos de ¢q, as frequéncias, ou modos vibracionais, entram no

espectro continuo. Sao nesses pontos que observamos o surgimento de paredes espectrais.
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Figura 11 — Comportamento da frequéncia (w,) em funcao de ¢

4.1 Colisoes

Na presente secao vamos discutir sobre o fendmeno conhecido como paredes
espectrais, que surge através do processo de colisao kink-antikink com base nas Refs.
9,53, 54].

Além disso, estudaremos outro fendomeno que surge na evolugdo dos sélitons,

conhecido como parede de vicuo.

Inicialmente o kinks e o antikink encontram-se separados por uma distancia 2z, de
modo que nao exista nenhuma interacao entre eles. Em seguida, estes sao impulsionados
em direcao ao outro. Tal impulso surge ao utilizarmos novamente o boost de Lorentz, que
permite que os kinks e antikink se movam com velocidade v. A configuracao inicial do
problema é composta pelo par kink-antikink somando as funcoes de onda do modelo ¢*,
dadas pela Eq. (3.12)

din(z,t) = — tanh (“77@ — To— “z‘t)) + tanh (]7(% + @ + Wf)) L

2 2

sinh (j'y(eronrvit) )

sinh (J'V(x*l“ofvit)) .

2

AlCOShQ (M) cosunle = 7)) + AQtCOShZ (w) cos(wy(t — vix)),
2 2
(4.41)
onde A = —A;, que ¢ a amplitude do modo excitado, e a frequéncia w. Além da condigao

do campo ¢ precisamos também da derivada de ¢ em relagdo ao tempo, ou seja, (Zﬁ;n(ilj', t),
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dada por
yjvi(tanh((vi(z = 20))/2)° = 1)  ~juiltanh((vi(e +©0))/2)* = 1)
2 2
Aosywsinh((vj(z + 0))/2) sin(yw(—v;x)) +A17jvi sinh((vj(z — 20))/2)* cos(yw(+vix))
cosh((7j(z + x0))/2)? cosh((7j(x — w0))/2)?
Ayyjv; cos(yw(+v;x)) N Ajywsinh((vj(x — x0))/2) sin(yw(+v;x))
2 cosh((17(z — 70))/2) cosh{((7 (@ — 20))/2)?
_ Anjuicostw(-ua)) | Anjuisinh((05(a + )2 coslrwlva)) 1o
2 cosh((vj(x + x0))/2) cosh((vj(z + 0))/2)? '

Para analisar o processo de colisdo, foi utilizado o método simplético, que resolve as
equagoes diferenciais ao discretizar o tempo e calcular a evolucao do sistema em pequenos
passos. Para a dependéncia temporal, usamos o passo ot = 0.02. Utilizamos o método
diferenca finitas com N = 4096 com passo dx = 0.05. Definimos zy = 10 e a velocidade
como sendo v = 0.005, bem como j = 2 e a frequéncia w = /3. As colisdes kink-antikink

foram realizadas para varios valores de amplitude.

A Fig. 12 mostra o resultado da interacao entre os defeitos para A = 0.0102.
Perceba que o par se aproxima e, apdés um longo periodo, volta a se afastar. Esse
comportamento nao é observado no espalhamento ¢*. Outro detalhe a se ressaltar é
a forma como eles se afastam, ja que a curva se mostra muito mais suave do que as vistas
no Capitulo 3. Tais detalhes estao ligados a presenca da parede espectral que atrai o par
kink-antikink fazendo com que essa curva aconteca. & para o caso com velocidade nula

(v =0), o par ndo se aproxima o suficiente para sofrer interacao da parede.

Uma parede espectral nesse contexto, além de atrair o par, funciona de forma
efetiva como uma barreira fisica, um obstaculo na evolugao dos kinks [54], além de atrai-los.
Esse fendmeno surge quando o modo ligado entra no espectro continuo. Tal interacao
pode levar a trés possiveis resultados: (1) Quando a amplitude tiver um certo valor, que
chamaremos de amplitude critica A.. Nesse caso, o par ficard preso proximo ao ponto
na qual o modo entra no espectro continuo, formando uma solucao estacionaria [53]. (2)
Para A; > A, o soliton é refletido antes de poder interagir diretamente com a parede ou
sofrendo pouca interagao, como na Fig 12. E por fim (3), para Ay < A., onde os solitons

atravessam a parede espectral sofrendo pouca ou nenhuma interacao.

Para o caso em que temos uma grande excitacdo do modo ligado (Ay > A.), o par
kink-antikink é rapidamente refletido de volta como podemos ver na Fig. 13 para Ay, =
0.0109. Essa reflexao acontece devido a presenga da parede espectral em ¢(0,¢) = 0.36391,
que ¢ onde o modo de oscilacao do kinks entra no espectro continuo. Essa parede parece
mais visivel a medida que aumentamos a amplitude, e gera uma repulsdo no par, nao
permitindo que o mesmo atravesse a parede. Desta forma o par é refletido sem demais
interacoes. Perceba que diferente da Fig. 4, o par tem uma curva mais sutil e o campo

leva mais tempo para retornar ao seu valor inicial.
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Figura 12 — Evolugao do campo no espago-tempo para A, = 0.0102

e ]
) \/ |

05

(0.1
o

5000

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
t

Figura 13 — Para Ay = 0.0109 (a) campo escalar no centro de massa em func¢ao do tempo
e (b) Evolugao do campo no espago-tempo

Adicionalmente, também sao encontradas casos nos quais o par kink-antikink gasta
um tempo maior para se separar. O par K K se aproxima e visita o vacuo ¢g = —1, que
corresponde a um dos vacuos do modelo. Em virtude disso, essa parede localizada nesse
ponto corresponde a parede de vdcuo ( vacuum wall) [9]. Tal fendmeno pode ser observado

na Fig. 14. Perceba que ha uma repulsao do par devido a presenca da parede.

H& casos em que o par demora para chegar a ¢(0,f) = 1 devido a presenga da
parede espectral em ¢(0,t) = 0.36391. Tal parede também gera uma repulsdo, que faz
uma forga oposta a gerada pela parede de vacuo. Porém, devido a grande influéncia da

parede de vicuo e da outra parede espectral, que esta localizada em ¢(0,t) = —0.013, o
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Figura 14 — Para A, = 0.00983 Campo escalar no centro de massa em fungao do tempo e
(b) Evolugao do campo no espago-tempo interagindo com a parede de vacuo

par eventualmente retorna a ¢(0,t) = 1.

Além destes resultados, ainda existe a possibilidade do par atravessar tal barreira,
situacao essa que surge para valores baixos da amplitude. Os kink-antikink podem passar
apos sofrer alguma interferéncia da parede de vacuo, mas também podem atravessi-la
quase como se ela nem mesmo existisse. Isso acontece para valores ainda menores de A,.

Podemos observar os dois casos na Fig. 15.
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Figura 15 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) em funcdo do tempo para (a)
Ay = 00983 ¢ (b) Ay = 0.0090

Quando o campo chega em ¢(0,t) = —1 ele sofre um desvio para A = 0.00983
(veja Fig. 15a). Ja para valores mais baixos, a solu¢ao se torna cada vez mais préxima
da esperada, através da aproximacgao da geodésica, onde o caso para A = 0 é melhor

observada na Fig. 16, no qual tal aproximacao ¢é representada pela linha tracejada.

Para o caso no qual estamos trabalhando, espera-se que apareca uma parede
espectral que influencie o par kink-antikink. Essa parede deve estar localizada em ¢(0,t) =
—0.013 [54], que é onde 0 modo ligado entra o espectro continuo, como ji observado na

Fig. 11. E esperado que o par colida contra a parede e seja refletido. Além disso, espera-se
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também que para certos valores de amplitude, o par oscile ao redor de ¢(0,t) = —0.013.
Porém, percebemos que na Fig. 16 que existe pouca interacdo entre o par e a parede. Isso
acontece devido a presenca da parede de vicuo, localizada em ¢(0,¢) = —1, que gera uma
forca repulsiva no par, que é ainda maior do que a gerada pela parede espectral, fazendo

com que o par sofra uma forga resultante que o afasta de ¢(0,t) = —0.013.

Vale ressaltar que a parede de vacuo tem maior influéncia no par kink-antikink em
comparagao com a parede espectral [9]. Esse comportamento tem como consequéncia a

presenca da solugdo estaciondria do par para valores de campo préximos a ¢(0,t) = —0.013.

90,5
T

Figura 16 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) para Ay = 0.0090 (preto) até
Ay = 0.0125 (amarelo), e o caso Ay = 0 (linha tracejada)

Na Fig. 16, para alguns valores de A, (especialmente as linhas em azul), o par
demora para alcangar ¢(0,t) = 1 e isso se d& pela influéncia da parede de vicuo, que
exerce uma repulsao no par. Para os casos em que as paredes estdo mais espagadas, o par
kink-antikink fica preso entre as paredes espectrais. Porém, nesse caso a repulsao gerada
pela parede de vacuo, que é mais forte que a atracdo da parede espectral, faz com que a

forga resultante que leva o mesmo novamente para ¢(0,t) = 1.

Também foram realizadas colisdes com velocidade v = 0.009. Neste caso, tivemos
que aumentar a amplitude (que antes comegava A = 0.0090), uma vez que devido ao
aumento na velocidade, o par kink-antikink atravessa a parede de vacuo mais facilmente.
Na Fig. 17 realizamos as colisoes para Ay = 0.0175 até Ay = 0.0205 e os resultados foram
extremamente similares aos encontrados na Fig. 16; a parede espectral em ¢(0,t) = —0.013
fica quase que totalmente escondida devido a presenga da parede de vacuo em ¢(0,t) = —1,
que gera uma repulsao no par. E também existe a reflexao que ocorre no ponto no qual o par
(para grandes excitagoes) se aproxima da parede espectral localizada em ¢(0,t) = 0.36391.
Perceba que tal parede, devido a maior velocidade, so se torna evidente quando a amplitude

¢é consideravelmente mais alta do que a encontrada para o caso com v = 0.005.

Além disso, observamos um resultado diferente do obtido para v = 0.005. Para
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0.

Figura 17 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) para Ay = 0.0175 (preto) até
Ay = 0.0205 (amarelo). Com a parede de vacuo em ¢(0,t) = —1 e a parede
espectral em ¢(0,t) = —0.013

o caso com A, = 0.018246, o par kink-antikink chega a passar a parede de vacuo em
¢(0,t) = —1, mas retorna para o vacuo em ¢(0,t) = 1 como podemos observar na Fig.
18. Podemos atribuir tal resultado a velocidade mais alta, que permite que o par supere
por um breve momento a repulsao gerada a partir da parede de vacuo. Sendo assim o par

consegue retornar mesmo apoés atravessar a parede de vacuo.
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Figura 18 — Campo escalar no centro de massa ¢(0,t) para As = 0.018246.

Desta forma, nossos resultados se mostram condizentes com os resultados ja obtidos
em |9, 54], onde foram demonstrados os resultados para v = 0.005. J& para v = 0.009, os
resultados se mantiveram os mesmos, com o mesmo padrao de comportamento para o par
kink-antikink, porém com o valor da amplitude devidamente ajustado. Com a ressalva do
caso da Fig. 18, com o retorno do par para ¢(0,t) = 1, mesmo ap6s atravessar a parede de

vacuo em ¢(0,t) = —1.



44

5 Conclusao

O cerne deste trabalho consiste no estudo do modelo ¢* acoplado com impurezas.
Destaca-se o surgimento de paredes espectrais, que aparecem quando o modo de oscilacao
do kinks entra no espectro continuo, e de paredes de vdcuo, que surgem onde o vacuo do

modelo original esta presente.

No capitulo 2, abordamos os fundamentos dos campos escalares, destacando sua
importancia na descricao de fenémenos fisicos desde o surgimento do eletromagnetismo no
século XIX. Os campos classicos foram discutidos, com énfase nos campos escalares. Os
campos escalares, que descrevem quantidades dependentes apenas da posi¢ao no espaco,
sao fundamentais em diversas areas da fisica, incluindo mecanica quantica, teoria de
campos, cosmologia e fisica de particulas. A equacao de movimento para um campo
escalar foi apresentada, demonstrando sua natureza como uma equagao diferencial parcial
de segunda ordem nao linear. Apesar da complexidade na obtencao de solugoes, foi
destacado que é possivel obter solu¢des nao triviais a partir da configuragao estatica do
sistema, simplificando a equagao de movimento para uma equac¢do de primeira ordem,
facilitando sua resolugao. Essa simplificacao foi feita utilizando o método Bogomol'ny-
Prasad-Sommerfield (BPS) que é uma importante equagio diferencial em teorias de campo
quantico, especialmente em teorias de gauge. As solugbes BPS minimizam a energia
dentro de uma classe especifica de configuragoes de campo, caracteristica que as torna
fundamentais na fisica tedrica. Ainda foi desenvolvida a analise da estabilidade linear
das solucoes uma vez que estamos tratando de um sistema de equagoes nao-lineares, e

percebemos que as solugoes sao, de fato, estaveis perante a perturbagoes.

Apresentamos ainda os conceitos de defeitos topolégicos e focamos no modelo ¢*.
Obtivemos também a energia do kink de duas formas diferentes: a primeira a partir da
densidade de energia e a segunda, através da energia BPS, que foi encontrada a partir
do superpotencial. Identificamos que a andlise da estabilidade nos leva a um potencial
do tipo Poschl-Teller modificado que possue dois modos discretos. O primeiro autovalor
(wo = 0) é conhecido como modo translacional e o segundo (w; = v/3\) é conhecido como
modo vibracional, e sao de extrema importancia para a explicagdo quanto a presenca da

estrutura de ressonancia.

No capitulo 3, foi feita uma analise do processo de colisio do modelo ¢*. Para isso,
utilizamos o método Runge-Kutta. Tal colisao acontece quando impulsionamos o kinks e o
antikink um em direg¢do ao outro até que eles colidam. Os resultados dessa interacao sao
ricos e complexos e dependem diretamente da velocidade inicial. Para velocidades altas,

maiores que a velocidade critica v.; = 0.2589, ocorre a reflexdao, onde o par kink-antikink
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colide uma vez e logo em seguida se separam para o infinito (colisdes ineldsticas). Para
velocidades menores que a velocidade critica, destacam-se principalmente os bions, que
ocorrem quando o par permanece armadilhado, oscilando indefinidamente, e as janelas de
two-bounce. Tais janelas surgem para diversos intervalos de velocidade. O comportamento
de two-bounce acontece quando o par interage por duas vezes antes da completa separagao.
Tal resultado é explicado através do mecanismo da troca de energia ressonante entre a
energia translacional e o modo vibracional. Cada janela pode ser identificada a partir do
numero de oscilagoes que o par sofre antes da segunda colisao. Além disso, também pode
ser observado o comportamento de maior ordem de bounce, como por exemplo, quando o

par colide trés vezes antes do escape, resultado conhecido como three-bounce.

Por fim, no capitulo 4 estudamos o modelo ¢* acoplado com uma impureza, também
conhecido como modelo com impureza auto-dual. A presenca destas impurezas, que é
definida como o; = % tanh x — 1, é controlada pelo parametro j. A partir desse acoplamento
e da energia do modelo, sao obtidas as equacoes BPS, cujas solugdes nao triviais sao dadas
por ¢ = % O parametro a representa uma coordenada do espago modular que varia
de —1 a oo, e percebemos que quanto maior for o valor da coordenada do espaco modular,
maior serda o afastamento entre o par kink- antikink. Temos duas formas de descrever
o processo de colisao do par neste modelo: através da equacao de movimento e através
da aproximacao de geodésica. No presente trabalho utilizamos a equagao de movimento

completa e resolvemos numericamente.

O resultado mostrou a dependéncia direta da amplitude. O primeiro resultado, para
uma amplitude alta, o par é refletido por uma parede espectral localizada em ¢(0,t) ~ 0.5.
J& para valores intermediarios, o par consegue atravessar a parede espectral, mas ao chegar
em ¢(0,t) = —1 se aproxima ou colide com outra parede, chamada de parede de vdcuo, que
tem esse nome por se localizar no vacuo do modelo original. Nesse caso, devido a repulsao
gerada por esta parede, o par volta e retorna ao vacuo original em ¢(0,t) = 1. J4 para
valores ainda mais baixos da amplitude, o par consegue atravessar até mesmo a parede
de vacuo, e diverge para valores cada vez menores. E, devido a presenca desta parede de
vacuo, uma segunda parede espectral que estd localizada em ¢(0,t) = —0.013 se faz menos
evidente, uma vez que sua interagao sobre o par é sobrepujada pela forca exercida pela
parede de vacuo. Estes resultados foram obtidos para valores diferentes de velocidade, com
a ressalva de que para valores mais altos da velocidade, ha casos nos quais o par consegue

atravessar a parede de vacuo, porém ainda consegue voltar para o vacuo original.
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