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Resumo

A teoria de ideais integralmente fechados em anéis locais regulares bidimensionais (R, m)
foi introduzida pelo mateméatico Oscar Ascher Zariski. A motivagdo de Zariski foi dar um
significado algébrico para a ideia de sistemas lineares completos de curvas. Ele estudou
a classe dos ideais contraidos. Sabe-se que os ideais m-priméarios contraidos I de R sdo
caracterizados pela seguinte propriedade: (I : m) = (I : z) para algum z € m\m*.
Chamamos os ideais com essa propriedade de ideais completos e comparamos essa classe
com as classes dos ideais m-completos, basicamente completos e contraidos em anéis
locais regulares de dimensao superior a dois. Os ideais m-completos sao facilmente vistos
como completos. Neste trabalho, encontramos uma condicao suficiente para que um
ideal completo seja m-completo. Mostramos também que ideais completos, m-completos,
contraidos, integralmente fechados e normais sao todos equivalentes no caso em que o ideal
¢é de parametro. Encontramos uma condicao suficiente para que um ideal de parametro

basicamente completo seja completo.

Palavras-chave: ideal basicamente completo, ideal contraido, ideal completo, ideal m-

completo, propriedade de Rees, ideal integralmente fechado.



Abstract

The theory of integrally closed ideals in two-dimensional regular local rings (R, m) was
introduced by the mathematician Oscar Ascher Zariski. Zariski’s motivation was to give
algebraic meaning to the idea of complete linear systems of curves. He studied the class of
the contracted ideals. It is known that contracted m-primary ideals I of R are characterized
by the following property: (I : m) = (I : x) for some z € m\m*. We call the ideals with
this property full ideals and compare this class of ideals with the classes of m-full ideals,
basically full ideals and contracted ideals in regular local rings of dimension greater than 2.
The m-full ideals are easily seen as full. In this dissertation, we find a sufficient condition
for a full ideal to be m-full. We also show that full, m-full, contracted, integrally closed
and normal ideals are all equivalents in case of an ideal of parameter. We find a sufficient

condition for a basically full parameter ideal to be full.

Keywords: Basically full ideal, contracted ideal, full ideal, m-full ideal, Rees property,
integrally closed ideal.
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1 Introducao

A teoria de ideais integralmente fechados em anéis locais regulares bidimensionais
foi introduzida por Zariski em seu classico artigo [17], e pode ser encontrada em [16,
Appendix 5]. A motivagdo de Zariski foi dar um significado algébrico para a ideia de
sistemas lineares completos de curvas. Ele estudou a classe dos ideais contraidos. Tais
ideais, em anéis locais regulares bidimensionais, desempenham um grande papel na prova
do Teorema de Zariski, que afirma que o produto de ideais integralmente fechados é
integralmente fechado. O objetivo deste trabalho é estender alguns resultados sobre ideais
completos, m-completos, contraidos e basicamente completos para anéis locais regulares
de dimensao superior a 2. Até este momento, a classe destes ideais s6 foi amplamente

estudada na literatura no caso de anéis locais regulares bidimensionais.

Seja (R, m) um anel local com o ideal maximal m e suponha que o corpo residual

k = R/m seja infinito. (O caso em que k ndo é necessariamente infinito pode ser encontrado
m [15].) A seguir definiremos as classes de ideais mencionados no paragrafo anterior.
Um ideal I de R é dito m-completo se (mI : ) = I para algum r € m\m?. Quando for
necessario fazer referéncia ao elemento z tal que (m/ : ) = I, diremos que I é m-completo
em relagdo a x. Denotamos por p(I) o nimero minimal de geradores de I. Diz-se que
satisfaz a propriedade de Rees se p(J) < pu(I) para todo ideal J 2 I com Ag(.J/I) finito.
Um ideal proprio I é dito basicamente completo se nenhum conjunto de geradores de
I puder ser estendido a um conjunto minimal de geradores de um ideal que contenha
I propriamente. Assuma agora que R é regular. Diremos que um ideal m-primario [/
¢ contraido de R[m/z] se IR[m/x] N R = I para algum elemento regular z € m\m?.
Definimos a ordem de I como sendo o inteiro nao-negativo r tal que I C m", mas [ € m" ™1,
Denotaremos tal ordem por o(I). Por fim, diremos que I é um ideal completo em relagao
axem\m?se (I:m)=(I:x). Unm ideal I é dito completo se for completo em relacio a

algum z € m\m”.

Resumimos abaixo as seguintes implicagoes no caso de ideais m-primarios em anéis

locais regulares bidimensionais.

normal < integralmente fechado

(¢)

contraido < propriedade de Rees < m-completo < completo
(i)

basicamente completo ‘
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Em tais anéis, qualquer produto de ideais integralmente fechados é ainda integralmente
fechado. Em [15, Theorem 4], mostra-se ainda que I é m-completo se, e somente se, satisfaz
a propriedade de Rees, e se, e somente se, (1) = o(I)+ 1. Como lembramos na Proposigao
3.24, a igualdade (1) = o(I) + 1 equivale a dizer que o ideal I é completo. Finalmente,
estd provado em [12, Proposition 2.1] que um ideal é contraido se, e somente se, for
completo. A reciproca de (ii) ndo é sempre verdadeira (vide [10, Example 9.1]). O mesmo
ocorre a reciproca de (i); por exemplo, considere R = k[[X,Y]] onde k é um corpo,
I=(Y2YX3 XY em=(X,Y). E mostrado em [16, Example, p.388] que I é contraido,
mas ndo é integralmente fechado ja que Y X? € T\ I. O ideal I também é completo pois
u(I) =o(I) + 1 (vide Teorema 3.22).

Agora, resumimos no diagrama abaixo algumas implica¢oes entre as classes de
ideais m-priméarios para o caso mais geral em que R ¢ um dominio local mas nao é

necessariamente regular.

lideais normais |

(i)

’ ideais integralmente fechados ‘

’ideais Contraidos‘ ’ideais com propriedade de Rees k—{ ideais m-completos

v)
(vi) (

ideais basicamente completos‘

(viii)

ideais completos ‘

A implicagdo (i) segue por defini¢do, (ii) pelo Teorema [8, Theorem 2.4]. As
implicagdes (iii) e (iv) seguem pela Proposicao 3.9(a)(e) deste trabalho. Ja (v) segue por
[15, Theorem 3] e (vi) ocorre por defini¢ao (lembre que Ag(I/J) ¢é finito para todo ideal
J 2 I ja que I é m-primério). O item (vii) pelo Lema [3, Lemma 3.3] e (viii) segue do
Teorema 3.12 deste trabalho. No Exemplo 3.6, mostramos que um ideal completo nao
¢é necessariamente basicamente completo em anéis regulares tridimensionais e, portanto,

as implicagoes (iii) e (iv) acima ndo sdo reversiveis em tais anéis. Ideais basicamente
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completos também nao sao necessariamente completos, mesmo em anéis locais regulares

bidimensionais conforme mencionamos mais acima.

Organizamos este trabalho da seguinte maneira. Iniciamos com o Capitulo 2
apresentando alguns resultados bésicos de algebra comutativa que resultarao num melhor
entendimento da parte principal desta dissertacao, a saber, Capitulo 3, o qual foi motivado
pelo artigo [11]. Na Segao 3.1, fornecemos alguns resultados gerais sobre os ideais completos,
m-completos, basicamente completos e contraidos. Na Se¢ao 3.2 relacionamos os invariantes
o(I) e p(I). J4 na Secdo 3.3 procuramos obter relagoes entre as ordens o(I) e o(/ : m)
para dimensoes de R superiores a 2. Na Sec¢ao 3.4, um critério é dado para que um ideal
completo em relagdo a x implique que o seu produto por m também seja completo em
relacdo a x. No resultado principal da Se¢do 3.5, usamos um resultado de Goto (vide
[8, Theorem 3.1]) para mostrar que um ideal de parametro completo em um anel local
regular é normal. Quando (R, m) é um anel local regular bidimensional e I é um ideal
de pardmetro, é conhecido que I é completo se, e somente se, o(I) = 1 (vide Proposicao
3.24). Concluimos o Capitulo 3 com a Secao 3.6 provendo alguns resultados em dimensao
superior a 2 para ideais de parametro que sao basicamente completos ou tém ordem 1.
Além dos capitulos ja citados também fornecemos dois apéndices, onde o leitor menos

habituado com a teoria basica de algebra comutativa pode encontrar apoio.

Ao final, fizemos uma lista em Indice Remissivo com as principais palavras-chave
utilizadas no trabalho para facilitar a busca de algum conceito especifico. Vale ressaltar

que o Manual de Reda¢io Matemdatica [5] foi de bastante ajuda.



2 Preliminares

Neste capitulo traremos algumas definicoes e também alguns teoremas prévios
importantes para o desenvolvimento e compreensao da parte principal deste trabalho.
Como referéncias béasicas de dlgebra comutativa, recomendamos ao leitor interessado as
referéncias [1] e [13]. Também fizemos dois apéndices (Apéndices A e B) com alguns
fundamentos e ferramentas essenciais. Enfatizamos que ao longo de todo o contéudo,

consideraremos anéis comutativos e com unidade.

2.1 Sequéncias Exatas

Definicao 2.1. Seja a sequéncia de R-modulos e R-homomorfismos abaixo:
—>Mz—1 gMzE}MH—I — ...

Chamaremos essa sequéncia de exata em M; se Im (f;) = Ker (fi11). A sequéncia, como

um todo, € dita exata se for exata em cada M;. Em particular, temos:

(a) 0 — M’ Iy M 6 evata = [ € injetiva,
(b) M & M" = 0 ¢ exata < g é sobrejetiva;

(c) 0= M LM S M0 € exata & f € injetiva, g € sobrejetiva e Im f = Kerg.

Uma sequéncia do tipo (c) é chamada de sequéncia exata curta .

Exemplo 2.2. Sejam [ C J C L ideais de R. Entdo a sequéncia natural

J L L
0—>7—>7—>j—>0

¢ exata.

Exemplo 2.3. Sejam R um anel, I um ideal de R e x € R. Denotaremos I + (x)

simplesmente por (I,x). Provaremos que a sequinte sequéncia natural é exata:

0— (I:2)/I — R/I = R/I — R/(I,z) — 0. (2.1)

Vejamos por partes. Denotemos a aplica¢io (I : x)/I — R/I por g, a aplicagao
R/I == R/I por f e R/I — R/(I,z) por .
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o Afirmamos que Im g = Kerf.
(C) Seja g(y) € Img, onde y € (I : x). Entao yxr € 1. Além disso, g(y) = y. Dai,
f(y) =vyx = 0. Portanto, y € Kerf.
(D) Seja z € Kerf. Entdo, f(2) =0 = zx
que g(zZ) = z. Portanto, z € Im g.

0=z2r€l=z€(l:x). Notemos

e Afirmamos que Im f = Ker .

(C) Seja f(y) € Im f. Mas f(y) = yx. Notemos que 7(yT) = yx = 0 pois yx €
(x) C (I,z). Portanto, f(y) € Ker.

(D) Lembremos que (I,x) = I + (x). Seja zZ € Ker . Entio m(Z) = z = 0. Portanto,
z €I+ (x). Logo, z=b+ax, combe I eacR. Notemos que f(a) =ax = z pois
Z=bt+ar=b+azx=0+az =az. Logo, Z€Imf.

Proposicao 2.4. [1, Propositon 2.11] Seja 0 — My — My — -+ — M, — 0 uma

sequéncia exata de R-modulos. Entao, temos:

4n (=1)'\(M;) = 0.

2

Exemplo 2.5. Aplicando a Proposi¢ao 2./ a Equagao (2.1), obtemos
M = 2) /1) = MR/T) + AMR/T) = M(R/(I,2)) = 0.

Logo, N(R/(I,z)) = X\N({ : x)/I).

2.2 Sequéncias regulares e resolucoes livres

Defini¢ao 2.6. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Uma sequéncia T = (x1,xa,...,Ty)
de elementos de R é chamada sequéncia regular em relagdo a M, ou simplesmente

M -sequéncia, se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(a) O elemento x; ndo é um divisor de zeros para M/(xy,...,x;—1)M parai=1,...,n;

(b) M # (x1,...,x,)M.

Um elemento x € R € dito regular se este formar uma R-sequéncia.

Exemplo 2.7. e Seja um dominio integral R; qualquer f € R ndao nulo nos dd uma

sequéncia regular;

e Seja (R, m) um anel local reqular com ideal mazimal m. Entdo qualquer conjunto

minimal x1, o, ..., 2T, de geradores de m formam uma sequéncia reqular;
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o A permutacao de uma sequéncia reqular nao precisa ser uma sequéncia reqular. Sejam
k um corpo e x1 =x(y—1), 2o =y, x3 = 2(y — 1) € k[X,Y, Z]. Entao (x1, xa, x3) é
uma sequéncia reqular em k[ XY, Z] mas (x1, x3, x2) ndo o é. Entretanto, para anéis

locais, a permutacao de uma sequéncia reqular permanece uma sequéncia reqular.

Definicao 2.8. Sejam R um anel, I C R um ideal e M um R-mddulo. Se M # IM,
chamaremos de profundidade de I em relagdo a M, e denotaremos por depth(1, M),
o comprimento mdrimo n de uma sequéncia reqular xy,To, ..., T, € I. Caso M = IM,

convencionaremos depth(l, M) = oo. Se (R,m) for um anel local, por simplicidade,
denotamos depth(M) := depth(m, M).

Exemplo 2.9. Sejam k um corpo e R = k[Xy,...,X,] ou k[[X1,...,X,]] (o anel dos

polinémios ou das séries de poténcias formais). Entao,
depth((Xy,..., Xy), R) > n,
POIS X1, ...,T, € uma Sequéncia reqular.

Proposicao 2.10. Sejam R um anel, M um R-mddulo e T uma M -sequéncia. Entao uma
sequéncia exata

Ny 22 Ny 25 Ny 2% M — 0

de R-modulos induz uma sequéncia exata
NoJzNy 25 Ny JaNy 25 No/xNo 2% M/xM —s 0. (2.2)

Demonstracao. Por indugao, basta considerarmos o caso em que x = x consiste de um
tnico elemento x regular de M. Obtemos uma sequéncia da forma (2.2) ao tensorizarmos a
sequéncia original por R/(z) (vide [1, Chapter 2, Exercise 2]). Neste caso, ¢; ¢ definida por
W +— ¢;(w). Por [1, Proposition 2.18], segue que N, /zN; RN No/z Ny 2o, M/zM — 0
¢ exata. Assim, sé precisamos verificar a exatidao em N;/xN;. Se ¢,(y) = 0, entdo
$1(y) = xz para algum z € Ny e z¢o(2) = ¢o(zz) = 0. Como z ¢é regular, segue que
¢o(2) = 0, de modo que z € Ker ¢y = Im ¢y, logo existe y' € Ny com z = ¢1(y'). Segue-se
que ¢1(y —zy') = xz—x2z = 0. Entdo y — 2y’ € Im ¢, de maneira que y — xy’ = ¢o(a) para
algum a € Ns. Portanto, 7 =7 — 2t/ =y — 2y’ = ¢2(a) = ¢,(@) € ¢y(Ny/zN,), conforme
desejado. O

Proposicao 2.11. [2, Proposition 1.2.12] Seja R um anel local Noetheriano e M um
R-mdédulo finitamente gerado. Entao depth(M) < dim M.

Definicao 2.12. Seja R um anel local Noetheriano. Dizemos que M é um R-médulo de
Cohen-Macaulay se M # 0 e depth M = dim M, ou se M = 0. Se R € um R-moddulo

de Cohen-Macaulay, dizemos que R ¢ um anel de Cohen-Macaulay.
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Exemplo 2.13. ¢ Seja k um corpo. Como dim k[[ X1, ..., X,]] = n, seque do Exemplo
2.9 e Proposi¢io 2.11 que k[[X1, ..., X,]] é Cohen-Macaulay.

e Todo anel Artiniano tem dimensao zero (ver [1, Theorem 8.5]), logo é Cohen-

Macaulay.

Definicao 2.14. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Uma resolucao livre de M ¢é

uma sequéncia exata
Pkt 1 %0
oo — ey — Fpy— - — Fy — Fy— M — 0

com R-modulos livres F; para i > 0. Diremos que uma resolugao livre tem comprimento

finito n se F, = 0 para todo k > n en é minimo com respeito a esta propriedade.

Se (R,m) é um anel local, entao uma resolucao livre como acima serd chamada
minimal se ¢p(Fy) C mFy_y para k > 1 e b(M) := rank(Fy), k > 0, serd chamado de
k — th nimero Betti de M.

O teorema a seguir garante a existéncia de uma resolu¢do minimal livre e nos

mostra que os numeros de Betti estdo bem definidos.

Teorema 2.15. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente
gerado. Entao M tem uma resolu¢io minimal livre onde cada F; é finitamente gerado. O
rank de Fj, em uma resolucao minimal nao depende da resolucdo. Se M tem uma resolugao

minimal de comprimento finito n,
0 —F, —F,1— - —Fy— M —0,

e se

0 —G,—Gpn1— - —G — M-—0

¢ qualquer resolucao livre, entao m > n.

Demonstragao. Seja myq, ..., mg, um conjunto minimal de geradores de M e consideremos
a aplicacdo sobrejetiva ¢q : Fy := R — M definida por ¢g(ry,...,rs) = D52y rimy.
Pelo Lema de Nakayama (vide [1, Proposition 2.6]), my,..., ms induz uma base do
espago vetorial M /mM. Dessa forma, sendo K7 o nicleo de ¢g, temos K; C mFy. Como
K, é um submoédulo de um moédulo finitamente gerado sobre um anel Noetheriano,
segue que K; também ¢é finitamente gerado. Seguindo o raciocinio ja feito, podemos
encontrar uma aplicacao sobrejetiva F; := R® — Kj, onde s; é o nimero minimo de
geradores de K. Seja ¢ : Fy — Fy definido pela composi¢cao F; — K; — Fj. Pelo fato
de K7 C mFy, obtemos ¢;(F;) C mF,. Construimos até o momento a sequéncia exata

F N Fy 9% M — 0. Continuando dessa maneira, obtemos uma resolucao minimal livre
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para M. Para mostrarmos a invariancia dos nimeros de Betti, consideraremos as duas

seguintes resolugoes minimais de M:
LR 2L By S M 0
G Gy 2 M 0.

Temos Fy/ mFO M / mM ° Gy /mG, onde ¢y e 1)y sdo induzidas por ¢ e ¥y respectivamente;
portanto, rank(Fy) = rank(Gy). Sejam {f1,..., fs,} € {91, ..., s, }, respectivamente, as
bases de Fy e Go. Como {t0(g1), ..., %0(gs,)} gera M, temos ¢o(fi) = 372, hij-vo(g;) para
algum h;; € R. A matriz (h;;) define uma aplicacao fy : Fy — Gy. A aplicagao induzida
fo : Fo/mEy, — Go/mGy é um isomorfismo. Em particular, temos det(h;;) # 0, onde
hij € R/m. Isso implica que det(h;;) € m, ou seja, det(h;;) é uma unidade em R, e assim,
fo é um isomorfismo. Em particular, fy induz um isomorfismo Ker(¢y) — Ker(t). Ou

Rer(do) , Kerlbo) i) qyzido por fo. Através das sobrejecoes

ainda, temos um isomorfismo

mKer(¢o) — mKer(yo)
Fy — Ker(¢g) e Gy — Ker(ty), obtemos W%l r~ m%é%;’o)) o~ mKIgEEf%) ~ m% ; portanto,

rank(Fy) = rank(G;). Continuando como anteriormente, acabaremos por encontrar a

invaridncia dos numeros de Betti.

Demonstraremos agora a ultima afirmacao. Sejam
0 —F, —F, 41— —F—M—70
uma resolugdo minimal livre com F,, # (0) e
0—Gn—Gp1— - —Gy— M —0

uma resolucao livre qualquer. Seguindo os mesmos passos do paragrafo passado, é possivel
encontrar aplicagoes injetivas f; : F; — G; para todo 0 < ¢ < n, donde resulta que
Gn # (0), ou seja, m > n. O

Agora apresentaremos uma caracterizagao dos numeros de Betti a partir do funtor
Tor, o qual é definido através de tensorizacao de médulos. Para um melhor entendimento

deste ultimo, referenciamos [1, Chapter 2].

Definicao 2.16. Um complexo de R-modulos é uma sequéncia de R-modulos e de
R-homomorfismos

— Fipn — ¢Z+1F Fiqg— -

tais que Im ¢, 11 C Ker¢; para todo i. Observe que se a igualdade ocorrer para todo i, entdao

a sequéncia acima tratar-se-da de uma sequéncia exata.

Seja -+ —> Fiiq M E; 2N — Iy — N — 0 uma resolucao livre de
R-moédulos N, isto é, uma sequéncia exata onde cada F; sao R-moédulos livres. Entao, para

algum R-modulo M, a sequéncia induzida de R-moédulos e homomorfismos

1M®¢z+1 M S F lm®¢>z .

'—>M®AF1'+1 —>M®AFO—>O
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define um complexo M ®4 F'.

Definicao 2.17. Introduzimos agora os R-maodulos TorZR(]\/[, N), que serdao chamados de

Tor-mddulos:

(a) Torf(M,N):= M ®g N;

(b) Torf (M, N) :=Ker(1y ® ¢;)/ Im(1a; ® ¢iy1) para todo i > 1.

Esta definicdo independe da escolha da resolucdo livre de N e Tor?(M, N) =2 Tor®(N, M)
para todo ¢ (vide [9, Exercises 7.1.1. and 7.1.2]).

Pelo Exercicio [9, Exercise 7.1.9], sabe-se que dimy, Torf(M, k) = rank(F;) para

todo 7.

Definicao 2.18. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente

gerado. O R-mddulo M tem dimensdo projetiva finita se existe uma resolucao livre,
0—F, —Fy — - — Fy—M-—0,

com R-modulos livres F; finitamente gerados. O inteiro n é chamado de comprimento
da resolugao. O comprimento minimo de uma resolugdo livre é chamado de dimensdo

projetiva de M e é denotado por pdgr(M).

Notemos que no Teorema 2.15 foi provado que todas as resolugoes livres minimais

tém o mesmo comprimento. Logo, os mdédulos livres tém dimensao projetiva zero.

Teorema 2.19. [Teorema de Auslander-Buchsbaum| Sejam (R, m) um anel local Noetheriano
e M # 0 um R-mddulo finitamente gerado com pdz(M) finita. Entdo

depth(M) + pdg(M) = depth(R).

Demonstragao. Vide [2, Theorem 1.3.3]. O]

Exemplo 2.20. e Seja F' um mddulo livre projetivo. Entao pd(F') = 0. Pelo Teorema
2.19, depth F' = depth R.

e Consideremos (R, m, k) um anel local. Seja x um elemento reqular do anel R. A

sequéncia exata curta

0—>R—%R—>£—>O
()

nos mostra que pd(R/(z)) = 1. Portanto, depth R/(x) = depth R — 1.

e Consideremos o anel das séries de poténcias formais R = k[[X1,...,X,]]. Entdo
R/(X1,...,X;) = K[[X4, ..., X,]] tem profundidade igual a n—i; portanto, escolhendo
M = R/(Xy,...,X;) no Teorema 2.19, obtemos pd(R/(X1,...,X;) =i. Este é um

caminho para construir anéis com dimensao projetiva n, para algum n € N.
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Definigao 2.21. [9, Exercise 7.1.3] Sejam
S B MR RN 0

uma resolugdo livre de R-modulos de N e M um R-mddulo. Consz’céeremos o complexo
0 —» Hompg (N, M) - Homp (Fy, M) 5 ... -2 Homg (F), M) 4% ... Da mesma

forma como definimos os Tor-mddulos, definiremos os Ext-Modulos por

(a) Ext% (N, M) = Homg(N, M);

(b) Exti%(N, M) =Ker ¢, ., /Ime; para i > 1.

A definigio de Ext'y(N, M) é independente da escolha da resolugio livre de N.



3 Fundamentacao Tedrica

3.1

|deais completos, m-completos, basicamente completos e contraidos

Seja (R,m) um anel local com corpo residual k& = R/m infinito. O soco de um

R-médulo Noetheriano M é definido por (0 :p; m). Mostraremos agora que Hom (k, R/I) ~

(0:

~l=m

m). De fato, definiremos ¢ da seguinte forma:

Hom (k, R/I) -2 (0:m)={z € R/I; m = 0}
fik—R/II — f(I).

¢ estd bem definida. De fato, notemos que f(1) € (0 : m) pois se y € m, entdo

f(1) -y =f(y) = f(0)=0.
¢ é um homomorfismo.
o(f +9):=(f+9)(1) = f(1) +9(1) = 6(f) + ¢(9);
o(rf) = (rf(1)) =rf(1) =16(f), r € R.

Temos ker¢ = {0}, onde 6 : k — R/I é o homomorfismo nulo. De fato, seja
I € Ker ¢; entao ¢(f) = 0= f(1) = 0. Afirmamos que f = 6. De fato, se 7 € R/m
entdo f(7) = rf(1) =r-0= 0. Portanto, ¢ é injetiva.

Agora mostraremos que ¢ é sobrejetora. Seja # € (0 :p/; m); entdo zm = 0.
Definiremos f da seguinte maneira:
f:R/m — RJI
T — TI.
Notemos que f estd bem definida, pois 7 = s = r —s € m = (r — s)T = 0. Portanto,
rZ —Zs = 0 = 7T = 52. Notemos também que Z = 1z =: f(1) = ¢f. Temos também

(0:m) = (({ : m)/I). Verificaremos ambas inclusdes.

€ (0:m) = zm = 0. Afirmamos que zm C I. De fato, y e m = 7y = 0 =
6=> xy—0el=uayel

@\@

(D) Sejaz € (I:m)/I onde z € (I:m). Logo, am C I. Afirmamos que Tm = 0. De
fato, y € m = Ty = Ty = 0 pois zy € I. Logo, A(0 : m) = A\((1 : m)/I). Observe que
m C ann (0 : m), e, portanto, Hom (k, R/I), é um R/m-espaco vetorial.

Definigao 3.1. O tipo de um ideal m-primdrio I é definido por (1) = dimy Hom(k, R/I).
Isto também é chamado de soco de R/I. Observe que 7(I) = \(0 : i m) ( )
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Definigao 3.2. Seja P um conjunto parcialmente ordenado (ver Apéndice B.1). Um par
de elementos a e b de P ¢ dito compardvel se a < b ou b < a. Caso contrdrio, a e b sao

ditos incomparadveis.

Uma cadeia em P é um subconjunto C C P no qual cada par de elementos é
compardvel. Neste caso, C' é dito totalmente ordenado. (E 0 caso dos numeros reais com
relagio <.) Diferentemente, uma anticadeia em P é um subconjunto A C P no qual
cada par de elementos é incompardvel. Uma anticadeia A € dita maximal se A nao estd

contida em qualquer anticadeia propria. A sequir, forneceremos um exemplo de anticadeia.

Seja R = k[[X1, Xa, ..., X4]] o anel das séries de poténcias formais nas varidveis
X1, Xo, ..., X4 Dizemos que um ideal de R ¢ monomial se o mesmo pode ser gerado por
mondmios de R. Cada monémio X{* X352 --- Xj¢ de R pode ser identificado com o elemento
(a1, as,...,aq) € Zi, onde Z, é o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. O conjunto
Z% pode ser parcialmente ordenado ao definirmos que (ay, as, ..., aq) < (b1, b, ..., by) se
a; < b; para cada i. Assim, o conjunto dos monoémios de R também pode ser parcialmente
ordenado via a identificacao acima. Um exemplo de anticadeia em R seria o subconjunto
{X1', X532, ..., X"} onde cada r; > 1 estd fixado.

Defini¢ao 3.3. Seja (R, m) um anel tal que R/m é infinito. Dizemos que um ideal I de
R é basicamente completo se nenhum conjunto de geradores de I puder ser estendido

a um conjunto minimal de geradores de um ideal que contenha I propriamente.

Exemplo 3.4. [3, Example 9.1] Sejam R um anel local regular de dimensdo 2 com
mazimal m = (x,y), n > 2 um inteiro positivo e [ = (2", 2" 'y"~1 y")R. Entdo os
expoentes (n,0),(n—1,n—1),(0,n) formam uma anticadeia mazimal em N x N e, assim,

I € basicamente completo por [3, Proposition 8.5].

Definigao 3.5. Seja (R, m) um anel local. Um ideal I é dito completo em relagdo a
xem\m?* se (I :m) = (I:x). Dizemos que I é completo se I é completo em relagio a

algum x € m\m?.

Exemplo 3.6. [11, Example 1.3] Sejam R =k[X, Y, Z)(x,v,z) e I = (X* Y? Z? XY +
XZ,Y?Z). Sendo m = (XY, Z), teremos

(I:m)= (X% Y% 22 XY +YZ Y?Z)=(1:Y),
de modo que I é completo.

Definicao 3.7. Seja (R,m) um anel local tal que R/m é infinito.

e Um ideal I C R é chamado m-completo se (mI :p x) = I para algum x € m\m?.
Quando for necessdrio fazer referéncia ao elemento x tal que (Im :g x) = I, diremos

que I é m-completo em relagcdo a .



CAPITULO 3. FUNDAMENTACAO TEORICA 23

e Diremos que um ideal m-primdrio I de R é contraido de R[7]| se IR[Z|NR =1

para algum elemento reqular x € m\m?.

Observacao 3.8. [14, Exercise 10.12 and Proposition 14.2.2] Seja (R, m, k) um anel
local regular bidimensional tal que k = R/m seja infinito. Entdo um ideal m-primdrio I é

completo se, e somente se, I € m-completo, e se, somente se, I € contraido.

Na proposicao a seguir, coletamos alguns fatos basicos a respeito de um ideal ser

completo ou m-completo.

Proposicao 3.9. Sejam (R,m) um anel local, I C R um ideal e x € m\m?*.

(a) Se I ém-completo em relagao a xz, entao I é completo em relagio a x;

(b) Se I é m-completo ou completo em relagio a x, entdo (I : J) também o é para

qualquer ideal J C R;

Suponhamos que I seja m-primdrio. Entdo:
(c) I é completo em relagio a x se, e somente se, T(I) = AN(R/(I,x));

(d) I ém-completo em relagio a x se, e somente se, mI é completo em relagio a x e I

¢ basicamente completo;

(e) Se x € regqular e I € contraido de Rlm/x] (ou seja, I = IRm/x| N R), entdo I é

completo em relagcdo a x.

Demonstragao. (a) Isto decorre de (I : x) € (m/ :mz) = ((m/ :z) :m)=([:m)C ([:

(b) Se (mI : z) = I para algum x € m\m? entdo (m(/ : J) :x) = (I : J) decorre
de(I:J)=((ml:2):J)=((ml:J):2)D(m(:J):2)D([:J).Se(I:m)=(]:x),
entdo ([ :J):zx)=([:2):J)=({:m):J)=((:J):m).

(¢) Como (I :m) = (I : x) se, e somente se, (I :m)/] = (I:x)/I. E isto ocorre
se, e somente se, 7(I) = A((I : m)/I) = XA(({ : z)/I). O resultado segue pela igualdade
AM(R/(I,z)) = MN(I :x)/I) (vide Exemplo 2.5).

(d) Isto segue de I C (m] : m) C (m/ : x) e do fato que um ideal J m-primério é

basicamente completo se, e somente se, (m.J : m) = J (vide [10, Theorem 2.12]).

(e) Suponhamos que IR[m/z] N R = I. Seja {1, xa,..., xs} um conjunto de
geradores para o ideal maximal m com x = z;. E suficiente mostrar que (I : z) C (I :
m) = N;_;(I : x;). Sejar € (I : x), ou seja, rr € I. Entdo, para todo ¢ > 2 temos
ro; = rx(z;/x) € IRm/x]N R =1.Porisso, (I :2) CNiy(I:z;)N(I:2)=(:m). O
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Suponhamos que A é um conjunto fechado para a multiplicagdo de ideais nao nulos
finitamente gerados de um anel R. O fechamento-delta /5 de um ideal I é definido
por In = Ugea(IK g K) = Y gea(IK g K). Os resultados a seguir nos permitem
comparar as propriedades de ideais contraidos, completos e basicamente completos. Sua

demonstragdo utiliza o fechamento-delta no caso especial de A = {m’; i > 0}.

Definicao 3.10. Um conjunto de geradores xy,xs,...,x, de um ideal I de um anel R é

dito regular quando cada x; for regqular. Se R for um dominio, tal conjunto sempre eziste.
Notagao 3.11. reg(I) = {x1,22,...,Tp}.

Teorema 3.12. Se (R,m) é um anel local tal que m admite um conjunto regular de

geradores, entdao todo ideal m-primdrio contraido I de R é basicamente completo.

Demonstragio. Seja A = {m’;i > 0}. Suponhamos que reg(m) = {zy,2s,...,2,}.
Mostraremos primeiramente que In € M. eregm [R[Z] N R C ML IR[Z] N R C Ia.
Para a primeira inclusdo, sejam y € Ia e 2z € reg(m). Entao, ym* C ImF para algum
k > 1. Portanto, yz*¥ € ym* C Im*, o que implica que y € I(‘;—:) C IR[Z]. Logo,
In © Nieregomy IR[Z] N R. Note que M, cpegm) IR[Z] N R C Ly IR[] N R pois cada
x; € reg(m).

Seja y € NiL, IR[%] N R. Entao, para cada j = 1,2,...,n, existe k; tal que
y:v?j € Im". Portanto, definindo k& = max{k;;j7 = 1,2,...,n}, temos ymf € Im* para
cada j. Afirmamos que y € (Im™ : m™). De fato, cada 2 € m"* é uma R-combinacdo
linear de monomios zi' - - -zt onde t; + - - - + t,, = nk. Para cada um desses monomios,
algum t; > k; caso contrario t| +---+1t, < k+---+ k = nk. Se digamos t; > k; entao
yait - atn = (ya®)at gl € (TmF)(m™* %) = ITm"™*. Portanto, y € (Im™ : m™) C Ia.

n

Suponhamos agora que [ é contraido. Seja y € reg (m),y € m\m?* tal que [ =
1 R[%] N R. Podemos ver y como um gerador de m. Entao, pelo que fizemos acima, temos
I CIA=Neregm [RIZINR C IR[%]HR = 1. Assim, [ = Ixn. Jaque I C (Im:gm) C I,
também temos I = (Im :p m). Mas um ideal m-primario I é basicamente completo se, e

somente se, [ = (Im :x m). O
Corolario 3.13. Se (R, m) é um dominio local, entdo todo ideal m-primdrio contraido I
de R ¢ basicamente completo.
Os seguintes exemplos mostram que, de modo geral, ideal completo nao implica
em ideal basicamente completo, m-completo ou contraido.
Exemplo 3.14. [Continuagao do Exemplo 3.6] Temos
(ml:m)= (X2 Y3 72 XY, XZ Y*Z) #I;

logo, I nao é basicamente completo. Em particular, pela Proposi¢ao 3.9(d), o ideal I nao é

m-completo e pelo Teorema 3.12, I também ndo € contraido.
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3.2 Relagdo entre o(1), 7(I) e pu(1)

Definicao 3.15. Sejam (R, m) um anel local R e I um ideal de R. Definiremos a m-ddica

ordem de [ da sequinte maneira:
o(I) = min{r € No; I Cm"},
isto ¢, I C m°Y) mas I ¢ mo(D+L,
Como I # (0) (vide [1, Corollary 10.19]), temos ,>; m" = (0), portanto, existe
0 € 7 nao-negativo tal que I C m’ mas I  m?*!. Neste caso, o(I) = 0.
Exemplo 3.16. Sejam R = k[[X,Y]] e [ = (X?, XY3 Y*). Note que o( X?, XY3 V) = 2.

Definicao 3.17. Diremos que um ideal I tem a propriedade de Rees se j(J) < p(I)

para qualquer ideal J contendo I com )\(%) < +o00.

Exemplo 3.18. [Continua¢do do Exemplo 3.16] Como u(I) = o(I) + 1, seque que I

satisfaz a propriedade de Rees de acordo com [15, Theorem 4].

Observacgao 3.19. Seja (R,m, k) um anel local reqular bidimensional com m = (x,y).

Usaremos os sequintes resultados abaizo:

(a) O anel R é um dominio de fatoracdo unico (vide [13, Theorem 20.3]);

(b) Cada R-médulo M finitamente gerado tem dimensdo projetiva finita no maximo
dois (vide [13, Theorem 19.2]). Em particular, se I for um ideal m-primario, entao
depth(R/I) = 0, e o Teorema 2.19 nos leva a pdz(R/I) = 2. Uma resolugio livre

minimal de R/ sera entdo da forma

00— RF — R"— R— R/I —0,

onden=pu(l)ep=puKerT)= A\ (ﬁfgﬂ) ; mostraremos agora que p =n — 1. De
fato, escolhamos geradores minimais 1, ..., z, de I e denotemos por T a aplicagao
R™ — R acima definida por (ay,...,a,) = ayz1 + -+ - + a,x,. Formemos agora a
sequéncia exata

0— KerT - R" = ImT — 0. (3.1)

Como x,y é uma sequéncia regular, tensorizando (3.1) por k = R/(x,y) e usando o
Exercicio (vide [1, Exercise 2.2]), pela Proposi¢ao 2.10, obteremos a sequéncia exata:
. KerT . R" . ImT
mKer7"  mR* wmImT

Dai, KerT /mKerT sera isomorfo a

— 0.

{(by,...,bp) €EL": byz7+ -+ b,T, =0, comT; €k, i=1,...,n},

o qual é um subespago de k" de dimensao n — 1;
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(c)

(d)

O anel graduado associado gr,(R) = % @ .z @ -+ com respeito ao ideal m ¢

isomorfo ao anel dos polindmios k[X, Y] (vide [1, Theorem 11.22]);

Se o(f) = n, entao denotaremos f* = f +m" € m"/m"*! € gr, (R). Chamaremos
f* de a forma lider de f;

O méaximo divisor comum (M.D.C) dos elementos em

I+ mo(I)—H mo(I)
mo+1 = o(D)+1 < g

(R) = k[X,Y],

é chamado de contetido de I e denotaremos por ¢(I). Notemos que ¢(I) é um
polindmio homogéneo em duas varidveis com grau no maximo o(/) e é determinado de
forma tnica a menos de miltiplo por unidade. Por exemplo, ¢(x,y) = 1 pois o(z,y) =
1. Além disso, c(z?, xy®, y*) = X2 Para ver isso, observe que o(z?, 2y, y%) = 2 e que
2%, y* € m?; por isso, dentre os geradores, 2%, xy* e y?, basta considerar apenas a
imagem de % em k[X,Y] (que é X?). Também, c(zy?, 2%y, y*, 2*) = XY. De fato,
o(xy?, 2%y, y*, 2) = 3 e y*, ' € m?; por isso, dentre os geradores, xy?, 2%y, y* e 2*,
basta considerar apenas a imagem de zy?, 2%y em k[X, Y], que é XY? e X?Y e cujo
M.D.C é XY

Sejam x € m\m* e [ um ideal m-primario. Entdao R’ = R/(z) é um anel regular
local unidimensional. De fato, um anel regular é normal (vide [13, Theorem 19.4]).
Assim, um anel local regular de dimensao 1 é um dominio de valorizacao discreta
de acordo com (vide [13, Theorem 11.2]). Como I é m-primario, segue que / nao
esta contido em (z) (do contrario, teria altura < 1). Assim, I’ é um ideal nao nulo
em R’'. Concluimos da Proposicao A.65 que A (%}x)) = or/(I'), onde I' = IR.
Consideremos as seguintes sequéncias exatas

I:m I:x I:x
( I o I )_>((I:m))
(I:z) R , R R

0—

- = — — =
1 I 1 I+ (x)
Aplicando a Proposicao 2.4 as sequéncias exatas acima, obtemos

dngomuqzx<ki@>:A(U}@>:A<U;”>+A(g;3>.@2)

O seguinte resultado pode ser encontrado em (vide [2, Theorem 1.4.17]).

0— — 0.

Teorema 3.20. [Teorema de Hilbert-Burch| Seja R um anel Noetheriano. Sejam A

uma matrizn X (n — 1) com entradas em R e d; o determinante da matriz obtida de A

deletando-se a i-ésima linha. Suponhamos que um ideal I de R tenha uma resolucao livre

da forma

0> R"'A R 5710

Entio I =r(dy,...,d,) para algum elemento reqular r € R.
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Lema 3.21. Sejam (R, m, k) um anel local reqular bidimensional e I um ideal m-primdrio.
Entao:

(¢) Para qualquer x € m\m?,

W)= 1= 0l1) S onll) = A (s ) =D = 142 ({25,

Demonstragio. Calculamos primeiro Tor¥(k, R/I) usando a resolugao do corpo k e depois

usando a resolugao de R/I. Seja m = (z,y). Entao

Y

v 2 { vy }
0—R " —" R " — R—k—0
é uma resolucao projetiva de k. Ao tensorizar esta resolugdo por R/I e usando [1, Exercise

2.2], obtemos

y

0— R/ "> (R/J)Jm—g}R/]—m/m_k—m.

O nticleo da aplicacio z — (z7, —z%) é (I : m)/I ~ Tor¥(k, R/I). Por outro lado, a
Observacao 3.19 nos mostra que a dimensao do k-espago vetorial Torf” (k,R/I), que é o

segundo nimero de Betti de R/I, é exatamente pu(/) — 1. Isso prova (a).

Da Observacao 3.19 sabemos que uma resolugao livre minimal de R/I tem a

seguinte forma:

0> R 'AR' 5 R R/T—0,

onde n = pu(I) e a aplicagio R"~! — R™ ¢é definida via multiplicagdo por uma matriz A de
ordem n x (n —1). Como a resolugdo acima é minimal, as entradas de A pertencem a m, e

também, I possui uma resolugao livre da forma
0> R"'A R 5710,

Pelo Teorema 3.20, segue que I C m" ! isto é, o(I) > n — 1. Isso prova (b).

Pela Equagao (3.2) e os itens anteriores, para qualquer x € m\m?, conseguimos

pI) =1 < o(I) < op(I) =X () = M (E™) + A () = u(1) = 1+ A (), 0 que
prova (c). O

Teorema 3.22. Sejam (R, m) um anel local regular bidimensional e I um ideal m-primdrio.



CAPITULO 3. FUNDAMENTACAO TEORICA 28

(a) Se x € m\m?, entdo (I :z) = (I :m) se, e somente se, u(I) —1 = \+L=) = o(1).
Se x € m?, entdo (I : x) = (I :m) se, e somente se, [ =m;

(b) Sex € R tal que (I :m) = (I : x), entdo u(I) = o(I) + 1;

(c) Seu(I)=o(I)+1 ek é um corpo residual infinito de R, entdo existe um elemento
rem\m* tal que (I :m) = (I : x).

Demonstragio. Pelo item (c¢) do Lema 3.21, se x € m\m?, entdao (I : x) = (I : m) se, e
somente se, p(f) — 1= A (%@)) = o(I).

Suponhamos que x € m? e também que (I : m) = (I : x). J& que I é m-primario,
entdo existe ¢ € N tal que m® C I. Portanto, (I : m?) C (I : x) = (I : m) C (I : m?),
provando que (I : m) = (I : m?). Dai, (/ : m) : m"! = (I : m?) : m""! de modo
que (I : m") = (I : m™*!) para todo n. Logo, R = (I : m¢) = (I : m), donde I = m.

Recipromente, se [ =m, entdo (I : ) = R = (I : m), o que finaliza a prova de (a).

Suponhamos agora que € R seja tal que (I :m) = ({ : z). Se x € R/m, entao x
é uma unidade, e assim, (I : m) = (I : ) = I, de maneira que (/ : m") = [ para todo n,
o que contradiz a suposi¢ao de que I é m-primério, ja que neste caso (I : m") = R para
algum n. Portanto, necessariamente z € m, e entdo as duas partes do item (a) provam que
w(I) = o(I) + 1. Isso prova (b).

Para finalizarmos a prova deste teorema, suponhamos que o corpo de residuos seja
infinito. As formas lineares de grau 1 sao: k[X, Y], = {az + by : a,b € R/m}. Como
c(I) € k[X,Y] ~ gr R possui uma quantidade finita de fatores e k[X,Y]; possui uma
quantidade infinita de elementos (pois k é infinito), existirdo infinitas formas lineares em
gr.(R) que nao dividem ¢(I). Escolhamos qualquer x € m\m* cuja forma lider seja uma
destas formas lineares. Devido a defini¢ao de ¢(I) isto significa que existe f € I tal que
f & m°+! ¢ de tal modo que a forma lider 2* nao divide f*. Como f € I C m, segue
que o(l) = o(f) = or(f + 1) = or/(I'), onde R' = R/(x) e I' = IR'. O Lema 3.21(c) e
a hipotese p(I) = o(I) + 1 derivam A (((5:1))) = 0, ou seja, (I : ) = (I : m), provando
(c). O

Exemplo 3.23. [14, Example 14.1.9] Sejam k um corpo infinito, R = k[[X,Y]] e m =
(X,Y).

(a) T = (X?Y,X° Y?®) nao é completo (e, portanto, ndao é integralmente fechado), pois

pl)=3#4=o()+ 1L

(b) Ideais integralmente fechados sdo completos, mas o contrario nao é reciproco. Por
exemplo, sejam [} = (X%, XY* V%) e I, = (X2, XY? Y?). Entao u(l;) = o(I;) + 1,

para j = 1,2, de modo que pelo Teorema 3.22(c) ambos os I; sao completos.
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Entretanto, os fechos integrais de I1 e Iy sdo os mesmos, e pelo menos um dos dois

ideais ndo ¢ integralmente fechado, do contrario: I} = I, = I, = I,.

3.3 ldeais Completos

O seguinte resultado mostra a relevancia de 7(I), u(I) e o(I) na obtencao de
condicOes necesséarias e suficientes para [ ser completo em dominios locais regulares

bidimensionais.

Proposicao 3.24. Sejam (R, m) um anel local regqular bidimensional e I um ideal m-

primario. Entdao:

() (1) = (D)~ 1;
(b) Se I é completo, entio u(I) —1=o(1l);

(c) Se R tem um corpo residual infinito e (1) — 1 = o(I), entdo I é completo.
Demonstragio. Segue do Lema 3.21 e Teorema 3.22. [

Em seguida, consideramos a relagao entre o(f) e o( : m) para um ideal I em um
anel local regular (R, m). Se I e J sdo ideais de um anel R, escrevemos J | [ se [ = JL
para algum ideal L de R. Portanto, J | I se, e somente se, [ = J(I : J). De fato, se
I = JL para algum ideal L, entdo L C (I : J). Logo, I = JL C J(I : J) C I e, portanto,
I[=J(:J).

Proposicao 3.25. Sejam (R, m) um anel local reqular e I um ideal m-primdrio. Entdo

oI) =1<o(l:m)<o(l) como(I)—1=0(l:m)sem| [.

Demonstragio. Seja o(I) = r. Temos I C m" e I ¢ m"™!. Por [8, Proposition 1.1],
segue que m é um ideal normal, e por [8, Proposition 2.4], cada poténcia m" é um
ideal m-completo (e, consequentemente, basicamente completo pela Proposi¢ao 3.9), de
modo que (m" : m) = m" ! para todo n. J& que m(I : m) C I C m", segue que
(I :m) C (m":m)=m"'. Portanto, o(I : m) > r — 1. Se (/ : m) C m""! entdo
m/ Cm(l:m) Cm"2 e, portanto, I C (m"™2 : m) = m", o que seria uma contradicio.
Logo, r — 1 < o(/ : m) < r. Agora vamos assumir que m | /. Entdo I = m(/ : m). Se
o(I :m)=rentdao I =m(I:m) C m"* o que também seria uma contradi¢ao. Logo,
ol :m)=r—1. O

O resultado acima deixa a questdo do que pode ser dito se m { [. Para isso,

podemos nos guiar pelo caso bidimensional, porém devemos ter em mente que as igualdades
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u(I) —1=7(I) = o(I) ndo sdo mais validas se dim(R) > 2. No entanto, temos a seguinte
relagdo entre p(I) e o(I) (vide [15, Theorem 4]):

Lema 3.26. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensdo d > 2 e I um ideal m-
d—1
primdrio m-completo com r = o(I). Entao p(l) > r; . ) = p(m"), com igualdade

se, e somente se, m" T =ml + am” para algum x € m\m?.

Demonstragcdo. Como todo ideal m-completo tem a propriedade de Rees e I C m", segue-se

que p(I) > p(m”) = (T;le ) -

Agora, suponhamos que (mI : z) = I para algum x € m\m? Como I C m", temos

a sequéncia exata

. - r
(ml :x) m” o, m m’

0— —_—
m/ m/ m/ ml 4+ am”

— 0

e, portanto, pela Proposicao 2.4, A ((mI = ) =\ ( Por outro lado, consideremos a

sequéncia exata natural

ml4zm” )

mr+1 mr mr
0— — — T 0.
ml + zm” ml + zm” mr+

Segue que

m” m" mr+1 mr+1
Af———— ) =2 AM———— ) =pm) + A [ ——— .
(m]+ mm’“) (mT“) * <m1+mm7"> plm’) (m] +xmr>

Portanto,

)= () = () < () st ().

donde se deriva o lema. O

Proposigao 3.27. Sejam (R, m) um anel local reqular bidimensional e I um ideal completo

m-primdrio com o(I) =r em+4 I. Entdo

—1 I
ol - m) = T , se m |
ro,se mftl.

Demonstragio. Como I é completo, pela Proposicao 3.24, pu(I) — 1 = 7(I) = o(I). Pela
Proposigao 3.9, (I : m) também ¢é completo, e pela mesma razao, u(f :m)—1=7(/ : m) =

o(I : m). Portanto, de m(I : m) C I C (I : m), temos 1 < A( Im)) A( ((Im))) — (L) =

)\(HS(I}'X))—T(I) =u(l:m)—7(I) =o(l : m)+1—o0(I). Entao, o(I : m) > oz I). Concluimos

pela Proposicao 3.25 que

-1 I
ol - m) = r ,se m|
ro,se m{l/
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Coroléario 3.28. Sejam (R, m) um anel local reqular bidimensional e I um ideal completo

m-primdrio com o(I) = r. Entao

r=pu(mt), se m| [

M([3m):0(1:m)+1:{7“+1:,u(m”1)+1, se mil.

Demonstragio. Basta usar que (I : m) também é completo (vide Proposicao 3.24). [

No caso em que dim R > 2, o corolario acima nao é verdadeiro, mas podemos obter
uma cota inferior para p(/ : m) para anéis locais regulares gerais (vide Teorema 3.30).

Para isso, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.29. Sejam (R, m) um anel local, I um ideal m-primdrio e x € m\m?.

a) dSeo(l:x)>r—1eo > r, entao a multiplicagdo por x, m"~" = m", induz uma
Se o(I > 1 I) > ta ltiplicacdo p =1 X m", ind

aplicagio injetora de R-mddulos m™'/(I : z) — m"/I.
r—1 "%

(b) Se I € completo em relagio a x e o(I : x) > r, entdo a multiplicagio por x, m"~! =

m", induz uma aplicagio injetora de R-médulos m" /(I : x) — m" ! /m([ : m).

Demonstragio. (a) Por hipétese, (I : ) C m"' e I C m". O nicleo da composi¢ao
m ! S m" —m"/I6(]:x). Defato,sey € m" ! étalqueyr € I, entdoy € (I : ).

Pelo Teorema dos Isomorfismos, obtemos a aplicacao desejada.

(b) Basta mostrarmos que o niicleo Ker da composicio m” =% m*! — m"*! /m(I : m) é
(I :z). De fato, Ker = (m(/ :m):2) C (I :2) = (I :m) C (m({ : m) : ) = Ker.
O

Teorema 3.30. Sejam (R, m) um anel reqular e I C R um ideal completo m-primdrio
com o(I) = r. Entdo, pu(I : m) > p(m™1) + X\(I/m(I : m)). Portanto,

p(I:m) > p(m™1)  se m| [
T opmmy +1 ) se m4T

Se R tem dimensdao 2, entao a igualdade é verdadeira.

Demonstragio. Pela Proposigao 3.25, obtemos o( : m) > r — 1. Uma vez que m"* D (I :
m) O m(/ : m), utilizando o Exemplo 2.2, obtemos
(I :m)

u(l:m) =\ <M> — A" m(I ) — A"/ (: m)). (3.3)

J& que m"! Dm” D m(] : m), também obtemos

A" /m(] s m)) = A(m" ™ /m")+A(m"/m(] :m) = A"/ m") A/ DA /m(T : m)).
(3.4)
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Substituindo a Equagao (3.4) na Equagao (3.3), obtemos
p(lzm) = [p(m"™") + AL /m(7 :m))] + [N(m"/T) = X(m"™H /(1 : m))].

Agora, basta mostrarmos que A(m”/I) > A(m"~!/(I : m)). Tomando = € m\m?* tal
que (I :m) = (I : z), isto segue pelo Lema 3.29(a). O

Seja (R, m) um anel local regular bidimensional e I é um ideal completo m-primério.
Escrevendo m = (z,y), note que p(m”) = n + 1 para todo n. Entao se o(I) = r, pela

Proposicao 3.24, 7(I) = o(I) = u(m"1). Se dim R > 2, temos a seguinte desigualdade.
Corolario 3.31. Sejam (R, m) um anel local regular e I um ideal completo m-primdrio

com o(I) = r. Entdo, (1) > p(m"1).

Demonstragao. Utilizando o Teorema 3.30 e as inclusoes m(/ : m) C I C (I : m), temos

u(1 2 m) > (o) A /m(T  m)) = () 4 A (M) (T w1,

Como A(I:m)/I)=7(I) e p(l:m)= A (é(l;;i))j cancelando-se u(I : m) acima, pode-se
concluir que 7(I) > pu(m™'), o que completa a afirmacao. ]

Sejam (R, m) um anel local regular d-dimensional e I um ideal completo m-primério
como(lI)=r.Sed=2em¢t I, entdo o(f : m)=r e p(l:m)= pu(m") pelo Corolario 3.28.
Se d > 3, ndo sabemos se m { I implica em o( : m) = r. Mas, se assumirmos o(/ : m) =7,
podemos obter uma conclusao similar a do Lema 3.26 sem supor que R ¢é regular, veja a

seguir.
Proposicao 3.32. Sejam (R, m) um anel local e I um ideal completo m-primdrio com

o(I)=r. Seo(l :m)=r, entago pu(I : m) > p(m").

Demonstragio. Visto quem(l :m) C (I :m) Cm"em(/:m) Cm" C m", pelo Exemplo
2.2, conseguimos

(58] ) ) () )

Dai, p(1 :m)+ A(m"/(I:m)) = A(m™ ™ /m(I : m)) + p(m"). Por isso, u(f : m) — p(m") =
A(m™/m(I : m)) — A(m" /(I : m)), e basta mostrarmos que A(m™ ™ /m(7 : m)) > A(m" /(I :
m)). Por hipdtese, I é completo em relagio a algum z € m\m?. O resultado segue do Lema,

3.29(b). O




CAPITULO 3. FUNDAMENTACAO TEORICA 33

3.4 Produto do ideal maximal por um ideal completo

O teorema do produto de Zariski [16, Appendix 5, Theorem 2| garante que o
produto de dois ideais contraidos (resp. integralmente fechados) é novamente contraido
(resp. integralmente fechado). Para demonstré-lo, primeiramente foi provado que o produto
do ideal maximal e um ideal contraido (resp. integralmente fechado) é ainda um ideal
contraido (resp. integralmente fechado). (Vide [16, Corollary 1, p.376 e Corollary 1, p.380].)
Sabemos que em um anel local regular bidimensional, um ideal I é contraido se, e somente

se, I for um ideal completo. Isto levanta a seguinte questao:

Dado um anel local regular (R, m) e I um ideal completo em relagdo a x, o produto

m/ também é completo em relacao a x?
A resposta é apresentada na Proposicao 3.34.

Lema 3.33. Sejam (R, m) um anel local, I um ideal m-primdrio e x € m\m?*. Entdo:

Demonstragao. (a) Utilizando as sequéncias exatas
I:x R R (I,z) R R
0= ———=—=—=—=—0 0
T T o ST T T T U

e também o Exemplo 2.5, obtemos:

AR/ x)) = MR/T) = M1 =) /1) = MR/T) = MR/(I,2)) = ML, 2)/1).

— 0,

(b) Usando a sequéncia exata

0— 1 — Ut ) — I.z)
m/ m/ I
e item (a), conclui-se que p(l) = A(I/ml) = X(I,z)/mI) — X(({,x)/I) = \N({,z)/mI) —

MR/(I - z)).

— 0,

(¢) Aplicando o item (a) ao ideal m/, obtemos A(R/(mI : x)) = A((mI,z)/mI).

Portanto,

AL, z)/ml) = MR/(ml :z)) = M, z)/ml)— M(mI,z)/mI)
= M/, z)/(mI,z))
(L)
= AE&%)
@)
(1,2)
. mgg}).))
= pu((l,2)/(x))
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(d) Segue dos itens (b) e (c). O

O tipo de sequéncia exata curta usada no item (a) do lema acima (que sao do
tipo daquelas encontradas no Exemplo 2.2) serd ainda utilizada varias vezes, mas por
simplicidade nao tornaremos a fazer mencgao, presumindo que o leitor ja esteja habituado

a0 uso da mesma.

Proposicao 3.34. Sejam (R, m) um anel local e I um ideal m-primdrio. Assumimos que

I é completo em relagio a x € m\m*. Entdo as sequintes condigoes sio equivalentes:

(a) mI é completo em relagao a x;
(b) (L, 2)/(x)) = T(ml) — 7(I).

Demonstragio. Observe que ml é completo em relagdo a x se, e somente se, A\((m/ :
x)/ml) = A(mI : m)/ml) = 7(m]). Fazendo a diferenca no Lema 3.33 dos itens (b) e
(€), obtemos p(I) — pu((I,2)/(x)) = A(R/(mI : 2)) = A(R/(I : 2)) = (I : ) /(] : 2)).

Notemos entao que

A(mI:z)/ml) = M :x)/ml)—=X(:xz)/(m]:z))

= M :m)/ml)—=X(I:2)/(m]:x))

(1) + p) = (1) — (L, )/ (2))]
(1) +

1)+ p((I, 2)/ (x)),

e disso, conclui-se o resultado. O

= T

3.5 lIdeais completos de parametro

Seja (R, m) um anel local de dimensao d > 1. Dizemos que zy,...,z4 € R é um
sistema de parametros se [ = (x1,...,24) é um ideal m-primério. Neste caso, I é dito

um ideal de parametro do anel R.
Teorema 3.35. [13, Theorem 18.1] Seja (R, m, k) um anel local Noetheriano de dimensao
n. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) Exts (k,R) =0 parai#n e~k para i = n;

(b) Ext’ (k, R) = 0 para algum i > n;

(c) Exth (k,R) =0 parai<n e~k parai=n;

(d) O anel R é de Cohen-Macaulay e Ext}, (k, R) ~ k;

(e) O anel R é de Cohen-Macaulay e todo ideal I de pardmetro de R é irredutivel;



CAPITULO 3. FUNDAMENTACAO TEORICA 35
(f) O anel R é de Cohen-Macaulay e existe um ideal de parametro irredutivel.

Um ideal I € dito irredutivel se I = JNJ implica I =J ou I = J'.

Definicao 3.36. Um anel local Noetheriano satisfazendo qualquer uma das condigoes
equivalentes do teorema acima é chamado de Gorenstein.
Mostraremos a seguir que qualquer ideal de parametro completo em um anel local

regular é normal.

Teorema 3.37. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensio d > 1 e I um ideal de

parametro de R. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) I € contraido;
(b) I é completo;
(c) I €ém-completo;
(d) I € integralmente fechado;
(e) I é normal;

() M(I +m?)/m?) >d—1.

Demonstragdo. (e) < (f) Segue de [8, Theorem 3.1].
(f) = (b) Basta usar a equivaléncia anterior e [8, Theorem 2.4].

(b) = (f) Seja x € m\m* tal que (/ : m) = (I : x). Entao pelo Lema 3.33(a) temos
MR/(I,z) =ML :2)/I) =X :m)/I). (3.5)

Por [2, Proposition 3.1.20], R é um anel de Cohen-Macaulay e de Gorenstein. Entao por
[2, Theorem 2.1.2], I é gerado por uma R-sequéncia, de modo que por [2, Proposition
3.1.19], R/I também serd um anel de Gorenstein. Mas pelo Exemplo A.60 e [1, Theorem
8.5], dim R/I = 0. Concluimos de [4, Proposition 21.5] (ou do Teorema 3.35) que A(( :
m)/I) = 1. Ou seja, A(R/(I,z)) = 1. Logo, m = (I, ), e temos
d = p(m) = A(m/(I +m?)) + A((I + m*)/m?)
= ML, 2)/(1,2%)) + M(I +m?)/m?). (3.6)

Visto que I C (I,2?), temos \((I,z)/(I,2%)) < MN(I,z)/I) = 1 (ver a Equagdo
(3.5)), e por conseguinte, A((1 + m?)/m?) > d — 1.

(d) = (a) Veja o Lema [3, Lemma 3.3].

(a) = (b) Veja a Proposicao 3.9(e). O
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A seguir, reforgamos a equivaléncia entre (b) e (c¢) no Teorema 3.37.

Corolario 3.38. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensao d > 1 e I um ideal de
parametro do anel R. Entdo I é completo com relagao a x se, e somente se, I é m-completo

com relagdo a x.

Demonstragio. Pelos itens (a) e (d) da Proposicao 3.9, basta mostrarmos que, se I é um
ideal completo em relacao a x, entao m/ é completo em relagao a x e I é basicamente
completo. Fazemos isso a seguir. Pelo Teorema 3.37, o ideal I é m-completo, de modo que
pela Proposicao 3.9, I é basicamente completo. Neste caso, I = (mI : m). Seguindo os
passos da prova do Teorema 3.37, se I é um ideal de parametro completo em relagao a x,

entdo m = ([, z). Dessa forma,
I=(ml:-m)C(ml:2)C ([:2)=(]:m).

Disso, teremos [ = (m/ : m) = (m/ : z) ou (m] : z) = (I : x) visto que 7(1) = A(({ :
m)/I) = 1. Mas se (m] : x) = (I : x), obteremos pelo Lema 3.33(d) que d = pu(l) =
w((I,z)/(z)) = p(m/(x)). Como z € m\m?, segue que = pode ser um dos geradores
minimais de m, de maneira que p(m/(z)) = d — 1, o que é uma contradigao. Conclui-se

que [ = (m/ :m) = (m/ : x), isto é, m[ é completo em relacao a x. O

Corolario 3.39. Sejam (R, m) um anel local reqular e I um ideal de pardametro completo

de R. Entao (I : m) é um ideal de parametro normal.

Demonstra¢io. Mostraremos que (I : m) é um ideal de pardmetro completo; o resultado
seguird entao do Teorema 3.37. Deste teorema, I ¢ m-completo, e desse modo, tera a
propriedade de Rees de acordo com [15, Theorem 3|. Portanto, (I : m) < u(I) = d. Além
disso, como ([ : m) é m-primério, segue do Teorema A.66 que (I : m) > d, de modo que
p(I : m) = d. Dessa forma, (I : m) é um ideal de pardmetro. Segue-se da Proposicao 3.9(b)
que (I : m) é completo. Logo, (I : m) é um ideal de pardmetro completo. Isso completa a

prova. O

Corolario 3.40. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensao d > 2 e I um ideal de

parametro tal que I # m. Entdo, temos as sequintes equivaléncias:
(a) I € completo;

(b) M(I +m?)/m?) =d — 1;

(¢) INm?=m(I:m).

Demonstragio. (a) = (b) Por hipétese, (I : m) = (I : z). Na Proposigao 3.37, mostramos
que m = (I, ), e também que N((I,z)/(I,2?)) < 1. Afirmamos que, se I # m, entdo
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M(I,z)/(I,2*)) = 1. De fato, suponhamos que (I,z) = (I,z?). Podemos entao escrever
r =a+rz? onde a € I, de maneira que x(1 —rx) = a € I. Como 1 — rz ¢ uma unidade
(vide [1, Proposition 1.9]), obtemos = € I. Consequentemente, m = (I,z) = I, o que é

uma contradi¢ao. O resultado segue da Equagao 3.6.
(b) = (a) Isto segue do Teorema 3.37.
(a) = (c) Utilizando que (I : m) = d (ver prova do Coroléario 3.39), A(({ : m)/I) =1
(ver prova do Teorema 3.37) e I/(I Nm?) ~ (I +m?)/m? (vide [1, Proposition 2.1(ii)]),
obtemos
MU Nnm?2)/m(I:m)) = M :m)/m(l:m)) — (L :m)/(I Nm?))
= p(:m) = (M m)/T) + AT /(I m?))]
= p(:m) = A((L:m)/1) = AMI/(I Nm?))
= d—1—-X(I+m?)/m?)
= d-—1-—(d-1)
= 0.

(c) = (a) Por hip6tese, A((I +m?)/m?) = X\(I/(INm?)) = X[ /m(I : m)) = (] :
m)/m(l:m)) = AN :m)/])=pu(l :m)—X(:m)/])=pl:m)—1>d—1, onde a
ultima desigualdade segue do Teorema A.66 ja que (I : m) é m-primdrio. Assim, novamente

pelo Teorema 3.37(f), I é completo. ]

A seguir, vemos um exemplo de um ideal de pardmetro completo no caso d = 3.
Exemplo 3.41. [11, Example 4.5] Seja (R, m) um anel local regular com ideal mazimal
m = (z,y, 2). Seja I = (x,y,2") um ideal de parametro com n > 2.

(a) I é completo desde que (I :m) = (I: z2);

(b) (I:m) = (5,9, 2" ), (- m) =3, e A(I: m)/T) = 1

(c) Inm? =m(l:m) = ((z,y)* 2(,y), 2");

(d) AM(I +m?)/m?) = XI/(Inm?))=XXI/m([:m))=2=d—1;

(e) A(m(I:m)/ml)=1.

3.6 ldeais basicamente completos de parametro

Devido ao Teorema 3.37, o segundo diagrama na Introducao deste trabalho pode ser
reduzido ao diagrama a seguir quando estivermos trabalhando com ideais de parametros

em um anel local regular.
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normal < integralmente fechado < m-completo < completo < contraido
(¢)

’propriedade de Rees‘

(i)

’ basicamente completo ‘

Definigao 3.42. Seja (R, m) um anel local. Se I C J sao ideais de R, dizemos que J é
uma cobertura de I se J/I ~ R/m.

Lema 3.43. Sejam R um anel e m um ideal maximal de R. Suponhamos que M € um
R-mddulo com mM = 0. Entao Ag(M) = dimpg/m M. O comprimento € finito se, e somente

se, M é um R-modulo finitamente gerado.

Demonstracio. Temos Ag(M) = Agjm(M) = dimp/m M (ver Lemas A.61 e A.58). Assim,
o comprimento ¢ finito se, e somente se, M tiver uma base finita como um R/m-espago
vetorial se, e somente se, M tiver um conjunto de geradores como um R-médulo (vide [1,
Proposition 2.8]). O

Lema 3.44. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Entdo as sequintes condicoes sao

equivalentes:

(a) M € simples;
(b) Ar(M) = 1;

(¢) M ~ R/m para algum ideal mazimal m de R.

Demonstragao. (a) < (b) Segue direto da defini¢do de comprimento.

(¢) = (b) Seja m um ideal maximal de R. Pelo Lema 3.43, temos Agp(M) =
Ar(R/m) = 1.

(a) = (c) Suponhamos que M seja simples. Vamos escolher x € M com z # 0.
Como M é simples, temos M = Rx. Seja I = ann(z) C R. A aplicagdo R/I — M, definida
por f+ I~ fx, é um isomorfismo, por isso R/I é um R-médulo simples. Como R/I # 0,
temos I # R. Seja entdo m um ideal maximal contendo I. Se I # m, entdo m/I C R/I é
um submoddulo nao trivial que contradiz a simplicidade de R/I. Portanto, I = m, como
desejado. O
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Proposicao 3.45. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensao d > 1 e I um ideal de

parametro basicamente completo tal que I # m. Entdo:

(a) (I :m) é um ideal de parametro basicamente completo;
(b) A(I/m(I :m))=d— 1,
(c) M(I +m?)/m?) <d— 1. A igualdade ocorre se, e somente se,  Nm? =m([ : m);

(d) m{1 sed>2.

Demonstragio. (a) Na prova do Teorema 3.37 vimos que 7(I) = A\((I : m)/I) = 1. Pelo
lema anterior, (I : m) serd uma cobertura de I. Uma vez que I é basicamente completo,
conseguimos (I : m) < u(I) = d devido a [10, Theorem 2.12]. Por isso, p(I : m) = d pois
(I : m) é m-primario (vide Teorema A.66). Além disso, note que (m(/ : m) : m) C (I : m),
ou melhor, (m(/ : m) : m) = (I : m). Entao (/ : m) é basicamente completo de acordo com
[10, Theorem 2.17].

(b) J& que m(I : m) C I C (I : m), por (a), obtemos A(I/m(I : m)) = A(({ :
m)/m(l:m)) = AN :m)/I)=p(l:m)—=A(:m)/])=d—1.

(¢) Visto que m(/ : m) C I Nm? C I, por (b), obtemos:

A +m?)/m?) = AI/(INm?))
= AI/m(I:m)) — A((INm?)/m(] : m)
= d—1-X{INm?/m(I : m)).

Disso, deduz-se a afirmacao.

(d) Suponhamos por absurdo que m | I. Entdo I = m({ : m), de modo que
AI/m(I : m)) = 0, o que contradiz o item (b) ja que d > 2 (por hipdtese). Portanto,
mil. O

Proposicao 3.46. Sejam R = k[[X1,Xo,..., X4]] e I = (X7', X52,...,X}), onde
r1,...,7q > 1. Entdo I é um ideal basicamente completo se, e somente se, r; > 1 para no

mazimo um indice 1 se, e somente se, I € completo.

Demonstra¢io. Denotemos m = (X1,..., Xy). Suponhamos que I é um ideal basicamente
completo. Digamos que 7,79 > 1; entdo a anticadeia {Xi*, XX, X52 , X}
contém propriamente { X', X52,..., X}, gerando uma contradi¢do de acordo com [10,

Proposition 8.5]. Reciprocamente, assumimos que 7; > 1 para no méaximo um indice i;
digamos que 11 > 1 e r; = 1 para i > 2. Note que (I : X;) = m e m* C I. Assim,
(I : Xy) C ({:m),isto é I é um ideal completo com relacao a X;, de modo que pelo
Teorema 3.37, I é m-completo e, portanto, pela Proposigao 3.9(d), o ideal I é basicamente

completo. O
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Exemplo 3.47. [15, Example 5.3] Sejam (R, m) um anel local reqular bidimensional com o
ideal mazimal m = (x,y,2) e [ = (x,y?, 23). Utilizando a Proposigio 3.46, pode-se deduzir
que I nao € basicamente completo. Um outro modo de confirmarmos isto seria pelo fato de

que yz* € (ml : m)\ I.

Sejam (R, m) um anel local regular bidimensional com corpo residual infinito e
I um ideal de pardmetro (ou seja, pu(I) = 2). Entao, pela Proposigao 3.24, o ideal I é
completo se, e somente se, o(I) = 1. A préxima proposigao nos fornece alguns resultados

no caso em que dim R > 2.

Proposigao 3.48. Sejam (R, m) um anel local reqular de dimensao d > 2 e I um ideal de
parametro.

(a) Se I é completo, entio o(I) = 1;

(b) Se I tem a propriedade de Rees, entio o(I) = 1.
Demonstragao. (a) Pelo Teorema 3.37, \(I/(I Nm?)) >d —1>1. Assim, I # I Nm? ou
seja, I € m? logo o(l) = 1.

(b) Suponhamos que o(I) # 1; entdo I C m?. Por hipétese, I tem a propriedade de
d+1

Rees, de maneira que d = pu(I) > p(m?) = ( ; ) = (d+ 1)d, de modo que d <1, o
que contradiz nossa hipotese. O]

Em geral, a reciproca da Proposicao 3.48(a) nao é verdadeira, conforme observamos

no préximo exemplo.

Exemplo 3.49. [11, Example 5.5] Sejam R = k[X,Y, Z)x vz ¢ I = (X,Y? Z?). Entdo
o(I) =1, mas (mI : m) = ([,YZ) # 1. Logo, o ideal I nao é basicamente completo, e

portanto, I nao é completo (veja o diagrama no inicio desta se¢do).



A Apéndice

A.1 Fundamentos de algebra comutativa

A.1.1 Anéis e ldeais

Nesta primeira se¢ao, comecaremos definindo os conceitos de anéis e ideais, bem

como suas principais propriedades para o bom entendimento do trabalho.

Definicao A.1. Seja R # () um conjunto onde estejam definidas duas operagoes, as quais

chamaremos de soma e produto em R, e as denotaremos por + e -, respectivamente:
+:RxR —

(a,b) +— a+Db
o

T RXR
(a,b) > a-b

Chamaremos (R, +,-) de um anel comutativo se as sequintes oito propriedades

sao verificadas quaisquer que sejam a,b,c € R:

(1) Associatividade da soma:
(a+b)+c=a+ (b+c);
(2) Existéncia de elemento neutro para soma:

30 € R tal quea+0 = 0+a = a;

(3) Ezisténcia de elemento inverso aditivo:

VY € R, existe um unicoy € R, denotado pory = —x, tal quex +y =y + x = 0;

(4) Comutatividade da soma:
a+b=>b+ a;

(5) Associatividade do produto:

(a-b)-c=a-(b-c);

(6) Distributividade:
a-(b+c)=a-b+a-c
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(7) Ezisténcia de elemento neutro para o produto:

d1 €eR,1 #0, talquea-1=1;

(8) Comutatividade do produto:
a-b=">-a.

Definicao A.2. Seja R um anel comutativo tal que:
rywyeR v-y=0=2x=0ouy=0.

Diz-se que R é um dominio (de integridade) .

Definicao A.3. Dizemos que um anel R é um corpo se:

Ve e Rox#40,dyce Rtal quex-y=y-x =1.

Observagao A.4. Todo corpo é um dominio. De fato, se x # 0 e x -y = 0 entdo

rtx-y=2"1-0, de modo que y = 0.

Exemplo A.5. Sejam Z e R os conjuntos dos nimeros inteiros e reais, respectivamente.

e (Z,+,-) é um dominio;
e (R,+,-) € um corpo;
e SejaZ2] ={a+b;abeZ}. Entio (Z[],+,-) é um dominio chamado anel dos

inteiros de Gauss.

A partir deste momento, na maioria das situagoes, em vez de escrevermos x - ¥,

para indicarmos a operagao de multiplicacao, escreveremos apenas xy.

Definicao A.6. Sejam R um anel e S C R ndo vazio. Dizemos que S é um subanel de
R se:

(a) 1r € 5;
(b) z+y €S, sempre que x,y € S;
(c¢) zy € S, sempre que x,y € S.

Exemplo A.7. Trazemos abairo alguns exemplos de subanéis.

o 7 ¢ um subanel de Q;
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e Q ¢ um subanel de R;

e Todo anel R é um subanel do anel de polinémios R[X| com coeficientes em R.

Iniciaremos agora o estudo sobre outro tipo de subestrutura de um anel: os ideais.

Definicao A.8. Um ideal I de um anel R é um subconjunto de R tal que:

er+yel, sempre que x,y € I;

ex-recl, sempre quex €l er € R.

O ideal I é dito préprio se I # R ou, equivalentemente, se 1 ¢ I.

Exemplo A.9. A sequir daremos alguns exemplos de ideais importantes para este trabalho.

e Sendo R um anel, {0} e R sdo ideais de R chamados ideais triviais de R.

e Para cadan € Z, o conjunto I = nZ = {nz; z € Z} é um ideal de Z. Na verdade,
todo ideal de Z é da forma nZ para algum n € Z (vide [6, Exemplo 1.1.9]).

e A intersecao de qualquer familia (I14)aen de ideais também é um ideal.

Definicao A.10. Sejam R um anel e S C R um subconjunto qualquer. Definimos o tdeal
de R gerado por S como sendo a intersecao de todos os ideais de R que contém S.
Denotaremos este ideal por (S). Notemos que, se I é um ideal de R que contém S, entdo
(S) C I. Caso exista S C R tal que I = (5), dizemos que S é um conjunto gerador de
I (ou S geral, como ideal). Além disso, se S = {s1,$2,...,8,} dizemos que I é um ideal

finitamente gerado e o denotaremos por I = (s1,82,...,55)-

Sejam (R,+,-) um anel e I um ideal de R. Sobre R, definimos a relacao de

congruéncia (mod I):
r=y (mod I) < x —y € I, sempre que z,y € R.

A relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia. Se x € R, por definicdo, a
sua classe de equivaléncia médulo I consiste no subconjunto {y € R; y = x (mod )} , ou
seja, no subconjunto {y € R; y —x € I} = {x 4 ¢; ¢ € I}; denotaremos esta classe por

ou x + I. Estas classes de equivaléncia também sao chamadas classes laterais.

Defini¢ao A.11. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se x =x+1 e R/I = {Z; v € R},
definimos duas operagées, chamadas soma e produto, em R/I:
+:R/IXR/I — R/I

(z,9) — Tty=r+y
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CR/IxR/I —s  R/I

e (R/1,+,-) é um anel chamado anel quociente de R por I.
Exemplo A.12. Z/nZ, onde n € Z, é um anel quociente.

Definicao A.13. Um ideal p de um anel R é chamado de ideal primo se p # R, e se

sempre que T -y € p tivermos x € p ou Yy € Pp.

Definicao A.14. Um ideal m de um anel R é chamado de ideal maximal se m # R
e se sempre que existir um outro ideal I tal que m C [ C R, tivermos I = R ou I = m.
Diremos que R é um amnel local , e denotaremos por (R,m), se R possui um unico ideal

maximal m.

Notemos que todo ideal maximal é um ideal primo. De fato, m é um ideal maximal
se, e somente se, o anel quociente R/m for um corpo. Por outro lado, R/m é um dominio

se, e somente se, m for um ideal primo (vide [7, Exercicio 3.3.8]).

Exemplo A.15. Consideremos o anel dos inteiros Z. O ideal pZ € primo no caso de p

ser um numero primo.

Sejam R e R’ dois anéis. Para facilitar a compreensao da seguinte definicao,
denotaremos as operacoes desses anéis pelos mesmos simbolos + e - ; denotaremos também
por 0 o elemento neutro de R, e 0’ o elemento neutro de R’, e 1 a unidade de Re 1’ a
unidade de R'.

Definigdo A.16. Uma funcgio f : R — R’ diz-se um homomorfismo de R em R’ se

satisfaz as sequintes condigoes:

(a) flz+y)=fl)+[f(y), Va,yeR;
(c) f(1)=1"
Se f: R — R’ é um homomorfismo bijetivo dizemos que f é um isomorfismo de

anéis. Neste caso, chamaremos os anéis R e R’ de isomorfos (e escreveremos R ~ R’), se

existir um isormorfismo de R sobre R'.

Mostraremos a seguir algumas propriedades elementares de homomorfismos.

Proposi¢ao A.17. Sejam R e R' anéis e f : R — R’ um homomorfismo. Temos:

(a) f(0)=10%
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Demonstracio. (a) f(a—a) = f(a) — f(a) = f(0) =0

(b) Seja x € R. De x + (—xz) = 0, segue pelo item (a) que f(x) + f(—z) = 0/, ou seja,
f(=z) =—f().
]

Exemplo A.18. Abaizo trazemos alguns exemplos cldssicos de homomorfismo de anéis.
e A funcio f : R — R’ tal que f(x) = 0',Vx € R, ou seja, a fungdo identicamente
nula, € um homomorfismo de R em R'.

e Sejam J um ideal de R e R = R/J. A projecio candnica w : R — R definida por
w(x) =Z,Vx € R, € tal que:

ou seja, © é um homomorfismo de R sobre R = R/J.

e Para R = R[X], anel de polinémios com coeficientes reais, e I o ideal principal
gerado por X* + 1, R/I é um anel isomorfo a C, o corpo dos nimeros complexos
(vide [6, Exercicio 1.5.11]).

O seguinte teorema ¢ denominado de Teorema de Homomorfismo de Anéis.
Teorema A.19. Sejam R e R’ anéis e f : R — R’ um homomorfismo. Temos:
(a) O nicleo de f, definido por Kerf :={x € R; f(z) =0}, é um ideal de R, e f €
injetiva se, e somente se, Kerf = {0};
(b) A imagem de f, definida por Im f := {f(x); x € R}, é um subanel de R’;

(¢c) R/Kerf ~1Imf.

Demonstragio. (a) Sejam x,y € Kerf. Entao f(x) =0 e f(y) = 0'. Entretanto, f é um
homomorfismo de anéis. Logo f(x) + f(y) = f(x + y). Dai, f(x +y) = 0. Portanto,

x+1y € Kerf. Sejar € R. Como f é um homomorfismo, temos :
flr-z) = [f(r)- f(z).

Como f(x) =0, temos f(rz) =0". Portanto, rx € Kerf. Logo, Ker f é um ideal
de R.
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(b) Sejam f(x), f(y) € Im f. Temos f(z+y) €Im fe f(x-y) € Imf.

Como f é um homomorfismo, temos:
flety)=f@)+fly)e flz-y) = fz)- fy)

Portanto, f(z)+ f(y) € Im f e f(x)- f(y) € Im f. Como f é um homomorfismo de
anéis, temos f(1) = 1. Portanto, 1 € Im f. Logo, Im f é um subanel de R'.

(¢) Vamos definir ¢ da seguinte forma :

Notemos que ¢ esta bem definida. De fato, se 7 = s, entao

r+Kerf=s+Kerf=r—seKerf.

Dai, f(r —s) = 0. Como f é um homomorfismo, temos: f(r —s) = f(r) — f(s).

Portanto, f(r) — f(s) = 0. Logo, f(r) = f(s).

Mostraremos que ¢ é um homomorfismo.

« (@ +y) =o((z+Kerf)+ (y + Kerf)) = o((x + y) + Kerf) := f(z +y)
o ¢(rz) = ¢(r(x + Kerf)) = ¢p(re + Kerf) := f(rz)
Como f é um homomorfismo, temos:
« (@ +y) = flx)+ fly) = ¢z + Kerf) + ¢(y + Kerf) = o(z) + &(y), e
o O(rz) =rf(x) = ro(x+ Kerf) =ro(z).
Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo. Agora, mostraremos que Ker ¢ = {0} e, portanto,
¢ serd injetiva. De fato, seja 7 € Ker¢. Entao ¢(r) = 0. Mas, por definigdo, temos

&(7) = ¢(r + Kerf) = f(r). Dai, f(r) = 0 = r € Kerf. Portanto, 7 = 0. Também ¢ é
sobrejetiva, pois dado f(z) € Imf, notemos que ¢(x + Kerf) = f(x).

Acabamos de mostrar que ¢ é bijetiva, o que completa a prova. O

Definicao A.20. Um elemento x € R é chamado nilpotente se 2" = 0 para algum
n € N.

Exemplo A.21. Em Zg, temos 23 = 0.
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Definicao A.22. Seja I um ideal de um anel R. Definiremos o radical de I, denotado

por r(I), como sendo:

r(I) ={z € R; 2™ € I para algum m € N}.

Exemplo A.23. Seja R um anel principal , o ideal I tem a forma rR e seu radical é o
ideal gerado pelo produto dos divisores irredutiveis de r (cada um irredutivel - exceto um
invertivel - ocorrendo apenas uma vez neste produto). Em particular, em 7Z, o radical de

um tdeal nZ, € o ideal gerado pelo radical do inteiro n.

Definicao A.24. Sejam R um anel e Q C R um ideal proprio. Chamaremos () de ideal
primdrio quando:
e =zer(Q)ouy € Q.

Exemplo A.25.

o Os ideais priméarios em Z sao (0) e (p"), onde p é primo. Pois estes sdo os unicos
ideais em Z com radical primo e verifica-se imediatamente que sao primarios
(vide [1, Example 4.1]).

Proposicao A.26. Seja QQ um ideal primario. Entao r(Q) € um ideal primo.

Demonstracao. De fato,

ry €r(Q) = (ry)™ € Qpara algumm > 0
= 2™y™ € () para algumm > 0.

Como @) é um ideal primério, temos:

My e Q = a2 er(Q)ouy™ € para algumm > 0,
= (2")" € Qouy™ € @ para algumm,n > 0
= 2™ € Qouy™ € @ para algumm,n > 0
= zer(Q)ouy e r(Q).

Portanto, 7(Q) é um ideal primo. O

Definicao A.27. Se @ € um ideal primdrio, denotando p := r(Q), dizemos que QQ € um

ideal p-primadrio.

Exemplo A.28. Sejam R =k[X,Y] e q = (z,9?).

Entao % ~ %, em que os divisores de zero sao todos os multiplos de y, logo sao

nilpotentes. Portanto, q é primdrio e seu radical p € (x,y) (vide [1, Example 4.2]).
Definicao A.29. Definimos uma cadeta de ideais primos de um anel R como sendo
uma sequéncia de inclusoes estritamente crescente e finita de ideais primos da forma

abaizo:
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PoCp1 C- - Chy.

O comprimento dessa cadeia é n, que é a quantidade de inclusdes C. Definiremos
a dimensao (de Krull) de um anel R # 0, denotado por dim R, como sendo o supremo
dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos de R. Agora, seja M um R-modulo.
Definimos dim M := dim R/ann(M).

Notacao A.30. Se dim M = n, chamaremos M de R-mddulo n-dimensional.
Exemplo A.31. Seja k um corpo.
e dimk = 0 pois os unicos ideais de k sao (0) e o proprio k (vide [7, Exemplo 2.1 ]), e
portanto, o unico ideal primo de um corpo k é (0).
e dimk[Xy,..., X, =n sek éum corpo (vide [1, Exercise 11.7]).

Definicido A.32. Seja R um anel. Denotaremos por I o fecho integral de um ideal I

em R definido da sequinte forma:
I'={rcR 2" +ax" " +axx"?+ -+ a1 +a,=0,neN, q €l VicZ}
No caso de ™ + a;r™ ! + ayr™? + -+ + ap_1r + a, = 0, dizemos que r

satisfaz uma equacao de dependéncia integral de grau n sobre I. Notemos que

I C I pois se a € I, entao a ¢é raiz do polinomio monico = — a.

Quando I = I , diremos que I é integralmente fechado . Quando todas as

poténcias de I forem integralmente fechadas, ou seja, quando

I'=1",Vi €N,
diremos que [ ¢ um ideal normal.
Exemplo A.33. A sequir daremos alguns exemplos de ideais integralmente fechados.
e Ideais radicais sdo integralmente fechados. Em particular, os ideais primos também
0 5G0.

e Se I C J sdo ideais, entdo I C J pois toda equacio de dependéncia integral de r

sobre I também € uma equacao de dependéncia integral de r sobre J.

e Temos I C I, pois para cadar € I, comn =1 e a; = —r obtemos uma dependéncia

integral da equacao de r sobre I.

e Temos I C r(I). De fato, dado r € I, a partir da equacio de dependéncia integral de

r sobre I de grau n como acima, teremos r™ € (ay,...,a,) C I.

Observagao A.34. Todo ideal normal €, em particular, integralmente fechado.
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A.1.2 Mobdulos

Definicao A.35. Seja R um anel comutativo com unidade. Um grupo abeliano aditivo

(M,+) dotado de wma multiplicacio escalar
RxM — M
(r,m) +—— r-m

¢ dito um R-modulo se satisfaz os sequintes axiomas:

(a) 1 -m=m;
(b) (ryre) -m =1y - (ry-m);
() (rm+mr) -m=r-m+ry-m;
(d) r-(my+mg)=r-my+r-mg, Vror,rne€ReYmm,me M.
Ser € Rem € M, escreveremos também rm para denotar o elemento r - m do
modulo M.

Exemplo A.36.

e Todo ideal I de R é um R-mo6dulo. Em particular, R ¢ um R-modulo.

e Se R =k é um corpo, entao um R-mddulo é, precisamente, um k-espaco vetorial.

Definicao A.37. Sejam R um anel e M um R-modulo. Um subgrupo N de M ¢é um

R-submodulo se a multiplicacao escalar do médulo M preserva N, isto €, se
rn € N, sempre quer € R en € N.

Sejam M um R-moédulo, t € N e my, mo, ..., my € M. Vamos considerar o seguinte

subconjunto N de M:
N = Rmy+ Rmg + -+ Rmy = {rimq + romo + -+ - + rymy; r; € R}

Notemos que N é um submodulo de M, chamado de submdédulo gerado por m;,
mo, ..., my. O moédulo M é dito finitamente gerado quando existe um nimero finito de

elementos my, mo, ..., my € M tais que:

M = Rmi;+ Rmy+---+ Rmy
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Neste caso, dizemos que my, ms, ..., my é um conjunto de geradores para o
modulo M.

Exemplo A.38. Sejam M um R-mddulo e I um ideal do anel R. Entdo

IM :={} ajm;;n €N, a; €I, m; € MVj}

J=1

¢ um R-submddulo de M .

Lema A.39. [Lema de Nakayama| Sejam R um anel local Noetheriano, M um R-mddulo

finitamente gerado e I um ideal proprio de R. Entao IM = M implica M = 0.

Demonstragio. Vide [1, Proposition 2.6]. ]

Defini¢ao A.40. Sejam (R,m) um anel local e M um R-mddulo. Definimos:

w(M) := nimero minimal de geradores de M.

Definicao A.41. Seja (R, m) um anel local Noetheriano d-dimensional e k = R/m um

corpo resisual infinito. Chamaremos R de regular se pu(m) = d.
Exemplo A.42. e Todo corpo € um anel local reqular;

e Seja k um corpo. Entio k[X, ..., X4] € um anel reqular, enquanto k[[X,..., X4]] é

um anel local reqular.

Definicao A.43. Sejam M e N dois R-mddulos. O grupo abeliano M/N herda uma
estrutura de R-modulo de M, definida por r(m + N) = rm + N. O R-médulo M /N é

chamado de moédulo quociente de M por N.

Exemplo A.44. Sejam R um anel, M um R-mddulo e I um ideal de R. Como IM é um
R-submddulo de M, podemos considerar o R-médulo quociente M/IM.

Definicao A.45. Sejam N e P dois R-mddulos. Definiremos (N : P) como sendo o
conjunto de todos os r € R tais que rP C N, portanto, (N, P) é um R-submddulo.

As seguintes propriedades sao vélidas: (M : N) : @) = (M : Q) : N) para
quaisquer R-médulos M, N e ). Em particular, (0 : M) é o conjunto de todos os r € R

tais que 7M = 0, e o chamaremos de aniquilador de M e o denotaremos por ann(M).

Definicao A.46. Consideremos os R-maodulos M e N. Uma aplica¢io f: M — N é um

homomorfismo de R-mddulos se as sequintes condicoes sdao satisfeitas:

(a) f € um homomorfismo de grupos aditivos, ou seja,

Jf(my +mg) = f(my) + f(ma), ¥V mi,me € M ;
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(b) f(r-m)=r-f(m),Yre R,Yme M.

Um homomorfismo f: M — N de R-mddulos é um isomorfismo de R-mddulos se for
bijetivo. Denota-se M ~ N.

O conjunto de todos os homomorfismos de R-moédulos de M em N pode ser visto

como um R-moédulo se definimos a soma e o produto pelas regras:

(f +9)(m) = f(m) + g(m)
(rf)(m)=rf(m),Vre R, Y me M.
Denotamos este R-mddulo por Hompg(M, N).

A.1.3 Condicoes de cadeia
Proposicao A.47. Seja M um R-mddulo. Os sequintes itens sdo equivalentes:

(a) Toda cadeia ascendente de submddulos de M, isto é, My C My C --- | é estaciondria,

ou seja, An € N tal que My, = M1 =---;

(b) Todo conjunto nao vazio de submddulos de M possui um elemento maximal com

respeito a inclusao.

Demonstragao. (a) = (b) Seja - um conjunto nao vazio de submédulos de M. Vamos supor
por absurdo que Y~ nao tenha elemento maximal. Como Y~ # (), tomaremos M; € 3. Em
particular, M; nao é um elemento maximal. Portanto, existe My € Y tal que M; C Mo.
Entretanto, My também nao é um elemento maximal. Logo, existe Mz € > tal que
My, C My C Mjs. Utilizando inducgao, podemos construir uma cadeia ascendente tal que

M, C My C M3 C --- nao estacionaria, o que contradiz a nossa hipotese.

(b) = (a) Seja My C My C --- uma cadeia ascendente de submddulos de M.

Precisamos mostrar que tal cadeia é estacionaria, ou seja, que existe n € N tal que

M, = M, 1 = --- . Vamos definir }_ := {M; | i € N}. Por hipétese, - possui um elemento
maximal; digamos que tal elemento seja M,,. Afirmamos que M,, = M, .1 = ---; ja temos
a primeira inclusao M; C M, C ---. Nos restar mostrar que My O My D -+ e isto segue
de que M, é um elemento maximal. Portanto, M,, = M, ; = ---. O

Observacao A.48. A proposicio acima pode ser enunciada similarmente com a inclusdo

contraria O e com a palavra "minimal” no lugar de "mazimal”.

Defini¢cdo A.49. Um R-mddulo M que satisfaca a condi¢io de cadeia ascendente (a.c.c.),
¢ dito ser Noetheriano . No entanto, se considerarmos a inclusdo contrdria O, o modulo
que satisfaca a condi¢io de cadeia descendente (d.c.c), ou equivalentemente, possui um

elemento minimal com respeito a O, é chamado de Artiniano.
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Exemplo A.50.

o Um corpo k é um k-médulo Noetheriano e Artiniano pois os inicos submodulos de

k sao {0} e o proprio k.
e 7 é um Z-mbdulo Noetheriano mas nao é Artiniano pois 2Z D 47 D 6Z D - - -.

o O anel k[X], onde k é um corpo, satisfaz a.c.c. mas nao satisfaz d.c.c. em ideais
(vide [1, Example 6.5]).

Proposicao A.51. Um R-maodulo M é Noetheriano se, e somente se, todo submaodulo de

M € finitamente gerado.

Demonstragio. (=) Seja N C M um submddulo. Mostraremos que N é finitamente
gerado. Definimos Y := {submddulos de N finitamente gerado}. Vejamos que Y # ) pois
(0) € 3. Por hipdtese e pela Proposigdo A.47, 3~ tem um elemento maximal, digamos Nj.

Entao, Ny € N. Temos dois casos:

(a) No=N;

(b) Ny # N. Neste caso, existe x € N tal que = € Ny. Notemos que Ny C Ny + Ax C N,
o que é uma contradi¢ao pois Ny é um elemento maximal de >. Portanto, Ny = N.

Logo, N ¢é finitamente gerado.

(<) Sejam M; C M, C --- submddulos de M. Definimos N := J;2; M;. Logo, N é um
submédulo de M. Por hipétese, N é finitamente gerado, digamos que N = (z1, s, ..., Z,).
Em particular, x1,x9,...,2, € N =U;2; M;. Seja n o maior indice tal que 1, x2,...,2, €
M,,. Afirmamos que M, = N. Pela definicao de N, ja temos que M, C N. Como N =
(x1,2Z2,...,2,) € 1, Xa, ..., 2, € M,, segue que N C M,,. Portanto, M,, = N. Afirmamos
também que M, = M, ., = ---. Ja sabemos que M, C M,,; C--- C N e temos também
N = M,. Logo, N =M, = M,y =---, e M é um R-mddulo Noetheriano. O

Definicao A.52. Uma cadeia (de submddulos) em um mddulo M é uma sequéncia

de submodulos M = Mo D My D My D --- D M, =0. O comprimento da cadeia é n

(que corresponde ao nimero de inclusoes D). Uma série de composi¢cdo de Mé uma

cadeta maximal, isto €, nenhum outro submaodulo pode ser inserido. Isto equivale a dizer
M1

que cada quociente — 7 ¢é simples, ou seja, possui como submddulos apenas os triviais:

(0) e ele proprio.

Exemplo A.53. Seja k um corpo. A sequéncia

(0) C (2*) C (x) C K[X,Y]
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é uma cadeia mas nao é maximal pois
(0) C (z*) C (2*) C (x) C k[X,Y].

Entretanto,
(%) _ (z) _ k[X]

0) = C C
=) @ @
é uma série de composicao de ’;g} pois
k[X]
LI
80

e k é simples (pois todo corpo s possui os ideais triviais), e

(=)
z2) ()

0)  (=?)

—~

12

também é simples.

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, definiremos o comprimento A de um
submodulo M, que é uma ferramenta importante e bastante utilizada neste trabalho e

também enunciaremos um lema que ira auxilar esta proposicao.

Definicao A.54. Definiremos A(M) como sendo o menor comprimento dentre todos o0s
comprimentos de séries de composi¢cio do médulo M. Caso M nao tenha uma série de

composi¢ao, denotaremos \N(M) = +o0.

Proposicao A.55. Toda série de composicio possui o mesmo comprimento, a saber,

A(M).

Demonstragdo. (i) Mostraremos primeiramente que se N C M entdao Ag(N) < Ag(M).

Denotaremos n := Ag(M). Seja (0) = My C My C My C --- C M, = M uma
cadeia de comprimento n. Em particular, cada % ¢ simples. Consideremos os submédulos

de N da seguinte forma: N; = NNM;, isto é, (0) = Ng C N; C --- C N,, = N. Definiremos

¢; da seguinte maneira:

. Ny Mt
Pi: N; M;

z+ N;, — z+ M,.
Notemos que ¢; esta bem definida pois x + N; =y+ N; =x—y e N, C M; =z + M; =
y + M;. Mostraremos que ¢; é injetiva. Seja x + N; € Ker ¢;; entdo z + M; = 0. Logo,
x € M;. Como z € N1 = NN My, temos x € N N M; = N;, portanto, x + N; = 0.

Nij1y ¢ . M; Mig1 2
Como ¢;( ]i;:l) ¢ um submoédulo de 7= e == € simples, temos

Niy1\ Nz‘+1> My
@( N, )_0 o ‘bZ( N, )T M
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Nit1
N;
Removendo os possiveis termos repetidos, teriamos uma série de composi¢ao de N. Logo,

Se a primeira igualdade ocorresse, obteriamos = 0 ja que ¢; é injetiva; dai, N;;; = N.

terfamos uma cadeia maximal em N de comprimento < n, ou seja, Ag(N) < Ag(M).

Suponhamos por absurdo que Ag(N) = Ag(M) = n. Neste caso, ndo havera termos

Nit1 ) _ My

repetidos, ou seja, ¢;(=+) = =+ para todo i =0,1,2...,n — 1. Afirmamos que M; =

N;,Vi. Para o caso de i = 0, temos ¢o(N7) = M;. Entao:

¢0:N1 — Ml
X — X

Portanto, M; = N;. Para i = 1, temos gbl(%) = % Afirmamos que Ny = M,.

(C) De fato, Ny = N N My C M.

(D) Se x € M, entao x + M; € % = (bl(%). Logo, x + My = ¢o(y + Ny), para algum
y € Ny. Portanto, x + My = y+ My, e segue-se que x —y € M; = N7 C N,. Entao, x € Ns.

De maneira analoga, mostra-se que M3 = N3. E assim por diante, até mostrarmos
que M = M, = N,, = N, o que é um absurdo. Logo, Ag(N) < Ar(M).

(ii) Afirmamos também que toda cadeia em M tem comprimento < Ag(M). Seja
(0) = My C My C --- C My = M uma cadeia de comprimento k. Mostraremos que
k < Ar(M). Pelo item i), temos Ag(My) < Ar(M;) < -+ < Ag(My) = Ar(M), onde
constam k desigualdades. Portanto, k < Ag(M).

(iii) Seja (0) = My C My C --- C My, = M uma série de composigao de M com
comprimento k. Pela definigdo de Ag(M ), temos Ag(M) < k. Por outro lado, pelo item ii),
temos k < Ag(M). Portanto, k = Ag(M), isto é, toda série de composi¢ao tem o mesmo

comprimento. ]

Exemplo A.56. Pelo Exemplo A.53:

e A(K[X]) = +o0.

Proposicao A.57. Um R-mddulo M tem uma série de composigio se, e somente se, M

satisfaz ambas as condigoes de cadeia.

Demonstragio. (=) Suponhamos, por absurdo, que M néao satisfaga, por exemplo, a
condicao de cadeia descendente, entao isso significa que existe uma cadeia nao estacionaria
cor C My_9 C My C My, = M. Dai, A\(M) = +00. Absurdo!

(<) Construiremos uma série de composi¢ao de M. Primeiramente, definiremos . :=
{submddulos de M}. Notemos que Y # () pois M € 3. Por hipdtese, M é Noetheriano, e
assim, > tem um elemento maximal; digamos que tal elemento seja N. Agora definiremos

>y := {submédulos de N}. Da mesma forma, >, tem um elemento maximal, o chamaremos
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de P. Dai, --- C P C N C M. Isso é uma cadeia descendente. Mas, por hipétese, M
satisfaz d.c.c. Logo, a cadeia M D N D P D --- em algum momento deve chegar em (0),

e dai, isso sera uma série de composicao de M. O

Lema A.58. Seja V um k-espaco vetorial. Sao equivalentes:

(a) dimg V' < +oo;
(b) A(V) < +o0;
(c) a.c.c.;

(d) d.c.c.

Além disso, se essas equagoes sao satisfeitas, teremos dimy V = A\ (V).

Demonstracio. (a) = (b) Se tivermos A\(V) = 400, entao existirda uma cadeia de k-
moédulos

"'C%C‘/lc‘/(]:v

de comprimento infinito. Consideremos agora o k-espaco @; > V; C V. Entdo +oo =
dimg @ V; < dimg V. Portanto, dimg V = +o0.

(b) = (c) Segue da Proposi¢ao A.57.
(b) = (d) Também segue da Proposigao A.57.

(c) = (a) Se dimy V' = +o00, entdo existe uma base {ey, ez, ...} infinita de V.
Vamos definir V,, = (e1,€9,...,6,) = 1K +eaK+---+¢,K. Entao V; C V5 C -+, isto, é

uma cadeia ascendente nao estacionaria, ou seja, V' nao satisfaria a.c.c.

(d) = (a) Se dimg V = 400, entdo existe uma base {e1,es, ...} infinita de V.

Definimos V,, = (e, €n41, - . . ); entao
- C ‘/:g = (63,647...) c Vo= (62,63764,...) cVi= (62763764,...).
Isto é uma cadeia descendente nao estaciondria, portanto, V' nao satisfaria d.c.c. O

Proposigao A.59. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Entdo exatamente uma das

duas afirmacoes a sequir € verdadeira:

(a) m™ #£ m"™ para todo n;

(b) m"™ =0 para algum n, nesse caso R é um anel local Artiniano.
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nt1 para algum n. Pelo Lema de Nakayama,

Demonstracao. Suponhamos que m” = m
temos m” = 0. Seja p algum ideal primo do anel R. Entao m™ C p, consequentemente
(tomando radicais), m = p. Logo, m é o tnico ideal primo de R. Portanto, o anel R é

Artiniano. O

Exemplo A.60. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Se I ém-primdrio, entdo (7)" = 0
para algum n, logo R/1 é Artiniano pela proposicio passada. Em particular, \(R/I) < oo
pela Proposicio A.57.

Lema A.61. Sejam S — R um homomorfismo de anéis e M um R-maddulo. Sempre temos
As(M) > Ag(M). Se S — R € sobrejetivo, entao a igualdade é vdlida.

Demonstragio. Todo R-submédulo N de M é naturalmente um S-submédulo de M (basta
definir a operagao produto fazendo-se uso da aplicagao S — R). Assim, uma cadeia em
M de R-submédulos da origem a uma cadeia em M de S-submodulos; isto prova a

desigualdade.

Seja N um S-submédulo de M. Observe que N nao é necessariamente um R-
submédulo de M. De fato, M é um R-moédulo (com a operagao produto herdada pela
aplicagao S — R). No entanto, se r € R e n € N, s6 temos garantia de que rn € M (nao
necessariamente rn € N). Mas se supusermos S LR sobrejetivo, existe s € S tal que
f(s) = r; dai definimos rn = sn. Neste caso, qualquer S-submdédulo de M serd também

um R-submédulo de M, e entdo, é possivel concluir que Ag(M) = Ag(M). O

Relembrando um pouco sobre uma propriedade importante envolvendo ideais e
moédulos: Se I C ann(M), onde M é um R-médulo, entdo M também serd um R/I-médulo.

De fato, definiremos a aplicagao 7w da seguinte forma:

7R/ IxM — M

(x,m) +—— am.

Notemos que 7 estd bem definida, pois se £ = ¥y, entdo x —y € I C ann(M). Logo,
(x —y)M = (0), ou seja, (x —y)m =0, Vm € M, isto é, zm = ym, Vm € M.

Pelo fato dem C ann(é), segue pelo que foi escrito acima que é é um R/m-médulo.
Ou seja, % ¢ um R/m-espago vetorial. E além disso, dimpg/m é = )\R/m(é) = /\R(é).

Esta ultima igualdade segue do Lema A.61.

Proposicao A.62. Sejam (R, m) um anel local e M um R-mdédulo nao nulo. Entao
(M) = Ay M/m).

Demonstracao. Pelo Lema A.58, temos )\R/m(mMM) = dimpg/m miM Assim, precisamos

mostrar que (M) = dimp/m 24;. Suponhamos que M = (ay, . .., ayr)). Temos M/mM =
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(@1, ..., @uan))- Isso implica dim% mﬂM < u(M). Agora resta provarmos que dim i mﬂM >
w(M). De fato, sejam my, ..., m, € M cujas imagens em m% formam uma base de mMM,
ou seja, % = (mq,...,m,). Segue que M = (myq,...,m,), portanto, M tem r geradores

(vide [1, Proposition 2.8]). Pela definicao de p(M), segue que (M) < r = dimp/m 21;. O

A.1.4 Localizacao

Seja R um anel qualquer. Um subconjunto multiplicativamente fechado de R é
um subconjunto S de R tal que 1 € S e S é fechado para multiplicagao, ou seja, xy € S

sempre que x,y € S. Definimos uma relacdo = em R x S da seguinte forma:
(a,s) = (b,t) & (rt — bs)u = 0 para algum u € S

Note que esta relacao ¢ reflexiva e simétrica. Para mostrarmos que a mesma também
é transitiva, suponhamos (a, s) = (b,t) e (b,t) = (¢, u). Entao existem v,w € S tal que
(at—bs)v = 0e (bu—ct)w = 0, de modo que atv = bsv e buw = ctw. Dal, atv-uw = bsv-uw
e buw - sv = ctw - sv. Logo, (au — cs)tvw = 0. Como S é fechado para multiplicagao,
temos tvw € S, portanto, (r,s) = (¢, u). Assim, = trata-se de uma relagdo de equivaléncia.
Denotamos por /s a classe de equivaléncia do elemento (r,s) € R x S, e denotemos por
S71R o conjunto de todas estas classes de equivaléncia. Damos uma estrutura de anel a
S~!'R definindo adi¢do e multiplicacao dessas "fragoes" 7/s, da mesma forma que fazemos

a0s numeros racionais:
(a/s)+ (b/t) = (at + bs)/st,
(a/s)(b/t) = ab/st.
Deixamos ao cargo do leitor verificar que essas defini¢des sdo independentes das escolhas
dos representantes (a, s) e (b,t), e que S™!R satisfaz os axiomas de um anel comutativo
com identidade. Também temos um homomorfismo de anéis f : R — S™'R definido por

f(x) = z/1, o qual é injetivo se, por exemplo, R é um dominio integral.

Exemplo A.63. Se R é um dominio integral e S = R — 0, entdo S™'R é o corpo de
fracoes de R. Em particular, se R = 7 entdo S™'R = Q.

Definicao A.64. O anel S™'R ¢é chamado de anel de fracées de R em relacio a S.
Notagao: Se R ¢ um anel e p é um ideal primo de R, um exemplo de conjunto
multiplicativamente fechado é o conjunto S = R — p. Neste caso, denota-se S™'R = R, =

{¢ : a€ Res¢p}. Este ltimo é um anel local com ideal maximal p, = {¢ : a €
p e s ¢p}. ( Para mais detalhes, ver [1, Chapter 3].)

A.1.5 Dominios de valorizacao discreta

Proposicdao A.65. Sejam (R, m) um dominio de valorizag¢io discreta de dimensdo 1 e I
um ideal nao nulo de R. Entio o(I) = A(R/I).
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Demonstragio. Pela Proposigao (vide [1, Proposition 9.2]), temos I = m*, para algum k,
de modo que o(I) = o(m*) = k. Seja n = A(R/I). Temos uma cadeia maximal

(0) =mF(R/I) cm* Y (R/I)C ---cm(R/I) C R/I,

j4 que mﬁ(l%?]) ~ m‘ﬁl e A(m’/m"*!) = dimp/m m’/m"*! =1 pois m é principal. Como a

cadeia acima é maximal e de comprimento k, segue que n = k. O

A.1.6 Teoria da dimensao

Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Definimos
d(R) =min{pu(I) : I éum ideal m-primario de R}.

As Proposigoes [1, Propositions 11.7, 11.10 e 11.13] nos dao que §(R) > dim R >

d(R), o que nos da o seguinte resultado.

Teorema A.66. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Entio §(R) = dim R.



B Apéndice

B.1 Conjunto parcialmente ordenado

Uma ordem parcial (ndo estrita) é uma relagdo binaria < sobre um conjunto P
que satisfaz as seguintes condi¢oes para todo a,b,c € P:
(a) (Reflexividade) a < a;
(b) (Antissimétrica) Se a < be b < a entdao a = b;
(¢) (Transitividade) Se a <be b < ¢ entdo a = c.
Um conjunto parcialmente ordenado ¢é aquele em que ha uma ordem parcial
definida.

Exemplo B.1. Abaizo, seque alguns exemplos de conjuntos parcialmente ordenados.

e O conjunto R dos nimeros reais.

e Dado um conjunto X, o conjunto de suas partes, P(X), pode ser ordenado parcialmente

pela inclusao C.

e O conjunto N dos nimeros naturais equipado com a relagdo de divisibilidade.
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