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Resumo

A dissertação discute a existência de defeitos topológicos tipo vórtices BPS (do tipo Abrikosov-
Nielsen-Olesen) em modelos de calibre abelianos possuindo altas derivadas no setor de calibre. Primeira-
mente, foi abordado o estudo de soluções tipo vórtice na eletrodinâmica de Podolsky-Higgs (PH), a extensão
da eletrodinâmica de Maxwell com altas derivadas proposta por Boris Podolsky adicionada do termo de
quebra espontânea da simetria. Na ausência do termo de Podolsky, o modelo se reduz ao de Maxwell-Higgs
(MH). A eletrodinâmica de PH só apresenta vórtices BPS se a massa de Podolsky (m) for maior ou igual a
duas vezes a massa dos vórtices BPS originados no modelo MH.

O segundo modelo descreve uma versão de altas derivadas do modelo de Chern-Simons (CS) que
denominaremos de eletrodinâmica de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH), o termo de alta deri-
vada, chamado de ação de Deser-Jackiw (DJ). O modelo comporta vórtices BPS carregados a partir de um
valor mínimo da massa de DJ (∆), sendo esse valor mínimo uma função dos outros parâmetros do modelo.
Uma consequência importante advinda dos termos de derivadas superiores, em ambos os modelos, é que
os respectivos potenciais BPS tornam-se não-locais.

Palavras-chaves: Defeitos topológicos, teorias de altas derivadas, vórtices BPS.



Abstract

The dissertation discusses the existence of BPS-like vortices (of the Abrikosov-Nielsen-Olesen type) in
Abelian gauge models having high derivatives, where the gauge sector is the one that gains higher derivative
terms. First, the study of vortex-like solutions in Podolsky-Higgs (PH) electrodynamics, the extension of
Maxwell’s electrodynamics to high derivatives proposed by Boris Podolsky with the addition of the term of
spontaneous symmetry breaking, was addressed. In the absence of the Podolsky term, the model reduces to
that of Maxwell-Higgs (MH). The PH electrodynamics only presents BPS vortices if the Podolsky mass (m)
is greater than or equal to twice the mass of the BPS vortices originated in the MH model.

The second model describes a high-derived version of the Chern-Simons (CS) model which we
will call Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) electrodynamics, the high-derivative term, called the
Deser-Jackiw (DJ) action. The model includes BPS vortices loaded from a minimum value of the DJ mass
(∆), this minimum value being a function of the other parameters of the model. An important consequence
arising from the higher derivative terms, in both models, is that the respective BPS potentials become non-
local.

Keywords: Topological defects, high derivative theories, BPS vortices.
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Introdução

A descrição de sólitons iniciou-se com os estudos de John Scott Russell em 1834 ao concluir que
ondas ao longo de uma margem permaneciam com mesma velocidade e estrutura por um intervalo de
tempo grande [1]. Este movimento peculiar das ondas foi descrita matematicamente por Korteweg e de Vries
na chamada equação KdV [2]. Similar comportamento também foi observado, posteriormente por Fermi,
Pasta e Ulam, na propagação de fônons numa rede não-linear com o surgimento de um modo normal de
vibração não esperado [3]. Em seguida, fazendo uma análise numérica, Zabusky e Kruskal observaram que
a crista da onda surge devido a não-linearidade, que junto ao termo de dispersão fazem a onda prosseguir
com a mesma estrutura [4]. A preservação da estrutura da onda e diminuição da energia após a colisão levou
estes a designarem essas ondas de sólitons que sob uma perspectiva matemática são soluções de equações
diferenciais não-lineares.

Em teorias de campos, os sólitons advêm como soluções clássicas estáveis das equações de Euler-
Lagrange (em geral, equações diferenciais altamente não lineares) satisfazendo condições de fronteira não
triviais. Além disso, essas soluções estão relacionadas a transições de fase devido à quebra espontânea
de uma simetria continua em um sistema físico. Em algumas circunstâncias especiais também é possível
obter essas soluções a partir de um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, encontradas
minimizando a energia total [5, 6] como também fazendo algumas restrições nas componentes do tensor
energia-momento [7]. Em tais circunstâncias, as soluções das equações de primeira ordem também são
soluções das equações de Euler-Lagrange. O primeiro procedimento permite reduzir a ordem das equações
de Euler-Lagrange é chamada de o método de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield, comumente chamado de
método BPS. Esse método baseia-se na minimização da energia total fornecendo o valor mínimo da energia
(limite de Bogomol’nyi) e as equações de primeira ordem (ou BPS, ou autoduais), cujas soluções possuem
esse valor mínimo da energia [5, 6].

No âmbito cosmológico esses defeitos estão ligados as transições de fase no inicio do universo no
final do período inflacionário [8–10], um período que começou 10−36 segundos após o Big Bang [11, 12].
Durante tal processo na evolução do universo, os monopolos magnéticos mostraram-se como possíveis
relíquias das transições de fase conforme previsto pelas teorias Teorias de Grande Unificação (GUT, do
inglês Grand Unified Theory) [9–11]. No entanto, somente em 1974, Hooft e Polyakov demonstraram que
os monopolos magnéticos são uma previsão das GUTs [13, 14]. Para a matéria condensada, os defeitos
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topológicos desempenham um papel importante em uma variedade de fenômenos, incluindo transições de
fase ferromagnéticas [15], supercondutividade dos tipos I e II [16], descrição da superfluidez [17], deformações
em filmes finos sob radiação uniforme de laser [18] e transições de fase em materiais XY estudadas por
meio de simulações de Monte Carlo [19]. Desta forma, esses defeitos topológicos surgem como estruturas
fundamentais descrevendo propriedades físicas não perturbativas nesses sistemas.

Especificamente, no caso da supercondutividade (que possui duas fases), o estudo de defeitos topo-
lógicos tipo vórtices foi iniciado por Abrikosov, quem interligou as transições de fase de Ginzburg-Landau
aos conceitos de Lars Onsager e Richard Feynman a respeito de vórtices quantizados surgidos na super-
fluidez [20]. A primeira fase supercondutora, chamada Tipo I, está associada ao efeito Meissner [21], onde
não ocorre penetração do campo magnético no material. Enquanto na outra, chamada de Tipo II, o campo
magnético penetra o material. Nesta descrição, Abrikosov notou que a simetria de tais vórtices magnéticos
era cilíndrica, evidenciando que estes mesmos apresentam-se somente como estruturas bidimensionais. Em
geral, os vórtices que surgem na matéria condensada se tornam evidentes como excitações estáveis.

Na teoria de campos, os pioneiros no estudo de vórtices foram Nielsen e Olesen [22] que os obser-
varam, precisamente, na eletrodinâmica de Maxwell-Higgs. Motivados por essa descoberta, Schaposnik e
Vega [7] investigaram as soluções exatas do modelo de Maxwell-Higgs considerando algumas restrições nas
constantes de acoplamento, sendo estas para o caso em que a massas dos bósons escalares e vetoriais são as
mesmas. As abordagens para encontrar vórtices na eletrodinâmica de Maxwell-Higgs foram, consequente-
mente, estendidas para a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons [23], mas desta vez se obtiveram vórtices
carregados [24–26]. A partir desses trabalhos, diversos outros foram dedicados a investigar a existência de
vórtices em diferentes eletrodinâmicas [27–38]. Dentro deste contexto de vórtices a eletrodinâmica de Po-
dolsky por ser massiva, pode descrever bem os problemas como o efeito Josephson da supercondutividade
[39] e efeito Meissner [40]. No entanto, a questão se as teorias de calibre contendo derivadas de ordem su-
perior comportam soluções tipo vórtice permanece em aberto (até onde sabemos). Embora, teorias de altas
derivadas levem a problemas como estados fantasmas, violação de unitariedade e causalidade, sabe-se que
estas teorias ao menos como teorias efetivas, são boas candidatas para a descrição de alguns sistemas físicos,
por exemplo, descrevem bem o regime infravermelho (IR) dos glúons na QCD [41] e problemas na região
ultravioleta (UV).

Neste contexto, o trabalho pioneiro [42] de Boris Podolsky concluiu que para altas frequências os
termos de quarta ordem na derivada presentes na densidade lagrangiana dominavam em relação aos de
segunda ordem. Ainda nesta eletrodinâmica mostrou-se como uma generalização à de Maxwell que se
apresenta como invariante sob os grupos de Lorentz e U(1) local, o que a torna invariante de calibre, ou seja,
com a carga elétrica conservada [43]. Posteriormente, algumas generalizações à eletrodinâmica de Podolsky
foram propostas como por exemplo: [44] com o intuito de suavizar singularidades na regiões UV e IR , no
contexto da violação da simetria de Lorentz (LV) [45] foi fixado o campo de fundo para que se tenha uma
energia bem definida, causalidade assegurada, como também unitariedade. Também, através do mecanismo
de Higgs e a blindagem de Debye para a teoria da eletrodinâmica de Bopp-Podolsky, foi descoberto que, em
ambos os fenômenos, não apenas o setor sem massa da teoria de Podolsky adquire massa, mas também o
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setor massivo tem sua massa alterada. Além de investigar o comportamento dos potenciais, observaram a
presença de uma temperatura peculiar, TP , que está associada ao comprimento de Podolsky. Essa descoberta
revela a influência significativa da teoria de Podolsky nos fenômenos estudados, uma vez que tanto o setor
sem massa quanto o setor massivo sofrem alterações em suas massas, e a temperatura TP desempenha
um papel importante em seu comportamento [46]. Recentemente foi demonstrado que, no modelo abeliano
de Higgs, em que o campo escalar é acoplado de forma não minimamente ao campo de Maxwell, a teoria
emergente que surge na fase de simetria oculta é a teoria de Bopp-Podolsky. Essa descoberta revela como
diferentes regimes de acoplamento entre o campo escalar e o campo de Maxwell levam a diferentes teorias
eletromagnéticas, com a teoria de Bopp-Podolsky surgindo na fase de simetria oculta [47].

O termo de Chern-Simons (CS) de altas derivadas, foi introduzido por S. Deser, R. Jackiw e S. Tem-
pleton na descrição de uma gravitação em (1+2)-dimensões [48]. Esse trabalho foi o ponto de partida para o
estudo de teorias tipo CS com derivadas superiores, por exemplo, os estudos abordando a supergravidade
[49], a regularização e entraves com estados fantasmas [50]. Além da obtenção de novos efeitos clássicos
surgidos na eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons planar com a presença de um termo de alta ordem
nas derivadas [51].

Nesse contexto, a dissertação estudará a existência de soluções tipo vórtice em teorias de calibre com
derivadas de ordem superior, especificamente, procuramos vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen (ANO)
nas eletrodinâmicas escalares de Podolsky e de Deser-Jackiw. Para atingirmos esse objetivo, a dissertação
é apresentada da seguinte maneira: Na primeira parte, apresentamos uma breve introdução aos defeitos
topológicos e ao formalismo BPS tomando como exemplo os kinks que aparecem em modelos escalares em
(1 + 1)-dimensões. Motivados pelo trabalho de Boris Podolsky começamos a segunda parte apresentando
a estrutura BPS da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs e os vórtices portadores somente de fluxo magnético,
os quais são soluções das equações BPS. Em seguida, estudamos a eletrodinâmica de Podolsky-Higgs (PH)
descrito pela seguinte densidade lagrangiana,

LPH = −1

4
FµνF

µν +
1

2m2
∂µF

µν∂βFβν + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (0.1)

que representa uma extensão de altas derivadas do modelo de Maxwell-Higgs. Na terceira parte, apresen-
tamos a estrutura BPS da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs e os vórtices carregados e portadores de
fluxo magnético, os quais representam as soluções das respectivas equações autoduais. Logo, analisamos o
modelo que chamaremos de eletrodinâmica de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) representada
pela densidade lagrangiana

LDJCSH =
κ

4
ϵµνρAµFνρ +

1

4M
ϵµαβAµ2Fαβ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) . (0.2)

Finalmente, discutiremos os resultados desta dissertação nas conclusões e daremos nossas perspectivas.
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Parte I

Defeitos topológicos
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Capítulo 1

Conceitos preliminares

Na teoria de campos, os defeitos topológicos são soluções das equações de Euler-Lagrange que são
altamente não lineares, e, em geral, podem surgir nos modelos que sofrem a quebra espontânea de alguma
simetria interna [53, 54]. A quebra de simetria surge quando a simetria que governa omodelo não é comparti-
lhada pelo estado de vácuo, também chamado de estado de mínima energia [55]. Assim sendo, dependendo
do tipo de simetria de um sistema e da forma como é quebrada, o modelo apresenta diferentes tipos de
defeitos topológicos, entre eles podemos mencionar, por exemplo, kinks, vórtices, skyrmions, monopolos
[54, 56, 57].

As teorias de campo em uma dimensão espacial fornecem um ponto de partida natural para o estudo
de sólitons. Por causa das simplificações que resultam de trabalhar em uma dimensão, muitos cálculos
podem ser realizados explicitamente. Desse modo, começamos a estudar sólitons de teorias de campo
escalar em (1 + 1)-dimensões, as chamadas soluções tipo kink nas teorias ϕ4 e no modelo seno-Gordon.
Sua extensão para (3 + 1)-dimensões levará a paredes de domínio.

1.1 Defeitos em (1 + 1)−D

Este defeito topológico é o mais simples surgindo em (1 + 1)-dimensões a partir de um modelo
composto de somente um campo escalar real ϕ(x) [5], cuja densidade de lagrangiana é expressa por

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− U(ϕ). (1.1)

Ao aplicarmos o princípio da ação mínima à densidade lagrangiana (1.1) em questão, obtém-se a seguinte
equação de Euler-Lagrange para o campo escalar:

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
− ∂L

∂ϕ
= 0, (1.2)

que provê a seguinte equação de movimento para o modelo

2ϕ+
∂U(ϕ)

∂ϕ
= 0, (1.3)
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sendo 2 = ∂µ∂
µ chamado de operador d’Alebertiano

2 =
∂2

∂t2
−∇2, (1.4)

e ∇2 operador laplaciano.
Pelo Teorema de Noether, fazendo uma transformação infinitesimal nas coordenadas x′µ = xµ+δxµ

do espaço-tempo, tem-se uma quantidade conservada, pois o campo é invariante sob uma translação devido
homogeneidade do espaço-tempo. Esta quantidade é designada de tensor energia-momento

T µν =
∂L

∂ (∂µϕ)
∂νϕ− gµνL, (1.5)

e satisfaz a seguinte identidade

∂µT
µν = 0, (1.6)

uma lei de conservação para a densidade de energia e de momento. Ademais, o tensor energia-momento
apresenta-se simétrico na permutação dos índices, T µν = T νµ. Desta forma, teremos o tensor energia-
momento em (1.5) para a densidade Lagrangiana em (1.1) da seguinte maneira

T µν = ∂µϕ∂νϕ− gµνL, (1.7)

que através do mesmo, podemos chegar a carga conservada associada devido a transformação de simetria
no tempo, a energia total, escrita na forma

E =

∫
T 00dx =

∫ [
∂L

∂ (∂0ϕ)
∂0ϕ− L

]
dx, (1.8)

onde a componente T 00 corresponde à densidade hamiltoniana, que no caso estático é a densidade de
energia, escrita como

T 00 =
1

2

(
∂ϕ

∂t

)2

+
1

2
(∇ϕ)2 + U(ϕ). (1.9)

Para o caso estático, ϕ ≡ ϕ(x), a energia total (1.9) resulta

E =

∫ ∞

−∞

[
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ U(ϕ)

]
dx. (1.10)

Pois estamos interessados em soluções de energia finita, o que significa que em x → ±∞, tanto o campo ϕ
quanto o potencial U devem satisfazer, respectivamente, as condições de contorno.

lim
x→∞±

(
dϕ

dx

)
→ 0, lim

x→±∞
ϕ(x) = ϕ±, lim

x→∞±
U(ϕ) → 0, (1.11)

com ϕ+ e ϕ− sendo os pontos nos quais o potencial é nulo, ou seja, os pontos onde pode ocorrer a quebra
espontânea da simetria. Quando ocorre de uma solução ter configurações de mínimos diferentes para x →
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−∞ e x → +∞ como é descrito no caso anterior, tem-se uma solução topológica. No entanto, no caso
em que compartilham a mesma configuração assintótica de mínimo, a solução é dita não topológica. Em
relação aos modelos com diferentes mínimos, os potenciais que atendem às condições topológicas são da
forma:

U(ϕ) =
1

2

(
dW

dϕ

)2

(1.12)

com a condição de

Wϕ =
dW

dϕ
= U(ϕ), (1.13)

no qual, U(ϕ) é uma função contínua em todo o intervalo. Inserindo este potencial na expressão da energia
em (1.10), terá a forma

E =

∫ ∞

−∞

[
1

2

(
dϕ

dx

)2

+
1

2
[U(ϕ)]2

]
dx. (1.14)

Os setores topológicos ϕ± para o campo escalar são representados pela carga topológica Q que não está
associada a corrente de Noether mas pela densidade de corrente topológica

jµ =
1

2m
ϵµν∂νϕ (1.15)

com ϵµν sendo o tensor Levi-Civita e de caráter antisimétrico. Por conseguinte, tratando de corrente con-
servada, têm-se

∂µj
µ =

1

2m
ϵµν∂µ∂νϕ ≡ 0, (1.16)

em que a carga topológica associada aos sólitons no estudo de defeitos topológicos em uma dimensão é
expressa por

QT =

∫ +∞

−∞
ρ(x)dx =

1

2m

∫ +∞

−∞

dϕ

dx
dx =

ϕ1 − ϕ2

2m
, (1.17)

isso evidencia que a carga depende apenas dos valores assintóticos da função ϕ e assume valores em {−1, 1}.
Devido ao caráter topológico do defeito, a carga QT deve ser necessariamente diferente de zero, o que
significa que a função ϕ tem valores distintos, ou seja, ϕ+ ̸= ϕ−. Como já abordado, soluções que apresentam
mais de um mínimo distinto, são chamadas de defeitos topológicos, e estes defeitos se classificam quanto
a simetria no vácuo. Se a simetria é discreta, com quantidades finita de mínimos do potencial, temos os
kinks, já a simetria contínua abeliana que envolve campos complexos temos os vórtices e cordas cósmicas,
enquanto a simetria de gauge não abeliana trata os monopolos de ’t Hooft-Polyakov, por exemplo.

1.2 Método de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield (BPS)

Este é um método que investiga a presença de defeitos topológicos via a minimização da energia,
tendo como fim, encontrar soluções chamadas de BPS (Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield) [5, 6] descritas
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por equações diferenciais de ordem derivativo menor que as equações de Euler-Lagrange. Estas soluções
são os estados de vácuo (ou de energia mínima) em que se encontram os setores topológicos do modelo.
Em teoria de campos habitualmente se resolve as equações de Euler-Lagrange, que são de segunda ordem.
No entanto, em 1975, M.K. Prasad e C.M. Sommerfield e em 1976, E.B. Bogomol’nyi, mostraram que em
certas teorias de campos não-lineares a energia é limitada inferiormente por uma carga topológica que é
atingida quando os campos satisfazem as equações estáticas de primeira ordem. Este método consiste em
expressar o integrando da energia total como uma soma de termos quadráticos e derivadas totais, onde uma
das derivadas totais será proporcional ou igual à densidade de carga totológica do modelo em estudo. No
presente caso, a energia total (1.14) se expressa como

E =

∫ ∞

−∞

[
1

2

(
dϕ

dx
∓
√

2U(ϕ

)2

± dϕ

dx

dW

dϕ

]
dx, (1.18)

e sendo que a energia é dita finita, o primeiro integrando é zero para satisfazer (1.11) e ainda deste primeiro
integrando de (1.18) obtém-se a equações diferencial de primeira ordem para o campo ϕ

dϕ

dx
= ±

√
2U(ϕ) (1.19)

com as soluções com energia mínima satisfazendo (1.19) que é uma equação diferencial de primeira ordem.
Nesse sistema a energia associada a esse defeito topológico é mínima e dada pela integral do segundo termo
em (1.18), pois o termo quadrático é nulo no limite BPS. Portanto, a energia BPS fica expressa como

EBPS =

∫ ∞

−∞

dϕ

dx

dW

dϕ
dx = ±

∫ ∞

−∞

dϕ

dx

√
2U(ϕ)dx ⇒ EBPS = ± [W (ϕ+)−W (ϕ−)]

EBPS = |W | , (1.20)

conhecida na literatura como limite de Bogomol’nyi. Mesmo não conhecendo a priori as soluções ϕ(x),
a energia é encontrada somente em termos do superpotencial Wϕ com respectivos valores assintóticos de
ϕ(x) sendo os mínimos absolutos de U(ϕ), com configuração de campo obedecendo

dϕ

dx
= ±Wϕ. (1.21)

Através de (1.21), as respectivas soluções para ϕ(x) em que a energia mínima é dada pelo limite Bogomol’nyi,
que são denominadas estados BPS e tendo potencial para os defeitos topológicos sendo sempre U(ϕ) ≥ 0,
∀ϕ ∈ R.

1.3 Kinks

O defeito topológico conhecido como kink é o mais simples, mas apresenta propriedades que são
comuns a outros defeitos. Esses defeitos topológicos surgem em teorias clássicas de campo em (1 + 1)

dimensões (uma dimensão espacial mais uma temporal) para o campo escalar real ϕ = ϕ(xµ) [5]. O modelo
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que descreve os kinks é definido pela densidade lagrangiana em (1.1), com um potencial de interação do
tipo ϕ4

U(ϕ) = λ
(
m2 − ϕ2

)2
, (1.22)

no qual os dois mínimos do potencial são ϕ = ±m, ou seja, ϕ+ = +m e ϕ− = −m, com gráfico dado na
Figura 1.1.

−2 −1 1 2

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ϕ

U(ϕ)

Figura 1.1: Gráfico do potencial em (1.22) para m = 1 e λ = 0.15.

A equação de Euler-Lagrange (1.3) fica expressa por

∂µ∂
µϕ− 4λ

(
m2 − ϕ2

)
ϕ = 0, (1.23)

que em sua forma estacionária resulta na seguinte equação

d2ϕ

dx2
= 4λ

(
m2 − ϕ2

)
ϕ, (1.24)

a equação diferencial do campo escalar em (1.19) que representa a BPS para o defeito do tipo kink é descrita
como

dϕ

dx
= ±

√
2λ
(
m2 − ϕ2

)
= ±U (1.25)

que é a expressão para U . O superpotencial é encontrado integrando (1.25), tendo como resultado

W =
√
2λ

(
m2 − ϕ2

3

)
ϕ. (1.26)

EncontradaW , a equação diferencial (1.25) apresenta solução explicita para o campo ϕ(x) na forma

ϕ(x) = ±m tanh[
√
2λ(x− a)], (1.27)
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com a sendo a posição em que ϕ intercepta o eixo horizontal. Neste modelo ϕ4, a densidade de energia do
sistema para o potencial (1.22) é da forma do integrando em (1.14) e sendo expressa por

E =
1

2
ϕ′2 + λ

(
m2 − ϕ2

)
= 2λm4 sech4[

√
2λm(x− a)]. (1.28)

Para o limite BPS, energia para o defeito do tipo kink pode ser expressa como sendo proporcional a carga
topológica do modelo

EBPS =

∣∣∣∣∫ +m

−m

√
2λ
(
m2 − ϕ2

)
dϕ

∣∣∣∣ = 4

3
m3

√
2λ |QT | (1.29)

ou mesmo, assumindo a forma

EBPS =
4

3
m3

√
2λ. (1.30)

A Figura 1.2 mostra o comportamento da solução (1.27) para kink dado por ϕ+ e com anti-kink ϕ−.
Como já dito tem-se campos que tendem para os valores de vácuo −m a +m e com densidade de energia
(1.28) localizada.

−10 −5 5 10

−1

1

x

ϕ+

ϕ−
E

Figura 1.2: Gráfico para kink ϕ+, anti-kink ϕ− e densidade de energia E .

Como já frisado na Seção 1.1 acerca da carga topológica que diferencia os tipos de sólitons em teoria
de campos, quando a carga QT = 1, o sóliton é do tipo kink com configurações assintóticas para o campo
escalar ϕ sendo ϕ− = −m e ϕ+ = +m, enquanto que para QT = −1, temos um sóliton denominado anti-
kink com ϕ− = +m e ϕ+ = −m. Isto evidencia uma propriedade fundamental em defeitos topológicos,
sendo a energia proporcional a carga topológica.
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Parte II

Estrutura BPS em teorias de calibre com altas
derivadas: a eletrodinâmica de Podolsky-Higgs

11



Em meados da década de 50, Ostrogradski abordou o formalismo de Lagrange e Hamilton para
qualquer ordem de derivada superior, demonstrando ainda que o formalismo de Euler-Lagrange poderia ser
substituído por um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem [58]. Além disso, ele também gene-
ralizou os momentos canônicos conjugados [58]. Seguindo esses resultados de Ostrogradski, Podolsky esten-
deu a Eletrodinâmica de Maxwell, verificando que a única maneira de preservar a linearidade de sua teoria
era adicionar um termo de altas derivadas nos campos [59]. Esse termo é precisamente 1

2m2
∂µF

µν∂βFβν ,
que possui uma derivada de segunda ordem no campo de gauge abeliano e, no limite da massa m → ∞,
recupera a Eletrodinâmica de Maxwell.

A Eletrodinâmica de Podolsky, além de preservar a linearidade, também contornava o problema das
divergências presentes na região do ultravioleta [60]. Este último problema está associado com a resolução
da divergência da energia potencial eletrostática gerada por uma carga pontual na origem, que agora resulta
finita, ao contrário da Eletrodinâmica de Maxwell. Assim como a Eletrodinâmica de Maxwell, a de Podolsky
preserva as duas simetrias fundamentais da natureza: a de gauge e a de Lorentz [59]. Além disso, ela provê
um modo massivo invariante de gauge [61], algo que não ocorre na teoria de Proca, cujo termo de massa é
incompatível com a simetria de gauge.

Embora a teoria de Podolsky ter resolvido alguns problemas que a Eletrodinâmica de Maxwell não
solucionou, ela apresentava dificuldades intrínsecas, incluindo o problema de estados com norma negativa,
designados como estados fantasmas. Isso evidencia que a teoria é não-local, geralmente descrita como uma
teoria que possui termos com derivadas de ordem superior a dois. Essa não-localidade é inconveniente, uma
vez que, em teoria de campos, induz à quebra da unitariedade, uma propriedade importante de uma teoria
considerada fundamental. Diante dessas dificuldades e do sucesso da renormalização da Eletrodinâmica
Quântica (QED) convencional, a Eletrodinâmica de Podolsky foi deixada de lado. Somente em 1969, Lee e
Wick voltaram a estudar a Eletrodinâmica de altas derivadas, em um modelo equivalente ao de Podolsky,
para explicar algumas massas no espectro hadrônico [62]. No entanto, ela foi novamente desconsiderada
devido ao fato de que o espectro hadrônico pode ser explicado pela Cromodinâmica Quântica (QCD).

Apesar desses "mas", a Eletrodinâmica de Podolsky atraiu físicos interessados em abordar o eletro-
magnetismo com termos de derivadas superiores. Isso inclui o trabalho de Musicki (1978), que estudou o
formalismo canônico e o teorema de Liouville generalizado [63]. Em 1987, Galvão e Pimentel estudaram a
estrutura canônica da Eletrodinâmica de Podolsky e mostraram que a condição de Lorentz não era uma con-
dição de gauge adequada [64]1. Concluíram que o campo eletromagnético de Podolsky possui cinco graus
de liberdade, dois pertencentes a um modo não-massivo e três a um modo massivo, além de 8 graus não
aparentes. Observaram que a condição de Lorentz não era adequada para o modo massivo, uma vez que
violava a invariância da teoria perante as transformações de Lorentz, ou seja, não era preservada na evolução
temporal. Além disso, Frenkel em 1996 [65], usando a Eletrodinâmica de Podolsky, encontrou uma solução
para o problema 4/3 da Eletrodinâmica de Maxwell. Em 2007, Cuzinatto et al. [43], usando o formalismo de
1Embora em (1+3)-D se tenha a condição generalizada de Coulomb [64], no caso estacionário a condição ∂jAj = 0 é
suficiente. Um similar fato ocorre em (1+2)-D, portanto para tratarmos da estrutura BPS do modelo PH também usaremos
o calibre de Coulomb.
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Utiyama, mostraram que a teoria de Podolsky, sendo invariante sob os grupos de Lorentz e U(1) local, é a
única generalização de segunda ordem para a Eletrodinâmica de Maxwell. Além disso, Grinstein, O’Connell
e Wise (2008) propuseram a ideia de introduzir termos de altas derivadas, criando o modelo padrão de
Lee-Wick [66]. Em 2010, Bonin et al. estudaram a Eletrodinâmica de Podolsky à temperatura finita [67].

Como descrito acima, a Eletrodinâmica de Podolsky permitiu avanços significativos no arcabouço
da Física Teórica no contexto de teorias de campos com termos de derivadas superiores. No entanto,
ainda não foram realizados estudos sobre a estrutura BPS nesta extensão de altas derivadas do modelo de
Maxwell-Higgs. Portanto, analisaremos tais estruturas na Eletrodinâmica de Podolsky-Higgs e verificaremos
as condições para a existência de vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen no modelo.

Nesta segunda parte da dissertação, desenvolveremos o formalismo BPS para o modelo de Maxwell-
Higgs e suas soluções tipo vórtice. Em seguida, aplicaremos o formalismo BPS à Eletrodinâmica de Podolsky-
Higgs. No entanto, em contraposição aos modelos em que reduzimos as equações de movimento de segunda
para primeira ordem nas derivadas, neste caso, elas são reduzidas de quarta para terceira ordem.
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Capítulo 2

Eletrodinâmica de Maxwell-Higgs

Em um trabalho seminal publicado em 1973, Nielsen e Olesen estudaram um campo de gauge abeli-
ano acoplado em campo escalar (o modelo de Maxwell-Higgs) visando construir uma teoria de campos para
cordas duais. Identificaram que as cordas de Nambu podem ser reconhecidos como linhas de vórtices [22].
Atualmente tem-se uma vasta gama de estudos e aplicações do modelo de Maxwell-Higgs (MH), entre outros
podemos mencionar, soluções BPS topológicas na presença de termos cinéticos não usuais ou generalizados
[68, 71–79], soluções BPS analíticas de vórtices no contexto de modelos generalizados [69, 70].

As soluções tipo vórtice foram observadas por Abrikosov [20] quando estudava a teoria da super-
condutividade de Landau-Ginzburg. Aqui é importante ressaltar que a energia estática do modelo Maxwell-
Higgs equivale à energia livre não-relativística dos supercondutores tipo II no modelo de Abrikosov, sendo
verificado que as soluções tipo vórtices são as mesmas. Portanto, devido às contribuições de Abrikosov,
Nielsen e Olesen, chamamos essas soluções de vórtices do tipo ANO.

A densidade lagrangiana do modelo MH em (1 + 2)-dimensões1 é escrita da seguinte maneira

LMH = −1

4
FµνF

µν + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (2.1)

onde o primeiro é o tensor eletromagnético

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2.2)

com Aµ representando o campo de gauge abeliano. O segundo termo representa a derivada covariante
mínima Dµϕ, do campo escalar complexo ϕ, sendo definida como

Dµϕ = ∂µϕ− ieAµϕ, (2.3)

no qual e é a constante de acoplamento eletromagnética. Finalmente, o terceiro termo V (|ϕ|) fornece o
potencial de auto-interação do campo ϕ, que será determinado pelo formalismo BPS.

Além do mais, a Lagrangiana é invariante perante a transformação de gauge local expressa por

ϕ(x) → ϕ(x)eiα(x), Aµ(x) → Aµ(x) +
1

e
∂µα(x). (2.4)

1A métrica é dada por diag (gµν) = (+−−), com os índices gregos variando em µ, ν = 0, 1, 2 e especificando as
coordenadas espaço-temporais, enquanto que os índices latinos i, j = 1, 2 indicam somente as espaciais.
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A equação de Euler-Lagrange para o campo de calibre Aµ

∂ν

[
∂L

∂(∂νAµ

]
− ∂L

∂Aµ

= 0, (2.5)

resultando na seguinte equação de movimento para o campo de calibre

∂νF
νµ = eJµ (2.6)

com Jµ representando a densidade de corrente conservada

Jµ = i [ϕ (Dµϕ)
∗ − ϕ∗ (Dµϕ)] = i [ϕ∂µϕ

∗ − ϕ∂µϕ]− 2eAµ |ϕ|2 , (2.7)

relativa à invariância definida em (2.4).
O setor do campo de Higgs apresenta a seguinte equação de Euler-Lagrange

∂β

[
∂L

∂(∂βϕ∗)

]
− ∂L

∂ϕ∗ = 0, (2.8)

onde por meio dela, obtém-se a equação de movimento

DµD
µϕ+

∂V

∂ϕ∗ = 0, (2.9)

ou expressa de forma explicita

□ϕ− 2ieA0∂0ϕ− ieϕ∂0A0 − e2A2
0ϕ+ 2ieAi∂iϕ+ ieϕ∂iAi + e2A2

iϕ+
∂V

∂ϕ∗ = 0, (2.10)

com □ representando o operador d’Alembertiano expresso em (1.4).
A partir da equação (2.6), no regime estacionário, obtemos a lei de Gauss

∇2A0 = 2e2A0 |ϕ|2 , (2.11)

(definimos ∇2 = ∂k∂k) que é satisfeita identicamente pela condição de calibre A0 = 0. Essa condição
permite estabelecer que as soluções não possuem carga elétrica.

A respectiva lei de Ampère assume a seguinte forma

εkj∂jB = eJk = ieϕ∂kϕ
∗ − ieϕ∗∂kϕ− 2e2Ak |ϕ|2 , (2.12)

em que B = ϵij∂iAj representa o campo magnético. Desse modo as soluções serão portadoras somente de
fluxo magnético. Alternativamente, reescrevemos a lei de Ampère como

∂jB = −eϵjkJk. (2.13)

A equação estacionária (2.10) para o campo de Higgs na equação (2.10) é dada como sendo

∇2ϕ− 2ieAj∂jϕ+ e2A2
jϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0, (2.14)

onde, além da condiçãoA0 = 0 usamos ∂jAj = 0 (calibre de Coulomb) como uma segunda condição. Estas
duas condições permitem eliminar os 2 graus de liberdade redundantes do campo Aµ.
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2.1 Estrutura BPS do modelo de Maxwell–Higgs

A densidade de energia E do sistema é a densidade hamiltoniana que é encontrada via a seguinte
transformação de Legendre da densidade lagrangiana (2.1)

H = πρȦρ + πϕ̇+ π∗ϕ̇∗ − L, (2.15)

onde expressamos os momentos canônicos na forma

πρ =
∂L
∂Ȧρ

, π =
∂L
∂ϕ̇

, π∗ =
∂L
∂ϕ̇∗

, (2.16)

e considerando que na configuração estática Ȧρ = ϕ̇ = ϕ̇∗ = 0, teremos, portanto, a hamiltoniana do
sistema dada por H = −L. Com isso a densidade de energia E = H, no gauge A0 = 0, se expressa como

E =
B2

2
+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|) , (2.17)

que resulta ser definida positiva. Assim, a integração da densidade energia fornece, claro, a energia total que
assume a forma

E =

∫ [
B2

2
+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|)

]
d2x, (2.18)

A condição de ter uma energia total finita impõe que a densidade de energia E → 0 quando |x| → ∞,
ou seja, cada termo em (2.17) deve satisfazer

lim
|x|→∞

B(x) = 0, lim
|x|→∞

Dkϕ(x) = 0, lim
|x|→∞

V (|ϕ(x)|) = 0. (2.19)

Antes de iniciar com a implementação do formalismo BPS, reescrevemos o termo |Dkϕ|2 na forma

|Dkϕ|2 = |D±ϕ|2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵik∂iJk, (2.20)

onde definimos a quantidade D±ϕ como

D±ϕ = D1ϕ± iD2ϕ. (2.21)

Substituímos (2.20) na energia total (2.18) que fica expressa da seguinte maneira

E =

∫ [
B2

2
+ |D±ϕ|2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵik∂iJk + V (|ϕ|)

]
d2x, (2.22)

que para completar o mecanismo BPS, falta colocar o quadrado do campo magnético mais o potencial numa
forma quadrática. Feito isto, e organizando os dois termos envolvendo B, a energia será

E =

∫ [
1

2

(
B ±

√
2V
)2

+ |D±ϕ|2 ±B
(√

2V + e |ϕ|2
)
± 1

2
ϵik∂iJk

]
d2x. (2.23)
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Os dois primeiros termos do integrando são expressões quadráticas, em acordo com a técnica BPS, e obser-
vamos que o último termo é uma derivada total cuja integral dadas as condições (2.19) será nula,∫

ϵik∂iJk d
2x = 0. (2.24)

Assim, se no terceiro termo do integrando em (2.23) o fator
(√

2V + e |ϕ|2
)
for uma constante, ou seja

√
2V + e |ϕ|2 = ev2 = cte, (2.25)

a sua integral resulta proporcional ao fluxo magnético

Φ =

∫
Bd2x. (2.26)

Isso, somente é possível se o campo de Higgs tiver o seguinte comportamento,

lim
|x|→∞

|ϕ(x)| = v = cte, (2.27)

pois, sabemos que nesse limite o potencial é nulo, V (|ϕ|) = 0. Consequentemente, a partir da equação
(2.25), o potencial V (|ϕ|) é fixado,

V (|ϕ|) = e2

2

(
v2 − |ϕ|2

)2
. (2.28)

Assim, quando |ϕ(x)| = v ̸= 0, se produz a quebra espontânea da simetria, a qual gera configurações
topológicas.

Então, substituindo os resultados (2.24) e (2.28) em (2.23), a energia do sistema fica dada por

E = EBPS +

∫ {
1

2

[
B ∓ e

(
v2 − |ϕ|2

)]2
+ |D±ϕ|2

}
d2x, (2.29)

onde EBPS resulta proporcional ao fluxo magnético, ou seja,

EBPS = ±ev2
∫

Bd2x = ±ev2Φ > 0, (2.30)

que, como veremos a seguir, define a mínima energia do sistema, também chamada de energia BPS ou limite
de Bogomol’nyi. Portanto, a energia do sistema (2.29) satisfaz a desigualdade

E ≥ EBPS. (2.31)

Como queremos encontrar configurações de campos cuja energia (2.29) seja mínima, ou mesmo,
seja saturada, E = EBPS , os termos quadráticos devem ser nulos. Isso acontece se os campos satisfazem o
seguinte conjunto de equações

D±ϕ = 0, (2.32)

B = ±e
(
v2 − |ϕ|2

)
. (2.33)

Este conjunto é chamado de equações BPS (ou auto-duais), e neste caso, são equações diferenciais de primeira
ordem, uma ordem a menos que as respectivas equações de Euler-Lagrange.

A partir das equações BPS é possível reproduzir ou reobter as equações de Euler-Lagrange, ou seja,
retornar tanto para a lei de Ampère (2.12) como para equação do campo de Higgs (2.14) com potencial
V (|ϕ|) dado pela equação (2.28).
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2.2 Soluções tipo vórtice do modelo MH

Como já mencionado acima, a condição de calibre A0 = 0 promove que configurações sejam des-
carregados eletricamente e, que somente portem fluxo magnético. Para tanto, aqui mostraremos soluções
do sistema BPS do tipo vórtice com simetria rotacional descritos pelo ansatz em coordenadas polares (r, θ),

ϕ(x) = vg(r)einθ, (2.34)

Ak(x) = ϵkj
xj

er2
[a(r)− n]. (2.35)

O ansatz é o mapeamento do plano R2 em um círculo de mínimos v no plano complexo ϕ.
A unicidade de ϕ requer

ϕ(r, θ) = ϕ(r, θ + 2nπ), equivalentemente vg(r)einθ = vg(r)einθ+i2nπ, (2.36)

que resulta na equação

ei2nπ = 1, (2.37)

onde somente teremos soluções não triviais, n ̸= 0, se n = ±1,±2, . . ., sendo o inteiro n chamado de
winding number, que identificará o caráter topológico da configuração.

As funções g(r) e a(r), também chamados de perfis, são regulares ao longo de todo o eixo radial
e devem satisfazer estritamente condições de fronteira adequadas para que tanto a densidade de energia
como a energia total da configuração sejam finitas, por conseguinte, essas condições são

lim
r→0

a(r) = n, lim
r→0

g(r) = 0 (2.38)

lim
r→∞

a(r) = 0, lim
r→∞

g(r) = 1. (2.39)

sendo compatíveis com as estabelecidas na equação (2.19).
Inserindo o ansatz, (2.34) e (2.35), no sistema BPS, (2.32) e (2.33), obtém-se as seguintes equações

diferenciais acopladas em termos das funções g(r) e a(r)

g′ = ±ag

r
, (2.40)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
, (2.41)

onde o campo magnético é dado por

B(r) = − a′

er
. (2.42)

Similarmente, a densidade de energia BPS obtida a partir da equação (2.17), se expressa como sendo

EBPS = B2 +
2v2a2g2

r2
. (2.43)

A energia BPS em (2.30) calculada usando as condições de fronteira satisfeitas pela função a(r)
resulta

EBPS = ±2πev2
∫

B rdr = ±2πnv2 > 0, (2.44)

assim, com o sinal (+) representando soluções para n > 0 e o sinal (−) para n < 0.
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2.2.1 Comportamento das soluções nas fronteiras

A análise dos comportamentos dos campos g(r) e a(r) quando r → 0 e r → ∞ se dá resolvendo
o sistema BPS, (2.40) e (2.41), entorno dos valores assumidos nas fronteiras.

2.2.1.1 Comportamento em r → 0

Entorno da origem expressamos as funções g(r) e a(r), para n > 0, na forma

g(r) =
∞∑
k=1

Gkr
k, a(r) = n−

∞∑
k=1

Akr
k, (2.45)

e substituindo no sistema BPS, (2.40) e (2.41), obtemos as seguintes expressões,

g(r) ≃ Gnr
n − e2v2Gn

4
rn+2 + . . . , (2.46)

a(r) ≃ n− e2v2

2
r2 +

e2v2G2
n

2 (n+ 1)
r2n+2 + . . . , (2.47)

que a partir dessas soluções podemos expressar o campo magnético e densidade de energia BPS

B(r) ≃ ev2 − ev2G2
nr

2n . . . , (2.48)

EBPS ≃ e2v4 + 2n2v2G2
nr

2(n−1) − 2e2v4G2
n(n+ 1)r2n . . . . (2.49)

A constante Gn depende do winding number e das outras constantes de acoplamento do modelo.

2.2.1.2 Comportamento em r → ∞

Com esse intuito, quando r → ∞, consideramos os perfis g(r) e a(r) dados por

g(r) = 1− δg(r), a(r) = δa(r), (2.50)

colocando-as nas expressões (2.40) e (2.41), encontramos as seguintes equações diferenciais

(δa)′

r
= −2(δg), (δg)′ = −(δa)

r
. (2.51)

E,s após algumas manipulações são expressas como equações diferenciais de segunda ordem desacopladas

(δg)′′ +
(δg′)

r
− 2e2v2(δg) = 0, (2.52)

(δa)
′′ − (δa′)

r
− 2e2v2(δa) = 0, (2.53)

cujas soluções em r → ∞ são

δg(r) ∼ 1√
r
exp(−m

MH
r), δa(r) ∼

√
r exp(−m

MH
r). (2.54)
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O parâmetro m
MH
é a massa dos campos de Higgs e de calibre no limite BPS cujo valor é

m
MH

= mϕ = mA =
√
2ev, (2.55)

ou seja, no limite BPS, a massa do campo de gauge é igual a massa do campo de Higgs. Então, o comporta-
mento dos perfis quando r → ∞ é

g(r) ∼ 1− 1√
r
exp(−m

MH
r), (2.56)

a(r) ∼
√
r exp(−m

MH
r), (2.57)

esses comportamentos dos perfis dadas pelas equações acima foram encontrados por Abrikosov no seu
estudo da supercondutividade [20] e por Nielsen-Olesen no modelo MH [22].

2.2.2 Análise numérica

Para resolver numericamente as equações BPS, (2.40) e (2.41), fixaremos e = v = 1. As soluções do
sistema BPS para valores diferentes de n, são mostradas nas figuras 2.1a e 2.1b, os correspondentes campos
magnéticos na figura 2.2 e as densidades de energia BPS (2.43) são apresentadas na figura 2.3.

(a) Perfil do campo de Higgs g(r). (b) Perfil do campo de calibre a(r).

Figura 2.1: Soluções numéricas para os perfis do campo de Higgs g(r) em Figura 2.1a e campo de gauge
a(r) na Figura 2.1b para diferentes valores do winding number n.

Os perfis do campo de Higgs mostram que os mesmos saturam para o vácuo mais rápido para n
pequenos, no caso, para n = 1. À medida que n aumenta, o valor assintótico do campo de Higgs é alcançado
de maneira mais lenta, como ilustrado na Figura 2.1a. As configurações para o perfil a(r) são máximas na
origem para todos os valores de n, e nulos para r → ∞ como visualizado na Figura 2.1b.

20



Figura 2.2: Soluções para o campo magnético B(r).

Para o campo magnético B(r) na Fi-
gura 2.2, os perfis atingem o valor máximo na ori-
gem, sendo exatamente o mesmo para todos os va-
lores de n. Conforme n aumenta, o campo mag-
nético gera um platô em torno da origem a partir
do valor máximo, ou seja, abrangendo uma área
maior à medida que n cresce. Ao observarmos o
comportamento do campo magnético para n = 1,
notamos que ele se assemelha a um lump, com um
valor máximo no centro do vórtice e uma rápida
diminuição em direção a zero.

Os perfis da densidade de energia são mos-
trados na Figura 2.3, sendo que para n = 1, temos
a densidade de energia com um comportamento
distinto dos demais valores de n, sendo máxima
na origem e decrescendo conforme se afasta da
origem. Ao analisar para n > 1, a densidade tende a um valor finito de 1 na origem e apresenta valo-
res máximos para um dado r que varia à medida que n aumenta, além de se tornar menos localizada para
esses valores crescentes, comportando-se em anéis concêntricos.

Figura 2.3: Soluções numéricas para a densidade de energia EBPS(r) para diferentes valores de n.
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Capítulo 3

Eletrodinâmica de Podolsky-Higgs

Neste capítulo estudamos a estrutura BPS da eletrodinâmica de Podolsky-Higgs (PH), uma extensão
da eletrodinâmica de MH com derivadas de ordem superior no setor de calibre, descrita pela seguinte
densidade lagrangiana,

LPH = −1

4
FµνF

µν +
1

2m2
∂µF

µν∂βFβν + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (3.1)

o segundo termo dessa densidade representa a contribuição do termo de derivada superior introduzido por
Podolsky. Nessa equação, o parâmetro m é referido como a massa de Podolsky, tendo dimensão de massa
propriamente dita. Lembramos que Dµϕ é a derivada covariante já definida anteriormente em (2.3). No
limite m → ∞, retornamos a densidade lagrangiana de Maxwell-Higgs definida em (2.1), ou seja,

lim
m→∞

LPH = LMH . (3.2)

A extremização da densidade lagrangiana resulta na seguinte equação de Euler-Lagrange

∂µ∂ν
∂L

∂(∂µ∂νAβ)
− ∂µ

∂L
∂(∂µAβ)

+
∂L
∂Aβ

= 0. (3.3)

Desta forma, usando a densidade lagrangiana (3.1) na equação (3.3), obtemos a equação de movimento para
o campo de calibre Aµ, (

1 +
□
m2

)
∂νF

νµ = eJµ, (3.4)

onde Jµ a densidade de corrente conservada já definida em (2.7). Domesmomodo, a equação demovimento
do campo de Higgs resulta

DµD
µϕ+

∂V

∂ϕ∗ = 0. (3.5)

No regime estacionário, da equação (3.4) obtemos a lei de Gauss(
1− ∇2

m2

)
∇2A0 = 2e2A0 |ϕ|2 , (3.6)
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que é satisfeita identicamente pela condição de calibre A0 = 0, tal como acontece na eletrodinâmica MH,
evidenciando que as soluções apresentam carga elétrica total nula, ou seja, as configurações somente trans-
portam fluxo magnético.

Similarmente, da equação (3.4) no regime estacionário, a lei de Ampère fica

ϵkj

(
1− ∇2

m2

)
∂jB = eJk, (3.7)

ou, alternativamente, (
1− ∇2

m2

)
∂jB = −eϵjkJk. (3.8)

Em principio, no regime estacionário, a equação de movimento do campo de Higgs possui a mesma
estrutura apresentada na equação (2.14), ou seja,

∇2ϕ− 2ieAj∂jϕ+ e2A2
jϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0, (3.9)

onde usamos as condições de calibre A0 = 0 e ∂jAj = 0.

3.1 Estrutura BPS da eletrodinâmica de Podolsky-Higgs

No regime estacionário, a densidade de energia E = −L, e com a imposição da condição de calibre
A0 = 0, toma a forma

E =
1

2
B2 +

(∇B)2

2m2
+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|) (3.10)

que é definida positiva. A finitude da energia total sugere que os termos acima satisfaçam condições similares
as estabelecidas à eletrodinâmica de Maxwell-Higgs em (2.19), ou seja,

lim
|x|→∞

B (x) = 0, lim
|x|→∞

∂kB (x) = 0, lim
|x|→∞

Dkϕ (x) = 0, lim
|x|→∞

V (|ϕ (x)|) = 0. (3.11)

Após uma integração por partes do termo (∇B)2 obtemos∫
(∇B)2

2m2
d2x = −

∫
B(∇2B)

2m2
d2x, (3.12)

dadas as condições para o campomagnético na equação (3.11). Assim, a energia total do sistema fica expressa
como

E =

∫ [
1

2m2
B
(
m2 −∇2

)
B + |Dkϕ|2 + V (|ϕ|)

]
d2x, (3.13)

onde consideramos o operador m2 −∇2 definido positivo. Com o intuito de minimiza-la, ou seja, convém
escrever o primeiro termo da seguinte maneira∫

1

2m2
B(m2 −∇2)B d2x =

∫ [
1

2m2
(B ∓ U)

(
m2 −∇2

)
(B ∓ U)

± 1

m2
B
(
m2 −∇2

)
U − 1

2m2
U
(
m2 −∇2

)
U

]
d2x, (3.14)

23



onde U ≡ U(|ϕ|) é uma função a ser fixada. Similarmente usaremos a relação (2.20)

|Dkϕ|2 = |D±ϕ|2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵik∂iJk, (3.15)

em que D±ϕ é a definida em (2.21) e Jk é a componente espacial da densidade de corrente definida anteri-
ormente em (2.7).

Desta forma, colocando (3.14) e (3.15) em (3.13), teremos a energia total expressa por

E =

∫ {
1

2m2
(B ∓ U)

(
m2 −∇2

)
(B ∓ U)±B

[
1

m2

(
m2 −∇2

)
U + e |ϕ|2

]
+ |D±ϕ|2 + V (|ϕ|)− 1

2m2
U
(
m2 −∇2

)
U ± 1

2
ϵik∂iJk

}
d2x. (3.16)

Primeiro, observamos que a contribuição da energia total dada pela integral da derivada total em
(3.16) é nula, ou seja, ∫

ϵik∂iJk d
2x = 0. (3.17)

Continuando com a implementação da técnica BPS, escrevemos a energia total (3.16) como

E =

∫ {
1

2m2
(B ∓ U)

(
m2 −∇2

)
(B ∓ U) + |D±ϕ|2

±B

[
1

m2

(
m2 −∇2

)
U + e |ϕ|2

]
+ V (|ϕ|)− 1

2m2
U
(
m2 −∇2

)
U

}
d2x. (3.18)

Os dois termos na primeira fila são definidos positivos. Se observarmos o primeiro termo na segunda fila,
esse se tornará proporcional ao campo magnético (e a sua integral proporcional ao fluxo magnético) se o
fator,

1

m2

(
m2 −∇2

)
U + e |ϕ|2 ,

for uma constante, ou seja,

1

m2

(
m2 −∇2

)
U + e |ϕ|2 = ev2, (3.19)

com isso, no limite |x| → ∞ a função U é nula, e deste modo, temos que o valor esperado no vácuo do
campo de Higgs é

lim
|x|→∞

|ϕ(x)| = v. (3.20)

Logo, a partir da equação (3.19) fixamos a função U(|ϕ|),

U (|ϕ|) = e

(
1− ∇2

m2

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
. (3.21)

Uma vez fixada a função U(|ϕ|) podemos fixar o potencial V (|ϕ|) ao considerarmos que a soma
dos dois últimos termos na segunda fila da equação (3.18) seja nula, quer dizer,

V (|ϕ|)− 1

2
U

(
1− ∇2

m2

)
U = 0, (3.22)
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assim, a auto-interação do campo de Higgs no modelo de PH é expresso como

V (|ϕ|) = 1

2
e2
(
v2 − |ϕ|2

)(
1− ∇2

m2

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
. (3.23)

Esta interação é não-local, sendo
(
1− ∇2

m2

)−1

o termo que acarreta a não-localidade, uma consequência

direta do termo de Podolsky na lagrangiana (3.1). Além domais, esta teoria é de altas derivadas e teorias deste
tipo são não-locais. A não-localidade fica claramente expressa se usamos a função de Green do operador

1− ∇2

m2
, ou seja, (

1− ∇2

m2

)
G (x,y) = δ (x− y) , (3.24)

desse modo, o potencial BPS, não-local, é expresso como

V (|ϕ(x)|) = 1

2
e2
(
v2 − |ϕ(x)|2

) ∫
G (x,y)

(
v2 − |ϕ (y)|2

)
d2y. (3.25)

Então, usando os resultados mostrados pelas equações (3.19) e (3.22), vemos que a energia total fica
expressa como

E = EBPS +

∫
dx2

{
1

2m2
(B ∓ U)

(
m2 −∇2

)
(B ∓ U) + |D±ϕ|2

}
≥ EBPS, (3.26)

como já mencionado anteriormente, o integrando é definido positivo e a quantidade EBPS é dada por

EBPS = ±ev2
∫

dx2B = ±ev2Φ > 0, (3.27)

é proporcional ao fluxo magnético, e como veremos em breve será a energia mínima do sistema ou energia
BPS designada de limite de Bogomol’nyi.

A partir da equação (3.26) observamos que a igualdade pode ser atingida se os termos que compõem
o integrando se anulam independentemente, ou seja, se os campos satisfazem as equações

D±ϕ = 0, (3.28)

B = ±e

(
1− ∇2

m2

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
. (3.29)

Estas são as equações BPS genuínas. E através da mesmas podemos recuperar as equações de Euler-
Lagrange, ou seja, tanto a lei de Ampère quanto a do campo de Higgs com potencial dado pela equação
(3.25). Também, observamos que a primeira equação é de primeira ordem tal como no caso de Maxwell-
Higgs, porém, a segunda uma equação integro-diferencial, com o lado direito da igualdade de (3.29) sendo
uma equação integral, enquanto o esquerdo uma equação diferencial, ou seja

B(x) = ±e

∫
G(x,y)

(
v2 − |ϕ(y)|2

)
d2y. (3.30)
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Por outro lado a equação (3.29) pode ser transformada em uma equação puramente diferencial se

aplicamos o operador 1− ∇2

m2
, ou seja,(

1− ∇2

m2

)
B = ±e

(
v2 − |ϕ|2

)
, (3.31)

desse modo, observamos que a equação de Ampère (3.8) reduz em uma ordem derivativa e, que no limite
BPS a densidade de corrente Jk se expressa como

Jk = ∓ϵkj∂j|ϕ|2. (3.32)

Usando as equações BPS, a densidade de energia BPS é obtida a partir da densidade (3.10),

EBPS = B

(
1− ∇2

m2

)
B + |Dkϕ|2, (3.33)

e como esperado, ela é positiva definida.

3.2 Soluções tipo vórtice do modelo PH

Estamos interessado em soluções tipo vórtice do sistema BPS definido pelas equações (3.28) e (3.31),
como esse intuito usaremos o ansatz introduzido nas equações (2.34) e (2.35),

ϕ(x) = vg(r)einθ, Ak(x) = ϵkj
xj

er2
[a(r)− n]. (3.34)

Assim, as equações BPS do modelo de PH se expressam como

g′ = ±ag

r
, (3.35)(

1− ∇̃2

m2

)
B = ±ev2

(
1− g2

)
. (3.36)

onde o operador ∇̃2 é

∇̃2 =
d2

dr2
+

1

r

d

dr
. (3.37)

Também, por conveniência, a equação (3.31) foi expressa como uma equação diferencial de terceira ordem
para a função a(r); lembrando que B representa o campo magnético expresso como

B = − a′

er
, (3.38)

Também, no ansatz, a densidade de energia (3.10) no limite BPS é expressa como

EBPS = B

(
1− ∇̃2

m2

)
B + 2v2

(ag
r

)2
. (3.39)
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Como já estabelecido no capítulo anterior, as funções a(r) e g(r) são regulares e satisfazem as
seguintes condições de contorno

lim
r→0

a (r) = n, lim
r→0

g (r) = 0, (3.40)

lim
r→∞

a (r) = 0, lim
r→∞

g (r) = 1. (3.41)

Vale ressaltar que as condições de fronteira acima são suficientes para determinar as condições adicionais
para resolver o sistema de equações diferenciais formado por (3.35) e (3.36).

3.2.1 Comportamento das soluções nas fronteiras

Agora, iremos analisar o comportamento das equações (3.35) e (3.36) para as regiões em r → 0 e
r → ∞ assim como já foi abordado no modelo anterior.

3.2.1.1 Comportamento em r → 0

Para calcular o comportamento na origem dos perfis a(r) e g(r), expressamos como séries de po-
tências, desta forma,

g(r) =
∞∑
k=1

Hkr
k, a(r) = n−

∞∑
k=1

Akr
k, (3.42)

que substituídas nas equações (3.35) e (3.36) produzem as seguintes expressões para os perfis,

g(r) = Hnr
n − e2v2A2

4
Hnr

n+2 +

(
e4v4A2

2

32
+

e2v2m2(1− A2)

64

)
Hnr

n+4 + . . . , (3.43)

a(r) = n− e2v2A2

2
r2 +

e2v2m2(1− A2)

16
r4 +

e2v2m4(1− A2)

384
r6

− e2v2m2

8(n+ 2)(n+ 1)2
H2

nr
2n+4 + . . . , (3.44)

onde as constantes A2 e Hn dependem de n e das outras constantes de acoplamento do modelo (e, v,m), e
são determinadas numericamente.

Encontradas as soluções para o campo de gauge a(r) e campo de Higgs g(r) em (3.44) e (3.43),
também, podemos calcular os comportamentos tanto do campo magnético como da densidade de energia
BPS usando as equações (3.39) e (3.38), respectivamente. Desse modo, chegamos as seguintes expressões
para os comportamentos em r = 0,

B(r) = ev2A2 −
ev2m2(1− A2)

4
r2 − ev2m4(1− A2)

64
r4 +

ev2m2

4(n+ 1)
H2

nr
2n+2 + . . . , (3.45)

EBPS(r) = e2v4A2 −
e2v4m2(1− A2)

4
r2 − e2v4m4(1− A2)

64
r4 + 2n2v2H2

nr
2n−2

−(n+ 1)2e2v4A2H
2
nr

2n + . . . (3.46)
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3.2.1.2 Comportamento em r → ∞

Feita a análise para a origem, faremos agora para r → ∞. Neste limite e considerando a busca por
soluções do tipo vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen obtemos

g(r) ≃ 1− C∞√
r
exp(−M

PH
r), (3.47)

a(r) ≃ M
PH

C∞
√
r exp(−M

PH
r), (3.48)

onde o parâmetroM
PH
é a massa dos campos de Higgs e de calibre no limite BPS

M
PH

=
m

2

(√
1 +

2m
MH

m
−
√

1− 2m
MH

m

)
, (3.49)

com m
MH
a massa dos vórtices BPS do modelo de Maxwell-Higgs,

m
MH

=
√
2ev. (3.50)

Analisando o comportamento da massaM
PH
no limite m → ∞

M
PH

= m
MH

(
1 +

m2
MH

2m2
+

7m4
MH

8m4
+ . . .

)
, (3.51)

Figura 3.1: Massas dos bósons em função da massa de
PH. A linha verde representa a parte imaginaria, com
a vermelha sendo a real de M

PH
, enquanto a azul, a

massa de mMH .

vemos, que nesse limite, a massa chega
a ser aquela dos vórtices BPS de Maxwell-Higgs
(comportamento em azul dado na Figura 3.1).

Outro ponto a ser observado é que a exis-
tência de vórtices tipo ANO [ver figura Figura 3.1]
acontece se o parâmetro M

PH
é real e positivo

(comportamento em vermelho na Figura 3.1), isso
requer que o parâmetro de Podolsky satisfaça a
condição

m ≥ 2m
MH

. (3.52)

E quando a igualdade é satisfeita, a massa M
PH

atinge o valor máximo

M
PH

=
√
2m

MH
. (3.53)

Para valores m < 2m
MH
, a massa M

PH
adquire

uma parte imaginaria de tal modo que as soluções
se tornam oscilantes [vide a Seção A.1], consequen-
temente, elas não representam configurações do
tipo ANO.
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3.3 Soluções numéricas

Para resolver numericamente o sistema BPS, dado pelas equações diferenciais (3.35) e (3.36), fixamos
e = v = 1.

3.3.1 Soluções para n = 1, 4, 5, 7, 8, 12, 13 em = 2m
MH

A primeira análise numérica fixamos m = 2m
MH
e obtemos as soluções para diferentes valores do

winding number. Desse modo com a cor vermelho para n = 1, violeta (n = 4), amarelo (n = 5), azul
(n = 7), rosa (n = 8), verde (n = 12) e preto (n = 13) com linhas sólidas representando o modelo PH e as
pontilhadas MH.

Portanto, por meio da análise numérica do modelo de PH, conseguimos observar comportamentos
do campo de Higgs que saturam mais rapidamente em 1 para valores menores de n. Para valores elevados
de n, este campo tende a permanecer nulo mesmo distante da origem, e a partir de um determinado valor de
r, o campo começa a crescer até atingir a saturação em 1. Assim como no caso de MH, no presente modelo,
o estado de vácuo é atingido de maneira mais abrupta quando n = 1, como pode ser visto na Figura 3.2.
Além disso, ao analisar o campo de PH na Figura 3.3a, observamos que ele atinge o estado de vácuo mais
rapidamente do que o campo de Maxwell-Higgs para diferentes valores de n, devido à influência da massa
m de Podolsky. Isso evidencia a contribuição dos termos de derivadas superiores na teoria. No entanto, na
origem, o comportamento do campo de PH é mais lento do que o de MH, como ilustrado na Figura 3.3b.

Figura 3.2: Comparação entre os campos de PH (linhas sólidas) e MH (linhas ponto-tracejadas) para dife-
rentes valores de vorticidade n.
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(a) Ampliação do campo de Higgs g(r) para r grande. (b) Ampliação do campo de Higgs g(r) para a origem.

Figura 3.3: Comportamento das soluções numéricas para o campo de Higgs g para n = 1, 4, 5, 7, 8, 12, 13

e m = 2
√
2 na origem e em r grande. Nesta análise, considera-se as linhas sólidas as soluções para PH e

linhas pontilhadas MH.

(a) Campo de gauge a. (b) Campo magnético B.

Figura 3.4: Soluções numéricas para o campo de gauge a e campo magnéticoB, com n = 1, 4, 5, 7, 8, 12, 13

e m = 2
√
2. Nesta análise, as linhas sólidas são soluções para PH, as linhas ponto-tracejadas representam

soluções para o modelo MH.
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Para o campo de gauge a(r), por meio da análise numérica apresentada na Figura 3.4a, observamos
máximos em diferentes valores de n, e esse campo tende a zero à medida que r se aproxima do infinito.
Esses comportamentos nos perfis numéricos estão em conformidade com as condições de contorno. Além
disso, próximo à origem, o perfil numérico de PH leva mais tempo para coincidir com o comportamento de
MH, especialmente quando n = 1. À medida que o valor de n aumenta, os campos de gauge nos modelos
de PH e MH se sobrepõem em uma faixa maior de valores de r.

A análise do campo magnético B na Figura 3.4b revela comportamentos nos perfis numéricos que
diferem do modelo de MH. Os valores máximos variam na origem à medida que o número de winding n
aumenta, chegando ao valor unitário quando n = 13. Além disso, observamos que, na origem, os compor-
tamentos do campo magnético crescem e alcançam o valor unitário, abrangendo uma área maior à medida
que n aumenta. No entanto, para n = 1, o campo magnético se comporta como um lump.

Comparando-o ao lump de MH, observamos que o campo magnético correspondente ao modelo
de PH abrange uma área menor, como evidenciado na Figura 3.4b. Isso indica que o fluxo magnético é
menor para o modelo de PH, confirmando que a influência do termo de altas derivadas na lagrangiana é
mais significativa em configurações de campo magnético associadas a valores menores da vorticidade n.

(a) Densidade de energia BPS EBPS . (b) Densidade de energia BPS EBPS .

Figura 3.5: Soluções numéricas para a densidade de energia BPS EBPS para n = 1, 4, 5, 7, 8, 12, 13 e
m = 2

√
2. Nesta análise, considera-se as linhas sólidas as soluções para PH e linhas pontilhadas MH.

As configurações numéricas da densidade de energia BPS EBPS encontradas na Figura 3.5, mostram
que para n = 1 o comportamento da mesma é diferente dos demais valores de n, correspondendo portanto
a um lump que decai a zero assim como emMH, no entanto, relativamente menor como visto na Figura 3.5b,
sendo esta diminuição devida a influência do termo de Podolsky. Analisando para os valores n = 4, 5, 7

da vorticidade, a densidade de energia não apresenta-se como unitária na origem, tendo respectivamente
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somente a partir de n = 7 valores na origem da densidade de energia BPS que são iguais ao valor unitário.
Ademais, assim como em MH, a densidade de energia mostra-se como anéis a partir de n > 1, onde estes
anéis apresentam raios que aumentam proporcionalmente ao valor de n. No entanto, esses anéis mostra-se
com máximos que são menores em comparação aos máximos no modelo de MH.

Figura 3.6: Soluções numéricas para rEBPS (linhas sóli-
das PH com m = 2

√
2ev e ponto-tracejadas MH) e n =

1, 4, 5, 7, 8, 12, 13.

Ao analisar os perfis numéricos de
rEBPS do sistema no limite BPS, explora-
mos diferentes valores da vorticidade n no
presente modelo. Nesse contexto, conside-
ramos o parâmetro de Podolsky m, cujo va-
lor é dado por m = 2

√
2ev. Através dessa

restrição para valor da massa de Podolsky,
concluímos que este valor dem resulta com
o integrando da energia BPS localizado, fi-
nito e definido positivo como mostrado na
Figura 3.6, enquanto para valores de m me-
nores que valor limite da massa de Podolsky,
rEBPS embora seja localizado, finito e com
valores máximos que crescem a medida que
n aumenta, apresenta-se em partes definida
negativo (vide a Figura A.4 do Apêndice A).
Esse problema resulta em uma energia nega-
tiva devido à presença do termo de Podolsky
na densidade lagrangiana, quando os valores
dem são menores do que o limite estabelecido. Esse termo contém derivadas no tensor eletromagnéticoFµν ,
o que é característico de teorias não-locais. No entanto, essa questão é contornada pela restrição imposta ao
valor de m. Quando as soluções são comparadas as de MH, estas apresentam as mesmas configurações.

Dessa forma, a influência do termo de Podolsky na energia total está relacionada às restrições aplica-
das ao parâmetrom. Para valores dem ≥ 2

√
2ev, a energia total é definida exclusivamente como positiva.

Por outro lado, para valores de m < 2
√
2ev, a energia total é parcialmente negativa.

3.3.2 Soluções para n = 1 em = 2γm
MH
, onde γ = 1, 2, 3, 4, 5, 6,∞(MH)

Apresentamos na Figura 3.7 perfis numéricos que descrevem os comportamentos do campo deHiggs,
conforme ilustrado na Figura 3.7a, e do campo de gauge, como mostrado na Figura 3.7b. A análise realizada
na Figura 3.7a revela que, para a massa mínima de Podolsky, ou seja, quando γ = 1, a solução resulta em
um campo de Higgs mais amplo, que abrange uma área maior. À medida que o valor de γ aumenta, o
campo de Higgs se torna mais estreito até atingir a saturação em MH, quando γ = ∞ (linha sólida preta),
em que a massa m se torna infinita e também recuperamos MH na Lagrangiana (3.1).

Por outro lado, o campo de gauge exibe um decaimentomais lento paramassas de Podolskymenores,
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como evidenciado pelo aumento da resolução do perfil numérico na Figura 3.7b. Esse campo mostra que,
para determinados intervalos de r, as soluções se sobrepõem umas às outras. Além disso, quando γ = ∞,
recuperamos o perfil do campo de gauge domodelo de MH. Quanto ao campomagnéticoB(r) e à densidade
de energia BPS EBPS(r), seus comportamentos estão ilustrados nas Figura 3.8 e Figura 3.9, respectivamente.

(a) Campo de Higgs g(r). (b) Campo de gauge a(r).

Figura 3.7: Soluções numéricas para o campo deHiggs g(r) e campo de gauge a(r) para n = 1 em = 2γ
√
2,

em que variou-se γ = 1, 2, 3, 4, 5, 6,∞. A linha sólida preta é o valor para γ = ∞, a solução do modelo
de PH que recupera MH.

Figura 3.8: Campo magnético B(r) para γ =

1, 2, 3, 4, 5, 6,∞.

A análise numérica evidencia que os per-
fis para o campo magnético na Figura 3.8 com
n = 1, demonstra lumps que crescem no passo
em que aumentamos a massa de Podolsky, esta
característica indica que com o aumento da massa
do modelo, começamos a observar PH recaindo ao
de MH quando alcançamosm infinito, expressado
pela linha sólida preta. Além do mais, podemos
concluir que há intervalos de r onde as soluções
do campo magnético se sobrepõe com a solução
de MH.

Para a densidade de energia BPS EBPS na
Figura 3.9 observamos que quantomaior o valor da
massa de Podolskym, maior será o valor de EBPS

na origem e tendo um comportamento de lumps
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estreitos que decaem abruptamente a zero, ademais, analisamos que as soluções numéricas para EBPS se
sobrepõem no decaimento.

Figura 3.9: Densidade de energia BPS EBPS(r) para γ =

1, 2, 3, 4, 5, 6,∞.

Deste modelo, voltamos para a den-
sidade de energia BPS de MH em m =

∞, no qual representamos pela linha sólida
preta na Figura 3.9 e mediante o aumento
da resolução no comportamento de EBPS na
origem, observamos que a mesma apresenta
diferente valores em função dos γ. Atra-
vés da quantidade rEBPS podemos buscar
o comportamento da energia BPS em fun-
ção do parâmetro de Podolsky encontrada
na Figura 3.10. Esta mostra-se localizada
e definida positiva para todos os parâme-
tros m = 2γ

√
2ev, no qual são representa-

dos por linhas sólidas no gráfico, no entanto,
para m = 2γ

√
2ev onde γ < 1 (vide a Fi-

gura A.5a) encontramos para todos os valo-
res de m, densidades de energias em partes
definidas negativas e apresentado máximos

menores em comparação com os dem que levam a valores de energias positivas, além de observamos ener-
gias para este parâmetro que demonstram comportamento oscilantes, o que não é de interesse para soluções
tipo vórtices de ANO.

Figura 3.10: Perfis para rEBPS(r) da energia BPS para γ =

1, 2, 3, 4, 5, 6,∞, m = 2γ
√
2ev (linhas: sólidas) e n = 1.

Verificando para n = 3 o perfil nu-
mérico para o campo magnéticoB(r) na Fi-
gura 3.11a, vimos que este campo não sa-
tura para o valor unitário somente na massa
m = 2

√
2, mostrando o mesmo ser sensível

na origem para mudanças dem, além disto,
a medida que aumentamos gradualmente a
massa do modelo o campo magnético co-
meça a abarcar uma área maior, ou seja, um
fluxo magnético maior, mostrando portanto
influência do parâmetro m no campo mag-
nético. A análise numérica para EBPS(r)

visualizada na Figura 3.11b evidência que a
mesma só satura para o valor unitário na ori-
gem somente para o parâmetro de Podolsky
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m infinito, que é exatamente o limite em que recuperamos MH, além de apresentar máximos absolutos que
variam de acordo com m.

(a) Campo magnético B(r). (b) Densidade de energia EBPS(r).

Figura 3.11: Soluções numéricas para o campo magnéticoB(r) e densidade de energia EBPS(r) para n = 3

e m = 2γ
√
2 em que variou-se γ = 1, 2, 3, 4, 5, 6,∞. Recuperamos MH para γ = ∞ representado pela

linha sólida preta.

3.3.3 O potencial BPS não-local V com n = 1 em variável

Tendo tratado numericamente os comportamentos para o campo de Higgs g(r) e campo magnético
B(r), podemos agora analisar o perfil numérico para o potencial BPS não-local V expresso na equação
(3.23)

V (|ϕ|) = 1

2
e2
(
v2 − |ϕ|2

)(
1− ∇2

m2

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
, (3.54)

o potencial possui um único valor de vácuo |ϕ| = v que provoca a quebra espontânea da simetria do
modelo PH, levando o sistema físico a gerar soluções topológicas. Expressando o potencial em termos do
ansatz (3.34), temos

V (g(r)) =
1

2
e2v4

(
1− g2(r)

)(
1− ∇̃2

m2

)−1 (
1− g2(r)

)
. (3.55)

O perfil numérico de V ≡ V (r) mostrado na Figura 3.12a pelas linhas sólidas para n = 1 e alguns valores
de m, apresenta um ponto de equilíbrio instável em r = 0, conforme r atinge grandes valores o potencial
de aproxima ao valor de vácuo V = 0, ponto onde a simetria U(1) é quebrada. A figura mostra que na
medida que m cresce, o potencial não-local de PH se aproxima ao perfil do potencial local de MH (linha
pontilhada preta).
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Já o potencial em termos de g(r), ou seja, V ≡ V (g) está representado na Figura 3.12b, mostrando o
vácuo simétrico para g = 0 em que a simetriaU(1) é preservada. Também, observamos o vácuo assimétrico
em g = 1 onde a simetria U(1) é quebrada, com a interação V assumindo o valor mínimo igual a zero.
Portanto, através da análise do potencial V em função do campo de Higgs, observamos que este campo é
quem provoca a quebra espontânea de simetria U(1) na eletrodinâmica de Podolsky-Higgs.

(a) Potencial V em função de r. (b) Potencial V em função de g(r).

Figura 3.12: Soluções numéricas para o potencial BPS não-local V para n = 1 e alguns valores de m.
A Figura 3.12a descreve os perfis de V vs. r, enquanto Figura 3.12b mostra V vs. g. As linhas sólidas
correspondem ao modelo PH e o MH representada pela linha pontilhada preta. Observamos que quando
m cresce indefinidamente o perfil de PH se aproxima ao perfil do MH.
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Parte III

Estrutura BPS em teorias de calibre com altas
derivadas: a eletrodinâmica de
Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs
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Teorias de campo com altas derivadas do tipo Chern-Simons foram inicialmente exploradas por S.
Deser, R. Jackiw e S. Templeton na teoria da gravidade de Chern-Simons (CS) em três dimensões. Nessa
abordagem, eles modificaram a ação de Einstein-Hilbert (EH) para a gravidade ao introduzir o termo de
Chern-Simons [80]. A inclusão desse termo de Chern-Simons com altas derivadas na ação de EH resulta
em uma massa para o gráviton (spin 2) e, consequentemente, em interações de alcance finito. Vale destacar
que, apesar da presença de derivadas de terceira ordem, esse modelo não exibe estados fantasmas nem
problemas de causalidade.

No contexto das teorias de altas derivadas tipo CS, S. Deser e R. Jackiw também contribuíram com
extensões de ordem mais alta nas derivadas [81], mais precisamente, derivadas de ordem três com paridade
ímpar. Nessa extensão, embora a paridade seja ímpar, ela depende do campo de fundo, ou seja, da intensi-
dade do campo. Ao contrário da teoria de CS usual, que possui uma origem topológica, essa extensão não a
possui devido à dependência da métrica em relação às derivadas covariantes adicionais. Além disso, quando
essa ação da extensão de altas derivadas de CS é combinada com a ação de Maxwell, ela resulta em um
par de excitações. Um deles é não massivo e está relacionado ao fóton, enquanto o outro é massivo e leva a
estados fantasmas, devido aos termos de altas derivadas.

Neste contexto, diversos estudos forammotivados por [80, 81], que investigaram resultados relaciona-
dos a simetrias de dualidade em teorias estendidas contendo termos de altas derivadas emMaxwell e CS [82],
onde puderam criar uma nova classe de modelos derivados de ordem superior, com invariância de calibre e
dualidade em relação à classe com dimensão (2,1)-dimensão. Esses resultados de [82] mostraram-se válidos
para dimensões arbitrárias (d,1) do espaço-tempo, à medida que desconsideramos termos de Chern-Simons
e Chern-Simons-like.

Na área da Relatividade Geral, encontramos resultados envolvendo a entropia de buracos negros na
presença de termos de CS com derivadas de ordem elevada [83]. Utilizando abordagens perturbativas, veri-
ficamos que em altas derivadas da ação efetiva em QED (Eletrodinâmica Quântica), em temperaturas finitas
e tendendo ao infinito, as contribuições de altas derivadas desaparecem, enquanto para baixas temperaturas
as contribuições covariantes têm um papel significativo [84]. Além disso, existem estudos que investigam a
violação de Lorentz [85] e quantidades conservadas [86].

Por meio do método de abstração das invariâncias de calibre independentes, aplicado ao modelo
Maxwell-Chern-Simons (MCS), onde o termo de MCS é de derivadas superiores [87], podemos explorar
interações entre pontos estacionários descritos como fontes em uma extensão de altas derivadas em 3D para
CS, com cálculo exato do propagador. No entanto, esse método não é válido para esse modelo, indicando
que o modelo de CS em altas derivadas deve ser expresso em termos de dois campos acoplados, como
descrito na eletrodinâmica de Lee-Wick [51].

Na QED massiva não comutativa (NC) em (1+2)-dimensões mostrou-se que a ação efetiva de um
loop devido a interação com campos fermiônicos recai na ação de NC-CS, como também são encontradas
contribuições de altas derivadas para NC CS e correções em um loop do propagador de fótons [88], análise do
modelo MCS-Proca com de termo de CS de altas derivadas por meio da quantização da integral de caminho
da hamiltoniana através de uma desfixação de calibre [89], quantização canônica na eletrodinâmica (1+2)-
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dimensões com um termo de CS de altas derivadas apresentando Hamiltoniano satisfeitos pelos operadores
de campo [90]. Recentemente a referência [91] abordou dentre outros resultados, a teoria tipo Chern-Simons
em (1+2)-dimensões dotada de altas derivadas e com violação da simetria de Lorentz. Esta sendo precisa-
mente na eletrodinâmica planar de Chern-Simons com termos tipo Chern-Simons de altas derivadas, em
que para ângulos α = 0 e β = π, teve como resultado modulo da velocidade de grupo maior do que 1, com
vetores anti-paralelos e causalidade clássica violada.

A segunda parte do nosso trabalho iremos estudar vórtices na Eletrodinâmica Deser e Jackiw descrita
em meados de 1999 [81]. Esta eletrodinâmica é de Chern-Simons em altas derivadas e teve como resultado,
um par de excitações, um não massivo e outro advindo do termos de altas derivada que são vindos da ação
de

L =
1

4
κϵαβγAαFβγ −

1

4
FβγF

βγ − ϑ

2
ϵαβγ∂µAα∂

µ∂βAγ +O(m−2) (3.56)

em que para o caso planar descrevemos no primeiro termo de (3.56) o tensor de Levi-Civita como ϵαβγ =

ϵ012 = 1 e com permutações ímpares deste mesmo é -1, κ sendo o parâmetro de CS usual, o segundo é de
Maxwell e posteriormente o de Deser e Jackiw. Entretanto, não se tem visto trabalhos publicados tratando
estruturas tipo vórtices em teorias de Chern-Simons com altas derivadas, desta forma, a presente parte deste
trabalho tem como objetivo encontrar estrutura do tipo vórtices para esta extensão de Chern-Simons que é
especificamente a lagrangiana do tipo

L =
1

4
κϵαβγAαFβγ +

ϑ

4
ϵαβγAα2Fβγ. (3.57)

Através desta lagrangiana buscaremos soluções tipo vórtices, mas antes disto revisaremos vórtices no mo-
delo usual de Chern-Simons-Higgs (CSH) no capítulo a seguir e logo após partiremos para o nosso modelo
expresso na lagrangiana em (3.57).
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Capítulo 4

Eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs

O chamado termo de Chern-Simons (CS) é um termo topológico definido em (1 + 2)-dimensões, no
caso de um campo de calibre abeliano Aµ, como

ϵµναAµFνα, (4.1)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. O termo CS é amplamente estudado e possui aplicações em vários sistemas
físicos, por exemplo, ele é o enlace em teorias de campos para descrever sistemas da matéria condensada
como gás de elétron bidimensional como também o efeito Hall quântico, entre outros [92, 93]. Recentemente
o termo CS mostrou-se também aplicável ao estudo da geometria de certas estruturas moleculares (motifs)
que compõem as proteínas [94].

O modelo de Chern-Simons-Higgs (CSH) é uma teoria de gauge abeliana em (1 + 2)-dimensões [25]
descrita pela densidade lagrangiana

L =
1

4
κϵµναAµFνα + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (4.2)

onde κ, a constante de acoplamento do termo de Chern-Simons, possui dimensão de massa. Ele preserva
a invariância de gauge da ação e a simetria PT, mas viola as simetrias discretas de paridade e reversão
temporal. O campo de Higgs ϕ acopla com o campo de calibra via a derivada covariante mínima Dµϕ,

Dµϕ = ∂µϕ− ieAµϕ. (4.3)

O último termo V (|ϕ|) é o potencial de interação do campo de Higgs, cuja forma explicita do potencial será
determinada pelo formalismo BPS.

A equação de Euler-Lagrange para o campo de gauge Aµ é
1

2
κϵµαβFαβ = eJµ, (4.4)

onde Jµ é a densidade de corrente conservada

Jµ = i [ϕ (Dµϕ)
∗ − ϕ∗ (Dµϕ)] . (4.5)

A respectiva equação para o campo de Higgs dada por

DµD
µϕ+

∂V

∂ϕ∗ = 0 (4.6)
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A lei de Gauss obtida diretamente de (4.4)

κB = eJ0, (4.7)

(B = ϵij∂iAj e Fij = ϵijB) mostra uma relação direta entre os setores elétrico e magnético, como mostrado
se integrarmos a equação acima,

κΦ = Q, (4.8)

mostrando que as configurações são eletricamente carregadas como também são portadoras de fluxo mag-
nético.

No regime estacionário, extraímos de (4.4) a lei de Gauss e a lei de Ampère,

κB = −2e2A0 |ϕ|2 , (4.9)

κϵij∂jA0 = −eJi, (4.10)

respectivamente. Também, a equação para o campo de Higgs (4.6) na forma estacionária é

∂j∂jϕj − 2ieAj∂jϕ− e2 (Aj)
2 ϕ+ e2 (A0)

2 ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0, (4.11)

onde usamos a condição de calibre ∂kAk = 0.
Ainda a lei de Gauss (4.9) estabelece a relação

A0 = − κB

2e2 |ϕ|2
, (4.12)

a lei de Ampère e a equação do campo de Higgs são reescritas como

∂i

(
κ2B

2e2 |ϕ|2

)
= −eϵikJk, (4.13)

∂j∂jϕj − 2ieAj∂jϕ− e2 (Aj)
2 ϕ+ e2

(
κB

2e2 |ϕ|2

)2

ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0, (4.14)

respectivamente.

4.1 Estrutura BPS da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs

No regime estacionário, como já dito anteriormente, temos que a densidade de energia é E = −L,

E = −κA0B − |D0ϕ|2 + |Dkϕ|2 + V (|ϕ|) . (4.15)

Usando a equação (4.12) reescrevemos κA0B e |D0ϕ|2 = e2A2
0|ϕ|2 em termos do campo magnético, tendo

deste modo a densidade de energia escrita da seguinte maneira,

E =
κ2B2

4e2|ϕ|2
+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|) . (4.16)
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A finitude da energia total implica que no limite |x| → ∞ sejam satisfeitas as condições

lim
|x|→∞

B (x) = 0, lim
|x|→∞

Dkϕ (x) = 0, lim
|x|→∞

V (|ϕ (x)|) = 0. (4.17)

A energia total com a implementação do formalismo BPS, fica escrita como a soma de termos qua-
dráticos, assumindo a forma

E =

∫ {(
κB

2e|ϕ|
∓

√
V

)2

+ |D±ϕ|2 ±B

(
κ
√
V

e |ϕ|
+ e|ϕ|2

)
± 1

2
ϵij∂iJj

}
d2x, (4.18)

onde a relação (2.20) para |Dkϕ|2 foi usada. Como já discutido nos capítulos anteriores, a contribuição da
integral da derivada total a energia total é nula. Além disso, no terceiro termo, a constante que multiplica o
campo magnético torna sua integral proporcional ao fluxo magnético, e, assim, o fixamos

κ
√
V

e |ϕ|
+ e|ϕ|2 = ev2, (4.19)

tal que no limite de |x| → ∞, o parâmetro v representa o valor esperado no vácuo do campo de Higgs. A
equação acima permite calcular o potencial que gera as configurações BPS do sistema, dessa maneira

V (|ϕ|) = e4

κ2
|ϕ|2(v2 − |ϕ|2)2. (4.20)

O potencial possui dois valores de vácuo: |ϕ| = 0 e |ϕ| = v. O primeiro, |ϕ| = 0, chamado de vácuo
simétrico e gera configurações não-topológicos. O segundo |ϕ| = v é chamado de o vácuo assimétrico, pois
causa uma quebra espontânea de simetria gerando configurações topológicas.

Com as informações obtidas acima, a energia total atinge a forma

E = EBPS +

∫ {[
κB

2e |ϕ|
∓ e2 |ϕ|

κ

(
v2 − |ϕ|2

)]2
+ |D±ϕ|2

}
d2x ≥ EBPS, (4.21)

como já mencionado anteriormente, o integrando é definido positivo e a quantidade EBPS é dada por

EBPS = ±ev2
∫

dx2B = ±ev2Φ > 0, (4.22)

é proporcional ao fluxo magnético.
A energia total (4.21) alcança o limite de Bogomol’nyi, como já abordado, se os termos quadráticos

se anulam. Nesse limite, os campos satisfazem um conjunto de equações diferencias de primeira ordem,
chamadas de equações BPS (ou auto-duais),

D±ϕ = 0, (4.23)

B = ±2e3 |ϕ|2

κ2

(
v2 − |ϕ|2

)
. (4.24)

Devemos lembrar que essas equações reproduzem as equações de Euler-Lagrange expressas em (4.13) e
(4.14), respectivamente, com potencial dado na equação (4.20).
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4.2 Soluções tipo vórtice do modelo CSH

Como já mencionado nos capítulos anteriores, as soluções tipo vórtice são obtidas mediante a im-
plementação do ansatz, (2.34) e (2.35),

ϕ(x) = vg(r)einθ, Ak(x) = ϵkj
xj

er2
[a(r)− n]. (4.25)

Através deste ansatz, as equações BPS expressas em termos perfis a(r) e g(r) são

g′ = ±ag

r
(4.26)

B = − a′

er
= ±2e3v4g2

κ2

(
1− g2

)
, (4.27)

com os perfis satisfazendo as condições de contorno (já previamente estabelecidas)

lim
r→0

g(r) = 0, lim
r→0

a(r) = n, (4.28)

lim
r→∞

g(r) = 1, lim
r→∞

a(r) = 0. (4.29)

Assim como em (2.30), a energia BPS (4.22) resulta

EBPS = ±2πev2
∫

B rdr = ±2πnv2 > 0, (4.30)

assim, com o sinal (+) representando soluções para n > 0 e o sinal (−) para n < 0.

4.2.1 Comportamento das soluções nas fronteiras

Faremos aqui a mesma analise feita na Subseção 2.2.1,

4.2.1.1 Comportamento em r → 0

Analisando o comportamento das soluções das equações (4.26) e (4.27) para n > 0, quando r → 0,
tem-se que

g(r) = Grn − G3e4v4

2 (n+ 1)2 κ2
r3n+2 +

G4e4v4

2 (2n+ 1)2 κ2
r5n+2 + . . . , (4.31)

a(r) = n− G2e4v4

(n+ 1)κ2
r2n+2 +

G4e4v4

(2n+ 1)κ2
r4n+2 + . . . . (4.32)

O comportamento do potencial elétrico A0 = ω(r) é obtido da equação (4.12), assim, obtemos

ω(r) =
ev2

κ
− G2ev2

κ
r2n +

G4e5v6

(n+ 1)2 κ3
r4n+2 + . . . . (4.33)
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A qual fornece o valor do potencial escalar na origem,

ω(0) =
ev2

κ
. (4.34)

Com as expressões acima podemos chegar nas expressões para o campo magnético, densidade de
energia BPS e campo elétrico escritas da seguinte maneira

B(r) =
2G2e3v4

κ2
r2n − 2G4e3v4

κ2
r4n + . . . , (4.35)

EBPS(r) = 2G2v2n2r2n−2 +
2G2e4v6

κ2
r2n − 4G4e4v6(2n+ 1)

(n+ 1)κ2
r4n + . . . , (4.36)

ω′(r) =
2nG2ev2

κ
r2n−1 − G4e5v6(4n+ 2)

(n+ 1)2 κ3
r4n+1 + . . . , (4.37)

4.2.1.2 Comportamento em r → ∞

Observaremos primeiro o comportamento dos campos g(r) e a(r) para r → ∞, como o procedi-
mento é o mesmo, as campos para as condições de contorno serão g = 1− δg e a = δa, e desacoplando-as,
ficam na forma de equações diferenciais de segunda ordem

(δg)′′ +
(δg)′

r
− 4e4v4

κ2
(δg) = 0, (4.38)

(δa)′′ − (δa)′

r
− 4e4v4

κ2
(δa) = 0, (4.39)

cujas soluções neste limite são da forma

(δg) ∼ 1√
r
exp (−m

CSH
r) (4.40)

(δa) ∼
√
r exp (−m

CSH
r) (4.41)

onde o coeficiente m
CSH
define a massa dos vórtices BPS no modelo de Chern-Simons-Higgs definida por

m
CSH

=
2e2v2

κ
, (4.42)

vemos que a massa é inversamente proporcional ao parâmetro de Chern-Simons.

4.2.2 Análise numérica

A análise numérica para os campos a(r) e g(r) será abordada logo a seguir para descrever o compor-
tamento destas duas como também do campo magnético B(r), o potencial escalar ω(r) e o campo elétrico
ω′(r) que dependem explicitamente de a(r) e g(r). Estes perfis para os campos analisados por métodos
numéricos das equações BPS (4.26) e (4.27) com parâmetro κ = 1, e = v = 1 e n =, 1, 2, 5, 7, 8, 10, 13 são
mostrado logo a seguir.
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Figura 4.1: campo de Higgs g(r) para diferentes valores
de n.

Em comparação com o modelo de MH, o
de CSH tem um campo de Higgs que cresce de
maneira mais abrupta, chegando ao estado de vá-
cuo mais rápido para n = 1 e nulo na origem, e
assim como o de MH, o valor assintótico do campo
de Higgs vai crescendo mais lentamente para valo-
res de n grandes como mostrado na Figura 4.1. O
campo de gauge a(r) apresenta máximos para di-
ferentes valores de n e tendendo respectivamente
para estes valores na origem e continuando ne-
les até um certo valor de r que a partir do qual
o campo a(r) começa a decair até ser nulo no infi-
nito como pode se ver na Figura 4.2. Para o campo
magnético B(r) mostrado na Figura 4.3, os perfis
tem valores máximos deslocado da origem para os
diferentes valores de n em contrapartida ao campo
magnético de MH.

Figura 4.2: Campo de gauge a(r). Figura 4.3: Campo magnético B(r).

O potencial escalar ω(r) e o campo elétrico ω′(r) são mostrados nas figura 4.4a e 4.4b, respectiva-
mente. O perfil do potencial escalar tem um comportamento semelhante ao campo magnético no modelo
MH, com máximos na origem e tendendo a zero para r → ∞. Já os perfis do campo elétrico formam anéis
centrados na origem, e possui valores nulos em r = 0 e no infinito.
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(a) Potencial escalar ω(r) para diferentes valores
de n.

(b) Campo elétrico ω′(r) para diferentes valores de
n.

Figura 4.4: Soluções numéricas para o potencial esclar ω e campo elétrico ω′. A Figura 4.4a representa o
perfil númerico de ω em CSH em função de r. Enquanto Figura 4.4b descreve a solução para o campo
elétrico ω′ para n = 1, 2, 5, 7, 8, 10, 13.

Figura 4.5: Densidade de energia EBPS(r) para diferentes va-
lores de n.

Os perfis da densidade de energia
BPS mostrados na Figura 4.5, apresentam
máximos deslocados da origem e decres-
cendo de maneira rápida a partir deste
mesmo.
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Capítulo 5

Eletrodinâmica de
Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs

A densidade lagrangiana do modelo de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) em (1 + 2)-
dimensões é dada por

LDJCSH =
1

4M
ϵµαβAµ2Fαβ +

κ

4
ϵµνρAµFνρ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) (5.1)

onde o primeiro termo representa o de Deser-Jackiw, com o parâmetroM > 0 a escala de massa de Deser-
Jackiw. O segundo é o termo de Chern-Simons já abordado no Capítulo 4. No limite M → ∞, o modelo
de Chern-Simons-Higgs é recuperado, como esperado.

O termo Dµϕ, é a derivada covariante mínima já definida em (2.3), acopla o campo de gauge ao de
Higgs. E por fim, V (|ϕ|), o potencial de interação do modelo que será encontrado via o mecanismo BPS,
como nos casos anteriores.

Mediante a equação de Euler-Lagrange

∂L
∂ (Aκ)

− ∂ρ
∂L

∂ (∂ρAκ)
+ ∂α∂ρ

∂L
∂ (∂ρ∂αAκ)

− ∂µ∂ρ∂α
∂L

∂ (∂µ∂ρ∂αAκ)
= 0, (5.2)

as equações de movimento para o campo de gauge quanto para o campo de Higgs assumem as seguintes
expressões

κ

2

(
1 +

□
κM

)
ϵβµνFµν = eJβ, (5.3)

onde Jβ é a densidade de corrente definida na equação (2.7), e com respectiva equação do campo de Higgs

DβD
βϕ+

∂V

∂ϕ∗ = 0. (5.4)

A partir da equação (5.3) pode-se encontrar a lei de Gauss e lei de Ampère. Desse modo, no regime
estacionário, a lei de Gauss esta assume a seguinte forma

κ

(
1− ∇2

κM

)
B = −2e2A0 |ϕ|2 . (5.5)
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Vemos que a com condição de calibre A0 = 0 não mais satisfaz a lei de Gauss, evidenciando, desta forma,
que os vórtices além de carregar fluxo magnético, também possuem uma carga elétrica não nula, tal como
acontece no modelo de Chern-Simons (vide Capítulo 4). A lei de Ampère em regime estacionário é expressa
por

κ

(
1− ∇2

κM

)
ϵik∂kA0 = −eJi (5.6)

e a respectiva equação estacionária para o campo de Higgs resulta

DiDiϕ+ e2 (A0)
2 ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0. (5.7)

O potencial elétrico, a partir de (5.5), resulta expressa como

A0 = −
κ

(
1− ∇2

κM

)
B

2e2 |ϕ|2
, (5.8)

e usando ela podemos reescrever a lei de Ampère

κ2

2e2
∂k


(
1− ∇2

κM

)
(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2


 = −eϵkiJi (5.9)

e a respectiva equação estacionária para o campo de Higgs resulta

DiDiϕ+
κ2

4e2


(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2


2

ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0. (5.10)

Na seguinte seção construiremos a estrutura BPS do modelo DJCSH cujas equações BPS são com-
patíveis com as equações de Euler-Lagrange (5.8) e (5.9) com potencial a ser determinado pelo próprio
formalismo BPS.

5.1 EstruturaBPSda eletrodinâmica deDeser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs

Em regime estacionária a densidade lagrangiana em (5.1) fica expressa por

L = κA0

(
1− ∇2

κM

)
B + e2 (A0)

2 |ϕ|2 − |Dkϕ|2 − V (|ϕ|) , (5.11)

mas pode-se ainda usar a expressão para A0 dada na equação (5.8), e deste modo, teremos a lagrangiana
(5.11) escrita da seguinte maneira

L = −
κ2

[(
1− ∇2

κM

)
B

]2
4e2 |ϕ|2

− |Dkϕ|2 − V (|ϕ|) . (5.12)
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Tendo colocado a lagrangiana (5.1) na forma estática na equação (5.12), podemos agora encontrar a den-
sidade de energia que é escrita em termos da Hamiltoniana canônica desta mesma, portanto teremos a
seguinte densidade de energia estacionária

E =

κ2

[(
1− ∇2

κM

)
B

]2
4e2 |ϕ|2

+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|) . (5.13)

Mediante a densidade de energia em (5.13), concluímos que a mesma é estritamente definida positiva. E
como esta mesma é finita e localizada, fazendo uma breve análise dos campos em |x| → ∞, tanto o campo
magnéticoB quanto o seu laplaciano decaem mais rapidamente que |ϕ|. Neste limite |x| → ∞ é necessário
que sejam satisfeitas as condições

lim
|x|→∞

B (x) = 0, lim
|x|→∞

∇2B (x) = 0, lim
|x|→∞

Dkϕ (x) = 0, lim
|x|→∞

V (|ϕ (x)|) = 0. (5.14)

Encontrada a densidade de energia do sistema e as condições para que se tenha uma energia finita, expres-
saremos agora a energia total,

E =

∫ 
κ2

[(
1− ∇2

κM

)
B

]2
4e2 |ϕ|2

+ |Dkϕ|2 + V (|ϕ|)

 d2x. (5.15)

Por meio desta energia estacionária, faremos agora a implementação do método BPS, que são as condições
em que a energia é minimiza , encontrando desta forma as duas equações auto-duais e o potencial de
interação do modelo. Para a aplicação formalismo BPS utilizaremos (2.20) para |Dkϕ|2, e expressaremos o
primeiro termo da energia (5.15) numa forma quadrática

E =

∫ {
|ϕ|2

4e2

κ
(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2
∓W


2

+ |D±ϕ|2 + V (|ϕ|)

−|ϕ|2W 2

4e2
±

κW

(
1− ∇2

κM

)
B

2e2
± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵik∂iJk

}
d2x. (5.16)

Aqui,W ≡ W (|ϕ|) é uma função bem comportada, e determinada pelo formalismo BPS, satisfazendo

lim
|x|→∞

W (x) = 0 (5.17)

para que se tenha energia localizada. Logo, através de uma integração por partes, e usando as condições de
fronteira (5.14) sobre o campo magnético, podemos expressar o segundo termo da segunda linha da equação
(5.16) como

κ

2e2

∫
W

(
1− ∇2

κM

)
B d2x =

κ

2e2

∫
B

(
1− ∇2

κM

)
W d2x. (5.18)

49



Desta maneira a energia total (5.16) fica expressa da seguinte forma

E =

∫ 
|ϕ|2

4e2

κ
(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2
∓W


2

+ |D±ϕ|2 ±
1

2
ϵik∂iJk

±B

κ
(
1− ∇2

κM

)
W

2e2
+ e |ϕ|2

+ V (|ϕ|)− |ϕ|2W 2

4e2

 d2x. (5.19)

Sob as condições de fronteira (5.14), a integração da derivada total acima não contribui à energia total do
sistema. Para que o primeiro termo da segunda linha acima seja proporcional ao campo magnético fixamos
o termo dentro do colchete igual a ev2, ou seja,

κ

(
1− ∇2

κM

)
W

2e2
+ e |ϕ|2 = ev2, (5.20)

onde |ϕ|vácuo = v. Mediante isto, da mesma maneira que no modelo de Podolsky-Higgs, encontra-seW ,

W (|ϕ|) = 2e3

κ

(
1− ∇2

κM

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
. (5.21)

Ainda na segunda linha de (5.19), o potencial V (|ϕ|) é fixado se os dois últimos termos são iguais, já que a
funçãoW (|ϕ|) está fixada, portanto,

V (|ϕ|) = e4 |ϕ|2

κ2

[(
1− ∇2

κM

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)]2
. (5.22)

Com os resultados obtidos acima, a energia total resulta em

E = EBPS +

∫ |D±ϕ|2 +
|ϕ|2

4e2

κ
(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2
∓W


2
 d2x, (5.23)

onde EBPS é dada por

EBPS = ±ev2
∫

B d2x ≥ 0, (5.24)

sendo, assim, proporcional a fluxo magnético.
Assim, podemos dizer que a energia total do sistema possui um valor mínimo quando E = EBPS ,

que é atingido quando os termos quadráticos na integral se anulam, ou seja, se os campos satisfazem as
seguintes equações diferenciais,

D±ϕ = 0, (5.25)
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(
1− ∇2

κM

)
B = ±2e3

κ2
|ϕ|2

(
1− ∇2

κM

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)
, (5.26)

sendo as equações BPS ou auto-duais do modelo. E, como nos modelos anteriores, através das mesmas
podemos obter a lei de Ampère (5.9) e a equação para o campo de Higgs (5.10) [vide Apêndice B] com
potencial dado pela equação (5.22), corroborando deste modo a consistência da estrutura BPS para o modelo
DJCSH.

Tal como no caso da estrutura BPS da eletrodinâmica Podolsky-Higgs, a presença do termo de Deser-
Jackiw na lagrangiana (5.1) provoca a natureza não-local do potencial (5.22). A não-localidade mostrada pelo

potencial e pela equação BPS (5.26) fica explicita via o uso da função de Green do operador 1 − ∇2

κM
, ou

seja, (
1− ∇2

κM

)
G̃(x,y) = δ(x− y). (5.27)

Desse modo, o potencial auto-dual fica expresso como

V (|ϕ|) = e4 |ϕ|2

κ2

[∫
Ḡ (x,y)

(
v2 − |ϕ (y)|2

)
d2y

]2
, (5.28)

onde, ainda, observamos claramente dois possíveis valores de vácuo para o campo de Higgs: |ϕ| = 0 e
|ϕ| = v. O valor de vácuo simétrico |ϕ| = 0, se for o caso, suportaria configurações não topológicas tal
como no modelo de Chern-Simons-Higgs, essa possibilidade não será analisada na presente dissertação. Por
outro lado, o vácuo assimétrico |ϕ| = v, como mostraremos nas próximas seções, suporta configurações
topológicas, no caso tipo vórtice.

Ressaltamos ainda que a BPS (5.26) do campo magnético representa uma equação integral, dada por,

B = ±2e3

κ2

(
1− ∇2

κM

)−1
[
|ϕ|2

(
1− ∇2

κM

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)]

= ±2e3

κ2

∫
d2z

∫
d2y Ḡ (x, z) |ϕ (z)|2 Ḡ (z,y)

(
v2 − |ϕ (y)|2

)
. (5.29)

ou como uma equação diferencial de altas derivadas, assim,

(
1− ∇2

κM

)
(
1− ∇2

κM

)
B

|ϕ|2

 = ±2e3

κ2

(
v2 − |ϕ|2

)
, (5.30)

será a equação que utilizaremos junto com a BPS (5.25) para estudar as configurações topológicas do tipo
vórtice.

5.2 Soluções tipo vórtice no modelo DJCSH

Assim como a configuração de vórtices no modelo usual de Chern-Simons, usaremos o ansatz

ϕ(x) = vg(r)einθ, Ak(x) = ϵkj
xj

er2
[a(r)− n] (5.31)
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em que n é definido como um número inteiro não nulo e tendo as funções g (r), a (r) e ω (r) regulares na
origem e apresentando condições de contorno

lim
r→0

a (r) = n, lim
r→0

g (r) = 0, (5.32)

lim
r→∞

a (r) = 0, lim
r→∞

g (r) = 1. (5.33)

Essas condições são suficientes para ter uma energia finita no modelo DJCSH.
Como já feito anteriormente, o campo magnético resulta

B = − a′

er
, (5.34)

e, assim, as equações BPS (5.25) e (5.30) resultam expressas como

g′ = ±ag

r
, (5.35)

(
1− ∇̃2

κM

)
(
1− ∇̃2

κM

)
B

g2

 = ±2e3v4

κ2

(
1− g2

)
, (5.36)

onde o operador ∇̃2 é

∇̃2 =
d2

dr2
+

1

r

d

dr
. (5.37)

Como o modelo DJCSH comporta vórtices carregado, a parte elétrica com o auxilio da equação
(5.31) fornece o potencial escalar em (5.8) que assume a forma

ω(r) = −
κ

(
1− ∇̃2

κM

)
B

2e2v2g2
, (5.38)

e o campo elétrico dado pelo gradiente do potencial escalar em (5.38) é equivalente a

ω (r)′ = −dω

dr
. (5.39)

Enquanto a densidade de energia BPS sendo expressa da seguinte maneira

EBPS =

κ2

[(
1− ∇̃2

κM

)
B

]2
2v2e2g2

+ 2v2
a2g2

r2
(5.40)

sendo definida positiva. No limite de Bogomol’nyi a energia BPS (5.24) assume a forma

EBPS = ±ev2
∫

dr2B = ±2πnv2 > 0, (5.41)

no qual o sinal (+) é designado para as soluções com n > 0 e (−) para n < 0. Assim, como nos modelos
estudados previamente, tanto a energia BPS como o fluxo magnético são quantizados em termos dowinding
number n.
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5.2.1 Comportamento das soluções nas fronteiras

Antes de proceder ao estudo as soluções numéricas, primeiro analisamos o comportamento dos
campos nas fronteiras para os campos mediante a solução das equações BPS (5.35) e (5.36).

5.2.1.1 Comportamento em r → 0

Buscaremos na origem soluções em séries de potências para o campo de Higgs g(r) e gauge a(r)
na forma

g(r) =
∞∑
k=1

Hkr
k, a(r) = n−

∞∑
k=1

Akr
k (5.42)

estas substituídas nas equações BPS, (5.35) e (5.36), chega-se às seguintes expressões para g(r) e a(r)

g(r) ≈ Hnr
n +

∞∑
k=1

(−1)k
Hn (A2)

k

2kk!
rn+2k − HnA2n+4

2 (n+ 2)
r3n+4 − e4v4M2(Hn)

3

25 (n+ 2)2 (n+ 3)2
r3n+6, (5.43)

a(r) ≈ n− A2r
2 − A2n+4r

2n+4 − A2

n∑
k=1

C
(n)
k (κM)k r2+2k − M2e4v4(Hn)

2

16 (n+ 2)2 (n+ 3)
r2n+6

−(n+ 1)2A2A2n+4

(n+ 2) (n+ 3)
r2n+6, (5.44)

respectivamente. Com isso, calculamos o comportamento do campo magnético na origem,

B(r) ≈ 2

e
A2 +

(2n+ 4)A2n+4

e
r2n+2 +

2

e
A2

n∑
k=1

C
(n)
k (κM)k(1 + k)r2k

+
M2e3v4(Hn)

2

8 (n+ 2)2
r2n+4. (5.45)

Similarmente, a densidade de energia BPS comporta-se como

EBPS(r) ≈ 2n2v2H2
nr

2(n−1) − 2n(n+ 2)v2A2H
2
nr

2n +
[(κM)n+1A2 − C(2n+4)A2n+4]

2

C(2n)e4v2M2H2
n

r2n (5.46)

onde os coeficientes Hn, A2 e A2n+4 são determinados numericamente, e as quantidades C(n)
k , C(2n+4) e

C(2n) são números inteiros.

5.2.1.2 Comportamento em r → ∞

Estudaremos o comportamento dos campos a e g considerando que

g(r) = 1− δg(r), a(r) = δa(r). (5.47)

Considerando que estamos interessados em soluções tipo vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen, encontra-
mos que

δa(r) ≃ C∞
√
r exp (−MDJCSHr) , (5.48)
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δg(r) ≃ C∞√
r
exp (−MDJCSHr) , (5.49)

onde o parâmetroMDJCSH que representa a massa do modelo de DJCSH dada por

MDJCSH =
3

4
mCSH∆

1/3
[
(1− i

√
3)(1−

√
1−∆)1/3 + (1 + i

√
3)(1 +

√
1−∆)1/3

]
, (5.50)

onde o parâmetro adimensional ∆ é dado por

∆ =
M

M0

, M0 =
27e2v2

κ3
. (5.51)

Prosseguindo, no limiteM → ∞ (ou equivalentemente ∆ → ∞) a equação (5.50) fica

MDJCSH = mCSH

(
1 +

4

27∆
+

16

243∆2
+ . . .

)
, (5.52)

desse modo recuperamos exatamente a massa do modelo de CSH. O comportamento da massa expressa na
equação (5.50) pode ser visualizado na Figura 5.1 em termos da variável adimensional ∆.

Figura 5.1: Massas dos bósons em função do parâme-
tro ∆. A linha verde representa a parte imaginaria de
MDJCSH .

Na figura Figura 5.1 observamos que o
comportamento das partes real (linha vermelha)
e imaginária (linha verde) de MDJCSH . Obser-
vamos que a parte imaginária é não nula no in-
tervalo 0 < ∆ < 1, gerando soluções com com-
portamento do tipo amortecido, que não estamos
interessados em estudar. Já as soluções de inte-
resse encontram-se no intervalo ∆ ≥ 1, onde a
parte imaginária é nula, assim os vórtices são do
tipo ANO. Observamos que o máximo valor para
a massa DJCSH é exatamente

MDJCSHmax =
3mCSH

2
. (5.53)

À medida que ∆ cresce, começamos a observar a
convergência da massa do modelo de DJCSH para
a massa do modelo CSH expressa em (4.42).

Tendo encontrado os comportamentos nos valores de fronteira, resolveremos agora numericamente
as equações BPS (5.35) e (5.36).

5.3 Soluções numéricas

Para resolver numericamente o sistema BPS, dado pelas equações diferenciais (5.35) e (5.36), fixamos
e = 1, v = 1 e κ = 1.
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5.3.1 Soluções para n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e∆ = 10/9

Figura 5.2: Perfis do campo de Higgs g(r) para diferentes
valores de n. As linhas sólidas representam as soluções para
DJCSH e linhas pontilhadas do CSH.

A seguir mostramos os resultados da
análise numérica para dos perfis g(r) e a(r),
assim como do campomagnéticoB(r), den-
sidade de energia EBPS(r), potencial elé-
trico ω e campo elétrico relatado a ω′. Es-
ses perfis foram obtidos consideramos vários
valores dowinding number: a cor vermelha
(n = 1), violeta (n = 2), amarelo (n = 3),
azul (n = 4), rosa (n = 5), verde (n = 6) e
preto (n = 8), onde as linhas sólidas repre-
sentam o modelo DJCSH e as tracejadas a
do modelo CSH.

Os perfis do campo de Higgs g(r)
são similares ao do modelo CSH, mas con-
vergem de forma mais rápida ao valor de vá-
cuo para todo n.

Figura 5.3: Perfis numéricos de a(r)/n para diferentes valo-
res de n.

A razão a(r)/n do campo de gauge
com a vorticidade evidencia que o mesmo
abarca uma área maior a medida que n

cresce e contém valor máximo e igual a 1 na
origem. Além disto, demonstra decaimento
mais rápido do que em CSH como podemos
ver na Figura 5.4. Mediante as figuras Fi-
gura 5.4b e Figura 5.4a podemos observar
os perfis de a(r) para r → 0 e r → ∞.
Em ambos os casos o comportamento assin-
tótico para este campo é de decaimento mais
acentuado que em CSH como podemos visu-
alizar, o que mostra a contribuição da massa
de Deser-Jackiw. Na Figura 5.5, a(r) tem
comportamento tipo CSH, no entanto, decai
de forma mais rápida para valores distantes

da origem. Ainda pela inspeção da Figura 5.5, para grandes valores de n as soluções saturam para CSH.
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(a) Perfis numéricos de a(r)/n em r → ∞. (b) Perfis numéricos de a(r)/n em r → 0.

Figura 5.4: Soluções numéricas para o campo gauge a na origem e em r → ∞, com n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e
∆ = 10/9. Nesta análise, consideramos as linhas sólidas as soluções para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

Figura 5.5: Perfis numéricos de a(r)/n próximo de r → 0.

O perfil numérico para o campo
magnético B na Figura 5.6 mostra que as-
sim como em CSH o campo magnético
comporta-se como anéis com raios propor-
cionais ao winding number para os valo-
res n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, no entanto, apre-
sentando máximos menores, como também
sendo nulo somente para n → ∞ como
mostrado na Figura 5.6b, mostrando por-
tanto efeito novo para o campo magnético
na origem.
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(a) Campo magnético B. (b) Campo magnético B.

Figura 5.6: Soluções numéricas para o campo magnético B(r), com n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e ∆ = 10/9.
Nesta análise, consideramos as linhas sólidas as soluções para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

Na Figura 5.7 apresentamos as configurações para as soluções numéricas da densidade de energia
BPS EBPS . Notamos de forma similar como em CSH, a mesma não é nula na origem, mas mostrando
comportamento com anéis que apresentam máximos menores. Ademais, esta mesma tem raios que são
proporcional ao winding number n.

Figura 5.7: Densidade de energia EBPS .

Desta forma, o perfil numérico para
EBPS na Figura 5.7 mostra que a mesma
é como uma correção de CSH para altas
derivadas, mas com máximos deslocados
da origem menores. E assim como CSH,
DJCSH apresenta-se como um modelo con-
tendo vórtices carregados, com a Figura 5.8a
mostrando as configurações numéricas para
a parte elétrica deste modelo, ou seja, para
o potencial escalar ω(r). Mediante a Fi-
gura 5.8b, o potencial escalar comporta-se
do tipo lump para n = 1, mas com valor
não unitário na origem. Conforme que os
valores do winding number n crescem, os
comportamentos do potencial escalar na ori-
gem começam a crescer, chegando ao valor
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máximo na origem somente para n grandes, valores estes em que ω(r) tem valor unitário. Desta análise,
concluímos ainda que conforme n aumenta de valor, ω(r) abarca uma área maior. Em contrapartida ao
de CSH, o mesmo evidência como um potencial escalar que abarca uma área relativamente menor, como
também soluções que não comportam o mesmo máximo na origem.

(a) Potencial escalar ω. (b) Potencial escalar ω.

Figura 5.8: Soluções numéricas para o potencial escalar ω, com n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e ∆ = 10/9. Aqui
consideramos as linhas sólidas as soluções para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

Figura 5.9: Soluções numéricas para o potencial escalar ω com n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e ∆ = 10/9. Nesta
análise, considera-se as linhas sólidas as soluções para DJCSH e linhas pontilhadas CSH.
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Figura 5.10: Campo elétrico ω′(r).

Visto que através de uma análise mais de-
talhada na Figura 5.9, o comportamento do po-
tencial escalar ω evidência decaimentos mais rá-
pidos quando comparados aos perfis de CSH, ma-
nifestando claramente as contribuições do termo
de Deser-Jackiw no potencial escalar expresso na
equação (5.38).

A solução para o campo elétrico ω′(r) ex-
posto na Figura 5.10 demonstra que este apresenta
soluções tipo anéis com máximos menores do que
em CSH, mas apresentando o mesmo comporta-
mento na origem como também para r → ∞, ou
seja, nulo, o que corrobora com a terceira condição
imposta para omesmo na equação (5.32). Mais adi-
ante analisaremos os comportamentos dos campos
para diferentes valores de ∆.

5.3.2 Soluções para n = 1 e∆ = 1, 109 ,
40
9 ,

80
9 , 8, 20,∞

Agora trataremos o comportamento dos perfis numéricos para o campo de Higgs e campo de gauge
para diferentes valores do parâmetro ∆ dados por cores, onde os comportamentos dos respectivos campos
são encontrados na Figura 5.11, representando o campo de Higgs e a Figura 3.7b para o campo de gauge.

Figura 5.11: Solução numérica do campo de Higgs g
para n = 1 e ∆ = 1, 10

9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20,∞.

Por meio do perfil numérico encontrado na
Figura 5.11, constatamos que para ∆ pequenos o
campo de Higgs satura no valor unitário mais rá-
pido, convergindo a este valor para r → ∞, en-
quanto aos outros valores de ∆ o mesmo satura
lentamente em 1. Por conseguinte, ∆ = 1 é res-
pectivamente o valor em que ∆ é expresso por
(5.51) como também onde encontramos o valor
máximo para a massa do modelo dada na equação
(5.53). Além disto, assim como em CSH, o campo
de Higgs é nulo na origem para todos os valores
de ∆. Para ∆ = ∞ a solução do campo de Higgs
de DJCSH recai para o de CSH.

Mediante o comportamento para o campo
de gauge a encontrado na Figura 5.12, observamos
que em todos os ∆ o campo é unitário na origem,
no entanto, com valores pequenos deste parâmetro
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as soluções numéricas decaem lentamente, apresentando intervalos de r em que as soluções se interceptam.
Por conseguinte, para ∆ = ∞ apreciamos o limite em que este campo retorna o de CSH.

Figura 5.12: Soluções numéricas para o campo de gauge a com n = 1 e∆ = 1, 10
9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20,∞. A linha

sólida preta é o valor para ∆ = ∞, a solução do modelo de DJCSH que recupera CSH.

Figura 5.13: Solução numérica do campo magnético B
com n = 1 e ∆ = 1, 10

9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20,∞.

A Figura 5.13 nos mostra os perfis para o
comportamento do campo magnético B e densi-
dade de energia BPS EBPS . Através de uma veri-
ficação numérica para os perfis do campo magné-
tico encontrado na Figura 5.13 com valor do win-
ding number n = 1, podemos concluir que o
mesmo só é nulo na origem justamente para o caso
∆ → ∞, valor onde retornamos CSH. Os valores
∆ = 1, 10

9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20 provê soluções de B com

valores não nulos na origem, e observamos ainda
que o mesmo apresenta-se como anéis com máxi-
mos influenciados pelo parâmetro ∆, tendo desta
maneira maior máximo exatamente para o valor
de ∆ = ∞ no qual recuperamos CSH.

Como abordado, a densidade de energia
BPS EBPS apresentada na Figura 5.14 é definida
positiva e finita, no entanto, ao passo que aumenta-
mos∆ e, consequentemente, os valores da mesma
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são aumentados sob influência deste parâmetro na origem. Esta densidade de energia BPS apresenta inter-
valos para t em que as soluções numéricas se interceptam e decaindo a zero para r → ∞.

Figura 5.14: Soluções numéricas para a densidade de energia EBPS com n = 1 e ∆ = 1, 10
9
, 40

9
, 100

9
, 8, 20,

∞.

Figura 5.15: Solução numérica do potencial escalar ω
com n = 1 e ∆ = 1, 10

9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20,∞.

O perfil numérico do potencial escalar na
Figura 5.15 mostra que o mesmo é 1 na origem
somente para∆ = ∞, valor este em que recupera-
se o perfil de CSH. Na Figura 5.16 o perfil numérico
para o campo elétrico ω′(r) demonstra máximos
que aumentam gradativamente com ∆.
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Figura 5.16: Soluções numéricas para o campo elétrico ω′(r) para n = 1 e ∆ = 1, 10
9
, 40

9
, 80

9
, 8, 20, ∞.

Onde a linha sólida preta é o valor para ∆ = ∞, a solução do modelo de DJCSH que recupera CSH.

5.3.3 O potencial BPS não-local V com n = 1 e∆ variável

A seguir mostramos os perfis numéricos do potencial BPS não-local V do modelo de DJCSH dado
pela equação (5.22)

V (|ϕ|) = e4 |ϕ|2

κ2

[(
1− ∇2

κM

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)]2
. (5.54)

Este potencial possui dois vácuos. O primeiro vácuo (simétrico), |ϕ| = 0, preserva a simetria U(1) e
acarreta soluções não topológicas, o que não está no escopo deste trabalho. Enquanto o segundo vácuo
(assimétrico) dado por |ϕ| = v, ocasiona a quebra espontânea da simetria U(1), e promove a formação
estruturas topológicas.

O potencial expresso em termos do ansatz (5.31) é dado como

V (g(r)) =
e4v6g2(r)

κ2

(1− ∇̃2

κM

)−1 (
1− g2(r)

)2

. (5.55)

A Figura 5.17a indica que o potencial não-local V ≡ V (r) do modelo de DJCSH (representado pelas linhas
sólidas) exibe os dois vácuos, o primeiro simétrico em r = 0 e atinge o segundo vácuo (assimétrico) quando
r → ∞. Também, verificamos que quando∆ → ∞, o potencial não-local do DJCSH se aproxima ao perfil
do potencial local do CSH (representado pela linha pontilhada preta).

O potencial não-local como uma função de g(r) é mostrado na Figura 5.17b exibe o vácuo simétrico
em g = 0 e o assimétrico em g = 1, onde a simetria U(1) é quebrada, e a interação V atinge o valor de
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vácuo nulo. Portanto, por meio dessa análise do potencial em função do campo de Higgs, fica evidente que
esse campo desempenha um papel crucial na quebra espontânea de simetria U(1) no modelo DJCSH.

(a) Potencial V em função de r. (b) Potencial V em função de g(r).

Figura 5.17: Soluções numéricas para o potencial BPS não-local V para n = 1 e alguns valores de ∆. A
Figura 5.17a descreve os perfis de V (r), enquanto a Figura 5.17b mostra V (g). As linhas sólidas correspon-
dem ao modelo DJCSH e o CSH é representado pela linha pontilhada preta. Observamos que quando ∆
cresce indefinidamente o perfil do modelo DJCSH se aproxima ao perfil do CSH.
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Capítulo 6

Conclusões e perspectivas

Na presente dissertação estudamos a estrutura BPS nas eletrodinâmicas Maxwell-Higgs e de Chern-
Simons quando inserimos termos de altas derivadas à cinética do campo de calibre. Na primeira parte
apresentamos os kinks e anti-kinks, defeitos topológicos em (1+1)-dimensões, para desenvolvermos o mé-
todo de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield, comumente chamado de BPS. Método de extrema importância,
pois através do mesmo é possível encontrar equações diferenciais não lineares (chamadas de BPS ou auto-
duais) cujas soluções minimizam a energia (esse valor mínimo é chamado de limite de Bogomol’nyi). As
equações auto-duais reproduzem as equações de Euler-Lagrange originais de um dado modelo que possua
uma estrutura BPS, sendo assim soluções verdadeiras do sistema.

No Capítulo 2 revisamos a estrutura BPS da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs em (1+2)-dimensões.
Dado que respectiva lei de Gauss é devidamente satisfeita pela condição de calibreA0 = 0, as configurações
geradas possuem carga total nula e somente são portadoras de fluxo magnético. O formalismo BPS mostra
que a energia mínima do sistema é proporcional ao fluxo magnético. Com o intuito de resolver as equações
auto-duais, procuramos por soluções topológicas tipo vórtices com simetria radial. Assim, obtemos que
tanto a energia BPS como o fluxo magnético são proporcionais ao winding number n, sendo assim, ambos
quantizados em relação a n. Os vórtices encontrados são os denominados de Abrikosov-Nielsen-Olesen.

Após apresentar o modelo MH, a estrutura BPS da eletrodinâmica de Podolsky-Higgs em (1+2)-
dimensões é estudada no Capítulo 3, sendo a primeira contribuição original obtida na presente Dissertação
de Mestrado. A partir das equações de Euler-Lagrange para o campo de calibre, observamos, que no regime
estacionário, a lei de Gauss também é trivialmente satisfeita pela condição de calibre A0 = 0. Assim, este
modelo também comporta soluções portadoras somente de fluxo magnético. Aqui vale ressaltar que na
densidade de energia a contribuição do campo magnético B(m2−∇2)B é gerida pelo operador diferencial
definido positivo,m2−∇2. A estrutura BPS mostra a existência de um mínimo para a energia que também
é proporcional ao fluxo magnético. Outro resultado a ser observado é que o potencial BPS é não local e as
equações auto-duais não são mais puramente de primeira ordem, isso sendo uma consequência direta da
presença do termo de derivada superior na cinética do campo de calibre, o termo de Podolsky. Em detalhe, a
BPS correspondente ao campo de Higgs, similarmente à do MH, permanece de primeira ordem, no entanto,
a equação BPS do campo magnético resulta de terceira ordem derivativa para o campo de calibre, cuja
equação de Euler-Lagrange, inicialmente era de quarta ordem. Contudo, a BPS do campo magnético se
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pode tornar numa equação integro-diferencial de primeira ordem derivativa para o campo de calibre. O
estudo de soluções tipo vórtice mostra que os vórtices do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen somente existem
se a massa de Podolsky, m, possui um valor mínimo m ≥ 2mMH , com isso a massa dos vórtices está no
intervalomMH < MPH ≤

√
2mMH . O valor mínimo acontece param → ∞ quando a massa dos vórtices

se aproxima à dos encontrados no modelo MH, e o valor máximo deMPH ocorre quando m = 2mMH .
A análise numérica dos vórtices BPS do modelo PH mostra que para um valor fixo da massa de

Podolsky, tanto os perfis do campo de Higgs como do campo de calibre são muito similares aos encontrados
no modelo MH. Contudo, o comportamento do campo magnético ao redor da origem é diferente ao do caso
MH, ou seja, a magnitude deB em r = 0 é menor ao valor encontrado no caso MH para valores menores do
winding number (como n = 1, 2, 3, ..), embora satura para o valor do caso MH para grandes valores de n.
A densidade de energia para n = 1 se apresenta centrada na origem tal como à de MH, mas com amplitude
menor. A partir de n ≥ 2 a solução forma anéis com amplitudes em r = 0 menores ao do modelo MH
para valores pequenos de n. Já quando mantemos fixo o valor do winding number e incrementando os
valores da massa de Podolsky, tanto o campo magnético como na densidade de energia BPS aumentam as
amplitudes na origem até saturar ou atingir os valores encontrados nos modelo de Maxwell-Higgs.

No Capítulo 4 revisamos a estrutura BPS do modelo de Chern-Simons-Higgs. Primeiramente ob-
servamos que a lei de Gauss não admite como solução a condição de calibre A0 = 0, consequentemente,
as configurações resultantes além de portar fluxo magnético também possuem uma carga elétrica não nula
que é proporcional ao fluxo magnético. Prosseguindo, implementamos o método BPS e encontramos as
respectivas equações autoduais cujas soluções minimizam a energia do modelo (o limite de Bogomol’nyi)
que é proporcional ao fluxo magnético. A procura de soluções tipo vórtices mostra que os obtidos são de
Abrikosov-Nielsen-Olesen com destaque para o comportamento dos campos magnético e elétrico cujos per-
fis formam verdadeiros anéis centrados na origem para todos os valores de n, já a densidade de energia BPS
forma anéis para n ≥ 2. E como nos modelos estudados previamente, a energia BPS e o fluxo magnético
dos vórtices são proporcionais ao winding number, e agora a respectiva carga elétrica total.

A nossa segunda contribuição original é desenvolvida no Capítulo 5 onde analisamos a estrutura BPS
da versão (1+2)-dimensional do modelo de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs. Analisando a lei de Gauss
observamos que as soluções do sistema são portadoras tanto de fluxo magnético quanto de carga elétrica,
mesmo na presença do termo de derivada superior. O desenvolvimento do formalismo BPS mostra que o
mínimo da energia é proporcional ao fluxo magnético, com as equações autoduais sendo de primeira ordem
para o campo de Higgs e a do campo magnético resulta numa equação integro-diferencial de terceira ordem
derivativa para o campo de calibre. Além disso, o potencial BPS é também não local devido a presença da
função de Green do operador diferencial κM −∇2. A seguir resolvemos as equações BPS usando o ansatz
que descreve vórtices com simetria rotacional, e na procura daqueles do tipo de Abrikosov-Nielsen-Olesen
mostramos que esses somente existem se a massa de Deser-Jackiw for maior que um valor mínimo, ou

seja, seM ≥ M0 =
27e2v2

κ3
, assim, a massa dos vórtices está no intervalo mCSH < MDJCSH ≤ 3

2
mCSH .

O valor mínimo acontece para M → ∞ quando a massa dos vórtices se aproxima à dos encontrados no

modelo CSH, e o valor máximo deMDJCSH ocorre quandoM =
27e2v2

κ3
.
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Mediante a analise numérica, observamos os perfis dos campos de Higgs e de do campo de calibre
a(r) seguem o formato daqueles do caso CSH. Já o campo magnético também forma anéis, mas apresenta
um valor não-nulo na origem (diferente ao caso CSH), que se aproxima de zero rapidamente quando∆ per-
manece fixo e incrementamos n ou vice-versa. O fato do campo magnético ser diferente de zero na origem
é uma consequência da presença do termo de alta derivada de Deser-Jackiw. Os perfis da densidade de
energia para n = 1, o valor difere daquele do CSH mas se aproxima desse quando∆ cresce continuamente.
Para n ≥ 2 a energia forma anéis tal como acontece no caso de CSH. Em geral, os perfis dos campo do
modelo DJCSH se aproximam daqueles do CSH quando ∆ → ∞.

Entre as perspectivas futuras destacamos a possibilidade de estudar a existência estruturas BPS na
eletrodinâmica de altas derivadas no contexto da quebra da invariância de Lorentz, em modelos sigmaO(3)

e CP (N) calibrados, assim como nos modelos de Skyrme calibrados.
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Apêndice A

Eletrodinâmica de Podolsky-Higgs

A.1 Soluções numéricas param < 2m
MH

Falamos na Subseção 3.2.1 do Capítulo 3 que embora os campos g, a e B satisfaçam as condições
impostas para que tenhamos configurações de vórtices BPS, a imposição m < 2

√
2ev não nos leva as

soluções que apresentam comportamento de Abrikosov, Nielsen e Olesen (ANO). Deste modo, nesta seção
mostraremos as soluções com essa condição para o respectivo limite da massa de Podolsky, visto que não
achamos por bem tratar estas soluções no Capitulo original da nossa contribuição, pois como falado, estas
soluções não se comportam da mesma forma como as de ANO.

Portanto, na análise consideramos o seguinte valor para o winding number n = 1 como também
para o termo do parâmetro de Podolskym = 2γ

√
2, com o parâmetro γ = 1/50, 1/25, 1/15, 1/10, 1/5, 1/2,

9/10 variando, onde teremos as cores representando cada valor de γ, ou seja, a cor vermelho (γ = 1/50),
violeta (γ = 1/25), amarelo (γ = 1/15), azul (γ = 1/10), rosa (γ = 1/5), verde (γ = 1/2) e preto
(γ = 9/10).

Figura A.1: campo de Higgs g(r) para diferentes valores de
γ.

Os perfis numérico do campo de
Higgs na Figura A.1 nos revela que para
massas menores que o limite m = 2

√
2ev

do modelo de PH, o dado campo demora
mais atingir o vácuo para massas extre-
mamente pequenas, no entanto, quando
atinge o mesmo, observamos que a solução
ultrapassa-o formando um platô e depois de-
cai exponencialmente para valores menores
que o vácuo, e logo após isto retorna para
o mesmo, o que não representa soluções
do campo de Higgs que descrevem vórtices.
Se ampliarmos a resolução do gráfico para
γ = 9/10, visualizaremos também um com-
portamento como de platô.
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Para o campo de gauge a, o comportamento dado na Figura A.2 mostra que o mesmo apresenta um
máximo na origem, com valor igual ao unitário, mas ressaltamos que nesta análise a = a/n afim de que
tenhamos o valor unitário. A medita que r cresce, o campo de gauge decai exponencialmente chegando a
ser nulo, inverte de sinal decaindo em um mínimo e logo após cresce novamente e converge a zero para
r → ∞.

Figura A.2: campo de gauge a(r) para diferentes valores de
γ.

A solução numérica para o campo
magnético mostrado na Figura A.5a eviden-
cia que os perfis do campo magnético na ori-
gem apresentam-se como máximos e tendo
comportamentos do tipo lump, mas à me-
dida que r cresce e atinge um dado valor,
ocorre uma inversão deB onde teremos um
mínimo. A partir deste mínimo, o campo
magnético volta a cresce invertendo de si-
nal, decaindo á zero para r → ∞. Atra-
vés desta análise, concluímos que embora o
campo magnético satisfaça as condições, o
mesmo não tem os comportamentos das so-
luções do tipo ANO, ou seja, sem decaimento
exponencial oscilatório.

Observamos ainda que variando n

e fixando m = 2ev, também constatamos
E ≡ rEBPS em partes negativas, como dado na Figura A.4.

Figura A.3: Campo magnéticoB para diferentes valores de γ.

A Figura A.3 nos mostra os perfis
numérico para a densidade de energia BPS
EBPS para n = 1 e diferentes valores de γ.

Através da Figura A.5b, podemos
constatar que a medida que γ cresce, a den-
sidade de energia BPS EBPS apresenta valo-
res máximos na origem que aumentam gra-
dativamente. Mas para um dado valor de t
a densidade de energia BPS apresenta-se ne-
gativa, o que não configura comportamento
de soluções do tipo vórtices mesmo que para
r → ∞, EBPS seja nula. Da mesma forma
observamos o comportamento para a ener-
gia total no limite BPS como visualizado na
Figura A.5b, mostrando-se negativa para va-
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lores m < 2
√
2.

Figura A.4: E ≡ rEBPS para valores de n = 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 com m = 2ev.

(a) Densidade de energia BPS EBPS para diferen-
tes valores de γ. (b) E ≡ rEBPS para diferentes valores de γ.

Figura A.5: Soluções numéricas para a densidade de energia BPS EBPS e E ≡ rEBPS para γ =

1/50, 1/25, 1/15, 1/10, 1/5, 1/2, 9/10 e m = 2γ
√
2.
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Apêndice B

Modelo de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs

B.1 Obtenção da equação do campo de Higgs

Para retornar-mos a equação do campo de Higgs

DiDiϕ+ e2 (A0)
2 ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0 (B.1)

que com auxilio da Lei de Gauss

A0 =
1

2e2∆

(∇2 − κ∆)B

|ϕ|2
(B.2)

assume a forma

DiDiϕ+
1

4e2∆2

[(∇2 − κ∆)B]
2

|ϕ|4
ϕ− ∂V

∂ϕ∗ = 0, (B.3)

operamos D∓ na condição de auto-dualidade, chegando portanto a

DiDiϕ = ∓i [D1, D2]ϕ (B.4)

com [D1, D2] sendo o comutador de D1 com D2 e expresso como

[D1, D2] = D1D2 −D2D1, (B.5)

agora resolvendo essa operação para o comutador, teremos este mesmo da seguinte maneira

[D1, D2]ϕ = −ieBϕ (B.6)

que substituída na equação (B.4) resulta

DiDiϕ = ∓eBϕ. (B.7)

Para encontrar a derivada do potencial primeiro iremos integra-lo∫
d2xV = e4∆2

∫
d2x |ϕ(x)|2

[∫
d2yḠ(x, y)

(
v2 − |ϕ(ϕ(y))|2

)] [∫
d2zḠ(x, z)

(
v2 − |ϕ(z)|2

)]
(B.8)
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e derivando essa integral∫
d2x ∂V

∂ϕ∗(w) = e4∆2

∫
d2xϕ(x)δ (x−w)

[∫
d2yḠ(x, y)

(
v2 − |ϕ(y)|2

)]
[∫

d2zḠ(x, z)
(
v2 − |ϕ(z)|2

)]
−
[∫

d2zḠ(x, z)
(
v2 − |ϕ(z)|2

)]
e4∆2

∫
d2x |ϕ(x)|2

[∫
d2yĜ(x, y)δ (y−w)ϕ(y)

]
− e4∆2

∫
d2x |ϕ(x)|2

[∫
d2yḠ(x, y)

(
v2 − |ϕ(ϕ(y))|2

)]
[∫

d2zĜ(x, y)δ (z−w)ϕ(z)
]

(B.9)

em que os dois últimos termos desta equação são iguais, sendo desta forma∫
d2x ∂V

∂ϕ∗(w) = ϕ(w)e4∆2

[∫
d2yḠ(x, y)

(
v2 − |ϕ(y)|2

)] [∫
d2zḠ(x, z)

(
v2 − |ϕ(z)|2

)]
− 2ϕ(w)e4∆2

∫
d2xḠ(x,w) |ϕ(x)|2

[∫
d2zḠ(x, z)

(
v2 − |ϕ(z)|2

)] (B.10)

que mediante as propriedades da função de Green pode ser ainda expressa por∫
d2x ∂V

∂ϕ∗(w) = ϕ(w)e4∆2
[(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ(y)|2

)]2
− 2ϕ(w)e4∆2

(
∇2 − κ∆

)−1
[
|ϕ(x)|2

(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ(z)|2

)]
,

(B.11)

por conseguinte, através do da equação BPS do campo magnético

B = ±2∆2e3
(
∇2 − κ∆

)−1
[
|ϕ(x)|2

(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ(z)|2

)]
(B.12)

a equação (B.11) com a substituição de (B.12) no segundo membro desta mesma à torna∫
d2x ∂V

∂ϕ∗(w) = ϕ(w)e4∆2
[(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ(w)|2

)]2
∓ eBϕ(w) (B.13)

e ainda da BPS (B.12) podemos tirar a seguinte relação

± (∇2 − κ∆)B

2∆2e3 |ϕ(w)|2
=
(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ(w)|2

)
(B.14)

que substituindo esta em (B.13) teremos∫
d2x ∂V

∂ϕ∗(w) = ϕ(w) [(∇
2 − κ∆)B]

2

4∆2e2 |ϕ(w)|4
∓ eBϕ(w), (B.15)

e colocando este resultado em (B.1), a equação do campo de Higgs no limite bBPS assume

DiDiϕ = ∓eBϕ (B.16)

ou mesmo

DiDiϕ = −2ϕ∆2e4
(
∇2 − κ∆

)−1
[
|ϕ|2

(
∇2 − κ∆

)−1 (
v2 − |ϕ|2

)]
. (B.17)
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