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Resumo

A dissertacao discute a existéncia de defeitos topoldgicos tipo vortices BPS (do tipo Abrikosov-
Nielsen-Olesen) em modelos de calibre abelianos possuindo altas derivadas no setor de calibre. Primeira-
mente, foi abordado o estudo de solugoes tipo vortice na eletrodindmica de Podolsky-Higgs (PH), a extensao
da eletrodinamica de Maxwell com altas derivadas proposta por Boris Podolsky adicionada do termo de
quebra espontanea da simetria. Na auséncia do termo de Podolsky, o modelo se reduz ao de Maxwell-Higgs
(MH). A eletrodindmica de PH s6 apresenta vértices BPS se a massa de Podolsky (m2) for maior ou igual a
duas vezes a massa dos vértices BPS originados no modelo MH.

O segundo modelo descreve uma versao de altas derivadas do modelo de Chern-Simons (CS) que
denominaremos de eletrodindmica de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH), o termo de alta deri-
vada, chamado de agao de Deser-Jackiw (DJ). O modelo comporta vértices BPS carregados a partir de um
valor minimo da massa de DJ (A), sendo esse valor minimo uma fungéao dos outros parametros do modelo.
Uma consequéncia importante advinda dos termos de derivadas superiores, em ambos os modelos, é que
os respectivos potenciais BPS tornam-se nao-locais.

Palavras-chaves: Defeitos topoldgicos, teorias de altas derivadas, vortices BPS.



Abstract

The dissertation discusses the existence of BPS-like vortices (of the Abrikosov-Nielsen-Olesen type) in
Abelian gauge models having high derivatives, where the gauge sector is the one that gains higher derivative
terms. First, the study of vortex-like solutions in Podolsky-Higgs (PH) electrodynamics, the extension of
Maxwell’s electrodynamics to high derivatives proposed by Boris Podolsky with the addition of the term of
spontaneous symmetry breaking, was addressed. In the absence of the Podolsky term, the model reduces to
that of Maxwell-Higgs (MH). The PH electrodynamics only presents BPS vortices if the Podolsky mass (1)
is greater than or equal to twice the mass of the BPS vortices originated in the MH model.

The second model describes a high-derived version of the Chern-Simons (CS) model which we
will call Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) electrodynamics, the high-derivative term, called the
Deser-Jackiw (DJ) action. The model includes BPS vortices loaded from a minimum value of the DJ mass
(A), this minimum value being a function of the other parameters of the model. An important consequence
arising from the higher derivative terms, in both models, is that the respective BPS potentials become non-
local.

Reywords: Topological defects, high derivative theories, BPS vortices.
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Introducao

A descricao de sélitons iniciou-se com os estudos de John Scott Russell em 1834 ao concluir que
ondas ao longo de uma margem permaneciam com mesma velocidade e estrutura por um intervalo de
tempo grande [1]. Este movimento peculiar das ondas foi descrita matematicamente por Rorteweg e de Vries
na chamada equagdo RdV [2]. Similar comportamento também foi observado, posteriormente por Fermi,
Pasta e Ulam, na propagacao de fonons numa rede nao-linear com o surgimento de um modo normal de
vibracado nao esperado [3]. Em seguida, fazendo uma anélise numérica, Zabusky e Rruskal observaram que
a crista da onda surge devido a nao-linearidade, que junto ao termo de dispersao fazem a onda prosseguir
com a mesma estrutura [4]. A preservacao da estrutura da onda e diminuigao da energia apds a colisao levou
estes a designarem essas ondas de solitons que sob uma perspectiva matematica sao solugoes de equacoes
diferenciais nao-lineares.

Em teorias de campos, os sélitons advém como solucoes classicas estaveis das equagoes de Euler-
Lagrange (em geral, equagdes diferenciais altamente néo lineares) satisfazendo condigoes de fronteira nao
triviais. Além disso, essas solucoes estao relacionadas a transicoes de fase devido a quebra espontanea
de uma simetria continua em um sistema fisico. Em algumas circunstancias especiais também é possivel
obter essas solugoes a partir de um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem, encontradas
minimizando a energia total [5, 6] como também fazendo algumas restricdes nas componentes do tensor
energia-momento |[7]. Em tais circunstancias, as solugoes das equagdes de primeira ordem também sao
solugoes das equacoes de Euler-Lagrange. O primeiro procedimento permite reduzir a ordem das equagoes
de Euler-Lagrange é chamada de o método de Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield, comumente chamado de
método BPS. Esse método baseia-se na minimizacao da energia total fornecendo o valor minimo da energia
(limite de Bogomol'nyi) e as equagoes de primeira ordem (ou BPS, ou autoduais), cujas solugoes possuem
esse valor minimo da energia [5, 6]

No ambito cosmoldgico esses defeitos estao ligados as transicoes de fase no inicio do universo no
final do perfodo inflacionério [8-10], um periodo que comecou 1073¢ segundos apés o Big Bang [11, 12]
Durante tal processo na evolucao do universo, os monopolos magnéticos mostraram-se como possiveis
reliquias das transigoes de fase conforme previsto pelas teorias Teorias de Grande Unificacao (GUT, do
inglés Grand Unified Theory) [9-11]. No entanto, somente em 1974, Hooft e Polyakov demonstraram que

os monopolos magnéticos sdo uma previsdao das GUTs [13, 14]. Para a matéria condensada, os defeitos



topol6gicos desempenham um papel importante em uma variedade de fendmenos, incluindo transigoes de
fase ferromagnéticas [15), supercondutividade dos tipos I e I1{16], descri¢ao da superfluidez [17], deformacoes
em filmes finos sob radiacao uniforme de laser [18] e transi¢oes de fase em materiais XY estudadas por
meio de simulagoes de Monte Carlo [19]. Desta forma, esses defeitos topolégicos surgem como estruturas
fundamentais descrevendo propriedades fisicas nao perturbativas nesses sistemas.

Especificamente, no caso da supercondutividade (que possui duas fases), o estudo de defeitos topo-
légicos tipo vortices foi iniciado por Abrikosov, quem interligou as transicoes de fase de Ginzburg-Landau
aos conceitos de Lars Onsager e Richard Feynman a respeito de vértices quantizados surgidos na super-
fluidez [20]. A primeira fase supercondutora, chamada Tipo I, esta associada ao efeito Meissner [21], onde
nao ocorre penetracao do campo magnético no material. Enquanto na outra, chamada de Tipo II, o campo
magnético penetra o material. Nesta descricao, Abrikosov notou que a simetria de tais vortices magnéticos
era cilindrica, evidenciando que estes mesmos apresentam-se somente como estruturas bidimensionais. Em
geral, os vortices que surgem na matéria condensada se tornam evidentes como excitagoes estaveis.

Na teoria de campos, os pioneiros no estudo de vértices foram Nielsen e Olesen [22] que os obser-
varam, precisamente, na eletrodindmica de Maxwell-Higgs. Motivados por essa descoberta, Schaposnik e
Vega [7] investigaram as solucoes exatas do modelo de Maxwell-Higgs considerando algumas restri¢oes nas
constantes de acoplamento, sendo estas para o caso em que a massas dos bdsons escalares e vetoriais sao as
mesmas. As abordagens para encontrar voértices na eletrodindamica de Maxwell-Higgs foram, consequente-
mente, estendidas para a eletrodindmica de Maxwell-Chern-Simons [23], mas desta vez se obtiveram vértices
carregados [24-26]. A partir desses trabalhos, diversos outros foram dedicados a investigar a existéncia de
vortices em diferentes eletrodinamicas [27-38]. Dentro deste contexto de vortices a eletrodindmica de Po-
dolsky por ser massiva, pode descrever bem os problemas como o efeito Josephson da supercondutividade
[39] e efeito Meissner [40]. No entanto, a questao se as teorias de calibre contendo derivadas de ordem su-
perior comportam solugoes tipo vortice permanece em aberto (até onde sabemos). Embora, teorias de altas
derivadas levem a problemas como estados fantasmas, violagao de unitariedade e causalidade, sabe-se que
estas teorias ao menos como teorias efetivas, sao boas candidatas paraa descrigao de alguns sistemas fisicos,
por exemplo, descrevem bem o regime infravermelho (IR) dos glions na QCD [41] e problemas na regiao
ultravioleta (UV).

Neste contexto, o trabalho pioneiro [42] de Boris Podolsky concluiu que para altas frequéncias os
termos de quarta ordem na derivada presentes na densidade lagrangiana dominavam em relacao aos de
segunda ordem. Ainda nesta eletrodindmica mostrou-se como uma generalizacdao a de Maxwell que se
apresenta como invariante sob os grupos de Lorentz e U (1) local, o que a torna invariante de calibre, ou seja,
com a carga elétrica conservada [43]. Posteriormente, algumas generalizacoes a eletrodindmica de Podolsky
foram propostas como por exemplo: [44] com o intuito de suavizar singularidades na regioes UV e IR , no
contexto da violagao da simetria de Lorentz (LV) [45] foi fixado o campo de fundo para que se tenha uma
energia bem definida, causalidade assegurada, como também unitariedade. Também, através do mecanismo
de Higgs e a blindagem de Debye para a teoria da eletrodindmica de Bopp-Podolsky, foi descoberto que, em

ambos os fendmenos, nao apenas o setor sem massa da teoria de Podolsky adquire massa, mas também o



setor massivo tem sua massa alterada. Além de investigar o comportamento dos potenciais, observaram a
presenca de uma temperatura peculiar, 7p, que esta associada ao comprimento de Podolsky. Essa descoberta
revela a influéncia significativa da teoria de Podolsky nos fenomenos estudados, uma vez que tanto o setor
sem massa quanto o setor massivo sofrem alteragdes em suas massas, e a temperatura 7p desempenha
um papel importante em seu comportamento [46]. Recentemente foi demonstrado que, no modelo abeliano
de Higgs, em que o campo escalar é acoplado de forma nao minimamente ao campo de Maxwell, a teoria
emergente que surge na fase de simetria oculta é a teoria de Bopp-Podolsky. Essa descoberta revela como
diferentes regimes de acoplamento entre o campo escalar e o campo de Maxwell levam a diferentes teorias
eletromagnéticas, com a teoria de Bopp-Podolsky surgindo na fase de simetria oculta [47].

O termo de Chern-Simons (CS) de altas derivadas, foi introduzido por S. Deser, R. Jackiw e S. Tem-
pleton na descrigao de uma gravitagdo em (1+2)-dimensdes [48]. Esse trabalho foi o ponto de partida para o
estudo de teorias tipo CS com derivadas superiores, por exemplo, os estudos abordando a supergravidade
[49], a regularizacdo e entraves com estados fantasmas [50]. Além da obtencao de novos efeitos classicos
surgidos na eletrodindmica de Maxwell-Chern-Simons planar com a presenga de um termo de alta ordem
nas derivadas [51].

Nesse contexto, a dissertacao estudara a existéncia de solucgoes tipo vortice em teorias de calibre com
derivadas de ordem superior, especificamente, procuramos vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen (ANO)
nas eletrodinamicas escalares de Podolsky e de Deser-Jackiw. Para atingirmos esse objetivo, a dissertagao
¢ apresentada da seguinte maneira: Na primeira parte, apresentamos uma breve introducao aos defeitos
topoldgicos e ao formalismo BPS tomando como exemplo os kinks que aparecem em modelos escalares em
(1 + 1)-dimensoes. Motivados pelo trabalho de Boris Podolsky comecamos a segunda parte apresentando
a estrutura BPS da eletrodinamica de Maxwell-Higgs e os vértices portadores somente de fluxo magnético,
0s quais sao solugoes das equagdes BPS. Em seguida, estudamos a eletrodindmica de Podolsky-Higgs (PH)
descrito pela seguinte densidade lagrangiana,

1 v 1 v
Lpy = —ZFWF” + ﬁaﬁ# P Fa, + |Duol> =V (9], (0.1)

que representa uma extensao de altas derivadas do modelo de Maxwell-Higgs. Na terceira parte, apresen-
tamos a estrutura BPS da eletrodindmica de Chern-Simons-Higgs e os vértices carregados e portadores de
fluxo magnético, os quais representam as solucoes das respectivas equagoes autoduais. Logo, analisamos o
modelo que chamaremos de eletrodindmica de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) representada

pela densidade lagrangiana
K 1
Loscsi = 5P AuFyy + T 4,0 s + Dol = V (). 02)

Finalmente, discutiremos os resultados desta dissertacao nas conclusoes e daremos nossas perspectivas.
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CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Na teoria de campos, os defeitos topoldgicos sao solucoes das equacoes de Euler-Lagrange que sao
altamente nao lineares, e, em geral, podem surgir nos modelos que sofrem a quebra espontanea de alguma
simetria interna [53, 54]. A quebra de simetria surge quando a simetria que governa o modelo nao é comparti-
lhada pelo estado de véacuo, também chamado de estado de minima energia [55]. Assim sendo, dependendo
do tipo de simetria de um sistema e da forma como é quebrada, o modelo apresenta diferentes tipos de
defeitos topoldgicos, entre eles podemos mencionar, por exemplo, kinks, vértices, skyrmions, monopolos
[54, 56, 57

As teorias de campo em uma dimenséao espacial fornecem um ponto de partida natural para o estudo
de solitons. Por causa das simplificacoes que resultam de trabalhar em uma dimensao, muitos calculos
podem ser realizados explicitamente. Desse modo, comecamos a estudar sélitons de teorias de campo
escalar em (1 + 1)-dimensées, as chamadas solugées tipo kink nas teorias ¢* e no modelo seno-Gordon.

Sua extensao para (3 + 1)-dimensoes levaré a paredes de dominio.

1.1 Defeitosem (1 + 1) — D

Este defeito topoldgico é o mais simples surgindo em (1 + 1)-dimensoes a partir de um modelo

composto de somente um campo escalar real ¢(z) [5], cuja densidade de lagrangiana é expressa por

L= 0,006~ U(0). (L.1)

Ao aplicarmos o principio da acao minima a densidade lagrangiana (1.1) em questao, obtém-se a seguinte

equacao de Euler-Lagrange para o campo escalar:

oL oL
ol === ) — =5 =0, 1.2
(5057) - % )
que prové a seguinte equacao de movimento para o modelo
oU(¢)
0O — L.



sendo O = 0,,0" chamado de operador d’Alebertiano

(14)

e V2 operador laplaciano.
Pelo Teorema de Noether, fazendo uma transformacao infinitesimal nas coordenadas ©'* = z#+§z#
do espaco-tempo, tem-se uma quantidade conservada, pois o campo € invariante sob uma translacao devido

homogeneidade do espago-tempo. Esta quantidade é designada de tensor energia-momento

oL
T = "¢ —g"' L, 1.5
70,00 ¢ 9 (L5)
e satisfaz a seguinte identidade
0,T" =0, (1.6)

uma lei de conservacao para a densidade de energia e de momento. Ademais, o tensor energia-momento
apresenta-se simétrico na permutacao dos indices, 7" = T"*. Desta forma, teremos o tensor energia-

momento em (1.5) para a densidade Lagrangiana em (1.1) da seguinte maneira
T" = o'pd"¢ — g" L, (1.7)

que através do mesmo, podemos chegar a carga conservada associada devido a transformacao de simetria

no tempo, a energia total, escrita na forma

E = /Toodx = / {a gf(b)a% - ﬁ} de, (1.8)

onde a componente 7% corresponde a densidade hamiltoniana, que no caso estético é a densidade de

energia, escrita como

T = % (%—f) + % (Vo) + U(o). (1.9)

Para o caso estético, ¢ = ¢(x), a energia total (1.9) resulta

o[ 8 e

Pois estamos interessados em solucoes de energia finita, o que significa que em = — £o0, tanto o campo ¢

dz. (1.10)

quanto o potencial U devem satisfazer, respectivamente, as condicoes de contorno.

r—ro0+ dl‘ r—+oo

lim (@> — 0, lim ¢(x)= ¢y, l_i>mjE U(p) — 0, (1.11)

com ¢, e ¢_ sendo os pontos nos quais o potencial é nulo, ou seja, os pontos onde pode ocorrer a quebra

espontanea da simetria. Quando ocorre de uma solucao ter configuragoes de minimos diferentes para z —

6



—00 e T — 400 como ¢é descrito no caso anterior, tem-se uma solucao topoldgica. No entanto, no caso
em que compartilham a mesma configuracao assintética de minimo, a solucao é dita ndo topolégica. Em

relacao aos modelos com diferentes minimos, os potenciais que atendem as condicoes topolégicas sao da

U(¢) = % (C;—Z)Q (1.12)

forma:

com a condigao de

Wy = —— =U(9), (1.13)

de

no qual, U (¢) é uma funcao continua em todo o intervalo. Inserindo este potencial na expressao da energia

E:/Oo (;li) +2[u(¢)]2 dz. (1.14)

o0

em (1.10), tera a forma

Os setores topoldgicos ¢ para o campo escalar sdo representados pela carga topoldgica () que nao esta

associada a corrente de Noether mas pela densidade de corrente topoldgica
gt = Le*‘”%b (1.15)
2m
com € sendo o tensor Levi-Civita e de caréter antisimétrico. Por conseguinte, tratando de corrente con-

servada, tém-se
, 1
gt = %e“”ﬁ,ﬁl,gzﬁ =0, (1.16)
em que a carga topoldgica associada aos sdlitons no estudo de defeitos topol6gicos em uma dimensao é

+oo +o0 d
QT:/_ plx 2m/ 9 gy = 1102, (1.17)

. C2m

expressa por

isso evidencia que a carga depende apenas dos valores assintticos da funcao ¢ e assume valoresem {—1, 1}.
Devido ao carater topoldgico do defeito, a carga (7 deve ser necessariamente diferente de zero, o que
significa que a funcao ¢ tem valores distintos, ou seja, ¢, # ¢_. Como ja abordado, solucoes que apresentam
mais de um minimo distinto, sdo chamadas de defeitos topoldgicos, e estes defeitos se classificam quanto
a simetria no vacuo. Se a simetria é discreta, com quantidades finita de minimos do potencial, temos os
kinks, ja a simetria continua abeliana que envolve campos complexos temos os vértices e cordas cosmicas,

enquanto a simetria de gauge nao abeliana trata os monopolos de 't Hooft-Polyakov, por exemplo.

1.2 Método de Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield (BPS)

Este é um método que investiga a presenca de defeitos topoldgicos via a minimizacao da energia,

tendo como fim, encontrar solu¢oes chamadas de BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield) [5, 6] descritas
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por equacoes diferenciais de ordem derivativo menor que as equacoes de Euler-Lagrange. Estas solugoes
sdo os estados de vécuo (ou de energia minima) em que se encontram os setores topolégicos do modelo.
Em teoria de campos habitualmente se resolve as equacoes de Euler-Lagrange, que sao de segunda ordem.
No entanto, em 1975, M.K. Prasad e CM. Sommerfield e em 1976, E.B. Bogomol'nyi, mostraram que em
certas teorias de campos nao-lineares a energia ¢ limitada inferiormente por uma carga topoldgica que é
atingida quando os campos satisfazem as equacoes estaticas de primeira ordem. Este método consiste em
expressar o integrando da energia total como uma soma de termos quadraticos e derivadas totais, onde uma
das derivadas totais sera proporcional ou igual a densidade de carga totolégica do modelo em estudo. No
presente caso, a energia total (1.14) se expressa como
o0 2
e [ |5 (v vame) g | e (18

e sendo que a energia ¢ dita finita, o primeiro integrando é zero para satisfazer (1.11) e ainda deste primeiro

integrando de (1.18) obtém-se a equagdes diferencial de primeira ordem para o campo ¢

%:iM%@) (1.19)

com as solucoes com energia minima satisfazendo (1.19) que é uma equacao diferencial de primeira ordem.
Nesse sistema a energia associada a esse defeito topolégico é minima e dada pela integral do segundo termo

em (1.18), pois o termo quadrético é nulo no limite BPS. Portanto, a energia BPS fica expressa como

*® do dW *d
Pors = | S2ndn =% [ ST = Bups = £V (04) = W(o-)

Epps = W], (1.20)

conhecida na literatura como limite de Bogomol'nyi. Mesmo nao conhecendo a priori as solugdes ¢(x),
a energia ¢ encontrada somente em termos do superpotencial 1V, com respectivos valores assintéticos de

¢(z) sendo os minimos absolutos de U(¢), com configuracdo de campo obedecendo

do
i 7 1.21
= We (1.21)

Através de (1.21), as respectivas solugdes para ¢(x) em que a energia minima é dada pelo limite Bogomol'nyj,
que sao denominadas estados BPS e tendo potencial para os defeitos topolégicos sendo sempre U(¢) > 0,

Vo € R.

1.3 Kinks

O defeito topolégico conhecido como kink é o mais simples, mas apresenta propriedades que sao
comuns a outros defeitos. Esses defeitos topolégicos surgem em teorias classicas de campo em (1 + 1)

dimensoes (uma dimensao espacial mais uma temporal) para o campo escalar real ¢ = ¢(x*) [5]. O modelo
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que descreve os kinks é definido pela densidade lagrangiana em (1.1), com um potencial de interacao do
tipo ¢*

U(g) = A (m? — ¢*)%, (1.22)

no qual os dois minimos do potencial sao ¢ = +m, ou seja, ¢, = +m e ¢_ = —m, com grafico dado na

Figura 1.1.

Figura 1.1: Gréafico do potencial em (1.22) param = 1 e A = 0.15.

A equacao de Fuler-Lagrange (1.3) fica expressa por
0,0 ) — AN (m® — ¢*) ¢ = 0, (1.23)

que em sua forma estaciondria resulta na seguinte equagao

— ng) 0, (1.24)

a equacao diferencial do campo escalar em (1.19) que representa a BPS para o defeito do tipo kink é descrita

como

do _ 2 2y _

i +V2\ (m? — ¢7) = £U (1.25)
x

que € a expressao para U. O superpotencial é encontrado integrando (1.25), tendo como resultado
¢2
W = V2 (m2 - 3) . (1.26)
Encontrada W, a equagao diferencial (1.25) apresenta solucao explicita para o campo ¢(z) na forma

¢(z) = £mtanh[V2\(z — a)), (1.27)



com a sendo a posicdo em que ¢ intercepta o eixo horizontal. Neste modelo ¢*, a densidade de energia do

sistema para o potencial (1.22) é da forma do integrando em (1.14) e sendo expressa por
1
£ = 5(]5’2 + A (m® — ¢%) = 2Am* sech*[V2Am(z — a)]. (1.28)

Para o limite BPS, energia para o defeito do tipo kink pode ser expressa como sendo proporcional a carga

topolégica do modelo
+m 4
EEPS::L/ VQA(nf-¢ﬂcw>::gnﬁvQAuQT| (1.29)
ou mesmo, assumindo a forma
4
EBpgzzgnﬁVQA. (1.30)

A Figura 1.2 mostra o comportamento da solucao (1.27) para kink dado por ¢, e com anti-kink ¢_.
Como ja dito tem-se campos que tendem para os valores de vicuo —m a +m e com densidade de energia

(1.28) localizada.

~10 _5 5 10

Figura 1.2: Gréafico para kink ¢, anti-kink ¢_ e densidade de energia .

Como ja frisado na Secao 1.1 acerca da carga topologica que diferencia os tipos de sdlitons em teoria
de campos, quando a carga )7 = 1, o séliton é do tipo kink com configuracoes assintéticas para o campo
escalar ¢ sendo ¢_ = —m e ¢, = +m, enquanto que para ()7 = —1, temos um séliton denominado anti-
kink com ¢_ = +m e ¢, = —m. Isto evidencia uma propriedade fundamental em defeitos topolégicos,

sendo a energia proporcional a carga topoldgica.
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Parte 11

Estrutura BPS em teorias de calibre com altas

derivadas: a eletrodinamica de Podolsky-Higgs
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Em meados da década de 50, Ostrogradski abordou o formalismo de Lagrange e Hamilton para
qualquer ordem de derivada superior, demonstrando ainda que o formalismo de Euler-Lagrange poderia ser
substituido por um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem [58]. Além disso, ele também gene-
ralizou os momentos canonicos conjugados [58]. Seguindo esses resultados de Ostrogradski, Podolsky esten-
deu a Eletrodinamica de Maxwell, verificando que a tinica maneira de preservar a linearidade de sua teoria
era adicionar um termo de altas derivadas nos campos [59]. Esse termo é precisamente #@F " 9P Fa,
que possui uma derivada de segunda ordem no campo de gauge abeliano e, no limite da massa m — oo,
recupera a Eletrodindmica de Maxwell.

A Eletrodinamica de Podolsky, além de preservar a linearidade, também contornava o problema das
divergéncias presentes na regiao do ultravioleta [60]. Este dltimo problema esta associado com a resolucao
da divergéncia da energia potencial eletrostatica gerada por uma carga pontual na origem, que agora resulta
finita, ao contrério da Eletrodindmica de Maxwell. Assim como a Eletrodinamica de Maxwell, a de Podolsky
preserva as duas simetrias fundamentais da natureza: a de gauge e a de Lorentz [59]. Além disso, ela prové
um modo massivo invariante de gauge [61], algo que nao ocorre na teoria de Proca, cujo termo de massa é
incompativel com a simetria de gauge.

Embora a teoria de Podolsky ter resolvido alguns problemas que a Eletrodindmica de Maxwell nao
solucionou, ela apresentava dificuldades intrinsecas, incluindo o problema de estados com norma negativa,
designados como estados fantasmas. Isso evidencia que a teoria é nao-local, geralmente descrita como uma
teoria que possui termos com derivadas de ordem superior a dois. Essa nao-localidade é inconveniente, uma
vez que, em teoria de campos, induz a quebra da unitariedade, uma propriedade importante de uma teoria
considerada fundamental. Diante dessas dificuldades e do sucesso da renormalizacao da Eletrodindmica
Quantica (QED) convencional, a Eletrodindmica de Podolsky foi deixada de lado. Somente em 1969, Lee e
Wick voltaram a estudar a Eletrodinamica de altas derivadas, em um modelo equivalente ao de Podolsky,
para explicar algumas massas no espectro hadronico [62]. No entanto, ela foi novamente desconsiderada
devido ao fato de que o espectro hadrénico pode ser explicado pela Cromodindmica Quéantica (QCD).

Apesar desses "'mas', a Eletrodindmica de Podolsky atraiu fisicos interessados em abordar o eletro-
magnetismo com termos de derivadas superiores. Isso inclui o trabalho de Musicki (1978), que estudou o
formalismo canonico e o teorema de Liouville generalizado [63]. Em 1987, Galvao e Pimentel estudaram a
estrutura canonica da Eletrodinamica de Podolsky e mostraram que a condicao de Lorentz nao era uma con-
dicao de gauge adequada [64]". Concluiram que o campo eletromagnético de Podolsky possui cinco graus
de liberdade, dois pertencentes a um modo nao-massivo e trés a um modo massivo, além de 8 graus nao
aparentes. Observaram que a condicdo de Lorentz nao era adequada para o modo massivo, uma vez que
violava a invariancia da teoria perante as transformacoes de Lorentz, ou seja, nao era preservada na evolucao
temporal. Além disso, Frenkel em 1996 [65], usando a Eletrodindmica de Podolsky, encontrou uma solugao

para o problema 4 /3 da Eletrodinamica de Maxwell. Em 2007, Cuzinatto et al. [43], usando o formalismo de

"Embora em (1+3)-D se tenha a condigéo generalizada de Coulomb [64], no caso estaciondrio a condigdo 9;4; = 0 é
suficiente. Um similar fato ocorre em (1+2)-D, portanto para tratarmos da estrutura BPS do modelo PH também usaremos

o calibre de Coulomb.
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Utigama, mostraram que a teoria de Podolsky, sendo invariante sob os grupos de Lorentz e U(1) local, é a
tnica generalizacao de segunda ordem para a Eletrodinamica de Maxwell. Além disso, Grinstein, O’Connell
e Wise (2008) propuseram a ideia de introduzir termos de altas derivadas, criando o modelo padrao de
Lee-Wick [66]. Em 2010, Bonin et al. estudaram a Eletrodindmica de Podolsky a temperatura finita [67].

Como descrito acima, a Eletrodinamica de Podolsky permitiu avancos significativos no arcabougo
da Fisica Teérica no contexto de teorias de campos com termos de derivadas superiores. No entanto,
ainda nao foram realizados estudos sobre a estrutura BPS nesta extensao de altas derivadas do modelo de
Maxwell-Higgs. Portanto, analisaremos tais estruturas na Eletrodinamica de Podolsky-Higgs e verificaremos
as condicoes para a existéncia de vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen no modelo.

Nesta segunda parte da dissertacao, desenvolveremos o formalismo BPS para o modelo de Maxwell-
Higgs e suas solugoes tipo vértice. Em seguida, aplicaremos o formalismo BPS a Eletrodinamica de Podolsky-
Higgs. No entanto, em contraposicao aos modelos em que reduzimos as equacoes de movimento de segunda

para primeira ordem nas derivadas, neste caso, elas sdo reduzidas de quarta para terceira ordem.
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CAPITULO 2

ELETRODINAMICA DE MAXWELL-HIGGS

Em um trabalho seminal publicado em 1973, Nielsen e Olesen estudaram um campo de gauge abeli-
ano acoplado em campo escalar (0 modelo de Maxwell-Higgs) visando construir uma teoria de campos para
cordas duais. Identificaram que as cordas de Nambu podem ser reconhecidos como linhas de vortices [22].
Atualmente tem-se uma vasta gama de estudos e aplicacoes do modelo de Maxwell-Higgs (MH), entre outros
podemos mencionar, solugdes BPS topolégicas na presenca de termos cinéticos nao usuais ou generalizados
[68, 71-79], solugdes BPS analiticas de vértices no contexto de modelos generalizados [69, 70].

As solugoes tipo vortice foram observadas por Abrikosov [20] quando estudava a teoria da super-
condutividade de Landau-Ginzburg. Aqui é importante ressaltar que a energia estatica do modelo Maxwell-
Higgs equivale a energia livre nao-relativistica dos supercondutores tipo II no modelo de Abrikosov, sendo
verificado que as solucoes tipo vortices sao as mesmas. Portanto, devido as contribuicoes de Abrikosov,
Nielsen e Olesen, chamamos essas solucoes de vértices do tipo ANO.

A densidade lagrangiana do modelo MH em (1 + 2)-dimensées’ é escrita da seguinte maneira
1 12
Larn = =7 FuF™ +|Dyol* =V (1)), (2.1)
onde o primeiro € o tensor eletromagnético

F, = 0,4, —0,A (2.2)

v,

com A, representando o campo de gauge abeliano. O segundo termo representa a derivada covariante

minima D, ¢, do campo escalar complexo ¢, sendo definida como
D,¢ = 0,0 —ieA,0, (2.3)

no qual e é a constante de acoplamento eletromagnética. Finalmente, o terceiro termo V' (|¢|) fornece o
potencial de auto-interacdo do campo ¢, que sera determinado pelo formalismo BPS.

Além do mais, a Lagrangiana ¢ invariante perante a transformacao de gauge local expressa por

o(z) — ¢(x)em(x), A (x) = Ay(x) + é@ua(x). (2.4)

'A métrica é dada por diag (g,,,) = (+ — —), com os indices gregos variando em x,v = 0,1,2 e especificando as

coordenadas espacgo-temporais, enquanto que os indices latinos 7, j = 1, 2 indicam somente as espaciais.
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A equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre A,

o [_9L | _ oL
v 90,4,] ~ 94,

=0, (2.5)
resultando na seguinte equacao de movimento para o campo de calibre
O, F"F =eJ" (2.6)
com J* representando a densidade de corrente conservada
T =i[6(Dug)" = ¢ (Dud)] = i [000" — 60u0] — 204, |0, (27)

relativa a invaridncia definida em (2.4).

O setor do campo de Higgs apresenta a seguinte equacao de Euler-Lagrange

oL oL
0 — 2= =, 2.8
’ {3(0@*)1 99" 29
onde por meio dela, obtém-se a equacao de movimento
ov
D, D" =0 2.9
12 ¢ + agb* Y ( )
ou expressa de forma explicita
com [ representando o operador d’Alembertiano expresso em (1.4).
A partir da equagao (2.6), no regime estacionario, obtemos a lei de Gauss
V24, = 2e2Ag 0], (2.11)

(definimos V? = 0,0;) que ¢ satisfeita identicamente pela condigdo de calibre Ay = 0. Essa condicdo
permite estabelecer que as solugoes nao possuem carga elétrica.

A respectiva lei de Ampeére assume a seguinte forma
€kjajB = GJk = Z€¢ak¢* — Z@¢*@k¢ — 2€2Ak |QZ5|2 s (212)

em que B = ¢;;0;A; representa o campo magnético. Desse modo as solugoes serao portadoras somente de

fluxo magnético. Alternativamente, reescrevemos a lei de Ampere como
@-B = _€€ijk~ (213)

A equacéao estaciondria (2.10) para o campo de Higgs na equacéao (2.10) é dada como sendo

oV
5 = (2.14)

onde, além da condigao Ay = 0 usamos 9;A; = 0 (calibre de Coulomb) como uma segunda condicao. Estas

V¢ — 2ieA;0;¢ + €2 Al —

duas condigoes permitem eliminar os 2 graus de liberdade redundantes do campo A,,.
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2.1 Estrutura BPS do modelo de Maxwell-Higgs

A densidade de energia £ do sistema é a densidade hamiltoniana que é encontrada via a seguinte

transformacao de Legendre da densidade lagrangiana (2.1)
H=rlA, +7¢+7"¢" — L, (2.15)

onde expressamos 0s momentos canonicos na forma

o oL oL

w=— 1t=—, 7'=— (2.16)
0A, 0p 0p*
e considerando que na configuracao estatica A,, = ¢ = ¢* = 0, teremos, portanto, a hamiltoniana do
sistema dada por H = —L. Com isso a densidade de energia & = H, no gauge Ay = 0, se expressa como
B? 9
£=2 1D+ V (o), (2.17)

que resulta ser definida positiva. Assim, a integracdo da densidade energia fornece, claro, a energia total que

assume a forma

BQ
E = / {7 + | Drol” + V (|9]) | &, (2.18)

A condicao de ter uma energia total finita impoe que a densidade de energia € — 0 quando |x| — oo,

ou seja, cada termo em (2.17) deve satisfazer

lim B(x) =0, lim Dyp(x) =0, lim V (J¢(x)])=0. (2.19)

|x|—00 |x|—00 |x|—00

Antes de iniciar com a implementacao do formalismo BPS, reescrevemos o termo | D$|” na forma
2 2 2 1
D" = |Deo|” £ eB|o]" £ Seuwdidy, (2.:20)
onde definimos a quantidade D¢ como

Di¢p = Dip+iDso. (2.21)

Substituimos (2.20) na energia total (2.18) que fica expressa da seguinte maneira

_B2 2 2 1 2

E= o +[Dig|” £ eB|o|" £ §€ik8ijk +V([g])| dx, (2:22)

que para completar o mecanismo BPS, falta colocar o quadrado do campo magnético mais o potencial numa

forma quadrética. Feito isto, e organizando os dois termos envolvendo B, a energia serd

o / E (B£VAV) +|Dsol* £ B VAV +elof) + %eikaijk] x. (2.23)
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Os dois primeiros termos do integrando sao expressoes quadraticas, em acordo com a técnica BPS, e obser-

vamos que o dltimo termo é uma derivada total cuja integral dadas as condicoes (2.19) seré nula,
/ eir0iJp d?x = 0. (2.24)
Assim, se no terceiro termo do integrando em (2.23) o fator (\/ 2V +e \¢|2) for uma constante, ou seja

V2V +elg|’ = ev? = cte, (2.25)

a sua integral resulta proporcional ao fluxo magnético

® = / Bd’x. (2.26)

Isso, somente € possivel se o campo de Higgs tiver o seguinte comportamento,

lim |¢(x)] = v = cte, (2.27)

|x|—00
pois, sabemos que nesse limite o potencial é nulo, V' (|¢|) = 0. Consequentemente, a partir da equagao
(2.25), o potencial V' (|¢|) é fixado,

62 2 2\ 2
V(o) = 5 (v = o) (2.28)
Assim, quando |p(x)| = v # 0, se produz a quebra espontinea da simetria, a qual gera configuracoes
topoldgicas.

Entao, substituindo os resultados (2.24) e (2.28) em (2.23), a energia do sistema fica dada por

E = Egps + / {% [BTe( -] + |Di¢|2} d*x, (2.29)
onde Eppg resulta proporcional ao fluxo magnético, ou seja,

Epps = +ev? / Bd*x = +ev?*® > 0, (2.30)
que, como veremos a seguir, define a minima energia do sistema, também chamada de energia BPS ou limite
de Bogomol'nyi. Portanto, a energia do sistema (2.29) satisfaz a desigualdade

E > Epps. (2.31)

Como queremos encontrar configuragdes de campos cuja energia (2.29) seja minima, ou mesmo,
seja saturada, ¥ = Eppg, os termos quadraticos devem ser nulos. Isso acontece se os campos satisfazem o

seguinte conjunto de equagoes

Di¢ =0, (2.32)

B=zxe(v® —|9]"). (2.33)

Este conjunto é chamado de equacoes BPS (ou auto-duais), e neste caso, sao equacoes diferenciais de primeira
ordem, uma ordem a menos que as respectivas equagoes de Euler-Lagrange.

A partir das equacoes BPS ¢é possivel reproduzir ou reobter as equacoes de Euler-Lagrange, ou seja,
retornar tanto para a lei de Ampere (2.12) como para equacao do campo de Higgs (2.14) com potencial
V(]¢|) dado pela equacao (2.28).
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2.2 Solucoes tipo vortice do modelo MH

Como ja mencionado acima, a condigao de calibre Ay = 0 promove que configuragoes sejam des-
carregados eletricamente e, que somente portem fluxo magnético. Para tanto, aqui mostraremos solucoes

do sistema BPS do tipo vértice com simetria rotacional descritos pelo ansatz em coordenadas polares (r, 6),

¢(x) = vg(r)e™, (234)
Ap(x) = ekj%[a(m — . (2.35)

O ansatz é 0 mapeamento do plano R? em um circulo de minimos v no plano complexo ¢.

A unicidade de ¢ requer
o(r,0) = ¢(r,0 + 2n7), equivalentemente vg(r)e™ = vg(r)em0 T, (2.36)
que resulta na equagao

e =1, (2.37)
onde somente teremos solugoes nao triviais, n # 0, se n = +1,£2, ..., sendo o inteiro n chamado de

winding number, que identificara o carater topolégico da configuracao.
As fungoes ¢g(r) e a(r), também chamados de perfis, sdo regulares ao longo de todo o eixo radial
e devem satisfazer estritamente condicoes de fronteira adequadas para que tanto a densidade de energia

como a energia total da configuracao sejam finitas, por conseguinte, essas condigoes sao

}_1_r>r(1) a(r) =mn, 11_13(1) g(r)=0 (2.38)
}HEO a(r) =0, rl:rilo g(r)=1. (2.39)

sendo compativeis com as estabelecidas na equacao (2.19).
Inserindo o ansatz, (2.34) e (2.35), no sistema BPS, (2.32) e (2.33), obtém-se as seguintes equacoes

diferenciais acopladas em termos das funcoes g(r) e a(r)

g=+2 (2.40)
r

a’ 2 2
B=—-——=4+ 1-— 2.41
er v’ (1-9°). (2:41)

onde o campo magnético é dado por
a/
B(r)=——. 2.42
)= 24)
Similarmente, a densidade de energia BPS obtida a partir da equacao (2.17), se expressa como sendo
920202

Esps = B>+ = (2.43)

”
A energia BPS em (2.30) calculada usando as condicoes de fronteira satisfeitas pela funcao a(r)

resulta

Egps = £2mev? / Brdr = £2mnv? > 0, (2.44)

assim, com o sinal (+) representando solucdes para n > 0 e o sinal (—) paran < 0.
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2.2.1 Comportamento das solucoes nas fronteiras

A andlise dos comportamentos dos campos ¢(r) e a(r) quando r — 0 e r — oo se da resolvendo

o sistema BPS, (2.40) e (2.41), entorno dos valores assumidos nas fronteiras.

2.2.1.1 Comportamento em r — 0

Entorno da origem expressamos as funcoes ¢(r) e a(r), para n > 0, na forma
g(r) = Z Gk, alr)=n— Z Ak, (2.45)
k=1 k=1

e substituindo no sistema BPS, (2.40) e (2.41), obtemos as seguintes expressoes,

2 2G
g(r) ~ Gpr*— U Tnpni2 g (2.46)
vt , PG L.,
~ n—— — . 2.47
a(r) n 5T g 1) T +..., (2.47)
que a partir dessas solucoes podemos expressar o campo magnético e densidade de energia BPS
B(r) ~ ev® —ev®G2r*" ..., (2.48)
Epps =~ vt 4+ 2% G2 — 220 G (n 4 1)r? L (2.49)
A constante G,, depende do winding number e das outras constantes de acoplamento do modelo.
2.2.1.2 Comportamento em r — 00
Com esse intuito, quando r — oo, consideramos os perfis g(r) e a(r) dados por
g<r) =1- (Sg(’f’), CL<7’) = 5&(7”), (250)
colocando-as nas expressoes (2.40) e (2.41), encontramos as seguintes equagoes diferenciais
da)’ da
O asg). (a9 = -2, 251

E,s ap6s algumas manipulacoes sdo expressas como equagoes diferenciais de segunda ordem desacopladas

(89)" + ) _ 2¢*v*(0g) = 0, (2.52)
r
(6a)" — (ii) —2e*0?(6a) = 0, (2.53)
cujas solugoes em r — 0o sao
59(r) ~ — exp(=m ), dalr) ~ VF exp(—m, ). (254

\/77
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O parametro m,,,, ¢ a massa dos campos de Higgs e de calibre no limite BPS cujo valor é
My, = My = ma =V 2ev, (2.55)

ou seja, no limite BPS, a massa do campo de gauge ¢ igual a massa do campo de Higgs. Entao, o comporta-

mento dos perfis quando r — oo é

o) ~ 1= zexp(-my,n) (2:56)
a(r) ~ +rexp(—m,,,r), (2.57)

esses comportamentos dos perfis dadas pelas equacoes acima foram encontrados por Abrikosov no seu

estudo da supercondutividade [20] e por Nielsen-Olesen no modelo MH [22].

2.2.2 Andlise numérica

Para resolver numericamente as equagoes BPS, (2.40) e (2.41), fixaremos ¢ = v = 1. As solugoes do
sistema BPS para valores diferentes de 7, sao mostradas nas figuras 2.1a e 2.1b, os correspondentes campos

magnéticos na figura 2.2 e as densidades de energia BPS (2.43) sdo apresentadas na figura 2.3.

1_
12
—n=1
0.8 — =2 10
—n=5
0.61 —n=7 ®
g —n=8 a,
0.4 —n=10
—n=13 41
0.2 5
0 .
o7 ; T : 2 o 0 2 4 6 8 10
7 r
(a) Perfil do campo de Higgs g(r). (b) Perfil do campo de calibre a(r).

Figura 2.1: Solugdes numéricas para os perfis do campo de Higgs ¢(r) em Figura 2.1a e campo de gauge

a(r) na Figura 2.1b para diferentes valores do winding number n.

Os perfis do campo de Higgs mostram que os mesmos saturam para o vacuo mais rapido para n
pequenos, no caso, paran = 1. A medida que n aumenta, o valor assint6tico do campo de Higgs é alcancado
de maneira mais lenta, como ilustrado na Figura 2.1a. As configuracoes para o perfil a(r) sdo méximas na

origem para todos os valores de n, e nulos para r — co como visualizado na Figura 2.1b.
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Para o campo magnético B(r) na Fi-

gura 2.2, os perfis atingem o valor maximo na ori-
gem, sendo exatamente o mesmo para todos os va-
0.8
lores de n. Conforme n aumenta, o campo mag-
nético gera um platé em torno da origem a partir
do valor maximo, ou seja, abrangendo uma area 0.6
maior a medida que n cresce. Ao observarmos o B
comportamento do campo magnético para n = 1, 0.4
notamos que ele se assemelha a um lump, com um
valor maximo no centro do vértice e uma rapida

T L. 0.2
diminuicao em direcao a zero.

Os perfis da densidade de energia sdo mos-

trados na Figura 2.3, sendo que para n = 1, temos 0

a densidade de energia com um comportamento
distinto dos demais valores de n, sendo maxima
na origem e decrescendo conforme se afasta da Figura 2.2: Solugdes para o campo magnético B(r).
origem. Ao analisar para n > 1, a densidade tende a um valor finito de 1 na origem e apresenta valo-
res maximos para um dado r que varia a medida que n aumenta, além de se tornar menos localizada para

esses valores crescentes, comportando-se em anéis concéntricos.

EBPS

0.5

r

Figura 2.3: Solugoes numéricas para a densidade de energia Egpg(r) para diferentes valores de n.
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CapiTULO 3

ELETRODINAMICA DE PoDpOLSKY-HIGGS

Neste capitulo estudamos a estrutura BPS da eletrodindmica de Podolsky-Higgs (PH), uma extensao
da eletrodinamica de MH com derivadas de ordem superior no setor de calibre, descrita pela seguinte

densidade lagrangiana,

1 174 1 174
Lo = =1 FuwF" + 5 50,F" 0" Fs, +1D,9l" =V (I9]), (3.1)

o segundo termo dessa densidade representa a contribuicao do termo de derivada superior introduzido por
Podolsky. Nessa equagao, o parametro m ¢ referido como a massa de Podolsky, tendo dimensao de massa
propriamente dita. Lembramos que D, ¢ é a derivada covariante ja definida anteriormente em (2.3). No
limite m — oo, retornamos a densidade lagrangiana de Maxwell-Higgs definida em (2.1), ou seja,

m—o0
A extremizacgao da densidade lagrangiana resulta na seguinte equacao de Euler-Lagrange

oL oL oL

a“aya(auaw‘lﬁ) - 8“3(5%%) " 0Ap

= 0. (3.3)

Desta forma, usando a densidade lagrangiana (3.1) na equagcao (3.3), obtemos a equagao de movimento para

o campo de calibre A4,

O
(1 + —2) 9, F" = e, (34)
m

onde J# a densidade de corrente conservada ja definida em (2.7). Do mesmo modo, a equagao de movimento

do campo de Higgs resulta

v
o

D, D" ¢ + 0. (3.5)

No regime estacionario, da equagao (3.4) obtemos a lei de Gauss

m2

v2 2 2 2
1-— |V AO = 2e AQ |§b| 5 (36)
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que ¢ satisfeita identicamente pela condicao de calibre Ay = 0, tal como acontece na eletrodinamica MH,
evidenciando que as solugoes apresentam carga elétrica total nula, ou seja, as configuragoes somente trans-
portam fluxo magnético.

Similarmente, da equacao (3.4) no regime estacionario, a lei de Ampere fica
VQ
€Ly (1 - ﬁ) @B = eJk, (37)
ou, alternativamente,
v2
(1 — ﬁ) 8]3 = —eeijk. (38)

Em principio, no regime estacionario, a equacao de movimento do campo de Higgs possui a mesma
estrutura apresentada na equacao (2.14), ou seja,

ov
0p*

V¢ — 2ieA;0;¢ + e Alg — =0, (3.9)

onde usamos as condicoes de calibre Ay = 0 e 9;A4; = 0.

3.1 Estrutura BPS da eletrodinamica de Podolsky-Higgs

No regime estaciondrio, a densidade de energia £ = — L, e com a imposi¢ao da condicao de calibre
Ay = 0, toma a forma
1 (VB)?
£=_-B?
2 * 2m?

que é definida positiva. A finitude da energia total sugere que os termos acima satisfacam condicoes similares

+ |Drgl* + V (9]) (3.10)

as estabelecidas a eletrodindmica de Maxwell-Higgs em (2.19), ou seja,

lim B (x) =0, lim 0xB (x) =0, lim Dy¢ (x) =0, lim V (J¢(x)])=0. (3.11)

|x|—00 |x|—00 |x|—00 |x|—00
Ap6s uma integracao por partes do termo (V B)? obtemos
VB)? B(V?B
ucﬁx = - Md%{, (3.12)
2m? 2m?
dadas as condicoes para o campo magnético na equacao (3.11). Assim, a energia total do sistema fica expressa

como

1
B= [ |5t (2 = 99 B4 ID00R +V (o)) x 3.13)
onde consideramos o operador m? — V? definido positivo. Com o intuito de minimiza-la, ou seja, convém

escrever o primeiro termo da seguinte maneira

2m?2 2m

/LB(mtv?)Bd?x = /{%(fmw (m*—=V?) (BFU)

1

m2

1
+—B (m*> - V) U - 53U (m? - V?) U} ’x,  (3.14)

23



onde U = U(|¢|) é uma funcao a ser fixada. Similarmente usaremos a relacao (2.20)
2 2 2 1
|Dio|” = [Dig|” £ eB|o|" £+ S€ik0idlk, (3.15)

em que Dy ¢ é a definida em (2.21) e .J;, é a componente espacial da densidade de corrente definida anteri-
ormente em (2.7).

Desta forma, colocando (3.14) e (3.15) em (3.13), teremos a energia total expressa por

= [ @ -v) @0 =s[ L - ue]

1
FIDL6P 4V ([6) — 5yl (m? V) U + eik@«]k}de. (3.16)

Primeiro, observamos que a contribuicao da energia total dada pela integral da derivada total em

(3.16) é nula, ou seja,

Continuando com a implementacao da técnica BPS, escrevemos a energia total (3.16) como

E /{%W(BIFU)(mz—Vz)(B:FU)+|Di¢’2

S 2 1 2 2 2
Os dois termos na primeira fila sao definidos positivos. Se observarmos o primeiro termo na segunda fila,
esse se tornara proporcional ao campo magnético (e a sua integral proporcional ao fluxo magnético) se o
fator,
— (mQ—Vz)U+e|¢|2,

for uma constante, ou seja,

1
m2

(m*=V*)U+e o] = ev?, (3.19)

com isso, no limite |x| — oo a funcdo U é nula, e deste modo, temos que o valor esperado no véacuo do

campo de Higgs é

lim |p(x)| =wv. (3.20)

|x|—o00

Logo, a partir da equacao (3.19) fixamos a funcao U(|¢|),

U= (1-2) 0~ 1of) 321

Uma vez fixada a funcao U(|¢|) podemos fixar o potencial V' (|¢|) ao considerarmos que a soma

dos dois ultimos termos na segunda fila da equacao (3.18) seja nula, quer dizer,

V([¢l) - —U (1 - 2—2) U =0, (3.22)
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assim, a auto-interacado do campo de Higgs no modelo de PH é expresso como
2

Vil = 3¢ (2= 1oP) (1- 0 ) (2 =1af). 329

2\ —1

Esta interagdo € nao-local, sendo ( 1 — — o termo que acarreta a nao-localidade, uma consequéncia
m

direta do termo de Podolsky na lagrangiana (3.1). Além do mais, esta teoria é de altas derivadas e teorias deste

tipo sao nao-locais. A nao-localidade fica claramente expressa se usamos a funcao de Green do operador
2

1-— —, ou seja,
m

(1 - %) Gxy)=d(x—7y), (3.24)

desse modo, o potencial BPS, nao-local, é expresso como

V() = =¢* (v* = o)) [ G (xy) (v =6 (y)) &y (3.25)
2

Entao, usando os resultados mostrados pelas equacoes (3.19) e (3.22), vemos que a energia total fica

expressa Como
E = Egps + /da:2 {# (BFU)(m*-V?) (BFU)+ |Di¢>]2} > Egpps, (3.26)

como ja mencionado anteriormente, o integrando é definido positivo e a quantidade Ezpg é dada por
Epps = j:ev2/dx23 = +ev’® > 0, (3.27)

¢ proporcional ao fluxo magnético, e como veremos em breve sera a energia minima do sistema ou energia
BPS designada de limite de Bogomol'nyi.
A partir da equacao (3.26) observamos que a igualdade pode ser atingida se os termos que compoem

o integrando se anulam independentemente, ou seja, se os campos satisfazem as equacoes

D.¢ =0, (3.28)

B =+e (1 - Z—z) B (v? = |9I) - (3.29)

Estas sdo as equacoes BPS genuinas. E através da mesmas podemos recuperar as equacoes de Euler-
Lagrange, ou seja, tanto a lei de Ampeére quanto a do campo de Higgs com potencial dado pela equacao
(3.25). Também, observamos que a primeira equagao é de primeira ordem tal como no caso de Maxwell-
Higgs, porém, a segunda uma equagao integro-diferencial, com o lado direito da igualdade de (3.29) sendo

uma equacao integral, enquanto o esquerdo uma equacao diferencial, ou seja
B = £e [ Glxy) (7 - oy)) . (330
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Por outro lado a equacao (3.29) pode ser transformada em uma equacao puramente diferencial se
2

aplicamos o operador 1 — ou seja,

m?2’

(1 — V—2> B =+e (v —|¢|"), (3.31)

m2
desse modo, observamos que a equagao de Ampere (3.8) reduz em uma ordem derivativa e, que no limite
BPS a densidade de corrente J;, se expressa como

Jr = Fer;0;|0)°. (3.32)

Usando as equagoes BPS, a densidade de energia BPS é obtida a partir da densidade (3.10),

VZ
Epps = B (1 — —2> B + |Dyo?, (3.33)
m

e como esperado, ela é positiva definida.

3.2 Solucoes tipo vortice do modelo PH

Estamos interessado em solugoes tipo vértice do sistema BPS definido pelas equagoes (3.28) e (3.31),

como esse intuito usaremos o ansatz introduzido nas equagoes (2.34) e (2.35),

d(x) = vg(r)e™,  Au(x) = e—Lla(r) —n). (3.34)

er?
Assim, as equacoes BPS do modelo de PH se expressam como

ag

=4 3.35
g - (3.35)

@2
1—— | B==ev* (1—¢7%). (3.36)

m

onde o operador V? ¢
- ? 1d

V2 = it (3.37)

Também, por conveniéncia, a equagao (3.31) foi expressa como uma equacao diferencial de terceira ordem

para a funcéo a(r); lembrando que B representa o campo magnético expresso como

a/

B=_-% (3.38)

)
er

Também, no ansatz, a densidade de energia (3.10) no limite BPS é expressa como

) 2
Epps = B (1 . V—) B+ 2? (%) . (3.39)

m2
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Como ja estabelecido no capitulo anterior, as fungoes a(r) e g(r) sdo regulares e satisfazem as

seguintes condicoes de contorno

lima(r)=n, limg(r)=0, (3.40)
r—0 r—0
lim a (r) =0, lim g (r) = 1. (3.41)
r—00 T—00

Vale ressaltar que as condigoes de fronteira acima sao suficientes para determinar as condicoes adicionais

para resolver o sistema de equagoes diferenciais formado por (3.35) e (3.36).

3.2.1 Comportamento das solucoes nas fronteiras

Agora, iremos analisar o comportamento das equacoes (3.35) e (3.36) para as regides em r — 0 e
r — 00 assim como ja foi abordado no modelo anterior.
3.2.1.1 Comportamento em r — 0

Para calcular o comportamento na origem dos perfis a(r) e g(r), expressamos como séries de po-

téncias, desta forma,
g(r) = Z Hyr®, a(r)=n— Z Ak, (3.42)
k=1 k=1

que substituidas nas equacoes (3.35) e (3.36) produzem as seguintes expressoes para os perfis,

202 A 40,4 A2 202m2(1 — A
g(r) = Hyr™ — gty (S22 OO ( 2) Hor" ™+ (3.43)
32 64
a(T) R 62U2A2T2 N 621)2777,2(1 _ AQ)T4 e2v2m4(1 _ A2) ]
2 16 384
2,,2,0,2
B e‘v m H2p2ntd (3.44)

8(n+2)(n+1)2 "
onde as constantes A, e H,, dependem de n e das outras constantes de acoplamento do modelo (e, v, m), e
sdo determinadas numericamente.
Encontradas as solucoes para o campo de gauge a(r) e campo de Higgs g(r) em (3.44) e (3.43),
também, podemos calcular os comportamentos tanto do campo magnético como da densidade de energia
BPS usando as equacoes (3.39) e (3.38), respectivamente. Desse modo, chegamos as seguintes expressoes

para os comportamentos em 7 = 0,

ev?’m?(1 — Ag) 5  ev?m*(1—Ay) ,  ev?m?

B(r) = ev? Ay — — H2p2 2 345
(r) = ev’4, 1 " 64 Tty T (3:45)
2,4,.,2 1— A 2,4,..4 1—A
Epps(r) = e2vtA, — evim( 2)7“2 _cvm ( 2)7“4 + 2n2v2HZT2”_2
4 64
—(n+ 122 Ay H ™ + . . (3.46)
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3.2.1.2 Comportamento em r — 00

Feita a andlise para a origem, faremos agora para » — oo. Neste limite e considerando a busca por

solugoes do tipo vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen obtemos

Cx
g(r) ~ 1-— W exp(—M,,r), (3.47)
CL(T‘) = MPHCOO\/F eXp(_MPHr)7 (348)
onde o parametro 1/, ¢ a massa dos campos de Higgs e de calibre no limite BPS
m 2m 2m
M, =— 1+ —M — /1 - —& 3.49
PHQ(\/+m \/ m), (3-49)
com m,,,, a massa dos vértices BPS do modelo de Maxwell-Higgs,
m,,, = V2ev. (3.50)
Analisando o comportamento da massa M,,,, no limite m — oo
m? Tm?
MPH:mMH (14—#4—#4— (351)
vemos, que nesse limite, a massa chega
a ser aquela dos vortices BPS de Maxwell-Higgs 1.4
(comportamento em azul dado na Figura 3.1). M,y
1.2
Outro ponto a ser observado é que a exis- m,.
téncia de vortices tipo ANO |ver figura Figura 3.1] 1
acontece se o parametro M, ¢é real e positivo
0.8-
(comportamento em vermelho na Figura 3.1), isso
requer que o parametro de Podolsky satisfaca a 0.6
condicao
0.4-
m > 2m,,,,. (3.52)
0.2
E quando a igualdade ¢ satisfeita, a massa M,,,,
O T T 1
atinge o valor maximo 6 8 10
02 m
M,, =2m,,,. (3.53) m_
04l MH
Para valores m < 2m,,,,, a massa M,, adquire

uma parte imaginaria de tal modo que as solugoes
se tornam oscilantes [vide a Secao A.1], consequen-
temente, elas nao representam configuragoes do
tipo ANO.

Figura 3.1: Massas dos bésons em funcao da massa de

PH. A linha verde representa a parte imaginaria, com

a vermelha sendo a real de M

massa de masg.
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3.3 Solucoes numéricas

Para resolver numericamente o sistema BPS, dado pelas equagoes diferenciais (3.35) e (3.36), fixamos

e=v=1.

3.3.1 Solucoes paran = 1,4,5,7,8,12,13 em = 2m,,,,

A primeira analise numérica fixamos m = 2m,,,, e obtemos as solugoes para diferentes valores do
winding number. Desse modo com a cor vermelho para n = 1, violeta (n = 4), amarelo (n = 5), azul
(n = 7), rosa (n = 8), verde (n = 12) e preto (n = 13) com linhas sélidas representando o modelo PH e as
pontilhadas MH.

Portanto, por meio da andlise numérica do modelo de PH, conseguimos observar comportamentos
do campo de Higgs que saturam mais rapidamente em 1 para valores menores de n. Para valores elevados
de n, este campo tende a permanecer nulo mesmo distante da origem, e a partir de um determinado valor de
7, 0 campo comegca a crescer até atingir a saturacao em 1. Assim como no caso de MH, no presente modelo,
o estado de vacuo ¢ atingido de maneira mais abrupta quando n = 1, como pode ser visto na Figura 3.2.
Além disso, ao analisar o campo de PH na Figura 3.3a, observamos que ele atinge o estado de vacuo mais
rapidamente do que o campo de Maxwell-Higgs para diferentes valores de n, devido a influéncia da massa
m de Podolsky. Isso evidencia a contribuigao dos termos de derivadas superiores na teoria. No entanto, na

origem, o comportamento do campo de PH é mais lento do que o de MH, como ilustrado na Figura 3.3b.

1_

0.8+ — =]
| J —n=4
0.6 ,'/ / /-/ —n=5
N —n=7
g ,l / —n=4
0.4- / =]
—n=13
0.2
0 . . . . .
0 2 4 6 8 10

r

Figura 3.2: Comparacao entre os campos de PH (linhas sélidas) e MH (linhas ponto-tracejadas) para dife-

rentes valores de vorticidade n.
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1.01- 0.03
1_
0.021
g 0.9 g
0.01
0.98-
0.97 0
r r

a) Ampliagao do campo de Higgs ¢g(r) para r grande. (b) Ampliacdo do campo de Higgs g(r) para a origem.
p p gg p g

Figura 3.3: Comportamento das solugdes numeéricas para o campo de Higgs g paran = 1,4,5,7,8,12,13

e m = 2v/2 na origem e em 7 grande. Nesta andlise, considera-se as linhas solidas as solucoes para PH e
linhas pontilhadas MH.

121

10

06 08 1 12 14

(a) Campo de gauge a. (b) Campo magnético B.

Figura 3.4: Solucoes numéricas para o campo de gauge a e campo magnético B,comn = 1,4,5,7,8,12,13
e m = 2v/2. Nesta anélise, as linhas sélidas sao soluces para PH, as linhas ponto-tracejadas representam

solugoes para o modelo MH.
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Para o campo de gauge a(r), por meio da anélise numérica apresentada na Figura 3.4a, observamos
maximos em diferentes valores de 7, e esse campo tende a zero a medida que r se aproxima do infinito.
Esses comportamentos nos perfis numéricos estao em conformidade com as condicoes de contorno. Além
disso, préximo a origem, o perfil numérico de PH leva mais tempo para coincidir com o comportamento de
MH, especialmente quando n = 1. A medida que o valor de n aumenta, os campos de gauge nos modelos
de PH e MH se sobrepéem em uma faixa maior de valores de 7.

A anaélise do campo magnético B na Figura 3.4b revela comportamentos nos perfis numéricos que
diferem do modelo de MH. Os valores maximos variam na origem a medida que o nimero de winding n
aumenta, chegando ao valor unitario quando n = 13. Além disso, observamos que, na origem, os compor-
tamentos do campo magnético crescem e alcancam o valor unitario, abrangendo uma area maior a medida
que n aumenta. No entanto, para n = 1, o campo magnético se comporta como um lump.

Comparando-o ao lump de MH, observamos que o campo magnético correspondente ao modelo
de PH abrange uma area menor, como evidenciado na Figura 3.4b. Isso indica que o fluxo magnético é
menor para o modelo de PH, confirmando que a influéncia do termo de altas derivadas na lagrangiana ¢é

mais significativa em configuracoes de campo magnético associadas a valores menores da vorticidade n.

1.UV0 1 1

\ 1.004 1 I
\ 1.002 1 !

| 1

| 0.998 1

! € s 0,99

! 0.994 -

154 | 0.992

0.990 1.15

1.25 1

1.20 1

BPS

1.10 4

1.05 1

1.00

(a) Densidade de energia BPS Epps. (b) Densidade de energia BPS Eppg.

Figura 3.5: Solugoes numéricas para a densidade de energia BPS Egpg para n = 1,4,5,7,8,12,13 e

m = 2v/2. Nesta andlise, considera-se as linhas sélidas as solugoes para PH e linhas pontilhadas MH.

As configuragoes numéricas da densidade de energia BPS £gpg encontradas na Figura 3.5, mostram
que para n = 1 o comportamento da mesma ¢ diferente dos demais valores de n, correspondendo portanto
aum lump que decai a zero assim como em MH, no entanto, relativamente menor como visto na Figura 3.5b,
sendo esta diminuicdo devida a influéncia do termo de Podolsky. Analisando para os valores n = 4,5,7

da vorticidade, a densidade de energia nao apresenta-se como unitaria na origem, tendo respectivamente
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somente a partir de n = 7 valores na origem da densidade de energia BPS que sao iguais ao valor unitério.
Ademais, assim como em MH, a densidade de energia mostra-se como anéis a partir de n > 1, onde estes
anéis apresentam raios que aumentam proporcionalmente ao valor de n. No entanto, esses anéis mostra-se
com maximos que sdo menores em comparacao aos maximos no modelo de MH.

Ao analisar os perfis numéricos de
r€pps do sistema no limite BPS, explora-
mos diferentes valores da vorticidade n no A

presente modelo. Nesse contexto, conside- I

ramos o parametro de Podolsky m, cujo va- P i
lor é dado por m = 2v/2ev. Através dessa 34 ,! / ",\ .
restricao para valor da massa de Podolsky, /..’. | \'\_
concluimos que este valor de m resulta com V' Esps /..' i 1 \ ‘-\ ‘.\
9 A \

o integrando da energia BPS localizado, fi- i oA
nito e definido positivo como mostrado na - 1o

Figura 3.6, enquanto para valores de m me-

nores que valor limite da massa de Podolsky, 4 A\ \-\ W
. . . N W\ N \ W\
r€pps embora seja localizado, finito e com \ A\ \
valores maxim rescem a medi 0 ' ' ' ' ; ' ' ' !
alores maximos que crescem a medida que S S S S S
n aumenta, apresenta-se em partes definida 7

negativo (vide a Figura A.4 do Apéndice A).

Esse problema resulta em uma energia nega- Figura 3.6: Solucoes numéricas para rEpps (linhas sli-

das PH com m = 2+v/2ev e ponto-tracejadas MH) e n =
1,4,5,7,8,12,13.

tiva devido a presenga do termo de Podolsky
na densidade lagrangiana, quando os valores
de m sao menores do que o limite estabelecido. Esse termo contém derivadas no tensor eletromagnético F),,,
o0 que € caracteristico de teorias nao-locais. No entanto, essa questao é contornada pela restricao imposta ao
valor de m. Quando as solugoes sao comparadas as de MH, estas apresentam as mesmas configuracoes.

Dessa forma, a influéncia do termo de Podolsky na energia total esté relacionada as restricoes aplica-
das ao parametro m. Para valores de m > 2v/2ev, a energia total é definida exclusivamente como positiva.
Por outro lado, para valores de m < 2v/2ev, a energia total ¢ parcialmente negativa.

3.3.2 Solucoes paran =1em = 2ym,,,,ondey =1,2,3,4,5,6,00(MH)

H?

Apresentamos na Figura 3.7 perfis numéricos que descrevem os comportamentos do campo de Higgs,
conforme ilustrado na Figura 3.7a, e do campo de gauge, como mostrado na Figura 3.7b. A andlise realizada
na Figura 3.7a revela que, para a massa minima de Podolsky, ou seja, quando v = 1, a solugao resulta em
um campo de Higgs mais amplo, que abrange uma éarea maior. A medida que o valor de v aumenta, o
campo de Higgs se torna mais estreito até atingir a saturacao em MH, quando v = oo (linha sélida preta),
em que a massa m se torna infinita e também recuperamos MH na Lagrangiana (3.1).

Por outro lado, o campo de gauge exibe um decaimento mais lento para massas de Podolsky menores,
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como evidenciado pelo aumento da resolucao do perfil numérico na Figura 3.7b. Esse campo mostra que,

para determinados intervalos de r, as solucoes se sobrepoem umas as outras. Além disso, quando v = oo,

recuperamos o perfil do campo de gauge do modelo de MH. Quanto ao campo magnético B(r) e a densidade

de energia BPS £ ps (), seus comportamentos estao ilustrados nas Figura 3.8 e Figura 3.9, respectivamente.
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03 04

0.2

0.2 1

(a) Campo de Higgs g(r).

(b) Campo de gauge a(r).

Figura 3.7: Solugoes numéricas para o campo de Higgs g(r) e campo de gauge a(r) paran = 1em = 27yv/2,

em que variou-se v = 1,2,3,4,5,6,00. A linha sélida preta é o valor para 7 = oo, a solucao do modelo

de PH que recupera MH.

A andlise numérica evidencia que os per-
fis para o campo magnético na Figura 3.8 com
n = 1, demonstra lumps que crescem no passo
em que aumentamos a massa de Podolsky, esta
caracteristica indica que com o aumento da massa
do modelo, comecamos a observar PH recaindo ao
de MH quando alcangamos m infinito, expressado
pela linha sélida preta. Além do mais, podemos
concluir que ha intervalos de 7 onde as solugoes
do campo magnético se sobrepoe com a solucao
de MH.

Para a densidade de energia BPS £5pg na
Figura 3.9 observamos que quanto maior o valor da
massa de Podolsky m, maior serd o valor de £gpg

na origem e tendo um comportamento de lumps

Campo magnético B(r) para v =
1,2,3,4,5,6, 0.
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estreitos que decaem abruptamente a zero, ademais, analisamos que as solugdes numéricas para Egpg se

sobrepoem no decaimento.

02 03

04 05 06

Figura 3.9: Densidade de energia BPS Egpg(r) para v =

1,2,3,4,5,6, cc.

Deste modelo, voltamos para a den-
sidade de energia BPS de MH em m

00, no qual representamos pela linha sélida

preta na Figura 3.9 e mediante o aumento
da resolucao no comportamento de £z pg na
origem, observamos que a mesma apresenta
diferente valores em funcao dos . Atra-
vés da quantidade r€ppgs podemos buscar
o comportamento da energia BPS em fun-
¢ao do parametro de Podolsky encontrada
na Figura 3.10. Esta mostra-se localizada
e definida positiva para todos os parame-
tros m = 27\/5611, no qual sao representa-
dos por linhas sélidas no grafico, no entanto,
para m = 2vy/2ev onde v < 1 (vide a Fi-
gura A.5a) encontramos para todos os valo-
res de m, densidades de energias em partes

definidas negativas e apresentado maximos

menores em comparagao com os de m que levam a valores de energias positivas, além de observamos ener-

gias para este parametro que demonstram comportamento oscilantes, o que nao é de interesse para solucoes

tipo vortices de ANO.

Verificando para n = 3 o perfil nu-

mérico para o campo magnético B(r) na Fi-
gura 3.11a, vimos que este campo nao sa-
tura para o valor unitario somente na massa
m = 2v/2, mostrando o mesmo ser sensivel
na origem para mudancas de m, além disto,
a medida que aumentamos gradualmente a
massa do modelo o campo magnético co-
meca a abarcar uma 4rea maior, ou seja, um
fluxo magnético maior, mostrando portanto
influéncia do parametro m no campo mag-
nético. A andlise numérica para Egpgs(r)
visualizada na Figura 3.11b evidéncia que a
mesma s6 satura para o valor unitario na ori-

gem somente para o parametro de Podolsky

r 8BPS

0.0000251
0.000020+
0.000015+
ré
BPS

0.0000101

0.000005+

46 48 5 52 54
r

Figura 3.10: Perfis para r€gpg(r) da energia BPS para v =
1,2,3,4,5,6,00, m = 2yy/2ev (linhas: sélidas) e n = 1.

34



m infinito, que é exatamente o limite em que recuperamos MH, além de apresentar maximos absolutos que

variam de acordo com m.

107 1001 1.0004
] 1.0002
094 0.98 124
0.96 1
0.9998
0.8 ]
094 N 0.9996
074 B 0.921 BPs 0.9994
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0.861
0.5 S
B 0.84 B0 6 0 0.05 0.10 0.15 0.20
0.4+ r
-04%02 0 02 04 06 08 1 12 14
03 0.4+
0.2
0.2
0.1
! J ; i 0 0 1 2 3 4 5
0 1 2 6 7
r r
(a) Campo magnético B(r). (b) Densidade de energia Epps(r).

Figura 3.11: Solugdes numeéricas para o campo magnético B(r) e densidade de energia Egps(r) paran = 3
e m = 2y/2 em que variou-se 7 = 1,2, 3,4, 5,6, co. Recuperamos MH para v = oo representado pela

linha solida preta.

3.3.3 O potencial BPS nao-local V' com n = 1 e m variavel

Tendo tratado numericamente os comportamentos para o campo de Higgs ¢(r) e campo magnético

B(r), podemos agora analisar o perfil numérico para o potencial BPS nao-local V' expresso na equacao

(3.23)

Loy o 2 VAT, 2
Vil = 5¢ (7~ 1) (1= 23) (2 ~1oP), (354
m
o potencial possui um tnico valor de vacuo |¢p| = v que provoca a quebra espontanea da simetria do

modelo PH, levando o sistema fisico a gerar solucoes topoldgicas. Expressando o potencial em termos do

ansatz (3.34), temos

2

V(g(r) = 5t (1 g0r) (1 - %) (1-g*(r)) (3.55)

O perfil numérico de V' = V() mostrado na Figura 3.12a pelas linhas sélidas para n = 1 e alguns valores
de m, apresenta um ponto de equilibrio instdvel em 7 = 0, conforme r atinge grandes valores o potencial
de aproxima ao valor de vacuo V' = 0, ponto onde a simetria U(1) é quebrada. A figura mostra que na
medida que m cresce, o potencial nao-local de PH se aproxima ao perfil do potencial local de MH (linha

pontilhada preta).
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J& o potencial em termos de g(7), ou seja, V' = V (g) esté representado na Figura 3.12b, mostrando o
vécuo simétrico para g = 0 em que a simetria U (1) é preservada. Também, observamos o vécuo assimétrico
em g = 1 onde a simetria U(1) é quebrada, com a interacdao V' assumindo o valor minimo igual a zero.
Portanto, através da andlise do potencial V' em funcao do campo de Higgs, observamos que este campo é

quem provoca a quebra espontanea de simetria U (1) na eletrodinamica de Podolsky-Higgs.

0.5

0.4 1

— m=2m,,

0.31 m:5mMH

— m=10m,,

— m=20m,,,
0.2 — m=40m,,,
. MH

0.14

r g
(a) Potencial V' em funcao de r. (b) Potencial V' em funcao de g(r).
Figura 3.12: Solugoes numéricas para o potencial BPS nao-local V' para n = 1 e alguns valores de m.
A Figura 3.12a descreve os perfis de V' vs. 7, enquanto Figura 3.12b mostra V' vs. ¢. As linhas sélidas

correspondem ao modelo PH e o MH representada pela linha pontilhada preta. Observamos que quando

m cresce indefinidamente o perfil de PH se aproxima ao perfil do MH.
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Parte I11

Estrutura BPS em teorias de calibre com altas
derivadas: a eletrodinamica de

Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs
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Teorias de campo com altas derivadas do tipo Chern-Simons foram inicialmente exploradas por S.
Deser, R. Jackiw e S. Templeton na teoria da gravidade de Chern-Simons (CS) em trés dimensdes. Nessa
abordagem, eles modificaram a acao de Einstein-Hilbert (EH) para a gravidade ao introduzir o termo de
Chern-Simons [80]. A inclusdo desse termo de Chern-Simons com altas derivadas na acao de EH resulta
em uma massa para o graviton (spin 2) e, consequentemente, em interagoes de alcance finito. Vale destacar
que, apesar da presenca de derivadas de terceira ordem, esse modelo nao exibe estados fantasmas nem
problemas de causalidade.

No contexto das teorias de altas derivadas tipo CS, S. Deser e R. Jackiw também contribuiram com
extensoes de ordem mais alta nas derivadas [81], mais precisamente, derivadas de ordem trés com paridade
fmpar. Nessa extensao, embora a paridade seja impar, ela depende do campo de fundo, ou seja, da intensi-
dade do campo. Ao contréario da teoria de CS usual, que possui uma origem topoldgica, essa extensao nao a
possui devido a dependéncia da métrica em relacao as derivadas covariantes adicionais. Além disso, quando
essa acao da extensdo de altas derivadas de CS é combinada com a acao de Maxwell, ela resulta em um
par de excitacoes. Um deles é nao massivo e esta relacionado ao f6ton, enquanto o outro é massivo e leva a
estados fantasmas, devido aos termos de altas derivadas.

Neste contexto, diversos estudos foram motivados por [80, 81], que investigaram resultados relaciona-
dos a simetrias de dualidade em teorias estendidas contendo termos de altas derivadas em Maxwell e CS [82],
onde puderam criar uma nova classe de modelos derivados de ordem superior, com invariancia de calibre e
dualidade em relacao a classe com dimenséao (2,1)-dimensao. Esses resultados de [82] mostraram-se validos
para dimensdes arbitrarias (d,1) do espaco-tempo, a medida que desconsideramos termos de Chern-Simons
e Chern-Simons-like.

Na édrea da Relatividade Geral, encontramos resultados envolvendo a entropia de buracos negros na
presenca de termos de CS com derivadas de ordem elevada [83]. Utilizando abordagens perturbativas, veri-
ficamos que em altas derivadas da acao efetiva em QED (Eletrodindmica Quéntica), em temperaturas finitas
e tendendo ao infinito, as contribuicoes de altas derivadas desaparecem, enquanto para baixas temperaturas
as contribuicoes covariantes tém um papel significativo [84]. Além disso, existem estudos que investigam a
violagao de Lorentz [85] e quantidades conservadas [86).

Por meio do método de abstracdo das invaridncias de calibre independentes, aplicado ao modelo
Maxwell-Chern-Simons (MCS), onde o termo de MCS é de derivadas superiores [87], podemos explorar
interagoes entre pontos estacionarios descritos como fontes em uma extensao de altas derivadas em 3D para
CS, com célculo exato do propagador. No entanto, esse método nao ¢é vélido para esse modelo, indicando
que o modelo de CS em altas derivadas deve ser expresso em termos de dois campos acoplados, como
descrito na eletrodindmica de Lee-Wick [51].

Na QED massiva nao comutativa (NC) em (1+2)-dimensdes mostrou-se que a acao efetiva de um
loop devido a interacdao com campos fermidnicos recai na acao de NC-CS, como também sao encontradas
contribuigoes de altas derivadas para NC CS e corregdes em um loop do propagador de f6tons [88], anélise do
modelo MCS-Proca com de termo de CS de altas derivadas por meio da quantizacao da integral de caminho

da hamiltoniana através de uma desfixacao de calibre [89], quantizacdo candnica na eletrodindmica (1+2)-
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dimensoes com um termo de CS de altas derivadas apresentando Hamiltoniano satisfeitos pelos operadores
de campo [90]. Recentemente a referéncia [91] abordou dentre outros resultados, a teoria tipo Chern-Simons
em (1+2)-dimensoes dotada de altas derivadas e com violagao da simetria de Lorentz. Esta sendo precisa-
mente na eletrodinamica planar de Chern-Simons com termos tipo Chern-Simons de altas derivadas, em
que para angulos & = 0 e 8 = m, teve como resultado modulo da velocidade de grupo maior do que 1, com
vetores anti-paralelos e causalidade classica violada.

A segunda parte do nosso trabalho iremos estudar vértices na Eletrodinamica Deser e Jackiw descrita
em meados de 1999 [81]. Esta eletrodindmica é de Chern-Simons em altas derivadas e teve como resultado,

um par de excitagdes, um nao massivo e outro advindo do termos de altas derivada que sao vindos da agao

de

1 1 i
L= ZﬁeaﬁmaFm — ZF,BVFM — §e“BVaMAQaﬂaﬁA7 +O(m™?) (3.56)

em que para o caso planar descrevemos no primeiro termo de (3.56) o tensor de Levi-Civita como €% =
%12 = 1 e com permutagdes fmpares deste mesmo & -1, x sendo o parametro de CS usual, o segundo ¢ de
Maxuwell e posteriormente o de Deser e Jackiw. Entretanto, ndo se tem visto trabalhos publicados tratando
estruturas tipo vortices em teorias de Chern-Simons com altas derivadas, desta forma, a presente parte deste
trabalho tem como objetivo encontrar estrutura do tipo vortices para esta extensao de Chern-Simons que é

especificamente a lagrangiana do tipo

1 (0% 19 0}
L= re PYAuFp, + 1€ P71 A,OF,. (3.57)

Através desta lagrangiana buscaremos solugoes tipo vértices, mas antes disto revisaremos vértices no mo-
delo usual de Chern-Simons-Higgs (CSH) no capitulo a seguir e logo apds partiremos para o nosso modelo

expresso na lagrangiana em (3.57).
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CAPITULO 4

ELeTRODINAMICA DE CHERN-SIMONS-H1GGS

O chamado termo de Chern-Simons (CS) é um termo topolégico definido em (1 + 2)-dimensoes, no

caso de um campo de calibre abeliano A,,, como
A, Fq, (4.1)

onde F,, = 0,A, — 0,A,. O termo CS é amplamente estudado e possui aplicacoes em varios sistemas
fisicos, por exemplo, ele é o enlace em teorias de campos para descrever sistemas da matéria condensada
como gés de elétron bidimensional como também o efeito Hall quéntico, entre outros [92, 93]. Recentemente
o termo CS mostrou-se também aplicével ao estudo da geometria de certas estruturas moleculares (motifs)
que compdem as proteinas [94].
O modelo de Chern-Simons-Higgs (CSH) é uma teoria de gauge abeliana em (1 + 2)-dimensoes [25]
descrita pela densidade lagrangiana
L= Lrd™ A, + 1D,V (16]) (42)
onde x, a constante de acoplamento do termo de Chern-Simons, possui dimensao de massa. Ele preserva
a invaridncia de gauge da acao e a simetria PT, mas viola as simetrias discretas de paridade e reversao

temporal. O campo de Higgs ¢ acopla com o campo de calibra via a derivada covariante minima D,,¢,
D,¢ = 0,0 —ieA,d. (4.3)

O dltimo termo V' (|¢|) € o potencial de interacao do campo de Higgs, cuja forma explicita do potencial sera
determinada pelo formalismo BPS.

A equagcao de Euler-Lagrange para o campo de gauge A,, é

1
§ﬁe“a6Fa5 =eJH, (4.4)
onde J# é a densidade de corrente conservada
' =i[¢p(Dug)” — ¢" (Dud)] . (4.5)
A respectiva equacao para o campo de Higgs dada por
ov
D, D" =0 4.6
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A lei de Gauss obtida diretamente de (4.4)
kB = eJy, 4.7)

(B = €;;0;A; e F;; = ¢;;B) mostra uma relacao direta entre os setores elétrico e magnético, como mostrado

se integrarmos a equagao acima,
kO = Q, (4.8)

mostrando que as configuragoes sao eletricamente carregadas como também sao portadoras de fluxo mag-
nético.

No regime estacionario, extraimos de (4.4) a lei de Gauss e a lei de Ampere,
kB = —2¢Ay 0], (4.9)
I{EijajAo = —€Ji, (410)

respectivamente. Também, a equagao para o campo de Higgs (4.6) na forma estacionaria é

ov

00,0, — 2ieA;0;0 — & (A;)* ¢ + €* (Ag)* & — i (4.11)
onde usamos a condicao de calibre 0y A, = 0.
Ainda a lei de Gauss (4.9) estabelece a relacao
B
Ag=-——2 (4.12)
2¢? |9
a lei de Ampere e a equacao do campo de Higgs sao reescritas como
’B
c% (K,—Q) = —BEika, (413)
2¢% 9|
kB \’ ov
. 2 2 2 _
8j8j<bj — 2’&614]‘8]‘(]5 — e (A]) ¢ +e <262 |¢|2> — 8¢* = 0, (414)

respectivamente.

4.1 FEstrutura BPS da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs

No regime estacionario, como ja dito anteriormente, temos que a densidade de energia é £ = —L,
£ = —kAyB — |Dod|”> + |Dio)* + V (|¢]) . (4.15)

Usando a equacdo (4.12) reescrevemos kAgB e | Dy|” = e AZ|$|? em termos do campo magnético, tendo
deste modo a densidade de energia escrita da seguinte maneira,
52 BQ

o 2
£ = foarom + 1Dwl +V (o). (4.16)
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A finitude da energia total implica que no limite |x| — oo sejam satisfeitas as condigoes

lim B(x)=0, lim Dyp(x) =0, lim V (|¢(x)]) = 0. (4.17)

|x|]—00 |x|]—00 |x|]—o00

A energia total com a implementagao do formalismo BPS, fica escrita como a soma de termos qua-

draticos, assumindo a forma

_ 2 g (Y o) & e o L
E = /{(2 W;f) + | D19 iB( 4 |¢\> eUaZJ]}d : (4.18)

onde a relagao (2.20) para | Dy¢|? foi usada. Como j4 discutido nos capitulos anteriores, a contribuicio da

integral da derivada total a energia total é nula. Além disso, no terceiro termo, a constante que multiplica o

campo magnético torna sua integral proporcional ao fluxo magnético, e, assim, o fixamos

WV
W

tal que no limite de |x| — oo, o pardmetro v representa o valor esperado no vacuo do campo de Higgs. A

+elg? = (4.19)

equacao acima permite calcular o potencial que gera as configuracoes BPS do sistema, dessa maneira

Vol = Slolw? = o) (4.20)

O potencial possui dois valores de vacuo: |¢| = 0 e |¢| = v. O primeiro, |¢| = 0, chamado de vacuo
simétrico e gera configuragoes nao-topoldgicos. O segundo |¢| = v é chamado de o vacuo assimétrico, pois
causa uma quebra espontdnea de simetria gerando configuragoes topoldgicas.

Com as informacoes obtidas acima, a energia total atinge a forma

b / il : 2| g2
= Lipps + % ’(b‘ q: . ( — || ) +|D+¢|” p d°x > Epps, (4.21)

como ja mencionado anteriormente, o integrando é definido positivo e a quantidade Egpg é dada por
Epps = j:ev2/dx23 = fev’® > 0, (4.22)

¢ proporcional ao fluxo magnético.
A energia total (4.21) alcanca o limite de Bogomol'nyi, como ja abordado, se os termos quadréticos
se anulam. Nesse limite, os campos satisfazem um conjunto de equacoes diferencias de primeira ordem,

chamadas de equacoes BPS (ou auto-duais),

Di¢p =0, (4.23)

B=+ —[8]*) . (4.24)

263]¢\2 ( 5
K2 v

Devemos lembrar que essas equacoes reproduzem as equacoes de Euler-Lagrange expressas em (4.13) e

(4.14), respectivamente, com potencial dado na equacao (4.20).
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4.2 Solucoes tipo vortice do modelo CSH

Como ja mencionado nos capitulos anteriores, as solugdes tipo vértice sao obtidas mediante a im-

plementagao do ansatz, (2.34) e (2.35),

B(x) = vg(r)e™, Ap(x) = ex;—=[a(r) — nl. (4.25)

g =+ (4.26)
T
a/ 2€3U4g2
B=——=+ 1—g° 4.27
o o (1=9), (4.27)

com os perfis satisfazendo as condicoes de contorno (ja previamente estabelecidas)

limg(r) =0, lima(r)=n, (4.28)
r—0 r—0
lim g(r) =1, lim a(r)=0. (4.29)
r—00 r—00

Assim como em (2.30), a energia BPS (4.22) resulta
Epps = £2mev? / Brdr = £27nv* > 0, (4.30)

assim, com o sinal (+) representando solucdes para n > 0 e o sinal (—) paran < 0.

4.2.1 Comportamento das solucoes nas fronteiras

Faremos aqui a mesma analise feita na Subsecao 2.2.1,

4.2.1.1 Comportamento em r — 0

Analisando o comportamento das solucoes das equacoes (4.26) e (4.27) para n > 0, quando r — 0,

tem-se que
(B eyt eyt
g(r) = Gr" — i 02 A A T (4.31)
2(n+1)" k2 2(2n +1)" k2
Gt L, Gletvt 4.,
=n——-—r" —_—r" e 4.32
alr)=n= e enrnR (4:32)

O comportamento do potencial elétrico Ay = w(r) é obtido da equagao (4.12), assim, obtemos

2 (2ey2 G450,
w(r) = e ‘ 1; rint2 (4.33)
K K (n+1)" k3
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A qual fornece o valor do potencial escalar na origem,
w(0) = —. (4.34)

Com as expressoes acima podemos chegar nas expressoes para o campo magnético, densidade de

energia BPS e campo elétrico escritas da seguinte maneira

23,4 43,4
:2Gevr2n_2Gev 4

B(r) e pra "4 (4.35)

2 Y

2G%eMS , 4G (2n+1)

. 2.2 2 2n—2 n
Epps(r) = 2Gv*n*r*" =2 + P CESE +..., (4.36)
2 G2 2 G4 5,,6 4 2
(U/(T) — n ev ,,,,QTL—I o e ( Tzl + ),r,4n+1 4. 7 (437)
K (n+1)" K3

4.2.1.2 Comportamento em r — 00

Observaremos primeiro o comportamento dos campos ¢(r) e a(r) para r — oo, como o procedi-
mento é 0 mesmo, as campos para as condigoes de contorno serao g = 1 —dg e a = da, e desacoplando-as,

ficam na forma de equagoes diferenciais de segunda ordem

5g)  de*v?
(59" + L 2 gy =0 (439
ba)  deto?
(6a)" — ( 7’) - (6a) =0, (4.39)
cujas solugoes neste limite sao da forma
1
(0g) ~ 7 exp (—mygp,T) (4.40)
(6a) ~ v/rexp (—mgg,T) (4.41)
onde o coeficiente m_,, define a massa dos vértices BPS no modelo de Chern-Simons-Higgs definida por
2¢%p?
Megy = P (4.42)

vemos que a massa ¢ inversamente proporcional ao parametro de Chern-Simons.

4.2.2 Analise numérica

A andlise numérica para os campos a(r) e g(r) sera abordada logo a seguir para descrever o compor-
tamento destas duas como também do campo magnético B(r), o potencial escalar w(r) e o campo elétrico
w'(r) que dependem explicitamente de a(r) e g(r). Estes perfis para os campos analisados por métodos
numéricos das equagoes BPS (4.26) e (4.27) com parametroxk = l,e =v =1en =,1,2,5,7,8,10, 13 sdo

mostrado logo a seguir.
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Em comparagao com o modelo de MH, o
de CSH tem um campo de Higgs que cresce de
maneira mais abrupta, chegando ao estado de va-
cuo mais rapido para n = 1 e nulo na origem, e
assim como o de MH, o valor assintético do campo
de Higgs vai crescendo mais lentamente para valo-
res de n grandes como mostrado na Figura 4.1. O
campo de gauge a(r) apresenta maximos para di-
ferentes valores de n e tendendo respectivamente
para estes valores na origem e continuando ne-
les até um certo valor de r que a partir do qual
o campo a(r) comeca a decair até ser nulo no infi-
nito como pode se ver na Figura 4.2. Para o campo
magnético B(r) mostrado na Figura 4.3, os perfis
tem valores maximos deslocado da origem para os
diferentes valores de n em contrapartida ao campo

magnético de MH.

0.8 1

0.6 1

0.4+

0.2+

Figura 4.1: campo de Higgs ¢(r) para diferentes valores

de n.

Figura 4.2: Campo de gauge a(r).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
r

Figura 4.3: Campo magnético B(r).

O potencial escalar w(r) e o campo elétrico w'(r) sao mostrados nas figura 4.4a e 4.4b, respectiva-

mente. O perfil do potencial escalar tem um comportamento semelhante ao campo magnético no modelo

MH, com méximos na origem e tendendo a zero para r — oo. Ja os perfis do campo elétrico formam anéis

centrados na origem, e possui valores nulos em r = 0 e no infinito.
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0.6
0
0.4
0.2
0 T T T ; 7 T T 7 )
2 4 6 8 10 12 14 16 18

0
r

(a) Potencial escalar w(r) para diferentes valores

de n.

0.6

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2

0.1

(b) Campo elétrico ' (1) para diferentes valores de

n.

Figura 4.4: Solucoes numéricas para o potencial esclar w e campo elétrico w’. A Figura 4.4a representa o

perfil nimerico de w em CSH em funcao de r. Enquanto Figura 4.4b descreve a solucao para o campo

elétrico w’ paran = 1,2,5,7, 8,10, 13.

Os perfis da densidade de energia
BPS mostrados na Figura 4.5, apresentam
maximos deslocados da origem e decres-
cendo de maneira rapida a partir deste

mesmo.

8BPS

0.8

0.6

0.4

0.2 1

Figura 4.5: Densidade de energia Eppg(r) para diferentes va-

lores de n.
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CapiTULO 5

ELETRODINAMICA DE

DESER-JACKIW-CHERN-SIMONS-HIGGS

A densidade lagrangiana do modelo de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs (DJCSH) em (1 + 2)-

dimensoes é dada por
1 K
Lpiosa = mﬁuaﬂAuDFaﬁ + ZEWPAMFW + |Du¢|2 =V (|9]) (5.1)

onde o primeiro termo representa o de Deser-Jackiw, com o parametro M > 0 a escala de massa de Deser-
Jackiw. O segundo é o termo de Chern-Simons ja abordado no Capitulo 4. No limite M/ — o0, o modelo
de Chern-Simons-Higgs é recuperado, como esperado.

O termo D,,¢, é a derivada covariante minima ja definida em (2.3), acopla o campo de gauge ao de
Higgs. E por fim, V' (|¢|), o potencial de interacao do modelo que serd encontrado via o mecanismo BPS,
como nos casos anteriores.

Mediante a equacao de Euler-Lagrange

oL oL oL oL

Ty a4 T @anan O 5 a0, A

=0, (5.2)

as equacoes de movimento para o campo de gauge quanto para o campo de Higgs assumem as seguintes

expressoes
K U 5
2 (1 " —KM) Py = e, (53)

onde .J” ¢ a densidade de corrente definida na equacao (2.7), e com respectiva equacao do campo de Higgs

)%
B _— =
DsD’$+ 555 = 0. (5.4)

A partir da equagao (5.3) pode-se encontrar a lei de Gauss e lei de Ampere. Desse modo, no regime

estaciondrio, a lei de Gauss esta assume a seguinte forma

K

K (1 - v_ﬂ;) B = —2e2Aq|¢|*. (5.5)
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Vemos que a com condicao de calibre Ay = 0 nao mais satisfaz a lei de Gauss, evidenciando, desta forma,
que os vortices além de carregar fluxo magnético, também possuem uma carga elétrica nao nula, tal como

acontece no modelo de Chern-Simons (vide Capitulo 4). A lei de Ampére em regime estaciondrio é expressa

por
v2
K (1 — m) EikakAo = —GJi (56)
e a respectiva equacao estaciondria para o campo de Higgs resulta
ov
DiD;p+ €% (Ag)* ¢ — — = 0. (5.7)
0p*
O potencial elétrico, a partir de (5.5), resulta expressa como
2
K (1 — V—M) B
Ao = — VA (5.8)
2¢? 9|
e usando ela podemos reescrever a lei de Ampere
VQ
1-—|B
K? V3 ( kM )
—0 1— = —e€gJ; 5.9
22 " < /{M) |¢|2 €€k (5.9)

e a respectiva equacao estaciondria para o campo de Higgs resulta

2 2
K2 <1 a :]\4) b ov
DiDip+—— |~ "7 |y~ =0, .
1 Zgb + 462 |¢|2 ¢ 8¢* 0 (5 1O)

Na seguinte secao construiremos a estrutura BPS do modelo DJCSH cujas equacgoes BPS sao com-
pativeis com as equagoes de Euler-Lagrange (5.8) e (5.9) com potencial a ser determinado pelo préprio

formalismo BPS.

5.1 Estrutura BPS da eletrodinamica de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs

Em regime estacionéria a densidade lagrangiana em (5.1) fica expressa por

2
£ = o (1= ) B+ (Aol of = Dol =V (o), 611

mas pode-se ainda usar a expressao para Ay dada na equagao (5.8), e deste modo, teremos a lagrangiana

(5.11) escrita da seguinte maneira

E:—M{O_g%)ﬂ — Dl =V (9]). (5.12)
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Tendo colocado a lagrangiana (5.1) na forma estatica na equacao (5.12), podemos agora encontrar a den-
sidade de energia que é escrita em termos da Hamiltoniana canonica desta mesma, portanto teremos a

seguinte densidade de energia estacionaria

V2 ?
#|(0-5)7)
= eI + [ Digl” + V (|9)).- (5.13)

Mediante a densidade de energia em (5.13), concluimos que a mesma ¢ estritamente definida positiva. E
como esta mesma ¢ finita e localizada, fazendo uma breve anélise dos campos em |x| — oo, tanto o campo
magnético B quanto o seu laplaciano decaem mais rapidamente que |¢|. Neste limite |x| — oo é necessario
que sejam satisfeitas as condigoes

lim B (x) =0, lim V?B (x) =0, lim Do (x) =0, lim V(|p(x))) =0. (5.14)

|x|]—o00 |x|—00 |x|—o00 |x|]—00

Encontrada a densidade de energia do sistema e as condigoes para que se tenha uma energia finita, expres-

saremos agora a energia total,

2 K W) r
K 1-— | B
E_/ g Dl VoD (5.15)

Por meio desta energia estacionaria, faremos agora a implementacao do método BPS, que sao as condigoes
em que a energia é minimiza , encontrando desta forma as duas equagoes auto-duais e o potencial de
interacdo do modelo. Para a aplicacao formalismo BPS utilizaremos (2.20) para |Dk¢|2, € expressaremos o
primeiro termo da energia (5.15) numa forma quadratica

2

1 —V2 B
_ ‘¢|2 /i< _HM) 2
E = /{4 S FW| FIDsof 4V (9]

1—
_|¢|2W2i“w< 3l

4e? 2¢2

) B
+ eB|¢|” £ %eikaﬂk}d&. (5.16)

Aqui, W = W(|¢|) é uma funcdo bem comportada, e determinada pelo formalismo BPS, satisfazendo
lim W(x) =0 (5.17)

|x|]—00

para que se tenha energia localizada. Logo, através de uma integracao por partes, e usando as condicoes de
fronteira (5.14) sobre o campo magnético, podemos expressar o segundo termo da segunda linha da equagao
(5.16) como

K V32 K \V&
— [ W|l—-— |Bd*x=— | B|1—-— | Wd*. 5.18
2e? ( KM) T % ( KM) * (5.18)
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Desta maneira a energia total (5.16) fica expressa da seguinte forma
2

v2
k|ll——|B
B ¢ ( /{M) ), 1
B o= [0 | w10 jud

V2
K (1 ) |44 2 1172
s M) eloP| v (o)) - |¢|465V Px. (519

Sob as condigoes de fronteira (5.14), a integragao da derivada total acima nao contribui a energia total do

sistema. Para que o primeiro termo da segunda linha acima seja proporcional ao campo magnético fixamos
2

o termo dentro do colchete igual a ev?, ou seja,
V2
R 2 9
502 +elp|” = ev?, (5.20)

onde |¢|vscuo = v. Mediante isto, da mesma maneira que no modelo de Podolsky-Higgs, encontra-se 1,

(o) = 2 (1 - V—M> (v — lo]) . 65.21)

Ainda na segunda linha de (5.19), o potencial V'(|¢|) é fixado se os dois tltimos termos sdo iguais, ji que a

funcao W (|¢|) esta fixada, portanto,

v () = <12 [(1—%) <v2—|¢|2)] . 522

Com os resultados obtidos acima, a energia total resulta em

2

2
o [*(-) #
K
E_EBPS+/ Dol + e o FW| pdx, (5.23)

onde Eppg é dada por
Epps = +ev? / Bd*x >0, (5.24)

sendo, assim, proporcional a fluxo magnético.
Assim, podemos dizer que a energia total do sistema possui um valor minimo quando £ = Eppg,
que ¢é atingido quando os termos quadraticos na integral se anulam, ou seja, se os campos satisfazem as

seguintes equagoes diferenciais,
Di¢ =0, (5.25)
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2 2

(1 - :—M> B= j:—|¢|2 (1 — :—M) (v* = |9]?), (5.26)

sendo as equacoes BPS ou auto-duais do modelo. E, como nos modelos anteriores, através das mesmas

podemos obter a lei de Ampere (5.9) e a equagao para o campo de Higgs (5.10) [vide Apéndice B] com

potencial dado pela equacao (5.22), corroborando deste modo a consisténcia da estrutura BPS para o modelo
DJCSH.

Tal como no caso da estrutura BPS da eletrodinamica Podolsky-Higgs, a presenca do termo de Deser-

Jackiw na lagrangiana (5.1) provoca a natureza nao-local do potencial (5.22). A nao-localidade mostrada pelo
2

potencial e pela equagao BPS (5.26) fica explicita via o uso da funcao de Green do operador 1 — Vi
K

seja,

K

(1 - lﬂ;) G(x,y) =6(x —y). (5.27)

Desse modo, o potencial auto-dual fica expresso como

V(b= "B [atem (2 - oor) @ (529

onde, ainda, observamos claramente dois possiveis valores de vacuo para o campo de Higgs: |¢p| = 0 e
|¢| = v. O valor de vécuo simétrico |¢| = 0, se for o caso, suportaria configuragdes nao topoldgicas tal
como no modelo de Chern-Simons-Higgs, essa possibilidade nao serd analisada na presente dissertacao. Por
outro lado, o vacuo assimétrico ]qﬁ\ = v, como mostraremos nas proximas secoes, suporta configuragoes
topoldgicas, no caso tipo vortice.

Ressaltamos ainda que a BPS (5.26) do campo magnético representa uma equacao integral, dada por,
2¢3 v\~
B = +— (1- >
K2 ( kM >

—i—/cﬂ /cﬂya (x,2) 16 @ C (2, y) (* — |6 ()). (5.29)

ou como uma equacao diferencial de altas derivadas, assim,

W
(1) (12_@4) | 6

seréd a equacao que utilizaremos junto com a BPS (5.25) para estudar as configuragoes topoldgicas do tipo

vortice.

5.2 Solucoes tipo vortice no modelo DJCSH

Assim como a configuracao de vértices no modelo usual de Chern-Simons, usaremos o ansatz

6(x) = vg(r)e™,  Ap(x) = epj—2

—Lla(r) —n] (5.31)

er?
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em que n é definido como um nimero inteiro nao nulo e tendo as fungoes g (), a (1) e w (r) regulares na

origem e apresentando condicoes de contorno

fma(r) = n, limg(r) =0 (5
lim a (r) =0, lim g (r) = 1. (5.33)
r—00 r—00

Essas condigoes sao suficientes para ter uma energia finita no modelo DJCSH.

Como ja feito anteriormente, o campo magnético resulta

a/

B=—— 5.34
(534

e, assim, as equacoes BPS (5.25) e (5.30) resultam expressas como

P (5.35)

@2
( V2 > (1 - m) b 2e3p? 9
1— =+— (1-9¢%), (5.36)

onde o operador V2 ¢
~ d? 1d
dr? T dr’

Como o modelo DJCSH comporta voértices carregado, a parte elétrica com o auxilio da equacao

(5.37)

(5.31) fornece o potencial escalar em (5.8) que assume a forma

@2
"“(“m)B
(5.38)

22022 ’

w(r) =—

e o campo elétrico dado pelo gradiente do potencial escalar em (5.38) é equivalente a
, dw
=——. 5.39
wlr == (5:39)
Enquanto a densidade de energia BPS sendo expressa da seguinte maneira

(-5

2

,a2g?
ngS = 2@26292 + 2v 7 (540)

sendo definida positiva. No limite de Bogomol'nyi a energia BPS (5.24) assume a forma
Epps = :I:er/dr2B = +2mnv* > 0, (5.41)

no qual o sinal (+) é designado para as solucoes com n. > 0 e (—) para n < 0. Assim, como nos modelos
estudados previamente, tanto a energia BPS como o fluxo magnético sao quantizados em termos do winding

number n.
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5.2.1 Comportamento das solucoes nas fronteiras

Antes de proceder ao estudo as solugoes numéricas, primeiro analisamos o comportamento dos
campos nas fronteiras para os campos mediante a solugao das equagdes BPS (5.35) e (5.36).
5.2.1.1 Comportamento em r — 0

Buscaremos na origem solugdes em séries de poténcias para o campo de Higgs ¢(r) e gauge a(r)

na forma

r) = Z Hyrk a(r) =n— Z Ayr® (5.42)
k=1 k=1

estas substituidas nas equacoes BPS, (5.35) e (5.36), chega-se as seguintes expressoes para g(r) e a(r)

Az) n+2k HyAgpia 504 _ ewiM?(H,)3

r) ~ H,"+ —T r r3nte (543
9(r) Z 2’%' 2(n+2) 25 (n +2)* (n + 3) - (543)
M2 4,,4 Hn 2
alr) ~ n— Agr® — Agyur®™ ™ — Ay Z C’(n (KM)F 2420 cv 2( ) p2nto
— 16 (n+2)* (n + 3)
2
_ (n + 1) A2A2n+4 T2n+6, (544)
(n+2)(n+3)
respectivamente. Com isso, calculamos o comportamento do campo magnético na origem,
2 (2n +4) Agnia P22
B(r) ~ ZA;+ - A ZC B+ k)r*
M2 3,,4 Hn 2
M ()" onsa, (5.45)
8(n+2)
Similarmente, a densidade de energia BPS comporta-se como
M n-HA _ C (2n+4) A
Epps(r) = 20202 H2 2= _op(n + 2)0? A, H2r?" + (=) & o]’ r? (5.46)

CEety2 M2H?2
onde os coeficientes H,,, As e As, 14 sao determinados numericamente, e as quantidades C' ("), CEntd) ¢
C(?") sao ntimeros inteiros.
5.2.1.2 Comportamento em 7 — 00O
Estudaremos o comportamento dos campos a e g considerando que
g(r)y=1—=24dg(r), a(r)=da(r). (5.47)

Considerando que estamos interessados em solugdes tipo vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen, encontra-

mos que
da(r) ~ Coon/Texp (—Mpjosur) , (5.48)
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Coo
og(r) ~ —=exp (—=Mpycsnr), (5.49)

G
onde o parametro Mp josy que representa a massa do modelo de DJCSH dada por

Mpjosa = Z%WLCSHAU3 [(1 —iV3)(1 = V1= A3+ (14+iv3)(1 + V1 - A)1/3] : (5.50)

onde o parametro adimensional A é dado por

M 27¢%0?
A=—  M,= . 5.51
o M= T8 551)
Prosseguindo, no limite M/ — oo (ou equivalentemente A — 00) a equacao (5.50) fica
M - L A (5.52)
DJCSH = MCSH 97N T oaspaz ) .

desse modo recuperamos exatamente a massa do modelo de CSH. O comportamento da massa expressa na

equagao (5.50) pode ser visualizado na Figura 5.1 em termos da variével adimensional A.

Na figura Figura 5.1 observamos que o

comportamento das partes real (linha vermelha) 1.4+

e imaginaria (linha verde) de Mp;csy. Obser- 1 Mesn
1.2- —

vamos que a parte imaginaria é nao nula no in- ] Mgy

tervalo 0 < A < 1, gerando solugdes com com- 1
portamento do tipo amortecido, que nao estamos 0
interessados em estudar. Ja as solucgoes de inte- .
resse encontram-se no intervalo A > 1, onde a 0.6

parte imagindria é nula, assim os vértices sao do

0.4
tipo ANO. Observamos que o maximo valor para
a massa DJCSH ¢ exatamente 0.21
3mcsy
-_—— 0 T T T T T T 1
Mpicstme. = 9 (5'53) 0 2 4 6 8 10 12 14
A

A medida que A cresce, comecamos a observar a
9 ’ ¢ Figura 5.1: Massas dos bésons em funcao do parame-

éncia d d delo de DJCSH
convergencia ca massa comodeio €e PA 110 A. A linha verde representa a parte imaginaria de

a massa do modelo CSH expressa em (4.42). Y,
DJCSH-

Tendo encontrado os comportamentos nos valores de fronteira, resolveremos agora numericamente
as equacoes BPS (5.35) e (5.36).
5.3 Solucoes numéricas

Para resolver numericamente o sistema BPS, dado pelas equagoes diferenciais (5.35) e (5.36), fixamos

e=1lv=1lek =1
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5.3.1 Solucoes paran =1,2,3,4,5,6,8e A =10/9

A seguir mostramos os resultados da
andlise numérica para dos perfis g(r) e a(r),
assim como do campo magnético B(r), den-
sidade de energia Eppg(r), potencial elé-
trico w e campo elétrico relatado a w’. Es-
ses perfis foram obtidos consideramos varios
valores do winding number: a cor vermelha
(n = 1), violeta (n = 2), amarelo (n = 3),
azul (n = 4), rosa (n = 5), verde (n = 6) e
preto (n = 8), onde as linhas sdlidas repre-
sentam o modelo DJCSH e as tracejadas a
do modelo CSH.

Os perfis do campo de Higgs ¢(r)
sdo similares ao do modelo CSH, mas con-
vergem de forma mais rapida ao valor de va-

cuo para todo n.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

Figura 5.2: Perfis do campo de Higgs ¢(r) para diferentes

valores de n. As linhas sélidas representam as solucoes para
DJCSH e linhas pontilhadas do CSH.

7

Figura 5.3: Perfis numéricos de a(r)/n para diferentes valo-

res de n.

A razdo a(r)/n do campo de gauge
com a vorticidade evidencia que o mesmo
abarca uma area maior a medida que n
cresce e contém valor maximo e igual a 1 na
origem. Além disto, demonstra decaimento
mais rapido do que em CSH como podemos
ver na Figura 5.4. Mediante as figuras Fi-
gura 5.4b e Figura 5.4a podemos observar
os perfis de a(r) parar — 0er — oc.
Em ambos os casos o comportamento assin-
tético para este campo ¢é de decaimento mais
acentuado que em CSH como podemos visu-
alizar, o que mostra a contribuicao da massa
de Deser-Jackiw. Na Figura 5.5, a(r) tem
comportamento tipo CSH, no entanto, decai

de forma mais rapida para valores distantes

da origem. Ainda pela inspecao da Figura 5.5, para grandes valores de n as solugoes saturam para CSH.
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0.04+
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0.014

(a) Perfis numéricos de a(r)/n em r — oo.
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(b) Perfis numéricos de a(r)/n em r — 0.

Figura 5.4: Solucoes numéricas para o campo gauge a na origem e em r — 0o, comn = 1,2,3,4,5,6,8 ¢

A = 10/9. Nesta andlise, consideramos as linhas sélidas as solugoes para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

8 1,00
0.98
71 0.96
] 0.94
0.92
N 0.90
0.88
a 41 0 02 04 06
5. r
2-
1-\
0 T T 1
0 5 10 15

Figura 5.5: Perfis numéricos de a(r)/n préximo de r — 0.
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O perfil numérico para o campo
magnético B na Figura 5.6 mostra que as-
sim como em CSH o campo magnético
comporta-se como anéis com raios propor-
cionais ao winding number para os valo-
resn = 1,2,3,4,5,6,8, no entanto, apre-
sentando maximos menores, como também
sendo nulo somente para n — 00 como
mostrado na Figura 5.6b, mostrando por-
tanto efeito novo para o campo magnético

na origem.



(a) Campo magnético B.

1.4 %107
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~
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0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
r

[=]

2% 10—10,

(b) Campo magnético B.

Figura 5.6: Solucoes numéricas para o campo magnético B(r), comn = 1,2,3,4,5,6,8 e A = 10/9.

Nesta andlise, consideramos as linhas sélidas as solugoes para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

Na Figura 5.7 apresentamos as configuragoes para as solugoes numéricas da densidade de energia

BPS £pps. Notamos de forma similar como em CSH, a mesma nao é nula na origem, mas mostrando

comportamento com anéis que apresentam maximos menores. Ademais, esta mesma tem raios que sao

proporcional ao winding number n.

8BPS

Figura 5.7: Densidade de energia Egpg.
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Desta forma, o perfil numérico para
Epps na Figura 5.7 mostra que a mesma
¢ como uma correcao de CSH para altas
derivadas, mas com maximos deslocados
da origem menores. E assim como CSH,
DJCSH apresenta-se como um modelo con-
tendo vortices carregados, com a Figura 5.8a
mostrando as configuragoes numéricas para
a parte elétrica deste modelo, ou seja, para
o potencial escalar w(r). Mediante a Fi-
gura 5.8b, o potencial escalar comporta-se
do tipo lump para n = 1, mas com valor
nao unitario na origem. Conforme que os
valores do winding number n crescem, os
comportamentos do potencial escalar na ori-

gem comecam a crescer, chegando ao valor



maximo na origem somente para n grandes, valores estes em que w(r) tem valor unitario. Desta andlise,
concluimos ainda que conforme n aumenta de valor, w(r) abarca uma area maior. Em contrapartida ao

de CSH, o mesmo evidéncia como um potencial escalar que abarca uma érea relativamente menor, como

também solugoes que nao comportam o mesmo maximo na origem.

1_
0.8 1
0.6
0.4+

0.2+

(a) Potencial escalar w. (b) Potencial escalar w.

Figura 5.8: Solucoes numéricas para o potencial escalar w, com n = 1,2,3,4,5,6,8 e A = 10/9. Aqui

consideramos as linhas sélidas as solucoes para DJCSH e linhas tracejadas CSH.

1

0.009- |\
0.008 - ll
0.007- “
0.006- “
0.005- \‘
0.004- \

\
0.003-

0.002+

0.001+

Figura 5.9: Solucoes numéricas para o potencial escalar w com n = 1,2,3,4,5,6,8 e A = 10/9. Nesta

andlise, considera-se as linhas sélidas as solucoes para DJCSH e linhas pontilhadas CSH.

58



Visto que através de uma andlise mais de-
talhada na Figura 5.9, o comportamento do po-
tencial escalar w evidéncia decaimentos mais ra-
pidos quando comparados aos perfis de CSH, ma-
nifestando claramente as contribuigdes do termo
de Deser-Jackiw no potencial escalar expresso na
equagao (5.38).

A solucao para o campo elétrico w'(r) ex-
posto na Figura 5.10 demonstra que este apresenta
solugdes tipo anéis com maximos menores do que
em CSH, mas apresentando o mesmo comporta-

mento na origem como também para r — oo, ou

seja, nulo, o que corrobora com a terceira condicao
imposta para o mesmo na equacao (5.32). Mais adi- r
ante analisaremos os comportamentos dos campos

diferent ] de A Figura 5.10: Campo elétrico w' (7).
para diferentes valores de A.

. o __ 1 10 40 80
5.3.2 Solugéesparan =1e A =1,,5,F,8,20,00

Agora trataremos o comportamento dos perfis numéricos para o campo de Higgs e campo de gauge
para diferentes valores do parametro A dados por cores, onde os comportamentos dos respectivos campos
sdo encontrados na Figura 5.11, representando o campo de Higgs e a Figura 3.7b para o campo de gauge.

Por meio do perfil numérico encontrado na

Figura 5.11, constatamos que para A pequenos o 1

campo de Higgs satura no valor unitdrio mais ra-

pido, convergindo a este valor para r — o0, en- 0.8 1

quanto aos outros valores de A o mesmo satura | 0.99991

lentamente em 1. Por conseguinte, A = 1 é res- 0.99981

pectivamente o valor em que A é expresso por 001 & 0.9997

(5.51) como também onde encontramos o valor & ] 0.99961

maximo para a massa do modelo dada na equacao 0.41 0.99951

(5.53). Além disto, assim como em CSH, o campo ' 0.99941 s

de Higgs é nulo na origem para todos os valores 0.2- 40 4: 204

de A. Para A = 00 a solugao do campo de Higgs

de DJCSH recai para o de CSH. 0 . . . . .
Mediante o comportamento para o campo 0 2 4 6 8 10

r

de gauge a encontrado na Figura 5.12, observamos
ue em todos 0s A o campo € unitario na oricem,
a P & Figura 5.11: Solucao numérica do campo de Higgs g

10 80
’ 9 ) gaga

no entanto, com valores pequenos deste parametro

paran=1le A =1 , 0.
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as solucoes numéricas decaem lentamente, apresentando intervalos de  em que as solucoes se interceptam.

Por conseguinte, para A = oo apreciamos o limite em que este campo retorna o de CSH.

1_
1.
0.995 ]
0.8
0.990 ]
a
0.985 ]
0.6
0.980 ]
a
0.975 ]
0.4
0 01 02 03 04 05 06
r
0.2
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
r
Figura 5.12: Solugoes numéricas para o campo de gauge a comn = 1le A = 1, %, , %, 8, 20, oo. A linha

s6lida preta é o valor para A = oo, a solu¢ao do modelo de DJCSH que recupera CSH.

A Figura 5.13 nos mostra os perfis para o

comportamento do campo magnético B e densi- 0.104 /

dade de energia BPS £ppg. Através de uma veri-
0.08 -

ficacao numérica para os perfis do campo magné- 041

tico encontrado na Figura 5.13 com valor do win- B 0.061

ding number n = 1, podemos concluir que o 0.041
0.3

mesmo s6 € nulo na origem justamente para o caso 000

A — o0, valor onde retornamos CSH. Os valores

_ 1 10 40 80
A - ]-a 97297 9>
valores nao nulos na origem, e observamos ainda

0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7
r

[=]

8, 20 proveé solugoes de B com 0.21

que o mesmo apresenta-se como anéis com maxi- 0.1-

mos influenciados pelo parametro A, tendo desta

maneira maior maximo exatamente para o valor

de A = 0o no qual recuperamos CSH. 0 1 2 3 4 5 6 7
Como abordado, a densidade de energia r

BPS & tad Fi 5.14 é definid
Bps apreseitacda hia g ¢ dermida Figura 5.13: Solugao numérica do campo magnético B

positiva e finita, no entanto, ao passo que aumenta- 10 80
comnzleA:Lg, , 90 8 20, 00.
mos A e, consequentemente, os valores da mesma

60



sao aumentados sob influéncia deste parametro na origem. Esta densidade de energia BPS apresenta inter-

valos para t em que as solugdes numéricas se interceptam e decaindo a zero para r — oo.

1_

0.8 1

0.6 1

88 PS

0.4+

0.2+

SBPS
0.8401

0.8551

0.8501

0.8451

0.8351

0 0.050.100.150.20 0.25
r

Figura 5.14: Solugoes numéricas para a densidade de energia Egps comn =1le A =1

Q.

O perfil numérico do potencial escalar na
Figura 5.15 mostra que o mesmo é 1 na origem
somente para A = 00, valor este em que recupera-
se o perfil de CSH. Na Figura 5.16 o perfil numérico
para o campo elétrico w’(r) demonstra méximos

que aumentam gradativamente com A.

10 100
’ 90 LIS 38’

1.001
0.8- 0.98
0.96-
0
0.6_ 094'
0.92-
Q)
044 0.90-
~0.1 0 0.1 02 03 04 0.5 0.6
v
0.2
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.15: Solucao numérica do potencial escalar w

10 80 8
b

comn=1eA=1, 3, 7 7, , 00.
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0.6 1

0.5 1

0.4 -

0.3 1

0.2 1

0.1+

10 80
’ 9 ’ 90 8’

Onde a linha sdlida preta é o valor para A = oo, a solugao do modelo de DJCSH que recupera CSH.

Figura 5.16: Solucoes numéricas para o campo elétrico w’(r) paran = le A =1 , 00.

5.3.3 O potencial BPS nao-local V com n = 1 e A variavel

A seguir mostramos os perfis numéricos do potencial BPS nao-local V' do modelo de DJCSH dado

pela equacao (5.22)
2
et lof v
V(|¢]) = 1— — P—oP)| - 5.54
Qo =50 |(1-57) (= 1e) (554
Este potencial possui dois vacuos. O primeiro vacuo (simétrico), |¢| = 0, preserva a simetria U(1) e

acarreta solucoes nao topoldgicas, o que nao esta no escopo deste trabalho. Enquanto o segundo vacuo
(assimétrico) dado por |¢| = v, ocasiona a quebra espontanea da simetria U(1), e promove a formagao
estruturas topoldgicas.

O potencial expresso em termos do ansatz (5.31) é dado como

-1
V(g(r)) = % (1 — v_2> (1—g*r)| - (5.55)
A Figura 5.17a indica que o potencial nao-local V' = V' (r) do modelo de DJCSH (representado pelas linhas
s6lidas) exibe os dois vacuos, o primeiro simétrico em r = 0 e atinge o segundo vécuo (assimétrico) quando
r — oo. Também, verificamos que quando A — o0, o potencial ndo-local do DJCSH se aproxima ao perfil
do potencial local do CSH (representado pela linha pontilhada preta).

O potencial nao-local como uma funcao de ¢(r) é mostrado na Figura 5.17b exibe o vacuo simétrico

em g = 0 e o assimétrico em g = 1, onde a simetria U(1) é quebrada, e a interagao V' atinge o valor de
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vacuo nulo. Portanto, por meio dessa andlise do potencial em fungao do campo de Higgs, fica evidente que

esse campo desempenha um papel crucial na quebra espontanea de simetria U (1) no modelo DJCSH.

— A=]
0.7 — A
— A=5
0.61 —A=10
— A=20
05- — A=40
— A=70
— A=100
y 047 — A=500
DR CSH
0.3 1
0.2
0.1
0 T T T
0 1 2 3

7

(a) Potencial V' em fungao de r.

0.7 1

0.6 1

0.5+

0.4

0.3

0.2 1

0.14

0.2

0.4 0.6 0.8 1
g

(b) Potencial V' em funcao de g(r).

Figura 5.17: Solugdes numéricas para o potencial BPS nao-local V' para n = 1 e alguns valores de A. A

Figura 5.17a descreve os perfis de V' (), enquanto a Figura 5.17b mostra V'(g). As linhas sélidas correspon-

dem ao modelo DJCSH e o CSH é representado pela linha pontilhada preta. Observamos que quando A

cresce indefinidamente o perfil do modelo DJCSH se aproxima ao perfil do CSH.
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CapiTULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Na presente dissertacao estudamos a estrutura BPS nas eletrodinamicas Maxwell-Higgs e de Chern-
Simons quando inserimos termos de altas derivadas a cinética do campo de calibre. Na primeira parte
apresentamos os kinks e anti-kinks, defeitos topolégicos em (1+1)-dimensoes, para desenvolvermos o mé-
todo de Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield, comumente chamado de BPS. Método de extrema importancia,
pois através do mesmo é possivel encontrar equacoes diferenciais nao lineares (chamadas de BPS ou auto-
duais) cujas solugdes minimizam a energia (esse valor minimo é chamado de limite de Bogomol'nyi). As
equacoes auto-duais reproduzem as equacoes de FEuler-Lagrange originais de um dado modelo que possua
uma estrutura BPS, sendo assim solucoes verdadeiras do sistema.

No Capitulo 2 revisamos a estrutura BPS da eletrodindmica de Maxwell-Higgs em (1+2)-dimensoes.
Dado que respectiva lei de Gauss é devidamente satisfeita pela condicao de calibre Aq = 0, as configuragoes
geradas possuem carga total nula e somente sao portadoras de fluxo magnético. O formalismo BPS mostra
que a energia minima do sistema é proporcional ao fluxo magnético. Com o intuito de resolver as equacoes
auto-duais, procuramos por solucgoes topolégicas tipo vortices com simetria radial. Assim, obtemos que
tanto a energia BPS como o fluxo magnético sao proporcionais ao winding number n, sendo assim, ambos
quantizados em relacao a n. Os voértices encontrados sdo os denominados de Abrikosov-Nielsen-Olesen.

Ap6s apresentar o modelo MH, a estrutura BPS da eletrodindmica de Podolsky-Higgs em (1+2)-
dimensoes é estudada no Capitulo 3, sendo a primeira contribuicao original obtida na presente Dissertacao
de Mestrado. A partir das equacoes de Euler-Lagrange para o campo de calibre, observamos, que no regime
estaciondrio, a lei de Gauss também ¢ trivialmente satisfeita pela condicao de calibre Ay = 0. Assim, este
modelo também comporta solucoes portadoras somente de fluxo magnético. Aqui vale ressaltar que na
densidade de energia a contribuicdo do campo magnético B(m? — V?) B ¢ gerida pelo operador diferencial
definido positivo, m? — V2. A estrutura BPS mostra a existéncia de um minimo para a energia que também
¢ proporcional ao fluxo magnético. Outro resultado a ser observado é que o potencial BPS é nao local e as
equagoes auto-duais nao sdo mais puramente de primeira ordem, isso sendo uma consequéncia direta da
presenca do termo de derivada superior na cinética do campo de calibre, o termo de Podolsky. Em detalhe, a
BPS correspondente ao campo de Higgs, similarmente a do MH, permanece de primeira ordem, no entanto,
a equacao BPS do campo magnético resulta de terceira ordem derivativa para o campo de calibre, cuja

equacao de Euler-Lagrange, inicialmente era de quarta ordem. Contudo, a BPS do campo magnético se
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pode tornar numa equacao integro-diferencial de primeira ordem derivativa para o campo de calibre. O
estudo de solugoes tipo vortice mostra que os vortices do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen somente existem
se a massa de Podolsky, m, possui um valor minimo m > 2m,y, com isso a massa dos vortices esta no
intervalo myy < Mpy < v/2msy. O valor minimo acontece para m — oo quando a massa dos vortices
se aproxima a dos encontrados no modelo MH, e o valor maximo de Mppy ocorre quando m = 2m ;.

A andlise numérica dos vértices BPS do modelo PH mostra que para um valor fixo da massa de
Podolsky, tanto os perfis do campo de Higgs como do campo de calibre sdo muito similares aos encontrados
no modelo MH. Contudo, o comportamento do campo magnético ao redor da origem ¢é diferente ao do caso
MH, ou seja, a magnitude de B em = 0 € menor ao valor encontrado no caso MH para valores menores do
winding number (comon = 1,2, 3, ..), embora satura para o valor do caso MH para grandes valores de n.
A densidade de energia para n = 1 se apresenta centrada na origem tal como a de MH, mas com amplitude
menor. A partir de n > 2 a solugao forma anéis com amplitudes em r = 0 menores ao do modelo MH
para valores pequenos de n. Ja quando mantemos fixo o valor do winding number e incrementando os
valores da massa de Podolsky, tanto o campo magnético como na densidade de energia BPS aumentam as
amplitudes na origem até saturar ou atingir os valores encontrados nos modelo de Maxwell-Higgs.

No Capitulo 4 revisamos a estrutura BPS do modelo de Chern-Simons-Higgs. Primeiramente ob-
servamos que a lei de Gauss nao admite como solucao a condicao de calibre Ay = 0, consequentemente,
as configuracoes resultantes além de portar fluxo magnético também possuem uma carga elétrica nao nula
que é proporcional ao fluxo magnético. Prosseguindo, implementamos o método BPS e encontramos as
respectivas equacoes autoduais cujas solu¢oes minimizam a energia do modelo (o limite de Bogomol'nyi)
que ¢ proporcional ao fluxo magnético. A procura de solugoes tipo vértices mostra que os obtidos sdo de
Abrikosov-Nielsen-Olesen com destaque para o comportamento dos campos magnético e elétrico cujos per-
fis formam verdadeiros anéis centrados na origem para todos os valores de n, ja a densidade de energia BPS
forma anéis para n > 2. E como nos modelos estudados previamente, a energia BPS e o fluxo magnético
dos vortices sao proporcionais ao winding number, e agora a respectiva carga elétrica total.

A nossa segunda contribuicao original é desenvolvida no Capitulo 5 onde analisamos a estrutura BPS
da versao (1+2)-dimensional do modelo de Deser-Jackiw-Chern-Simons-Higgs. Analisando a lei de Gauss
observamos que as solucoes do sistema sao portadoras tanto de fluxo magnético quanto de carga elétrica,
mesmo na presenca do termo de derivada superior. O desenvolvimento do formalismo BPS mostra que o
minimo da energia é proporcional ao fluxo magnético, com as equacoes autoduais sendo de primeira ordem
para o campo de Higgs e a do campo magnético resulta numa equacéo integro-diferencial de terceira ordem
derivativa para o campo de calibre. Além disso, o potencial BPS é também néao local devido a presenca da
funcao de Green do operador diferencial kM — V2. A seguir resolvemos as equagdes BPS usando o ansatz
que descreve vortices com simetria rotacional, e na procura daqueles do tipo de Abrikosov-Nielsen-Olesen

mostramos que esses somente existem se a massa de Deser-Jackiw for maior que um valor minimo, ou

27¢e%v?
seja, se M > My = 3
K
O valor minimo acontece para M — oo quando a massa dos vértices se aproxima a dos encontrados no
27¢e*v?

K3

, assim, a massa dos vortices esta no intervalo mesy < Mpjosg < §mCSH.

modelo CSH, e o valor méaximo de Mp jcsy ocorre quando M =
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Mediante a analise numérica, observamos os perfis dos campos de Higgs e de do campo de calibre
a(r) seguem o formato daqueles do caso CSH. J4 o campo magnético também forma anéis, mas apresenta
um valor ndo-nulo na origem (diferente ao caso CSH), que se aproxima de zero rapidamente quando A per-
manece fixo e incrementamos n ou vice-versa. O fato do campo magnético ser diferente de zero na origem
¢ uma consequéncia da presenca do termo de alta derivada de Deser-Jackiw. Os perfis da densidade de
energia para n = 1, o valor difere daquele do CSH mas se aproxima desse quando A cresce continuamente.
Para n > 2 a energia forma anéis tal como acontece no caso de CSH. Em geral, os perfis dos campo do
modelo DJCSH se aproximam daqueles do CSH quando A — oo.

Entre as perspectivas futuras destacamos a possibilidade de estudar a existéncia estruturas BPS na
eletrodindmica de altas derivadas no contexto da quebra da invariancia de Lorentz, em modelos sigma O(3)

e C'P(N) calibrados, assim como nos modelos de Skyrme calibrados.
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APENDICE A

ELETRODINAMICA DE PoDoLsKkY-HIGGS

A.1 Solugées numéricas param < 2m,,,,

Falamos na Subsecao 3.2.1 do Capitulo 3 que embora os campos g, a e B satisfacam as condicoes
impostas para que tenhamos configuracoes de vértices BPS, a imposicao m < 2v/2ev nao nos leva as
solugdes que apresentam comportamento de Abrikosov, Nielsen e Olesen (ANO). Deste modo, nesta segao
mostraremos as solucoes com essa condigao para o respectivo limite da massa de Podolsky, visto que nao
achamos por bem tratar estas solu¢oes no Capitulo original da nossa contribuigao, pois como falado, estas
solugoes nao se comportam da mesma forma como as de ANO.

Portanto, na andlise consideramos o seguinte valor para o winding number n = 1 como também
para o termo do parametro de Podolsky m = 2y+/2, com o parametroy = 1/50,1/25,1/15,1/10,1/5,1/2,
9/10 variando, onde teremos as cores representando cada valor de -, ou seja, a cor vermelho (y = 1/50),
violeta (y = 1/25), amarelo (y = 1/15), azul (y = 1/10), rosa (y = 1/5), verde (y = 1/2) e preto
(v = 9/10).

Os perfis numérico do campo de

Higgs na Figura A.l nos revela que para P e ——

massas menores que o limite m = 2\/§€U

0 5 10 15 20 25

do modelo de PH, o dado campo demora
mais atingir o vacuo para massas extre-

mamente pequenas, no entanto, quando

atinge o mesmo, observamos que a solugao

ultrapassa-o formando um plat6 e depois de-

cai exponencialmente para valores menores

que o vacuo, e logo apds isto retorna para

0 mesmo, 0 que ndo representa solugoes

do campo de Higgs que descrevem vortices.

Se ampliarmos a resolucao do grafico para

v = 9/10, visualizaremos também um com-

portamento como de plato.

Figura A.1: campo de Higgs ¢(r) para diferentes valores de
75
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Para o campo de gauge a, o comportamento dado na Figura A.2 mostra que o mesmo apresenta um

maximo na origem, com valor igual ao unitério, mas ressaltamos que nesta andlise a = a/n afim de que

tenhamos o valor unitario. A medita que r cresce, o campo de gauge decai exponencialmente chegando a

ser nulo, inverte de sinal decaindo em um minimo e logo apds cresce novamente e converge a zero para

T — OQ.

0.061
0.041
0.021

-0.021
-0.044
-0.067
-0.08;
-0.101

Figura A.2: campo de gauge a(r) para diferentes valores de

.

E = r&pps em partes negativas, como dado na Figura A 4.

A Figura A.3 nos mostra os perfis
numérico para a densidade de energia BPS
Epps paran = 1 e diferentes valores de 7.

Através da Figura A.5b, podemos
constatar que a medida que 7y cresce, a den-
sidade de energia BPS £5pg apresenta valo-
res maximos na origem que aumentam gra-
dativamente. Mas para um dado valor de ¢
a densidade de energia BPS apresenta-se ne-
gativa, o que nao configura comportamento
de solugoes do tipo vértices mesmo que para
r — 00, Egps seja nula. Da mesma forma
observamos o comportamento para a ener-
gia total no limite BPS como visualizado na

Figura A.5b, mostrando-se negativa para va-

A solucao numérica para o campo
magnético mostrado na Figura A.5a eviden-
cia que os perfis do campo magnético na ori-
gem apresentam-se como maximos e tendo
comportamentos do tipo lump, mas a me-
dida que r cresce e atinge um dado valor,
ocorre uma inversao de B onde teremos um
minimo. A partir deste minimo, o campo
magnético volta a cresce invertendo de si-
nal, decaindo & zero para r — oo. Atra-
vés desta andlise, concluimos que embora o
campo magnético satisfaca as condicoes, o
mesmo nao tem os comportamentos das so-
lugoes do tipo ANO, ou seja, sem decaimento
exponencial oscilatdrio.

Observamos ainda que variando n

e fixando m = 2ewv, também constatamos

Figura A.3: Campo magnético B para diferentes valores de 7.
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lores m < 2/2.

0.000010+
0.000008 1
0.000006 1
0.000004
0.000002 1
0 ~<

6 8
-0.000002
l/
-0.000004 1
-0.000006 1
4 6 8 10

Figura A4: £ = r€ppg para valoresde n = 1,3,5,7,9,11, 13 com m = 2ev.

8BPS

(a) Densidade de energia BPS £gpg para diferen-

tes valores de ~.

(b) E = rEpps para diferentes valores de +.

Figura A.5: Solucoes numéricas para a densidade de energia BPS Epps e £ =
1/50,1/25,1/15,1/10,1/5,1/2,9/10 e m = 2yv/2.
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ApENDICE B

MobDELO DE DESER-JACKIW-CHERN-SIMONS-HIGGS

B.1 Obtencao da equacao do campo de Higgs

Para retornar-mos a equacao do campo de Higgs

que com auxilio da Lei de Gauss
1 (V*P—kA)B
Ay = ST o (B.2)

assume a forma

1 [(V2—kA)B? | 0V
4e2 A2 o[*

D;D;¢ +
operamos D~ na condicao de auto-dualidade, chegando portanto a
D;D;¢ = Fi[D1, Do) ¢ (B.4)
com [Dy, Ds] sendo o comutador de D1 com D, e expresso como
[D1, Do) = D1 Dy — Dy Dy, (B.5)
agora resolvendo essa operacgao para o comutador, teremos este mesmo da seguinte maneira
[Dy, D3] ¢ = —ieBo (B.6)
que substituida na equacao (B.4) resulta
D;D;p = FeBo. (B.7)

Para encontrar a derivada do potencial primeiro iremos integra-lo

[ v =t [ exjor { [ G (- \¢<¢<y>>!2)} [ [ #a6x5) (* ~ o)) | @)
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e derivando essa integral

[ Pxg =t [ Pxowitx-w | [ PuGix (0 - o))
[ e (2 - o) - | [ #a60) (2 - o))
2 [ Exloft | [ Euticws - wofw) (B9)
— e [ xiom | [ duGim (7 - o))
[ #ati - wyoo)

em que os dois dltimos termos desta equacao sao iguais, sendo desta forma

[ Pxgi = owea? | [ e 0 - o) | [ e (2 - ot

(B.10)
~20wpe'a? [ Extixw) o | [ daccn) (2 - o))
que mediante as propriedades da funcao de Green pode ser ainda expressa por
oV 1 2
d*x = ¢(w)e*A? | (V2 — KA 02 — o)
| e (72— n8) ™ ( ) -
= 20(w)e’A? (V2 = kA) " [Jo@)* (V2 = 1A) " (02 = [o(2)) ]
por conseguinte, através do da equacao BPS do campo magnético
B = £2A%* (V2 — kA) ' [|¢(x)|2 (V2= kA) ™ (02 = |¢(z)|2)] (B.12)
a equacao (B.11) com a substituicao de (B.12) no segundo membro desta mesma a torna
ov _1 2
d2 — 4A2 2 A 2 2 ]
[ s = otweta? (72 = na) ™ (02 = o) )] F eBotw (B.13)
e ainda da BPS (B.12) podemos tirar a seguinte relacao
V2 — HA B —1
20%% [§(w)|
que substituindo esta em (B.13) teremos
oV (V2 — kA) B)?
Px——— = B , B.15
[ xay = ot S et 19
e colocando este resultado em (B.1), a equacao do campo de Higgs no limite bBPS assume
ou mesmo
DDy = —20A%* (V2 — kA) ™ [W (V2 = kA (0 - W)} : (B.17)
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