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RESUMO

O presente trabalho aborda, de maneira simplificada, o modelo de Appleton para plasmas
magnetizados, no contexto da teoria usual de Maxwell e da eletrodinamica de Maxwell-
Carroll-Field-Jackiw (MCFJ), dotada de um 4-vetor fixo de viola¢do da simetria de Lorentz.
Iniciamos revisando os aspectos essenciais da propagacdo de ondas eletromagnéticas (EM)
em plasmas, analisando as relagoes de dispersao, indice de refracao, modos de propagacao e o
efeito de birrefringéncia. Na sequéncia, revisitamos alguns aspectos basicos da eletrodinamica
de Carroll, Field e Jackiw, como a derivacao das equacoes de Maxwell modificadas e das
relacoes de dispersao estendidas, o que conduz a birrefringéncia no vicuo. Por fim, estudamos
o modelo de Appleton no contexto da eletrodinamica de MCFJ, a fim de verificar os efeitos do
termo CPT-impar sobre os modos propagantes. Usando o mesmo procedimento, encontramos
as relagoes de dispersao, indice de refracao, modos de propagacao e o efeito de birrefringéncia.
Destacamos como o termo de CFJ altera os indices de propagacao e age os sobre os modos
de propagagao.

Palavras-chave: Modelo de Appleton. Fisica de Plasmas. Relacoes de Dispersao. Vio-
lagao da Simetria de Lorentz.



Abstract

The present work addresses, in a simplified way, Appleton’s model for magnetized plas-
mas in the context of the usual Maxwell theory and Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ)
electrodynamics, endowed with a fixed 4-vector of Lorentz symmetry violation. We begin by
reviewing the essential aspects of electromagnetic (EM) wave propagation in plasmas, analy-
zing the scattering relations, refractive index, propagation modes, and the birefringence effect.
In the sequel, we revisit some basic aspects of Carroll, Field, and Jackiw’s electrodynamics,
such as the derivation of the modified Maxwell equations and extended scattering relations,
which leads to birefringence in vacuum. Finally, we study Appleton’s model in the context of
MCFJ electrodynamics in order to verify the effects of the CPT- odd term on the propaga-
ting modes. Using the same procedure, we find the relations of scattering, refractive index,
propagating modes, and the birefringence effect. We highlight how the CFJ term alters the
propagation indices and acts on the propagating modes.

Key-words: Appleton’s model. Plasma Physics. Scattering relations. Lorentz symmetry
violation.



Capitulo 1

Introducao

O plasma é geralmente considerado o quarto estado da matéria, composto por parti-
culas eletricamente carregadas e livres, com dindmica regida por forgas eletromagnéticas [I].
Apesar de serem muito semelhantes a fase gasosa por nao apresentarem forma definida, os
plasmas diferem deste estado em diversos fatores, como na condutividade e nas interacoes,
caracterizando-se como um estado distinto da matéria. O nome plasma foi concebido em 1927
por Irving Langmuir (1881-1957), enquanto este estudava equipamentos eletronicos baseados
em gases ionizados. Percebeu que a maneira como o fluido eletrificado carregava elétrons
de alta velocidade, fons e impurezas, poderia ser comparada aos modos com que o plasma
sanguineo carregava globulos brancos e vermelhos e germens [2], [3].

A fisica de plasmas possui larga aplicacdo em diversas areas da fisica e da quimica,
sendo uma ferramenta de grande importancia para compreensao de varios fendmenos, como
por exemplo, a aurora boreal. A concentracao de particulas emitidas pelo sol no chamado
cinturao de Van Allen[] é outro exemplo de aplicacao da fisica de plasmas. Gases ionizados
e "ventos"(correntes de plasmas), emanados por estrelas, comportam-se como plasmas. Na
astrofisica, a fisica de plasmas tem grande aplicacao, pois em regioes do espaco onde hé
campos magnéticos, particulas emanadas por estrelas juntamente com radiacao estelar, sao
aprisionadas nas linhas de campo, formando nuvens de gas ionizado (plasma). Por isso, o
estado de plasma ¢ o mais presente entre toda matéria encontrada no Universo [2], [4]. O
estudo das nebulosas, compreendido na fisica de nuvens astrofisicas, assim como a fisica solar,
sao exemplos de sistemas onde a compreensao dos plasmas torna-se indispensavel.

Ha também os plasmas artificiais, que possuem varias aplicacoes tecnologicas por conta de
sua boa condutividade elétrica, decorrente de um nimero suficiente de portadores de cargas
em sua constituicao. Plasmas Tecnolégicos constituem uma area de pesquisa em grande
crescimento, com formagao de novos grupos de pesquisa nos ultimos anos [3].

Em 1939, Hans Albrecht Bethe (1906-2005) [6], [7], mostrou como a fusao nuclear podia
produzir a energia responsavel pelo brilho (energia emanada) das estrelas, o que despertou o

'Regido da atmosfera permeada por particulas energéticas carregadas, que sdo aprisionadas pela magne-
tosfera terrestre. Acredita-se que parte destas particulas provém vento solar e uma outra parte dos raios
cOHsmicos.
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interesse de varios cientistas, que em seguida buscaram tornar possivel um processo controlado
de fusao nuclear, viabilizando uma nova fonte de energia a ser utilizada. Para isso foi criado
o Tokamak, um reator nuclear que aprisiona o plasma resultante da fusao, composto por
isotopos pesados de hidrogénio, para possibilitar o seu estudo em altas temperaturas. Tal
fato concede a fisica de plasmas um papel importante na busca de fontes alternativas de
energia.

O estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas na frequéncia de radio levou a desco-
berta da ionosfera, camada natural de plasma localizada acima da atmosfera, que reflete as
ondas de radio, podendo também absorvé-las. Tal investigacao revelou as caracteristicas dos
diversos modos propagantes em plasmas, podendo ser longitudinais ou transversais as linhas
de campo magnético.

Um dos temas recorrentes dentro do estudo de propagacao de ondas em plasmas é o modelo
de Appleton, uma formulagao teorica criada por Edward Victor Appleton (1892-1965) para
descrever a reflexdo de ondas de radio pela atmosfera [8, ©9]. Anteriormente ao tratamento
teorico, Appleton também fez investigagbes experimentais sobre este fenomeno [10] 111, 12],
onde estudava a intensidade dos sinais da ondas de radio recebidas em Cambridge vindas
da estacao da B.B.C em Londres. Imerso neste contexto, juntamente com Miles Bernett
(1901-1979), desenvolveram técnicas para estudar os sinais refletidos e estipular a altura de
reflexdo (altura da camada refletora).

A existéncia de uma camada refletora (camada ionizada) na atmosfera foi postulada em
1902 por Arthur Edwin Kennely (1861-1939) e Oliver Heaviside (1850-1925) [13], quando
estes tentavam explicar a comunicacao via ondas de radio a longa distancias. No entanto, a
comprovacao experimental de tal camada s6 veio a ser realizada posteriormente por Appleton,
em 1935, pela qual foi laureado com o Prémio Nobel de Fisica em 1947. Em suas primeiras
observacoes Appleton e Barnett constataram que a intensidade dos sinais de radio recebidos
em Cambridge comegavam a variar no inicio do perfodo noturno, alterando-se ao longo de toda
noite, ao passo que ao longo do dia mantinha-se sem variacoes. Propondo-se a verificar se tais
ondas eram de fato refletidas, montaram um aparato experimental que variava continuamente
o comprimento de onda das ondas transmitidas e estudaram a propagacao a curtas e longas
distancias. Além disso, verificaram que a camada ionizada teria alturas diferentes ao longo
do dia ou noite, o que foi mais tarde explicado pela atuagao do vento solar ao atingir a
atmosfera terrestref| [14].

A proposta geral deste trabalho é analisar a propagacao de ondas eletromagnéticas em
plasmas magnetizados, abordados pelo modelo de Appleton. Neste contexto, é essencial o
conhecimento do formalismo de Fourier, que facilita a determinacao dos modos propagantes
e das relagoes de dispersao. Sao tomadas também as equagoes de Maxwell em meios ma-
teriais, que juntamente com a forca de Lorentz sao pontos de partida para a obtencao dos
indices de refracao. No entanto, ¢ também interessante fazer uso de outros tipo de eletrodi-
namicas neste contexto, como feito por Fernando Haas e Helayél Neto [16], que realizaram o

2 A histoéria sobre E. V. Appleton e a descoberta da Ionosfera é rica em detalhes, que sdo comentados no
trabalho de J. A. Ratcliff [15].
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estudo de propagacao de ondas eletromagnéticas em plasmas através de uma eletrodinamica
logaritmica.

Exitem outras extensoes de eletrodinamicas, como as que violam a simetria de Lorentz.
A simetria de Lorentz é um dos pilares da Fisica e do Modelo Padrao (MP). Foi introduzida
por Einstein em 1905, através do Principio da Relatividade, um dos postulados da Teoria da
Relatividade Restrita (TRR): As Leis da Fisica sio as mesmas em todos sistemas inerciais.
Nao existe nenhum sistema inercial preferencial.

A possibilidade de quebra espontanea da simetria de Lorentz surgiu em estudos de Gravi-
tagdo Quantica, no contexto das teorias de cordas [27, 28, 29, 30]. Baseado nesta ideia geral,
Alan Kostelecky e D. Colladay desenvolveram o Modelo Padrao Estendido (MPE) [31], [32],
uma extensao do Modelo Padrao que retine todas as possibilidades de quebra de simetria em
todos os setores do MP, descritas através de acoplamentos com tensores de fundo fixos.

A eletrodinamica Carrol-Field-Jackiw (CFJ) [2I], desenvolvida em 1990, foi o primeiro
tratamento que levou em consideracao a quebra de simetria de Lorentz na eletrodinamica
classica. Esta teoria consiste na Lagrangeana de Maxwell suplementada por um termo CPT-
fmpar, €05 (Kar)" AVF*?, com estrutura 4-dimensional analoga ao termo de Chern-Simons
[22, 23, 24], onde (K 4p)" é um 4-vetor fixo (responsavel pela violacao da simetria de Lorentz).

Recentemente, Qiu, Cao e Huang [25] adotaram esta eletrodindmica como teoria efetiva
para explicar fenémenos anomalos na matéria condensada, associando os termos adicionais
advindos da teoria de CFJ a efeitos como o chiral magnetic effect - CME [26], que surge
devido assimetria entre o nimero de densidade de férmios de quiralidade esquerda e direita
(left-handed e right-handed) na presenca de um campo magnético. Este trabalho conferiu
aos parametros de violacao uma realidade fisica na descricao de fendmenos de transporte da
Fisica da matéria condensada.

Em nosso estudo propomos o estudo do modelo de Appleton no cenério de violagao da
simetria de Lorentz, adotando a eletrodinamica modificada de Carrol-Field-Jackiw (CFJ), que
serd melhor apresentada no Capitulo 3. A seguir, o Capitulo 4 abordara o estudo de plasmas
magnetizados adotando a eletrodinamica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw, onde analisaremos
as relacoes de dispersao modificadas e as influéncias do parametro de violacao sobre o indice
de refracao. Basicamente um estudo das influéncias da quebra de simetria nos modos de
propagacao. Ao final, fazem-se consideracgoes sobre os resultados obtidos.

14



Capitulo 2

Plasma nao magnetizado e Modelo de
Appleton

O estudo de propagacao de ondas eletromagnéticas (EM) em plasmas surgiu de di-
ferentes contextos. Um deles foi o estudo de reflexdo de ondas de radio na ionosfera. Isto
era algo de extremo interesse na primeira metade do século XX, quando alguns cientistas
tentaram compreender detalhes sobre a real natureza da atmosfera terrestre. Arthur Edwin
Kennelly (1861-1939) postulou em 1902 [I3] que a atmosfera terrestre devia conter uma
camada condutora, que refletia ondas de radio como um espelho. Posteriormente, estudos
realizados por Edward V. Appleton (1892-1965) [10], [IT], [12], entre 1924 e 1927, prova-
ram a existéncia de uma camada condutora na atmosfera, que foi chamada de Ionosfera. O
estudo teorico de tais reflexdes foi desenvolvido por Appleton [§], [9], consistindo em uma
modelagem para lonosfera como uma camada composta por elétrons e ions, que moviam-se
sob influéncia de um campo magnético externo.

2.1 Plasmas nao magnetizados

Inicialmente, vamos considerar o caso mais simples, que consiste em estudar plasmas
na presenca de campo elétrico. Neste cenario, é adotado um campo elétrico oscilante E ~
Eoc™“!, proveniente de uma onda eletromagnética, a fim de estudar os modos de propagacao
permitidos para o sistema. Neste trabalho sempre desprezaremos o movimento de fons, que
sao naturalmente mais pesados que elétrons, o que permite trabalharmos com apenas um
tipo de particula. Considerando que as particulas estejam dissociadas umas das outras, e de
forma que nao interagem entre si, partimos da segunda lei de Newton e escrevemos a equacao
de movimento para uma particula de massa m e carga ¢ do sistema:

d’r &t g
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As particulas do meio oscilam na mesma frequéncia do campo elétrico, de modo que r =

ro (w) eiwt

, 0 que nos leva a

q
mw?

—w2r0 (CU) = i]30 — Ty (w) = — E,. (212)
m

Multiplicando a expressdo acima por ngq/eo, onde ng é a densidade de particulas e g a
permissividade elétrica do vacuo, temos

2 2
@qro (w)=— fog sEo — P(w)=—g fog 5
€0 EoMmw EoMmw

E (), (2.1.3)

sendo P (w) = ngp (w) a polarizagao do meio e p (w) = gr (w) o momento de dipolo elétrico
de uma particula. A polarizacao do meio é relacionada ao campo elétrico por meio da relacao
P (w) = gox (w) E (w), de modo que a susceptibilidade elétrica x (w) possa ser expressa como

2
nog

= — . 2.14

X(@) = (2.1.4)

Podemos também escrever a permissividade do sistema, & (w) = go (1 + x):

£(w) = &g ( - w—’%> : (2.1.5)

onde

w2 = noq*/gom, (2.1.6)

é a frequéncia de plasma. Esta ¢ uma frequéncia caracteristica do meio em questao, que
mede a oscilacao natural da densidade de particulas no plasma.

Para estudar a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios dispersivos, devemos
langar mao das equagoes de Maxwell em sua forma macroscopica [18], [20]:

V-D(r,t)=p (2.1.7)
V x H(r,t) — % =J, (2.1.8)

V-B(r,t) =0, (2.1.9)
V xE(r,t)+ %:’t) =0, (2.1.10)

juntamente com as relagoes constitutivas D (r,t) = ¢E(r,t) e B(r,t) = pH(r,t). Neste
capitulo trabalharemos no Sistema Internacional de Unidades (SI). Associando uma depen-
déncia do tipo Fourier para os campos E (r,t), D (r,t), B (r,¢), H(r,t), e corrente J (r,1),
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escrevemos:

E(r,t) = B¢k ) D(rt)= Delkr—, (2.1.11)
B (r,t) = Be!®™)  H(r,t) = He'krh, (2.1.12)
J(r,t) = Jeilkr=wb), (2.1.13)

Com isso, as derivadas obedecem & seguinte prescri¢ao operatorial:

0
ke —— —1 2.1.14
V—ike 5 T ( )

de maneira que reescrevemos as Eqs. (2.1.8) e (2.1.10) como

ik x H +iwé (W) E = 0, (2.1.15)
ik x E —iwi (w)H =0, (2.1.16)

onde consideramos J = 0. Usando as relages constitutivas no espaco de Fourier, D (w) =
£(w)E(w) e B(w) = pu(w)H (w), e tomando o produto vetorial do vetor de onda k com a
Eq. (2.1.16)), temos

k x k x E=wji(w)k x H, (2.1.17)
e substituindo-a em (2.1.15)), obtemos:
1 - -
——k Xk xE+wé(w)E=0. 2.1.18
= ® (2118

Podemos também expressar a equacao acima como

_tljz

k(k-E) “KCE=—wi(w)E W) (2.1.19)

Retornando a permissividade € (w), dada pela Eq. (2.1.5), a Eq. (2.1.19) nos permite
estudar os modos de propagacao permitidos pelo sistema.

2.1.1 Modo longitudinal

O modo longitudinal corresponde a uma configuracao de polarizagdo do campo E paralela
ao vetor de onda k, ou seja, k || E. Trata-se de uma configuragao excepcional, que nao ocorre
para ondas E.M no vacuo, como bem conhecido. Deste modo, a onda deve "propagar-se''na
mesma dire¢cdo do campo elétrico. Com isso, vamos adotar k =|k| Z e E = Ezé, de forma

que a Eq. (2.1.19), considerando fi (w) = po, fornece:

k <|k| E) KB, = —w?uof (w) B, (2.1.20)
0 = —w?poé (w) E.. (2.1.21)
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Para que E, # 0, devemos impor £ (w) = 0, resultando, pela Eq. 1) em

w2

1— w—g =0 = W =uw. (2.1.22)

Isto mostra que, em um plasma nao magnetizado ¢ permitida a onda longitudinal com
frequéncia igual & w, (frequéncia de plasmas) [2],[I8]. Observe que este modo possui veloci-
dade de grupo (v, = dw/dk) nula, uma vez que a relagao (2.1.22)) ndo depende de k. Significa
que este modo nao se propaga. Este é conhecido como modo de oscilagoes de plasmas.

2.1.2 Modo transversal

Investigaremos agora o modo transversal, caracterizado por apresentar campo E ortogonal
a direcao de propagacao, ou seja, k 1 E. Assim, teremos k- E =0 e a Eq. (2.1.19) fornece:

[k?—w?p0é (w)] E = 0. (2.1.23)
Para uma solugao nao trivial considera-se E # 0, o que nos leva a solugao
k? = w?uoé (w), (2.1.24)
que, usando a Eq. (2.1.5)), resulta em
2 2
P =—>2 ou n*= —-2L (2.1.25)

onde usamos jipgg = 1/c¢* e a definigao para o indice de refragao, n = ck/w. Esta ¢ a relagao
de dispersao para o modo de propagacgao transversal.

2.1.3 Indice de refracao, propagacao e absorgao

Em meios dispersivos, podem ocorrer propagacao ou absorcao. A propagacdo ocorre
quando o indice de refragdo (ou vetor de onda) é real, ou seja, para intervalos de frequéncia
em que n(w) € R, condigdo que garante um vetor de onda real, o que indica uma onda
propagante (proporcional ao termo e™®T). O fenomeno de absor¢ao ocorre quando o indice
de refragdo torna-se imaginario, n (w) € C, seja o meio dispersivo ou nao dispersivo. Para n
complexo corresponde um vetor de onda complexo, k € C, que gera uma onda evanescente
(proporcional ao termo e ¥T), representando a impossibilidade de propagacio no meio.

Note que, na Eq. , a frequéncia de plasmas (w,) define um limite que demarca a
separacao entre uma regiao em que n € R e outra em que n € C, o que define intervalos de

propagacao ou absor¢ao da onda eletromagnética, vide Figura 2.1}

(i) Para w < w, nao ocorre propagacao de ondas EM no plasma, pois temos n? < 0,
levando a n € C.
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Figura 2.1: Grafico para n?.

(ii) Se w > wy, temos n € R, ocorrendo propagacao de ondas EM no plasma.

Vale observar que, para o regime de frequéncias em que w >> w,, a Eq. (2.1.25)) recai

2 = ?k?, a relacao de dispersao para o vacuo. Portanto, neste regime de

emn? =1ouw
frequéncias, a onda se propaga como estivesse no vacuo, sem sofrer efeitos do meio, como a
dispersao. Como exemplo, podemos mencionar a luz visivel na ionosfera, onde a densidade
de particulas ¢ aproximadamente ng ~ 10'2m=3, o que leva a uma frequéncia de plasma
wp = 10°H z, uma ordem de magnitude muito abaixo do espectro visivel (10" Hz).

Outro detalhe interessante, que esta esta relacionado ao item (i), é que tal regime de
frequéncias é extremamente 1til para comunicacoes via rddio. Uma onda de radio pode ter
de 10Hz a 10°H z, sendo geralmente utilizadas para meios de comunicacao ondas na faixa de
108H z. Tais ondas, emitidas de um ponto aqui da Terra, sao refletidas de volta & superficie
ao atingir a ionosfera, possibilitando que a onda emitida atinja receptores localizados em

outras partes do globo [19].

2.2 Modelo de Appleton para plasmas magnetizados

Aqui apresentaremos o chamado modelo de Appleton para plasmas magnetizados. Va-
mos realizar um estudo simplificado, considerando ondas transversais em um plasma rarefeito,
composto por particulas de carga ¢, cuja amplitude de movimento seja pequena de modo a
dispensarmos efeitos de colisdes [17], [I8]. Adotaremos um campo magnético externo uni-
forme e intenso, disposto ao longo de um eixo - z: By = ByZ. Neste cenario, cada particula
estd submetida a seguinte forca:

d’r ¢ dr
—=—|E+—xB 2.2.1
A2~ m ( LT 0) ’ (2.2.1)

onde E é o campo elétrico pertencente a onda eletromagnética. Também foi desprezada
a influéncia do campo magnético da onda EM frente ao campo uniforme By. Propondo
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transformadas de Fourier para a posicao r e para o campo E,

1 “+o0 - 1 “+00 _ ot
- = —w = W 2.2.2
= / Fw)e e o B(f)= - / B (w) e dw, (2.2.9)

—00 —00

r(t)

teremos para os termos de derivada temporal a prescricao

d?r (t dr (t
;tg ) —w’r (w), % — —iwr (w), (2.2.3)
que nos leva a .
—?r (W) = LB (w) - Zgr (w) x By, (2.2.4)
m m

Multiplicando a equagao acima pelo densidade de particulas ng, e também por ¢, obtém-se:

nog> iw
—w?noqr (w) = ::Z E (w) —Enoqzr (w) x By, (2.2.5)
—w’P (w) = gow’E (w) i p (w) x By, (2.2.6)
m

sendo w]f = ngq*/e,m a frequéncia de plasmas, P (w) = nop (w) a polarizagao do meio, onde
p = gqr é momento de dipolo elétrico de apenas uma unica particula de carga ¢ [17]. A Eq.
(2.2.6)) pode ser escrita na forma indicial,

—w?pPF = EowiEk—i%ekmanBg, (2.2.7)
m

onde foi ocultada a dependéncia de P e E em termos de w. Sabendo que o campo magnético
estd alinhado a dire¢do z, este s6 contribui com indice 3 no ltimo termo de (2.2.7), de
forma que podemos escrever um sistema de trés equacoes, para as trés componentes de P,
k=1,2,3, ou seja:

—w?PY = g EU)—@%Q% PABY, (2.2.8)
—w? P = g E<2>—z‘%em POB®. (2.2.9)
—w? PO = g E<3>—z‘%”egm3 pm B, (2.2.10)
que recacm emm
—w?P, = 50w§Ex—iwwch, (2.2.11)
—w? P, = ggw) By+iww: P, (2.2.12)
—w?’P, = w2 E., (2.2.13)

20



onde usamos as propriedades do simbolo de Levi-Civita e definimos a frequéncia de cicloton:
we = qBy/m. (2.2.14)

Esta é frequéncia angular correspondente a orbita das particulas em torno das linhas do
campo magnético By. Para buscar uma expressao para a susceptibilidade elétrica do sistema,
devemos escrever cada componente da polarizagao em funcao das componentes do campo
elétrico, uma vez que a relagao isotropica P = gy E pode ser generalizada na forma tensorial
P' = eyxi;E?, onde x;; representa o tensor de susceptibilidade [17],[20]. Tomando as Egs.

(2.2.11) e (2.2.12)), podemos isolar a componente P, em termos das componentes do campo

elétrico: ) )
w Wew
P, = —eg—5L—<E,—ie L __F,. 2.2.15
el ) 2219)
Substituindo este resultado na Eq. (2.2.12)), obtemos uma relagao similar para a componente
Py
P Wi, g “ g (2.2.16)
=co—— 5 F, —co———— . 2.
0w W)

De posse das expressoes (2.2.13)), (2.2.15) e (2.2.16]), podemos montar uma equacao matricial

para a polarizagio, P' = gox;; E?, sendo esta:

2 2
wy . wewy

T (w2=w?) -t w(w?2—w?2) 0 Ex
twew? ¢ w2 ¢
Poc |t o o | |B, (2.2.17)
3 2
0 0 ~4 | LB

A matriz 3 x 3 na Eq. (2.2.17) é a susceptibilidade elétrica, ;;, que pode ser usada para obter
a permissividade elétrica £;; do sistema. Para isso, utilizamos a relagao para o deslocamento
elétrico:

Di = &ToEi + €0XijEj = &0 (52J + Xij> Ej, (2218)

onde a permissividade é dada por
Eij = €0 (05 + Xu5) - (2.2.20)

A partir de (2.2.17)), podemos escrever a forma explicita de &;;:

w? L wew?
- ~sw=n O
~ Twew? w?
€ij = €0 —w(w2—<ig) 1— (wQ——pwg) 0 . (2.2.21)
w2
0 0 1— =%

€
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Este é o chamado tensor de permissividade [2], [17], que contém as principais propriedades
de um plasma magnetizado, revelando como o meio reage a presenga dos campos elétrico e
magnético. Podemos observar que a presenca do campo magnético By estabelece anisotropia
no sistema, o que se manifesta através da diferenga do setor 2 x 2 (da matriz (2.2.21)), que
isola as componentes x e y (ortogonais ao campo magnético) em relacao ao elemento £33.
Note que fazendo By = 0, teriamos w. = 0, e a Eq. apresentaria componentes nao
nulas apenas na diagonal principal,

1-% 0
1_(.1.)

0
0 0
0 0 1-23

|E
tolsto

évz'j =& , (2222)

uma forma de tensor de permissividade tipica de meios isotropicos. O tensor de permis-
sividade constitui uma ferramenta fundamental no estudo de propagacao de ondas
eletromagnéticas em qualquer meio material (eletrodindmica de meios continuos), assim como
em plasmas diversos. A permissividade é propria para plasmas na presenca de campo
magnético (plasmas magnetizados), sendo o ponto de partida para discussao das propriedades
destes sistemas.

No caso em que vale a relagdo (2.2.19)), as equagoes de Maxwell fornecem uma equagao
de onda para o campo elétrico na forma tensorial. neste caso, a Eq. é substituida
por :

ki (kszj) —KEi= — Wi (w) B (2.2.23)

que utilizaremos para estudar os modos propagantes para plasmas magnetizados.

2.2.1 Modo longitudinal

O modo longitudinal corresponde a uma configuracao de campo E paralela ao vetor
de onda k, ou seja, k|| E. Deste modo, a onda deve propagar-se na mesma dire¢cao do
campo elétrico. Com isso, vamos adotar k = |k| 2 e E = E.2, de forma que a Eq. (2.2.23),
considerando i (w) = pyg, fornece:

K| (|k| E) —KE, = — (%)2 i—TE (2.2.24)
0=— (%)2 Zi;E (2.2.25)

Para que E, # 0, devemos impor £33 = 0, resultando, pela Eq. (2.2.21), em

w2

1——2=0 - w’=uw. (2.2.26)
w

Isto mostra que o modo longitudinal em um plasma magnetizado vibra na mesma frequén-
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cia de um plasma nao magnetizado [2], [18].

2.2.2 Modo transversal

Investigaremos agora o modo transversal, caracterizado por apresentar campo E ortogo-
nal a direcao de propagacao, ou seja, k 1 E. Para melhor desenvolvimentos dos calculos,
fixaremos a dire¢ao de propagagio da onda ao longo do eixo - z, fazendo k =|k| 2, de modo

que o campo elétrico seja escolhido como E = <E$, Ey, 0), possuindo apenas componentes

transversas ao vetor k. Usando k' E7 = 0 na Eq. (2.2.23)), temos:

2 . =
- (5) KEi=— YR (2.2.27)
w €0
ou seja:
c\?2 éz ~ .
{(—) K25, — —J] B =o. (2.2.28)
w €0

A Eq. (2.2.28)) pode ser lida numa forma matricial, obtida usando o tensor ([2.2.21)):

2 w? twew?
VK2 14— o T E
_w(oﬂ—f)g) (ﬁ) k*—1+ (w2—pw§) 4
ou simplesmente,
A-E=0. (2.2.30)

A matriz A é a chamada matriz de dispersio [4], que contém as informacoes necessérias
para encontrar as relacoes de dispersao para os modos transversais da teoria. A Eq.
possui solucao nao trivial quando o determinante da matriz de dispersao se anula: det A=0.
Usando-se a defini¢do para o indice de refracdo n = ck/w [17], obtemos:

w? 2 Wew? 2
2 p ¢ _
{n — 14 —(w2 — wg)} - {—w (w2 — w2)} =0, (2.2.31)

C

n?=1- {M} , (2.2.32)

que fornece expressoes para o indice de refracao:

w? w?
n=1-—7>"—— oun’=1-—>="— (2.2.33)
w (w+ we) w(w —we)

congregaveis em apenas uma expressao:

ni=1-—7=2r— (2.2.34)



Veremos a seguir que cada expressao para o indice de refragao (ny ou n_) esta associada
a um modo de propagacao transversal de polarizacao distinta.

2.2.3 Indices de refracdo n., propagacao e absorcao

A Eq. na verdade fornece quatro solucoes para o indice de refracao n. No
entanto, neste trabalho, levaremos em consideracao apenas indices de refracao positivos ou
que apresentem intervalos de positividade. Por comodidade, trabalharemos com as expressoes
quadraticas apresentadas em (2.2.34)) e quando nos referirmos a n, e n_, estaremos indicando
apenas suas solucoes positivas, o que significa ter

ng =4/1— —2 (2.2.35)

como uma funcao real.

Como ja comentado, em meios dispersivos podem ocorrer os efeitos de propagacao e
absor¢ao, observados quando n € R ou n € C, respectivamente. Logo, ocorre propagacao
para um plasma magnetizado nos intervalos de frequéncia em que n3 > 0, ao passo que
ocorre absorgao para intervalos onde n < 0.

O comportamento dos indices quadraticos n3 e n?, dados na Eq. , est4 ilustrado
nos graficos da Figura [2.2] onde também é mostrado o comportamento da frequéncia w em
funcao do vetor de onda k. Os indices ni e n? possuem raizes diferentes, ou seja, tocam
no eixo - w em posicoes distintas. As raizes positivas relativas a n, e n_ estao apresentadas

1
5 (, Jw? + dw? —cuc), (2.2.36)
1
wo=3 (1 fuw? + 402 + wc> , (2.2.37)

sendo chamadas de frequéncias de corte (cutoff frequencies), pois estabelecem frequéncias

abaixo:

Wy =

limitrofes para os efeitos de absor¢ao e propagacao. Analisando a expressao ([2.2.34)), o
comportamento do plasma pode ser descrito de acordo com os intervalos seguintes:

(i) 0 < w < wy: ocorre absorgao para o modo associado ao indice de refragdo n,, uma
vez que nz+ < 0 e ny € C neste intervalo. O modo relacionado a n_ se propaga neste
intervalo.

(ii) 0 < w < w,: propaga a onda associada ao indice de refragdo n_, ja que temos n? > 0.
(ili) w, < w < w_: temos absor¢ao para o modo correspondete a n_, pois temos n? < 0.
(iv) w > w_: propagam as ondas associadas aos indices ny e n_, tendendo a 1 (n2 — 1) no

limite em que w — oo.
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Figura 2.2: Graficos dos indices de refragio n% e n? para w = w,.

Na Figura as curvas tracejadas (azul) estdo associadas ao indice de refragdo n_,
enquanto a linha solida (vermelha) esta associada ao indice de refragdo n.. Considerando
We = Wy, a ressonancia de ciclotron (w = w.) também ocorre para a frequéncia de plasmas
Wp.

Para analisar a natureza da polarizacao dos modos de propagacao permitidos nesta teoria,
retornamos a equacao matricial , onde n = ck/w assume dois valores possiveis, dados
pela Eq. (2.2.34). Esta equagao ¢ compativel com autovalores nulos. Logo, os autoestados de
nosso interesse sao aqueles associados a autovalores nulos. Iniciamos substituindo a expressao

para n, em (2.2.29)),

2 ; 2

TL2 . 1 + wp WeWp, E~'
+ iwcug;ﬂ_wg) , w(wQ_wg)MQ |: ~m:| — 07 (2238)

_w(wz;fjg) ny — 1+ (wawg) Ey

que fornece os autovalores com seus respectivos autovetores:

22 - i
A = —? _ L F = 2.2.39
(1+) w (wz _ UJ?) (1+) [1:| ) ( )

~ —1

)\(2+) =0 — E(2+) = [ 1 } . (2.2.40)

Deste modo, vemos que E4) € o autovetor associado ao autovalor nulo, A24), sendo este o

campo elétrico que se propaga com velocidade de fase u,, = ¢/ny. O campo elétrico Ey)
pode ser escrito como

]

- 1
Eoyy = —i H , (2.2.41)

e representa uma onda circularmente polarizada a direita.
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Substituindo a expressao para n_ na Eq. (2.2.29]), temos a equacao matricial

2 w% iwcw% ~
n* 1i—“f;w(—92_w2) , w(ﬁ—w%)w F?r} =0, (2.2.42)
Ty B U= v B
cujos autovalores e autovetores sao:
2uwaw? - —
Ny = —— P v B = 2.2.43
(1) w (W? — w?) (1-) {1}’ ( )
/\(2_) =0 — E(Q_) = |:i:| . (2.2.44)

Sabemos que autovetor E(g,), associado ao autovalor nulo, é quem representa o campo elétrico
da onda propagante, no caso, uma onda circularmente polarizada & esquerda. Desta forma,
temos dois modos propagantes correspondendo a ondas circularmente polarizadas a direita
(E, = —iE,) e a esquerda (E, = ¢E,), RCP e LCP, respectivamente [4], [I7]. Abaixo é
apresentada a polarizacao relacionada a cada modo transversal encontrado:

_ —i
Ercp = 7
- [ 1

Egrcp = % [—z] , associado a n_. (2.2.46)

Algo importante é que neste contexto é possivel ocorrer a propagacao simultanea dos dois
modos (associados aos indices de refracdo n, e n_). Para isso, ¢ necessario que n*> > 0 e

1
[] , associado a n, (2.2.45)
)

n% > 0 para um mesmo intervalo de frequéncia, fato que ocorre quando w > w_ e para o
intervalo w, < w < w,.. Note que a frequéncia de corte w, pode ser maior que a frequéncia
de ciclotron w,., como mostrado na Figura Quando isto ocorre, s6 ocorre propagagao
de ambos 0s modos no intervalo w > w_.

A sobreposicao destes dois modos gera uma onda linearmente polarizada. O fato de
termos n_ # n, gera uma diferenca de velocidade de fase que implica na rotagao do vetor
campo elétrico da onda propagante (rotagao da diregao polarizagio), o fenémeno conhecido
por birrefringéncia.

2.3 Birrefringéncia

A birrefringéncia ocorre quando um material manifesta diferentes indices de refracao rela-
cionados a direcao de propagacao da luz refratada. Este fendomeno pode se apresentar de duas
formas: como a dupla refracao ou como birrefringéncia circular. A dupla refracao é separacao
da luz refratada em dois raios em direcoes diferentes, um que obedece a lei de snell e outro
que surge devido a um segundo valar para o indice de refracdao. Por sua vez, a birrefringén-
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Figura 2.3: Birrefringéncia em cristais 6pticos.

cia circular ocorre quando dois modos fisicos se propagam na mesma direcao, associados a
indices de refracao diferentes, e sofrem defasagem devido a diferenca de velocidade de fase.
Neste caso, o campo elétrico, que define a polarizacao, sofre rotacao. Em cristais 6pticos a
birrefringéncia se manifesta de acordo com o angulo de incidéncia em relacao ao eixo 6ptico,
como mostrado na Figura : No caso (a) a luz incide obliquamente em rela¢do ao eixo
Optico, ocorrendo dupla refragao, com raios refratados em dire¢oes diferentes. No caso (b)
a luz que incide ortogonalmente ao eixo 6ptico, ocorrendo birrefringéncia circular, e os raios
refratados na mesma direcao estao defasados. Pra incidéncia paralela ao eixo 6ptico, como
no caso (c), nao ocorre birrefringéncia e a luz é refratada como em um cristal isotropico.
Para um tratamento melhor sobre birrefringéncia vide a referéncia [45].

Tal fenémeno pode manifestar-se dentro do contexto de plasmas, tal como examinado
na ultima secao, ja que os indices de refracao obtidos neste capitulo estao relacionados a
velocidades de fase distintas para ondas que se propagam na mesma direcao - z:

Uphse = — (2.3.1)
ny

Neste caso a birrefringéncia ocasiona a rotacdo do plano de polarizacao: quando uma
onda linearmente polarizada se propaga dentro de um material birrefringente, emerge do meio
também como uma onda linearmente polarizada, porém com campo elétrico rotacionado (no
plano de polarizagao). Isso ocorre pelo fato da onda inicial ser decomposta em duas ondas
circularmente polarizadas que viajam com velocidade de fase diferentes. Tal diferenca de fase

é responsavel por rotacionar o plano de polarizagao, como mostraremos a seguir.
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2.3.1 Efeito Faraday

Ha vérias formas de gerar o fenomeno da birrefringéncia. No caso do efeito Faraday,
ocorre gracas a presenca de campo magnético By externo, que gera velocidades de fase dis-
tintas para os modos propagantes. Observe que, se fizermos By = 0, teremos w. = 0 na Eq.
(2.2.34)), e por consequéncia:

ny =n_, (2.3.2)

levando a igualdade entre as velocidades de fase dadas na Eq. . Portanto, neste caso,
s6 ocorre birrefringéncia ou rotacao do plano de polarizagao, quando o meio é submetido a
um campo magnético externo.

A rotacao do plano de polarizacao devido a um campo magnético foi primeiramente
observada por Michael Faraday, um dos mais importantes cientistas do século XIX. Faraday
utilizou um eletroima para estudar a influéncia do campo B sobre a luz que transpassava um
vidro grosso, observando que tal arranjo rotacionava o plano de polarizacao da luz. Esta foi
a primeira vez em que se observou uma ligacao entre a luz e o magnetismo. Tal fené6meno
ficou conhecido como rotacao de Faraday ou efeito Faraday.

2.3.2 Angulo de rotacio do plano de polarizacio

Ha como demonstrar que a diferenca entre os indices de refracao da Eq. , rotaciona
o plano de polarizacao da onda resultante que emerge do meio. Para ilustrar a deducao desta
rotacao, vamos considerar uma onda linearmente polarizada, que se propaga uma distancia L
no plasma. Inicialmente, sua orientacao de polarizagao pode ser decomposta em duas ondas
circularmente polarizadas (a direita e a esquerda), nao defasadas, como mostrado a seguir:

1 11 1]1
E nicial — = = . = |.]- 2.3.
—— ~—
RCP LCP

Apos a propagacao ao longo de uma distancia L, onde as ondas RCP e LCP passam a ter
vetores de onda distintos (k4 e k_), o campo elétrico resultante é expresso como

- 1(1 ) 1 (1] .
Erina = = kel = kL 2.3.4
Final = 5 {_21 e + 5 [Z] e ) ( )
EFinal — §€Z(k++k_)L/2 { |:_Z:| ez(k.;,_fk_)L/Z 4 |:Z:| el(k+k_)L/2} ’ (235)

podendo ser reescrito forma

~ 1 . 62‘0 e—i@
) — = ’L'l,ZJ . - .
EFmal 26 { |:_Z.ezg:| + |\Z-€_29} } ) (2 3 6)
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onde foram usadas as seguintes definigoes:

L L
Simplificando o resultado (2.3.6]), obtemos:
P (e 0
Eanal € |:Sln9:| . (238)

O campo elétrico é rotacionado no plano de polarizagdo (plano da frente de onda) pelo angulo
0. A fim de mostrar tal rotacao, escrevemos as ondas inicial e final na forma vetorial:

Ernicial = €1 € Bpig = € [cos 0€; + sin 0é,] , (2.3.9)

sendo € e € os versores que definem o plano de polarizacao. Quando # = 0, o que 86 ocorre
para k. = k_, ambas as ondas apresentadas na Eq. (2.3.9) terdo a mesma direcao para o
campo elétrico,

EInicial =€ € EFinal = eiwela (2310)

mostrando que a direcao de polarizacao linear nao ¢ alterada quando as relacoes de dispersao
(vetores de onda) sdo iguais para as componentes RCP e LCP. Para 6 = 7/2, por exemplo,
o campo elétrico final terd direcao es,

Elnicial =€ € EFinal = eiw€27 (2311)
indicando que a polarizacao da onda final é rotacionada por um angulo 6 (de 7/2). Observe

que isto s6 ocorre devido a diferenca entre vetores de onda k, # k_, ou seja, quando as
relacoes de dispersao para os modos RCP e LCP sao diferentes, fato que garante um angulo

de rotacao nao nulo segundo a Eq. (2.3.7).
O angulo de rotacao pode ser expresso em funcao dos indices de refracao. Substituindo

k = nw/c na Eq. (2.3.7), obtemos:

wlL L
0= 5 (ny —m_) = ~ (ny —n_), (2.3.12)
onde A é o comprimento de onda da onda incidente no vacuo. O “poder de rotagao” 6 = 6/L

(diferenga de fase por unidade de comprimento), é dado como

d=—(ny —n_). (2.3.13)
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2.3.3 Birrefringéncia em plasma magnetizado

O plasma magnetizado, estudado na secao 2.2, admite dois indices de refracao, n, e n_,
associados com dois modos eletromagnéticos propagantes de onda circularmente polarizada,
LCP e RCP, respectivamente. As velocidades de fase dos dois modos sao:

c
1 —w2/w(wEw)

Uphe = (2.3.14)

Podemos calcular também o poder de rotagao decorrente para plasma magnetizado, cujos
indices de refracao estao dados na Eq. (2.2.34)), fornecendo:

5:§<\/1—w§/w(w+wc)—\/1—w§/w(w—wc)>. (2.3.15)

No limite de altas frequéncias w >> (wp,w.) [2], onde se garante que ambos os modos
associados aos indices ([2.2.34]) se propagam simultaneamente, temos:

2

~1 “r (2.3.16)
e 2w (w+ w,)’ e
o que implica no seguinte fator:
2 2
s w w
0~ — P — P 2.3.17
A (2w(w—wc) 2w(w+wc))’ ( )
wiw
o~ L. 2.3.18
2cw? ( )

Dessa forma, vimos que a diferenca entre os indices de refracao provoca a rotacao do
plano de polarizacao. A peculiaridade do efeito Faraday é que tal diferenca é provocada pela
presenca de um campo magnético externo alinhado & direcao de propagacao da onda, como
ocorre num plasma magnetizado, onde a presenca do campo By estabelece a diferenca entre
os fndices de refracao n, e n_.
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Capitulo 3

A eletrodinamica de
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw

Em 1990, Carroll, Field e Jackiw (CFJ) [21] propuseram uma modificagao para eletrodi-
namica de Maxwell através da adigao de um termo do tipo Chern-Simons (CS) a Lagrangeana
de Maxwell (eletrodinamica de Maxwell) em 4 dimensoes (14 3): £ = Lgy + Los. Nesta
proposta, era preservada a simetria de calibre, mas a simetria de Lorentz era violada. Impor-
tante aqui distinguir o termo tipo Chern-Simons, quadridimensional, do termo original de CS
[22], [23], [24], tipicamente definido em (1+2) dimensdes, €,,,A*0” A%, conhecido por gerar
um termo de massa (topologica) para foton planar. O termo CFJ, €,,q5V*A?0%AP, ¢ dito ser
do tipo Chern-Simons por ser constituido de uma estrutura similar ao termo CS, envolvendo
o sfimbolo de Levi-Civita 4-dimensional €,,,3, 0 4-potencial A* e um campo de fundo fixo,
V#E. Este 4-vetor funciona como um campo de fundo que nao se transforma como 4-vetor
usual, sendo responsavel pela quebra da simetria de Lorentz. Esta foi a primeira investigacao
da eletrodinamica classica de Maxwell sob efeito da quebra da simetria de Lorentz.

Veremos neste capitulo que a modificacao mencionada acima altera as equacoes de Maxwell
(nas leis de Gauss e Ampére), gerando novas relagoes de dispersao, que descreve a propagacao
das ondas eletromagnéticas neste vacuo alterado pelo campo de fundo. Novas propriedades
sao entao percebidas, como a birrefringéncia do vacuo.

3.1 A teoria de MCFJ e o Modelo Padrao Estendido

O modelo de Carroll-Field-Jackiw representa a parte CPT-impar do setor de fotons do
chamado Modelo Padrao Estendido [31], [32], uma grande extensdo do Modelo Padrao cons-
truida por Colladay e Kostelecky nos anos 90, que acopla tensores fixos (termos de violagao
da simetria de Lorentz) a todos os campos fisicos do Modelo Padrao. Tais tensores emergem
como valores esperados no vacuo apdés uma quebra espontanea da simetria de Lorentz ocor-

rer numa teoria primordial definida em escalas de altissimas energias, proximo da energia de
Planck [27], [28], [29], [30].
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Além do setor CPT-impar, existe o setor CPT-par, representado originalmente por um
tensor de rank-4, com as simetrias do tensor de Riemann. A lagrangena deste setor, em
unidades naturais, escreve-se na forma:s:

1 1

L= - L R — 1 (FAR)p FF, (3.1.1)

onde F" é o tensor eletromagnético e (karp) é o tensor de rank-4 responséavel pela quebra

KAV
de simetria de Lorentz. Os detalhes desta eletrodinamica foram apresentados por Kostelecky

e Mewes [33], [34], [35].

3.2 Setor de gauge CPT-impar do MPE

Apresentamos abaixo a Lagrangeana da eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw:

1 14 1 14 (8%
L= =7 FuwF" = Zeuas (K ap) AVFP, (3.2.1)
onde Fj,, é o tensor eletromagnético, €,,,3 ¢ o simbolo de Levi-Civita 4-dimensional e
(Kar)' = (Kar)y, (Kar)') ¢ o campo de fundo responsavel pela quebra da simetria de
Lorentz [2I]. O tensor eletromagnético é antissimétrico por defini¢do, dado em termos de
derivadas do 4-potencial:

F = 0,4, — 0,A,, (3.2.2)

onde A* = (A° A). A Lagrangeana é também chamada de CPT-impar, pois, como
veremos posteriormente, este modelo é impar sob a acao conjunta das operacoes C,P e T.

E possivel expressar a Lagrangeana explicitamente em termos dos campos elétrico
e magnético (E e B). Para isso, abrimos a soma implicita sobre os indices gregos em termos
das componentes espaciais e temporal,

AL = — (2F B + FyFY) — [Goﬂm (Kap)” ATF"™ 4 €i0mm (Kap)' AF'™ 4 2€0m (K ap)" Al FOm] ,
(3.2.3)

onde usamos a antissimetria do tensor eletromagnético: F),, = —F, Sabemos que as

Ve
componentes do tensor eletromagnético podem ser expressas em termos dos campos E e B:

FOi = (90AZ - (91140 = _aOAl - azAO - Ei; (324)
Fij = Fij = EijkBk-

Logo, teremos

AL = — (—2E'E' + 26,,B"B") — [25% (Kar)’ A'By — 265 (Kap)' A°By, — 2em (K ar)’ AlEm] ,
(3.2.6)
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onde usamos a relagao:
€ilm€Elmk = €lmi€imk = (OmmOit — Omidim) = (30ix — Oir) = 20, (3.2.7)

Com iSSO, reescrevemos a Lagrangeana como

1 .
(E* - B?) + 3 [(KAF)O A¥BR — A% (K 45)" BY + € (K ap)' AlEm} : (3.2.8)

1
£=3

que também pode ser lida na forma:

c=tm_ B+ % (Kar)’(A-B) — A’ (Kar -B) + Kar (A E)]. (329

N | —

Esta é a Lagrangeana que representa a eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw. A

seguir estudaremos o comportamento desta eletrodinamica sob as operagoes discretas C, P e
T.

3.3 Simetrias discretas: Operador CPT

Operacoes que nao sao reprodutiveis por uma sucessao de transformagoes infinitesimais
sao chamadas de operacoes discretas. Tais transformacoes nao podem ser descridas por
elementos dos grupos de Lie, associados as transformacoes continuas. Aqui trabalharemos
trés operacoes de grande importancia na Fisica: Conjugacao de carga, Paridade e Inversao
temporal.

A operacao de paridade (P), em termos das coordenadas do espago-tempo, é dada por
r' = —r, podendo ser compreendida como uma inversao espacial, capaz de tornar um sistema
de eixos dextrogiro (onde vale a regra de mao direita) em um sistema levogiro (onde vale a
regra de mao esquerda). A invaridncia de um sistema fisico sob reversao espacial, significa
que as leis fisicas sao igualmente expressas em sistema de coordenadas dextrogiro e levogiro.

Inversao temporal (7) é a transformagao que leva t em —t, ndo atuando sobre as coorde-
nadas espaciais (r — r). Quando sistema fisico temporalmente invertido apresenta-se como
uma opcao realizavel, dizemos que 7 é uma operacao de simetria.

Diferentemente das demais operagoes, a conjugacao de carga (C) ndo atua sobre coorde-
nadas do espago-tempo, mas atua sobre a carga das particulas, fazendo ¢ — —q, p — —p,
alterando propriedades intrinsecas da particula descrita através de nimeros quanticos. Esta
transformacao ¢ de grande relevancia no cenario quantico-relativistico, onde é utilizada para
transformar um estado quéantico de uma particula em um estado quantico de anti-particula,
como tratado na teoria de Dirac. Uma exposi¢ao detalhada sobre tais operagoes pode ser
encontrada nas referéncias [37], [38], [39], [40].

Podemos analisar a Lagrangeana de MCF'J sob as operacoes de paridade, inversao tem-
poral e conjugacao de carga separadamente, como mostrado no Apéndice Bl Sob Paridade,
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temos as transformacoes:

E D2 —E A, 5 14, (3.3.1)

BL5 4B, A D —A, (3.3.2)

A, 5oaro g, 5 o 0, B oo (3.3.3)

onde as correspondéncias sao compativeis com a métrica g, = diag (+, —, —, —). Assim,

a Lagrangeana (3.2.9)) se transforma da seguinte forma sob paridade:

1 1
L5 L=2(B"-B?) 4= |(Kap)’(A-B) — A° (Kap-B) + Kap- (A X E)| . (3.3.4)
+(E2-B2) —~(Kar)’(AB) A%(Kar-B) Kar (AXE)

Logo, percebe-se que apenas o termo (KAF)O (A - B) tem paridade impar, trocando de sinal
apo6s a operagao. Concluimos entao que (K AF)O é coeficiente paridade-impar, enquanto Kag
é paridade-par. Sob reversao temporal, temos:

E L E A L A, (3.3.5)
B L -B A L —a, (3.3.6)
A, Loa g, Lo (3.3.7)

de maneira que a Lagrangeana transforma-se como

£hL=5(B—B?) +5 |(Kir)'(A-B) — A" (Kap - B) + Kap (AxE)| . (3.38)

(B2 B2) (Kap)'(A-B) _A(Kpp-B) ~Kar-(AXE)

:

1
2

Agora, vemos que apenas o termo (KAF)O (A - B) nao troca de sinal, sendo T-par, enquanto
os demais sao T-impares. Dizemos, portanto, que o coeficiente (KAF)O ¢ T-par e Kap €
T-impar. Sob a operacao de conjugacao de carga, vale:

E & —-E, A S -4, (3.3.9)
B S5 -B A S —A, (3.3.10)
A, S o—an g, S - (3.3.11)

1 1
L5 L=2(FE—B?) += |(Kir)"(A-B) — A (Kar - B) + Kap- (A XE) |, (3.3.12)
2 N— — 2 N TV - N TV - ~ TV s
+(E2-B2) (Kar)’(A-B) A%(Kar-B) Kar (AXE)
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revelando-se C-par, pois nao inverte sinal algum em nenhum dos termos.
A operacao PT conjunta resulta, em cada um dos termos de CFJ, nas seguintes transfor-
magoes:

(Kar)’(A-B) 2 —(Kap)’ (A B), (3.3.13)
A Kap-B) & —A"Kap-B), (3.3.14)
Kar (AXE) Z —Kup (AXE). (3.3.15)

Desta forma, vemos que os 3 termos da Lagrangeana sao PT-impares, além de C-
pares. Desta forma, ja podemos prever o efeito da operacao CPT, que consiste na aplicacao
conjunta dos operadores C, P e 7. Como todos os termos da Lagrangeana sao C-pares e
PT-impares, serao CPT-impares, por consequéncia, ou seja:

(Kar)’(A-B) & —(Kar)°(A-B), (3.3.16)
A"(Kap-B) BT —A"(Kap - B), (3.3.17)
Kar (AxE) Z —Kup(AXE). (3.3.18)

Tal resultado pode também ser obtido se examinarmos o comportamento das grandezas
eletromagnéticas sob agao direta do operador CPT:

Ao B —4,, A E A, (3.3.19)
A, Bo—a, 0, B o, (3.3.20)
Fo, % F.,. F, T OF, (3.3.21)

E Y E B ¢ B (3.3.22)

Assim, a Lagrangeana (3.2.9) sob operagao CPT se transforma como

1 1
Ja - 5(B* = B?) &= | (Kar)’ (A -B) = A”(Kar - B) + Kar (A xE)| | (3.3.23)
\ / N -~ >y NS N -~ 7
+(E2-B2) —(Kap)°(A-B) —A%(Kar-B) —Kar (AXE)

onde supomos que o campo de fundo ((Kar),, (Kar)') nao é afetado pelo operador CPT.
Vemos que os termos advindos da teoria de Carroll-Field-Jackiw invertem de sinal, sob ope-
racao CPT, sendo assim classificados como CPT-impares, denotando a violacao da simetria
CPT. Aqui observamos que o termo inserido por CFJ implica ndo apenas na quebra da sime-
tria de Lorentz, mas também na violagdo da simetria CPT (ambas preservadas no contexto
da eletrodinamica de Maxwell usual).

Finalizamos apresentando uma tabela com a classificacao dos coeficientes (KAF)O e Kar
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sob acao das operacoes discretas discutidas neste capitulo:

PlTc|PT[CPT
(Kar)' | = [+[+] = | -
Kar | +]-]+] -] -

3.4 Equacoes de onda

As equagoes de movimento da eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw sao forne-
cidas pela equacao de Euler-Lagrange:
oL oL

— =0. 4.1
o4, P aaay 0 (3.41)

Reescrevendo a Eq.(3.2.1) com termo de fonte,

1 1
L= _ZFMVFMV - Zeuua,ﬁ (KAF)M AVF&B - JOéAaa (342)

calculamos o primeiro termo da Eq.(3.4.1)):

oL 1 N
8_14/\ = —J)\ + 1_16)\“0‘5 (KAF>M F /B. (343)
O segundo termo de (3.4.1)) sera:
oL 1
= —F"— ¢, 7 (Kap)" A”. 4.4
0 (80-A)\) 2€MV ( AF) (3 )

Substituindo (3.4.3) e (3.4.4) na Eq.(3.4.1), teremos a equagao de movimento:

0o F\ + €xyap (Kap)" 0°AP = J,. (3.4.5)

Podemos também escrevé-la nas formas equivalentes apresentadas abaixo:
1
O F\ + expap (Kap)" 0°A” = J ou 07 Fox\ + 5EAuap (Kap)' FP =y, (3.4.6)
(o (0% a 1 (0%
80F A + 6)\“ g (KAF)M (%Aﬁ = J)\ ou a,F A + 56)\“ A <KAF)M Faﬁ = J)\. (347)
As demais equacgoes de movimento sao obtidas a partir da identidade de Bianchi,
&,Fag —+ 8QF5,, -+ 85Fl,a =0, (348)

que fornece a lei de Gauss para o campo magnético, 0;B; = 0, assim como a lei de Faraday,
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&Ba -+ GQbCabEC =0. (349)
A Eq. (3.4.7) fornece explicitamente a lei de Gauss quando tomamos A = 0:

) 1 ... :
aiF10+§€0Uk (KAF)zF]k = JO — &El — (KAF)mBm = JO,
cuja forma vetorial é
OE —Kap-B=p ou V-E—-Kar-B=p, (3.4.10)

onde p é densidade de carga. A lei de Ampére é obtida fazendo A\ =i na Eq. (3.4.6):

1
8”P2i+-§emag(KAF)“F“5::J; (3.4.11)
. 1 1 1
9" Fyi + I Fji + §€i0lm (KAF)O Fim 4 §ei10m (KAF)I Fom 4 §eﬂm0 (KAF)I F™0 = J; (3.4.12)

obtemos, usando a densidade de corrente j,

As expressoes (3.4.10)) e (3.4.13)) representam equagoes de Maxwell, lei de Gauss e Ampére,
modificadas pelo termo de Carroll-Field-Jackiw. Alguns dos calculos acima estdao detalhados
nos Apéndice [C] Podemos assim escrever as equagoes para eletrodinamica de MCFJ:

V-E—Kup-B=p, (3.4.14)
VxB—0E— (Kar)yB+Kar xE=j, (3.4.15)
V- B =0, (3.4.16)
OB+VXE=0. (3.4.17)

Neste cenario, observa-se que, na auséncia de fontes (p = 0 e j = 0), os campos elétrico e
magnético atuam como fontes: Na Eq. (3.4.14)), o termo K 4p-B produz campo elétrico, de-
sempenhando um papel analogo a densidade de carga. Da mesma forma, os termos contendo
(Kar), € Kap desempenham um papel similar a densidade de corrente na Eq. .

Existem fenomenos que envolvem correntes e densidade de carga nao convencionais, defi-
nidas em propriedades particulares de sistema quanticos. Neste sentido, fenomenos de trans-
porte baseados ou induzidos por anomalias quanticas constituem uma janela de novidades e
oportunidades, que vém atraindo atencao na Fisica. Neste contexto, podemos mencionar os
semi-metais de Weyl e Dirac [41], [42] e o efeito quiral magnético (chiral magnetic effect -
CME) [26], um fenémeno quantico macroscopico mensuravel, no qual uma corrente elétrica
¢ produzida na presenca de um campo magnético, devido a assimetria entre o ntimero de
densidade de férmions de quiralidade esquerda e direita (left-handed e right-handed), o que
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Figura 3.1: Tlustracdo simplificada para efeito magnético quiral (CME). Aqui 0 = Ay, a
diferenca de potencial quimico.

é representado pelo desequilibrio entre o potencial quimico left e right, vide Figura (3.1]).Tal

corrente é dada por:

62

onde e é a carga elétrica, Ay = pr—pr é a diferenga de potencial quimico entre os férmions de
quiralidade esquerda e direita, e B é o campo magnético. Outro efeito andémalo é produzido
pela separagao entre os pontos de fluxo de energia no espaco dos momentos (Ap) para os
fermions de quiralidade esquerda e direita, chamado de anomalous Hall effect (AHE) (efeito
Hall anémalo) [43], que gera densidade de corrente dada pela relacao:

62

AP X E, (3.4.19)

JHan =
sendo E é o campo elétrico aplicado. Tal separacao também gera uma densidade de carga
extra quando ha campo magnético [44], que é expressa por:

62

Tanom = 75AP - B. (3.4.20)
Estes sao efeitos anémalos induzidos em matéria quiral que nao estao compreendidos dentro
da teoria de Maxwell, sugerindo o uso de uma eletrodinamica modificada.

Tais anomalias violam as simetrias de paridade e inversao temporal, assim como o termo
de CFJ, tal como percebido por Qiu, Cao e Huang [25], ao tracar a correspondéncia entre tais
efeitos e os termos da teoria de CFJ. De fato, os autores associaram tais efeitos ao campo de
fundo (Kap)" = ((Kar),, Kar), considerando (Kar), = ¢*Ap/ (472) e Kap= e2Ap/ (472)
nas Eqgs. (3.4.14) - (3.4.17). Assim, abriram uma janela de oportunidades para usar a

eletrodinamica de MCFJ na descricao de feno6menos de transporte da Fisica da matéria
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condensada.

3.5 Equacao de onda e relacoes de dispersao

Podemos manipular as equacoes de MCFJ e obter as equacoes de onda para os
campos. Tomando o rotacional da Eq. (3.4.15]),

VXxVxB—-0,(VXE)—(Kup),(VxB)+Vx (KarxE)=V xj, (3.5.1)

que junto a Eq. (3.4.17), fornece

~V’B + /B — (Kar), (VxB) +V x (Kar x E) =V x j, (3.5.2
OB + (Kar), (V X B) = V x (Kar x E) — V x . (3.5.3)
Tomando agora o rotacional da Eq. (3.4.17)), temos
0 (VxB)+VxVxE=0. (3.5.4)
O primeiro termo, d; (V x B), pode ser reescrito usando-se a Eq. ([3.4.15)),
9, (V xB) = E+ (Kar), 0B — 0, (Kar x E) +0,j , (3.5.5)
o que nos leva a
V(V-E)=V’E + 0;E + (Kar), 0B — 9, (Kar x E) +9,j =0, (3.5.6)
OE + 0, (Kar X E) = =0, (Kar X E) + (Kar), 0B + Vp + 04j. (3.5.7)

Também é possivel escrever a equacdo de onda para o 4-vetor potencial A*, partindo da
equacao da Eq. (3.4.6) e usando a defini¢ao do tensor eletromagnético:

1

0% (0,A\ — O6Ay) + 5 EMmas (Kap)! FOP = Jy, (3.5.8)
1

OA, + 3 EMwas (Kap)' FOP = ]y, (3.5.9)

onde usamos a condicao de calibre de Lorentz, 9 A, = 0.
Escolhendo A = 0, encontramos a equacgao para o potencial escalar:

1 i 1 ;
DAO + §EOijk (KAF) F]k = p — DAO + éeijk (KAF) Ejk:po = p, (3510)
OAo+ (Kap)' Bi=p — OAy—Kap-B=p, (3.5.11)
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Tomando A = i na Eq. (3.5.9)), lidamos com a equacao de onda para as componentes do
potencial vetor:

DAiJF%fiojk (Kar)° ij+%2€zj0k (Kap) F® = J; — DA'—(Kap)" B'+(Kar x E)' = J',
(3.5.12)

que fornece:
OA — (KAF>0 B+ (KAF X E) = J, (3513)

a equacao de onda para o potencial A.
A equacao de onda ([3.5.9)) é um dos pontos de partida para obtermos a relacao de dispersao
da teoria. Podemos reescrevé-la como

OAy + Expaf (KAF)M 9*AP = I, (3514)
[Ogxs + Expap (Kar)" 0% A% = J,, (3.5.15)

ou simplesmente
My AP =0, (3.5.16)

onde fizemos Jy, = 0 e definimos
Mg = ng + ExBua (I(AF)'u o0~. (3517)

Trabalhando no espaco de Fourier, consideramos que o campo A” tenha a seguinte depen-
déncia:

AP = APexp(—ip-z) — AP = APe~lwot=px) (3.5.18)
valendo também a correspondéncia:
Oy — —1py, (3.5.19)

00" — —ip, (—iph) = —pupt = —p°. (3.5.20)

Assim, o operador M)z pode ser escrito como

Ms(p) = =p*9rs — i€rgua (Kar)" p°, (3.5.21)

que admite uma forma de matriz 4 x 4, mostrada no Apéndice [D] O determinante desta
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matriz, dado a seguir,

detM = p*[—p* + (Kar)’pZ — 2 (Kar)opo (Kaw) - p) + (KAF)g p’
+2 (Kap); p3 (Kap)sp1 + 2 (Kap)yps (Kar);p2 + 2 (Kar), 1 (Karp)y Do
— (Kar)3pi — (Kap)yp5 — (Kap)y vt — (Kap);p3 — (Kap)ip3 — (Kap)ip3),  (3.5.22)

pode ser simplificado, apds algumas manipulagoes algébricas, recaindo em
det M = p*[—p* — P’ KZp + (Kar - p)?). (3.5.23)
A relacao de dispersao é obtida pela condicao det Ml = 0, o que nos leva a duas relacoes:
P+ P’ Kip — (Kap - p)* =0, (3.5.24)
onde adotamos
Kir = (Kar)y—Kig), 1°= (05 —P") e Kap-p=(Kar)ypo— (Kar-p), (3.5.25)

e descartamos p* = 0, que corresponde a modos de propagacao nao fisicos. Esta ¢ relacao de
dispersao para a eletrodinamica de MCFJ, que sera estudada em maiores detalhes a fim de
descrever a propagacao de sinais eletromagnéticos nesta teoria.

3.5.1 Relacoes de dispersao

Nesta secao realizaremos a analise da relacao de dispersao geral da teoria de Carroll-Field-
Jackiw, obtida na secao anterior:

p'+ (Kap)*p* — (Kap -p)* =0, (3.5.26)
onde p* = (po,p) ¢ o 4-vetor de onda. Resolvendo a Eq. (3.5.26)) para p?, obtém-se:

—Kip+ \/Kfm +4(Kap-p)°
2 ?
que pode ser reduzida, desprezando o termo de ordem 4 no background, a expressao:

P =

2 _ —Kir
2

p + (Kar - p). (3.5.27)

Lembrando que p* = (p§ — p?) ¢ Kap - p = (Kar)ypo — (Kar - P), temos:
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2
KAF

(5 — P*) = —* = (Kar)ypo — Kar - p). (3.5.28)
Kip

Py F (Kar)opo — P° + N +Kar-p=0. (3.5.29)

po F (Kar)gpo — P> £ Kap - p =0, (3.5.30)

onde levamos em consideracao apenas termos em primeira ordem no background violador.

A solucao da Eq. (3.5.30]) fornece:

K | Kar-
pozj:( ;‘F)Oi|p| 1;’&%21’. (3.5.31)

Supondo que a onda se propaga formando um angulo 6 com o campo de fundo (K 4r), temos:
p-Kar= |p||Kar|cosf. A relacao (3.5.31)) assume a forma:

1
po =~ * |p| +§(:i: (Kar), F |Kar|cosf), (3.5.32)

que pode ser lida como
1
po =~ * |p| i§((KAF)0— |Kar|cosf). (3.5.33)

A equagado acima apresenta dois modos propagantes, codificados na dualidade de sinais =+,
que por convenc¢ao, designa uma onda propagante para a direta (4) e outra para a esquerda
(=).

Esta ¢ a relacao de dispersao da eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw, que pode ser
escrita nas formas equivalentes

1 1
w~ ||p|+ 5 (Kar)y — |Kar|cosl)| — |p|xwTF 5 ((Kar)y — |Kar|cosb), (3.5.34)

onde adotamos p* = (w,p), uma outra notagao para o 4-momento (em unidades naturais).

3.6 Birrefringéncia na eletrodinamica de Maxwell-Carroll
Field-Jackiw

O fenomeno de birrefringéncia é formalmente descrido como dupla propagacao da luz
um meio anisotropico, onde a luz é decomposta em duas componentes (modos) que se pro-
pagam com polarizagdo e velocidade diferentes [45]. Como consequéncia da diferenca de
velocidade, ocorre o efeito de rotacao do plano de polarizacao. Sao conhecidos véarios fatores
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distintos que geram birrefringéncia, sendo uma delas o campo magnético, via efeito Fara-
day, ja comentado no capitulo Tal fendmeno também pode se manifestar em materiais
naturalmente birrefringentes (dielétricos anisotropicos), o que é chamado de birrefringéncia
intrinseca.

Uma possivel birrefringéncia intrinseca ao vacuo surge em teorias de Gravitacao Quantica,
sendo também comuns em teorias de viola¢do de simetria de Lorentz [46]. Veremos a seguir
que a teoria de Carroll-Field-Jackiw é uma teoria birrefringente, onde o acoplamento do
campo A" com o background violador determina a rotacao do plano de polarizacdo. Além
disso, dados da rotacao de polarizacao da luz advinda de galdxias muito distantes serao
utilizados para obtermos limites para a magnitude dos parametros de violacao.

Para verificarmos a birrefringéncia de uma teoria, é preciso analisar os modos de propaga-
¢ao, que podem ser associados as suas respectivas velocidades de fase. Como ja mencionado,
a birrefringéncia se manifesta quando os modos viajam com velocidades de fase distintas.
Logo, precisamos constatar tal diferenca de fase. Partiremos das velocidades relacionadas a

cada modo:
w w

Uphy = T, Upp_ = 7. (3.6.1)
el T (b
O tempo de transito de cada modo ao longo de uma distancia L pode ser escrito como

L L )
_Ipdy _ el (3.6.2)
Uph+ w Uph— w

t+ -
que nos leva a diferenca de tempo de transito,

At=(ty 1) = = (Ips] = [p-]). (3.6.3)

A diferenca de caminho 6ptico é escrita como Az = cAt. Assim,

Ar = (1p. ~ Ip-I). (3.6.4)

Se nao houver diferenca de fase, decorre Ax = 0. Se a diferenga de fase for igual a um
comprimento de onda, ou seja, Ax = )\, a diferenca de fase serd 6 = 27. Assim, podemos
inferir a seguinte expressao para a diferenca de fase:

B 2rLc

)
Aw

(Ip+|=1Ip-) — d=L(lp+|—Ip-1), (3.6.5)

bem como a diferenca de fase por unidade de comprimento,

J

7 = (p+[ = [p-]), (3.6.6)

onde usamos a frequéncia v = w/2r e ¢ = 1.
Vemos que a diferenca de fase estd diretamente ligada a diferenca entre os momentos
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ou vetores de onda. Se tais momentos fossem iguais, |p;| = |p_|, ndo haveria defasagem
entre eles, o que caracterizaria uma teoria nao birrefringente. Porém, este nao é o caso da
eletrodindmica de Carroll-Field-Jackiw, pois os modos dados pela Eq. (3.5.34) reproduzidos
a seguir,

1

1
[P > w5 (Kar)y — [Kar[cost), [p-| =w =5 ((Kar), — [Kar|cost),  (3.6.7)

apresentam defasagem dada por:
p4+| — |p=| = (Kar), — |Kar|cos b,

que substituida na Eq. (3.6.6), fornece a diferenca de fase por unidade de comprimento para

a teoria de CI'J: 5
7 = (Kar)o — [Kar| cost), (3.6.8)

Sabendo que o angulo de rotacao do plano de polarizagao é dado pela metade da diferenca

de fase, « = 0/2, vide Eq. (2.3.7):

g (Kap), — [Kar]| cos). (3.6.9)

— a=<(ps]—Ip]) = a=

Dot~

A rotacao do plano de polarizacao é, em outras palavras, a rotacao do campo elétrico da
onda, composta pela superposicao dos dois modos da teoria, ap6s percorrer uma distancia
L. Verificamos, portanto, a birrefringéncia na teoria de CFJ.

Mesmo assumido que o background K p possui diminuta magnitude, uma rotagao do
plano de polarizacao seria mensuravel para grandes distancias L, a exemplo do que ocorre
com a luz que chega na Terra advinda de galdxias distantes. E de fato, Carroll, Field e
Jackiw utilizaram dados sobre luz advinda de galaxias muito distantes (L = 10'° anos-luz
— L = 9.46 x 10%m) e concluiram que a variagao média de fase é menor que 6° (§ < 0.104
rad) [21].

Este dado observacional foi entao usado para impor severa restricao sobre a magnitude
do tensor de fundo:

L
) [(Kar), — |Kar|cosd] < 0.104 (3.6.10)
2 x0.104 o7 _
|(KAF)0 — ‘KAF‘ CcOoS 9’ < m =22x10 27m 1, (3611)
Sabendo que, em unidades naturais vale a conversao,
Im™t =1.977 x 10~ "¢V, (3.6.12)
obtemos
|(Kar), — |Kar|cosf] < 4.4 x 1075V, (3.6.13)
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Esta ¢ uma condigao restritiva para a magnitude do parametro de violagao, que chamamos
comumente de upper bound (limite superior) para o background. O efeito de birrefringéncia e
a analise dos modos de propagac¢ao em plasmas também serao realizados no capitulo seguinte,
onde serd verificada a influéncia do termo violador sobre as relacoes de dispersao em plasmas
magnetizados.
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Capitulo 4

Modelo de Appleton no contexto de
MCFJ

Neste capitulo propomos um estudo de plasmas magnetizados no contexto de uma eletro-
dinamica modificada, mais precisamente, a eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) [21], cujos elementos principais foram estudados no capitulo[3] Analisaremos como o
background altera as relagoes de dispersao e, consequentemente, os modos de propagacao do
plasma. Ademais, serdo discutidas as principais diferencas destes modos em relacao ao caso
usual, apresentado no capitulo [2] Para realizar esta proposta, lan¢aremos mao do modelo de
MCFJ para meios continuos, assim como o resultado para a permissividade elétrica obtido
previamente via for¢a de Lorentz, dado na Eq. (2.2.21)).

4.1 Modelo de Appleton modificado pelo termo de CFJ

A eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) para meios continuos pode
ser obtida através de uma adaptagao do modelo apresentado no capitulo [3] que consiste em
escrever o termo cinético na forma

1
Ekinetic - _ZG“VEUM (411)

onde G* ¢ o tensor field-strength em meios materiais [47], definido por

v 1 vo,
G = Sx" P Fys, (4.1.2)

onde y***? & chamado de tensor constitutivo, por definir a estrutura das relacdes constitu-
tivas do meio. Algumas propriedades do tensor constitutivo sdo brevemente comentadas no
Apéndice [E] Adotando a configuracao,

, . o]
0imn 020 % ymn —1
T =¢eY, §X T i1 €mnk = My s (4.1.3)

=0, x
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podemos reproduzir as relagoes constitutivas para um meio material. Por exemplo, para o
setor elétrico:
GV = XOinF()j - GY = —"pl 5 GY = -D", (4.1.4)

obtemos a componente i do vetor deslocamento elétrico. Da mesma forma para o setor
magnético, que fornece:
G’ = _Ejik’Hky (415)

onde sao consideradas também as relacoes para as componentes do tensor eletromagnético,
Fy, = E' e Fy; = —eijkBk. A Lagrangeana de MCFJ em meios materiais, em unidades
naturais, é dada na forma:

1 v 1 Vo
ﬁ = —ZG'LL FAW - Zf'u p (KAF)# AVFaB - A,w]u’ (416)

que nos leva a seguinte equagao de movimento, dada na forma tensorial:
K 1 KBuY K
9,GP" + 5¢ 1 (KAF)g E.,=J (4.1.7)
onde adotamos (K ar)" = ((KAF)O , KAF) para representar o campo de fundo da teoria de

CFJ. A equacado acima, juntamente com a identidade de Bianchi, fornece as equacoes de
MCFJ num meio continuo:

V- -D(r,t) =J° = Kar-B(r,t), (4.1.8)

V x H(r,t) — aDa(;’t) = J+ (Kap),B(r,t) + b x E(r,1), (4.1.9)
V-B(r,t) =0, (4.1.10)

V X E(r,¢) + aBa(:’t) ~0 (4.1.11)

Observe que estas equagoes sao distintas das equagoes de MCFJ escritas no vacuo [2]. Fare-
mos uso destas equagoes para estudar a propagacao de ondas eletromagnéticas em plasmas,
realizando um processo similar ao do capitulo [2|

Associamos uma dependéncia do tipo Fourier para os campos E (r,t), D (r,t), B (r,t),
H (r,t) e corrente J (r, 1),

E (r,t) = E¢/®)  B(r,t) = Belkreb, (4.1.12)
D (r,t) = De®™=)  H(r t) = He'lkr—). (4.1.13)
J(r,t) = Jeilkr=wt), (4.1.14)

de modo que podemos escrever as equacoes de movimento no espaco de Fourier:
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4.1.15
4.1.16
4.1.17
4.1.18

P T N N
~— e’ e e

Assim, as Eqs. (4.1.9) e (4.1.11)) tornam-se

ik x H(r,t) +iwé (W) E =J + (Kar), B (r,t) + Kar x E, (4.1.19)
k x E - wjii(w)H = 0. (4.1.20)

Tomando o produto vetorial de k com a Eq. (4.1.20]),

k xk x E=wji(w)k x H, (4.1.21)
e substituindo-a em (4.1.19)) considerando (4.1.18]), obtemos:

1 . . - i(K . .
. kxkxE—i—wé(w)E:—iJ—mkxE—iKAF><E, (4.1.22)
wit (w) w

ou também na forma indicial,

onde utilizamos as relacoes constitutivas D = & (w) E e B = /i (w) H. Como visto no Capitulo
2] a matriz da permissividade,

1— wy iwcwp O
~ w(]fj;w?) W(Uﬂ;‘;g)
Eij = €o —w(wQ—Zg) 1-— —(w2—pw2) 0 ) (4124)
w2
0 0 1—-

contém as informacoes obtidas pelo método de Appleton para plasmas magnetizados regidas
pelas relacoes constitutivas.

Nosso estudo prosseguird através da relagao (4.1.23), onde temos a presenga das com-
ponentes temporal e espacial de (Kap)". Trataremos primeiro o caso de vetor de violagao
tipo-tempo, onde ¢é levado em consideracao apenas a contribuicao da componente temporal
do campo de fundo, ou seja, (Kar)" = ((Kar),,0) (componente espacial nula). Posteri-
ormente, trataremos o caso de vetor de violacao tipo-espaco, no qual levaremos em conta
apenas a contribui¢ido da componente espacial, ou seja, (Kar)" = (0, b).
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4.2 Modos de propagacao para vetor de violacao tipo-

tempo

Nesta secao estudaremos os modos de propagacao para o caso de vetor de violagao tipo-
tempo. Para isso, fazemos Kar = 0 na Eq. (4.1.22)), mantendo a componente temporal do
vetor de fundo. Além disso, mantendo o mesmo padrao adotado na Capitulo [2| adotamos

J =0, levando a forma
ki (kjEj> K+ Wi (w) &5 (w) BT = —i (Kap)y i (@) €omnk™ B™, (4.2.1)
podendo ser reescrita como
(K% — K26, + Wi (w) & (W) + i (Kap)g fi (W) €mnk™) E7 = 0. (4.2.2)

A Eq. (4.2.2), juntamente com a permissividade (4.1.24), permite estudar os modos
longitudinal e transversal permitidos no plasma, que serao investigados a seguir.

4.2.1 Modo longitudinal

Adotando a direc¢ao de propagacao da onda paralela ao campo elétrico, ou seja, k || E,
o modo longitudinal fornece, da Eq. (4.2.2),

Ean ~
PE=0 - wl=u (4.2.3)
onde foi adotado k = k| Z e fi (w) = po. Este modo nao apresenta alteragoes em relagao ao
caso usual, uma vez que, ao considerarmos k || E, o termo i (Kap), k X E é anulad na Eq.
(4.2.2)). Portanto, o modo longitudinal nao sofre modificagoes devido & componente temporal

do background.

4.2.2 Modo transversal

Investigaremos agora o modo transversal, no qual a direcao de propagacao da onda é
ortogonal ao campo elétrico (k L E). Para melhor desenvolvimento dos célculos, adotaremos

k=|k|2eE = (E,, Ey>, como feito na se¢ao (2.2.2). Podemos também fazer uso da notacao

indicial na Eq. (4.2.2)), sendo reescrita da seguinte maneira:

k2 =, y K J ~

onde usamos k/E7 = 0 (ortogonalidade).

1O produto vetorial entre vetores colineares é nulo.
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A Eq. (4.2.4) nos fornece uma equacao matricial para o modo transversal, sendo esta
apresentada abaixo:

w? iwcw2 i ~
S R = R [Eﬂﬁ] ~0 (4.2.5)
iwew? i w? 7 - i
_w(w2_zg) _ (KEQF)On n2—1+ @ E,
ou simplesmente,
Ay - EF =0, (4.2.6)

onde usamos a expressao para o indice de refragao em unidades naturais, n*> = k?/w? e n =
Ko

A matriz A;; é a chamada matriz de dispersao (modificada) e, a partir dela, encontra-
remos as relacoes de dispersao para o modo transversal. Em comparacao ao caso usual,
onde obtemos a Eq. (2.2.29), vemos que a componente temporal do vetor de fundo con-
tribui nas componentes fora da diagonal principal da matriz de dispersao, adicionando o
termo i (Kap),n/w. Uma solucdo ndo trivial para a Eq. ¢ obtida exigindo que o
determinante de A;; nulo, det A;; = 0, que gera a seguinte relagao:

2 ? 2 2 2 2 2
2 “p Wewy, (Kar)gn 2wew
I 2 G B I A B
{n i (WQ_WE)} {W(WQ—WZ)} < w2 w2(w2—w2)( ar)on =0,

c

(4.2.7)
Para a Eq. (4.2.7), temos as seguintes raizes:
2
. (Kap)y \/(w—wc) ((Kar)y + 4w?) — dww? (428
' 2w 2w/ (w — w,) ’ o
2
K (w—we) (Kap)g + 4w?) — dww?
ny — — Harko | v ((far)o + 42) z (4.2.9)
2w 2w/ (W — w,)
(w+ we) (Kap)? + 4w?) — dww?
ny = Earko v ((Far)y +4?) r (4.2.10)
2w 2w/ (w + we)
(w~+ we) (Kap)? + 4w?) — dww?
ny = BEard | \/ ( ’ ) - (4.2.11)
2w 2w/ (w + we)

Neste trabalho abordaremos apenas os indices de refragao positivos, ou que apresen-
tam intervalos de positividade. Uma analise feita para os indices de refracao mostrados
acima (Apéndice , mostra que no, nz e ny apresentam positividade, onde consideramos
que (Kap), > 0. Com isso, n; é manifestamente negativo para todo w > 0. Restam assim
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trés indices de refragao, que renomeamos conforme a seguir:

2 2
t (KAF)O (KAF>0 Wy
= = 1 — 4.2.12
ne = 2w \/ T w(w—w)’ ( )
2 2
- (KAF)O (KAF)() Wy
= = 1 — 4.2.1
M =T 2w \/ LT w(w+we)’ ( 3)
(Kar)o (Kar); Wy
= =—=—4/1 — 4.2.14
ng ng 2&} + 4(,02 w (w + (Uc) ) ( )

onde o super-indice (t) especifica o caso de backgorund tipo-espago (timelike). Observe que
n', em (4.2.13), nao possui raiz real, diferentemente dos outros dois, ng e n’, que possuem

1

wi =3 (, fu? + dw? — wc) , (4.2.15)
1

wo = (, fu? + 4w? + wc) , (4.2.16)

respectivamente. Estes sao os valores de frequéncia para os quais os seus respectivos indices

as seguintes raizes positivas:

de refracdo sao nulos: ng(wy) =0 e n_(w_) = 0. As expressoes obtidas para n_, n', e ng
apresentam termos adicionais em relacao ao caso usual, que pode ser recuperado tomando
(Kar), = 0. A seguir, analisaremos cada um destes modos transversais, enfatizando suas
principais caracteristicas e alteracoes, em relacao ao caso sem LV, abordado na Capitulo

4.2.2.1 Indice de refracdo n,

O indice de refragao (nﬁr)z tem sua forma grafica apresentada na Figura . Rees-
crevendo a Eq. (4.2.13), podemos fazer algumas observagoes:

2 2

t\2 (KAF>O wﬁ 1 (KAF>0 “p
=1 — K — . 4.2.17
(n%) T w(w+ we) + (Kar), 22 T 4w w3 (w+ we) ( )

. 2 . o1
(i) Para w — 0, temos (n’;) — 400 , ou seja, a presenca do termo (K4p), leva o indice
de refragao a divergir na origem, diferentemente do caso sem LV, quando no mesmo
.. 2
limite (n,)” — —o0.

(ii) Para valores de frequéncia maiores que zero, torna-se necessaria a analise do radi-
cando presente na Eq. (4.2.17), uma vez que este pode apresentar-se como positivo
ou negativo, determinando a existéncia, ou nao, de um intervalo de absorcao. Vale
neste momento destacar que, para valores de frequéncia maiores que w,, o0 termo
1 — w/w(w+we) é maior que zero (w; é a raiz de tal termo), de modo que o ra-
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(¢) Grafico do radicando R (w) para dois casos:
(a) referente a Figura [f.1a] onde o radicando nio
apresenta raiz real (linha tracejada). (b) referente
a Figura quando radicando apresenta duas

raizes reais (linha solida).

Figura 4.1: Comparagao entre os indices de refragao n', e ny (sem LV).

dicando em (4.2.17)) seja positivo. Logo, a possibilidade do radicando ser negativo

ocorre para w < w..

Deste modo, para o intervalo 0 < w < w,, o termo 1 — wg/w (w 4 w,) é menor que zero,
e a positividade do radicando depende do valor deste em relacao ao termo (K4 F)(2) J4w?.

Com valores de (K4r), tais que,

4ww?
4o — —P

(KAF)S ” (w—+ we)

)
w<w4

o radicando da Eq. (4.2.17)) é sempre positivo,

(Kar)g “p
e 1 - r
R(w) o w(w+we)’

(4.2.18)

(4.2.19)

e o indice de refracao n' resulta sempre real, ou seja, real para qualquer w > 0. A
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. 2 , .
curva do grafico (nfr) X w é mostrada na Figura [4.1al Isto corresponde a um modo

"inteiramente' propagante, ou seja, (nﬂr)2 >0 en!, €R, para todo eixo da frequéncia.
(iii) O oposto da condigao (4.2.18)) é apresentada a seguir,

A? 4wwp

(KAF)S < (w—+ we)

, (4.2.20)

w<w4

onde agora (nﬁr)2 apresenta uma regido que possui parte imaginaria (zona de absor¢ao
para nﬁr)ﬂ localizada dentro do intervalo 0 < w < wy, como mostrado na Figura
na regiao em que a linha tracejada (preta) exibe um "gap". Outra forma de observar
isto ¢ através do grafico da fungao do radicando da Eq. (4.2.17), que é uma funcéo de
3% grau. Como tal, pode apresentar duas raizes reais positivas ou nenhuma raiz real
positiva. Quando nao existe raiz real positiva, o radicando é sempre positivo e temos o
caso apresentado para a Figura [4.Ta] Quando ha duas raizes reais positivas, a fungao
do radicando é negativa no intervalo entre elas (vide grafico da Figura, implicando
em indice de refracao complexo, como no caso mostrado na Figura |4.1b

Com o mesmo procedimento realizado no capitulo obtemos a partir da relagao de

P

dispersao (4.2.5) os autovalores e autovalores associados ao indice de refracio n = nl,:

- i

N #0 = Egyy = M : (4.2.21)
- —i

iy =0 — Egy = {1} : (4.2.22)

Pela razao ja discutida, vemos que E(QH ¢ o autovetor associado ao autovalor nulo )\{Qﬁ),
indicando que este ¢ 0 modo propagante da teoria quando n = n,, apresentando polarizagao
LCP.

4.2.2.2 1Indice de refracio ng

Este ¢ um indice de refracao extra oriundo do modelo especifico que investigamos, e que s6
apresenta intervalo de positividade gragas a presenca do termo (K4r), /2w junto a raiz. Sem
este, tal indice seria inteiramente negativo. Por este motivo, é interessante analisar apenas o
grafico de (ng) ao invés de (ng)?, e nos restringir ao intervalo de positividade 0 < w < wy,
como mostrado na Figura 4.2

(KAF>0 1 2 dww?
_ _ K 4002) — ———P 4.2.2
e 2w 2w ((Kap)y +4e?) (w+we) ( 3)

20bserve que a expressio para nﬁr também apresenta o mesmo radicando R (w) e, consequentemente, o

2 ~ e~ . e
mesmo comportamento (TLZ_) em rela(;ao regiao 1lmaginaria.

33



(iii)

- == ng
n 1 |w} -—= g n
2 (Kar)o | @, 2" '
///// ~Z
|5 ~ 1
PN 1 o.\\\\s “p
A L\ (KAF)O W,
\ O\
\ x o\
\\| - 8 |
~ ~
WS~ w /] w, 2 wi S~ W/ w,
(a) Dados: we = wp e (Kar), = 0.8. (b) Dados: we = wp e (Kar), = 0.7.

Figura 4.2: Graficos para o indice de refracao ng.

Tomando a série de Laurent de ng em torno da origem e levando em conta o termo de
poténcia zero, obtém-se:

ne (0) = ¢ Kip)o lz—z] , (4.2.24)

mostrando que o indice de refragdo ng é finito na origem e inversamente proporcional
a magnitude do background (Kar),.

Seguimos o mesmo procedimento aplicado para o indice de refracao anterior (vide item
ii do indice n' ). Para valores de (K4r), que satisfacam a condi¢ao

At 4wwp

(Kar)y > (W~ we)

, (4.2.25)

w<w4

o radicando é positivo, de forma que ng é sempre positivo, sendo representado por
uma curva completamente positiva dentro do intervalo 0 < w < w,. como mostrado
na Figura Neste caso, ng corresponde a um modo propagante em tal regime de
frequéncias.

Para a condicao oposta, ou seja, quando

2
At 4wwp

o , (4.2.26)

w<w4

(Kap); <

ng apresenta uma zona de absor¢ao dentro do intervalo 0 < w < w,, como mostrado

na Figura [4.2b]

A matriz de dispersao (4.2.5)), para este modo, fornece o seguinte autovetor (com autovalor

nulo):

N —
Aoy =0 = E(2+):L}-
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8- 'l ¢ 2
2 S—
n I
6 |
I n2
I
4+ 1
/
/
s
2_ 4-/
1 w_,%/"
(Kar)o | we L .
0 1

Figura 4.3: Comparagao entre os casos n”. e n_ (sem LV). Dados: w, = w, e (Kap), = 0.8.

O autovetor associado ao autovalor nulo determina polarizacao LCP para o indice de refra-
cao ng. Observe que os indices n', e ng estao associados aos mesmos autovetores e, por

consequéncia, & mesma polarizacao.
4.2.2.3 Indice de refracao n'

O indice de refracao n' também apresenta modificagoes em comparagiao ao caso usual.
Escrevendo o quadrado do indice de refracao (4.2.12)):

SR >+<KAF>0\/ Ly Wardy @8 500

£\2
=1
(n%) * 2w? w (W — we 2w? 4w? w3 (W — we)

Podemos observar algumas das suas caracteristicas:

(i) No caso sem LV, n? diverge na origem, ou seja, n>. — oco. Na presenga do background
(Kar),y, o indice de refracao (nﬂ)2 passa a ter um valor finito e positivo neste limite

(ver Figura [1.3): ;
t )2 _ 1 w_zz
(n)"(0) = Far)? (w) : (4.2.28)

(i) Para 0 < w < 1, (n'i)2 serd sempre positivo, ja que a funcao dentro do radicando seréd

inteiramente positiva. Isto também ocorre no caso sem LV.

2 o N ) :
(iii) Em w — 1, (nt_) — 00, apresentando ressonancia na frequéncia de ciclotron (aqui
we = 1).

(iv) Entre w, < w < w_, temos uma zona de absor¢ao em n’ (onde (n'i)2 <0).

) . 2 ..
(v) Para w > w_ (este ¢ a raiz de n" ), (n")” é sempre positivo. Temos, portanto, um

modo propagante w > w_, tendendo a 1, (nt_)2 — 1 no limite de altas frequéncias.
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Neste caso, a matriz de dispersao fornece o seguinte autovetor (com autovalor nulo):

~ 1
)\{QL_) =0 E(g,) = |:J| .

Isto indica uma polarizacao RCP para o indice de refracao n' , conforme ja discutido anteri-
ormente.

4.2.3 Rotacao de Faraday para o caso vetor de fundo tipo-tempo

Como discutido no Capitulo [2] o efeito Faraday se manifesta quando dois modos se pro-
pagam (numa mesma faixa de frequéncia) com velocidades de fase diferentes. Para o caso de
vetor de fundo tipo-tempo, o modelo de Appleton fornece velocidades de fase distintas para
cada modo, dadas por:

léh%::;L': (gééfll+—£i\/«fgﬂﬂ§—%4w2)—-(éff£—> : (4.2.29)

ny 2w W+ we)
-1

1 (Kap) 1 ) 4ww?
e b f_Kar)g 1 [0 4?) - 4.2.30
Uph— n_ ( 2w + 2% \/(( AF)() + 4w ) (w _ Wc) ) ( )

-1
1 (Kar), 1 N 4oow?

_ b (Bar)y L[ du?) — 4.2.31
UphE ng ( 2w 2w (Kap)o + %) (w+ we) ’ ( )

relacionadas a n,, n' e ng, respectivamente. Tais modos propagam simultaneamente para
: t t

0 < w < wy, com dois deles (n’ e n') podendo propagar para w > w_. Tomaremos este

ultimo caso para calcular o poder de rotacao 9, que sera

5:§Qﬁ—ng, (4.2.32)
s T Bardy  [Far)y @y 1 JKar)y
A w 42 ww+w) 2w\ 4dw? ww=—we) |’
(4.2.33)
Adotando o limite em que w >> (w,, w.), podemos escrever

2 2 2 2

t o (KAF)O (KAF>0 _ “p t o1 (KAF)O (KAF)O _ “p
n, ~ 1+ 3 5 e n._~1 + 5 .
2w 8w 2w? (W + we) 2w 8w 2w (w — we)
(4.2.34)
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Assim, temos

7 by w? w?
o~ — | — d — d 4.2.35
)\<w+2w(w—w0) Qw(w—i-wc))’ ( )
by Wiwe
~ — . 4.2.
0 2 2w? (4.2.36)

Portanto, observa-se que a componente temporal do background contribui para o poder
de rotacdo do plano de polarizagao. Fazendo (Kar), = 0, reproduzimos o resultado usual
dado em (2.3.18). A contribui¢ao do termo (Kap), /2 independe da frequéncia, sendo com-
pletamente diferente do termo advindo da teoria usual. Algo que podemos notar é o fato de
que, no caso de um plasma nao magnetizado (B = 0), condigdo que pode ser implementada
na Eq. fazendo w. = 0, temos poder de rotacao nao nulo:

Isso se deve ao fato da nossa abordagem estar calcada em cima da teoria de MCFJ, uma
eletrodinamica birrefringente, como ja sabemos.

4.3 Modos de propagacao para vetor de violacao tipo-

espaco

Nesta secao analisaremos os modos de propagacao do plasma magnetizado, no contexto
das equagoes de Maxwell modificadas (MCFJ), levando em consideracido apenas a parte
espacial do vetor de violacdo (K 4r)". Para isso, retomamos a Eq. , obtida no inicio
deste capitulo, fazendo (K4p), =0 e J = 0. Temos

1 - - -
——k Xk xE+wé(w)E =—-iKsr x E, (4.3.1)
wit (w)
que pode ser reescrita como
k (k : E) K2 E = — w0 (W) i (w)E — iwji (w) Ko xE, (4.3.2)

e também na forma indicial, para sua componente i, com [ (w) = po:

ki (k : E) —K2E= — W odi; () B — iwptoeimn (K ap)™ E". (4.3.3)

Vale lembrar que a forma do tensor de permissividade &;; é dada na Eq.(2.2.21]), fornecida
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pelo modelo de Appleton. Desenvolvendo a Eq. (4.3.3)), escrevemos:
[k’lk] — k25ij + CL)QIU()gij + iCU/LoGimj (KAF)m] EU:O

Multiplicando por (1/w?) a equagdo anterior, torna-se:

- = Kap)™] =
n'n’ — n25ij + 6—] + ZEimjﬂ EJZO, (434)
€0
ASL g _
ASFET = 0. (4.3.5)

onde usamos n = k/w (unidades naturais). Como ja sabemos, a expressao (4.3.5) é uma
equagao matricial, reescrita a seguir:

A A Ay [E:
E

Aoy Am Ass| |Ey| =0, (4.3.6)
Azi Az Asz] LE.
com cada um de seus termos dados explicitamente como:
A = nlnl —p2 4 fu Aon — 1203 gos - (Kar),
1nH=nn n—l—so, 23 = nn+€0 1",
Ay = nln2 + % _ Z'(KAF) . Agp = ninl + iﬁ _ .(K,:F) :
Ay =n'n® 4 98 4 z(KAF) , Ay =nln? 4 G2y AR (4.3.7)
Aoy = n’nt + 521 +1 (KAF) , Ass = n®nd —n? + %,

Ayy = n’n? —n? + 65202' - -

Usando a Eq. (2.2.21)), &3 = &3 = &31 = €32 = 0, a Eq. (4.3.4) na forma matricial é
apresentada a seguir:

n2—n?+1-— ﬁ NgMNy — w(f;fi% — @'(K‘ZF)Z NN, + Z(A_F) 23
NyNy + w(ﬁcwﬁ) + Z(KzF) n -n’+1- m nyn, — z@ E:y =0.
nznx—l# nzny—i-z% n? — n? —i—l—:—‘z z
(4.3.8)
AP E =0, (4.3.9)

onde ASL ¢ a matriz de dispersao modificada pelo vetor K4 de violagao da simetria de
Lorentz. Antes de analisar os modos longitudinais e transversais, é interessante adortar
algumas simplificacoes. Como ja feito anteriormente, fixaremos o vetor de onda na direcao -
z, ou seja, k = (0,0, k), o que facilita a estratégia de estudar cada um dos modos em duas
situagoes: vetor de fundo longitudinal & diregdo de propagacdo, k || Kar e vetor de fundo
ortogonal & direcao de propagacao k | K,p. Assim, torna-se conveniente, por simplificacao e
sem perda de generalidade, escolher apenas uma das direcoes transversais de K 4r em relacao
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a k, fazendo Kap = ((Kar), .0, (Kar),). Com tais simplificacoes, a Eq. (4.3.8)) assume a
forma:

w2 iwew? . ~
—TL +1-— (W2 w2) _w(oﬂ—fﬂ) - Z(sz)z 0 Ex
zwcw 2 ) ~
w(w?— wz) +1 (KAF) Tl + 1-— m —Z% f?y == 07 (4310)
0 Z@ 1 — :j_é E,

onde n = n,.

Esta é a equacao matricial que nos forneceré os modos propagantes modificados pelo vetor
de violacdo da simetria de Lorentz. Analisaremos as principais alteracoes em contraste com
o caso usual, que sempre podera ser recuperado fazendo K p = 0.

4.3.1 Modo longitudinal (k I E)

Neste modo, como k esta disposto na direcao z, devemos estabelecer que o campo
elétrico também esteja, ou seja, E = E.Z2. A Eq. (4.3.10) se torna:

w2 iwcwf, .(Kar)

_n +1- (w2— w2) T ow?=w?) La— : 0 0
zwcw w?
w(w?— w2) + Z(K‘:F) —n’+1 - (w2_pw2) _Z(KZ r)s 0] =0, (4311)
c w2 ~

que fornece as seguintes expressoes:

(k) 4312

( _ ”_5) B —o. (4.3.13)

Para o caso em que k || K4, o que significa ter (K4p), = 0, resta-nos apenas a Eq. (4.3.13),
que fornece o resultado convencional para o modo longitudinal, discutido no capitulo 2| ou
seja:

2

wy
1—F—O—>w—wp (4.3.14)

Ja para o caso em que k 1 Kupr, passa a valer também a Eq. (4.3.12)). Porém, pode-
mos observar que esta nos leva a exigir £, = 0, resultando na nao existéncia de um modo
longitudinal para o caso em que k 1. K. Em resumo:

(i) Para k || K4, existe o modo longitudinal, mas este ndo ¢ alterado pela presenca do
vetor de fundo;

(ii) Para k L K, ndo existe modo longitudinal.

29



4.3.2 Modo transversal (k 1 E)

Para o caso de propagacao transversal, sendo k = |k| z devemos fixar E = (E,, E’y), ea
Eq. (4.3.10) torna-se:

S—n? 4D 0 N
—iD  S—n? —ifarkl g | =0, (4.3.15)
0 Z(KAF);C P O
onde
w? w?
_ P _ p
S —_ 1 - m7 P —_ 1 - E, (4.3.16)
Wew? (Kar)
_ p F),
D=t . (4.3.17)

A eq. (4.3.15) fornece as seguintes equagoes para as componentes do campo elétrico:

(S —n?) E, +iDE, =0, (4.3.18)
—iDE, + (S —n?) E, =0, (4.3.19)
K -
il AF)”"Ey = 0. (4.3.20)
w

Juntando as Eqs. (4.3.18)) e (4.3.19), encontramos uma expressao envolvendo n?, S e D:

—n2) . -
(S —n?) %Ey +iDE, =0, (4.3.21)
n*=SFD. (4.3.22)

Vale observar que S e D possuem dependéncia com a componente-z do vetor de fundo.

Se considerarmos primeiro a situagao em que k | Kap, o background so tera componente-z,
com (K4r), = 0. Nesta situacdo, a Eq. (4.3.20) torna-se trivial, e s6 restam as Eqs. (4.3.18)

e (4.3.19). A Eq. (4.3.22) permanece inalterada, e fornece dois indices de refracao distintos:
2 _ 2 _
nl—S_D, n2—S+D,

escritos explicitamente a seguir:

w2 K
n? =1 P ( AF)Z, (4.3.23)
w (w+ we) w
w? K
n2=1 L (Kar), (4.3.24)
w(w — we) w



Podemos unificar os dois indices (4.3.23)) e (4.3.24)) em uma tnica expressao:

2
(ni)Q -1 — wp + (KAF)Z.

PIPETN . (4.3.25)

O super-indice (s) é para distinguir os indices de refragao do caso background tipo-espago
(spacelike) dos demais obtidos neste trabalho. Vemos que a presenga de K4 contribui com
um termo adicional para os indices (quadraticos) de refragao, dados na Eq. (2.2.34). Faremos
a seguir uma anéalise das modificagoes causadas pelo vetor de fundo.

4.3.2.1 Indice de refracdo n: (k|| Kar)

Para este caso, devemos fixar (K4p), = 0, e assegurar que (Kap), # 0. Assim, as

relacoes de dispersao serao dadas por (4.3.25)), que fornece para (ni)2:

w2

()" =1~ - oo 7t (KzF)Z, (4.3.26)

com as seguintes raizes:

N

W) = —We — (KAF)Z — \/wg + 4&]12) -2 (KAF)Z we + (KAF)z ,

(4.3.27)

Wi(2) =

N[ —=

—we — (Kar), + \/wg +4w? — 2 (Kap), we + (Kar):

E de nosso interesse apenas frequéncias positivas, fato que nos restringe a primeira raiz,

Wi =wig == (—wc — (Kap), + \/wf +4w2 — 2 (Kar), we + (KAF)i) , (4.3.28)
que pode ser ou nao positiva:

Para (Kr)
Para (Kar)

> wlfw, = wi > 0; (4.3.29)

z

2 s .
< w/we — wi <0;

z

- . 2 . o .
Isto significa que a curva da fungao (nﬁr) toca apenas uma vez o eixo positivo das frequéncias,
no ponto w = wi, caso wi > 0, que funciona como frequéncia de corte do modo associado.
Temos as seguintes observagoes para este indice de refragao:

(i) Para a condigdo (Kar), > w?/w,, a raiz w%, torna-se menor que zero. A Eq. (4.3.26)
nao possuird raiz positiva, e fornece um indice quadratico sempre positivo, (ni) > 0,
para w > 0. Ademais, temos (ni)2 — +00 na origem. O modo associado a este se
propaga para qualquer w > 0 (vide Figura .
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4n 2 2
2 n
o S - (1)
3 2 2
\ ny ny
2- \\\ 2
L T T 1+
0 w, (u/a)c ol
(a) Dados: w, = 2wy e (Kar), =0.9. (b) Dados: we =wp e (Kar), =0.9.

Figura 4.4: Grafico de (nJSrL)2 e n3 (caso usual).

(ii) A outra possibilidade, quando (Kap), < wz/wc, wi >0, e (nﬁr)2 — —00 na origem,

. . o . 2,
como na Figura 4.4b, Neste caso, o modo associado ao indice de refracao (ni) é

S
propagante apenas para w > w?.

(iii) Em relacdo ao caso usual, a frequéncia de corte modificada resulta menor, ou seja,
w? < wy, fato que estabelece um decréscimo no intervalo de absorcao, antes dado por
0 < w < wy (mostrado na Figura 2.2)), agora dado por 0 < w < w}.

(iv) No limite de altas frequéncias, w — +o00, temos (ni)2 — 1, comportamento que
permanece inalterado em rela¢do ao caso inicial (sem LV).

. L . o 2 -
Podemos verificar a polarizacao do modo associado ao indice (nj) , substituindo a ex-

pressao para (ni)Q, dada na Eq. (4.3.25)), na expressao (4.3.15)), fazendo (Kap), = 0. Assim,

a Eq. (4.3.15) pode ser expressa como:

2 w2 iwew? . ~

—(711)-%1—335;27 _wwliﬁ'_“Kﬁﬂz B
iwewd | (Kap), a2 2 - | =0. (4.3.30)

o R vl U8 B Rl o] ol

Buscando agora o autovetor (com autovalor nulo) da matriz apresentada, temos:
~ —i —i
Eii9) = =—1 4.3.31
(+2) [J Z{Jv (4.3.31)
que revela polarizacao LCP para tal modo.

4.3.2.2 Indice de refragio n® (k|| Kur)

Para o indice de refracao n®, a Eq. (4.3.25)) fornece a relagao

() G L TDE (4.3.32)
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que nos leva as raizes

&
L
—
-
I
N[

We +2(Kar), — \/(wc +2(Kap),)? — 8(Kar), we — 402 |,
(4.3.33)

—_

wo = 4 (we+ 2(Kap), + /(@ +2 (Kar).)” = 8 (Kap), w, — 42

[\

Vamos renomed-las como w® = w_s e w = w_;. Das raizes acima, vemos que w® > 0.
Quanto a w? pode, ou nao, apresentar positividade:

Para (Kar)
Para (Kar)

> wr/2we — wi>0; (4.3.34)

2 :
< w,/2w. = w; <0;

z

z

2 . o o

. No caso em que w? > 0, a curva de (ni) toca duas vezes no eixo positivo das frequéncias,
fato que nao ocorre no caso usual, vide Figura [4.5a. Nesta condigao, tal indice apresenta as
seguintes caracteristicas:

. 2
(i) Para w — 0, temos (n“”_) — —oo. Consequentemente, para 0 < w < w?, temos

2 ; .
(ns_ ) < 0 e n® € C, manifestando-se uma zona de absorcao.

.. . 2 .
(ii) No intervalo, w! < w < w, (ns_) > 0 en® € R, uma zona de propagacao para este
modo.

(iii) Quando w — w,, (pela esquerda), temos uma singularidade, onde(n‘“’_)2 — —00, e
n® € C no intervalo w. < w < w?, ocorrendo absorcao nesta regiao. Aqui percebe-
se que esta zona de absorcao sofre um acréscimo em relagdo ao caso usual, visto que
w® > w_ (frequéncia de corte do caso usual).

. 2 ~
(iv) Para w > w®, decorre (ni) > 0en’ € R, etemos um modo propagante nesta regiao.

No limite de altas frequéncias, w — 00, ocorre (ni )2 — 1, resultado também obtido
no caso usual.

A situagao em que w? < 0, mostrada na Figura [4.5b, a funcao (ni)2 apresenta apenas

s

uma raiz positiva, dada por w®. Nesta situagao, o primeiro ramo da curva (n )2 nao toca
o eixo das frequéncias. No limite em que w — 0, obtemos (ni)2 — 400, e o intervalo de
propagacao do caso usual (0 < w < w,) volta a apresentar-se. As demais alteragoes motradas
nos itens (iii) e (iv) também serdao validas nesta situacao.

O campo elétrico advindo da matriz de dispersao é:

~ )
)\S_L =0 E(g_) = |:1:| ,

representando polarizagao RCP para o indice de refracao n® .
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I 2l
/
2r ’// ws_
L |// I \*-""_ 0 1
O e N - w/w,
I 1
(a) Dados: w, = 2wy e (Kaf), = 1. (b) Dados: we =wp e (Kar), =0.8.

Figura 4.5: Grafico de (ns_)2 e n” (sem LV).
4.3.2.3 Indices de refragio n5 (k L K,p)

Para a situacao em que k | Ky, fazemos (K4r), = 0. Reescrevendo as relagoes (4.3.18]),
(4.3.19) e (4.3.20), temos:

(S —n®)E, +iDE, =0, (4.3.35)
—iDE, + (S —n?) E, =0, (4.3.36)
K _
i AF)xEy = 0. (4.3.37)
w

Evidentemente, evitamos anular a componente x do background, o que nos leva & opcao
E, = 0. Assim, resta-nos as equagoes

, (4.3.38)
(4.3.39)

As equacdes acima nos levam a impor E, = 0, ja que D # 0. Este fato restringe a
existéncia de modos transversais para o caso em k | K r. Portanto, a propagacao de ondas
eletromagnéticas em plasmas no contexto de MCFJ, ocorre quando o vetor de onda é paralelo
ao vetor de fundo (k || Kar).

4.3.3 Modos de polarizagao geral

Nesta secao trataremos o caso em que o campo elétrico E da onda ndo em uma direcao
qualquer, ou seja, E = (Ex, Ey, Ez>. Tomando a Eq. (4.3.10)), adotando as definicoes (4.3.16
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e (4.3.17)), temos

S—n? 4D 0 E,
—iD  S—n? —iark| g | =0 (4.3.40)
0 k. p .
A equacao acima fornece o seguinte sistema de equagoes:
(S —n?) E, +iDE, =0, (4.3.41)
. K .
—iDE, + (S —n?) E, — Earkep g (4.3.42)
w
K _ _
i AF)"’“"Ey + PE, =0. (4.3.43)
w
Podemos impor sem perda de generalidade que E, = 1, o que nos permite escrever:
E,=—iD/ (S —n?%), (4.3.44)
. K
—iDE, + (S —n?) - iHarkepy g (4.3.45)
w
iE, = —i(Kap), JwP. (4.3.46)
Esse sistema nos leva a expressao para o indice de refragao:
(Kar), (Kar),
=15 — = L 4 D2, 4.3.47
" 2w?P 4w*P? + ( )
O modo de propagacao associado ao indice de refracao acima é dado por:
E, iA
E,| = 1 , (4.3.48)
B |-t
onde definimos D
A= (4.3.49)
(Kar)? (Kar),
ark o\ [Uasl D2

A Eq. representa o modo de propagacao geral em plasmas magnetizados para o caso
de vetor de violagao tipo-espaco.

Perceba que se fizermos (Kap), = 0, o indice de refracao ( 4.3.47) recai na expressao
(£.3.25)), fornecendo os mesmos indices de refracdo para o caso k || Kap. Nesta situagdo a
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polarizagao associada é dada por

E, +i
E,l =111, (4.3.50)
E, 0

revelando campo elétrico LCP ou RCP, dependendo da escolha dos sinais na Eq. (4.3.47)).
Para o caso em que (K4r), = 0, temos,

D=——"%2 4.3.51
w(w? —w?)’ ( )

e a Eq. (4.3.47) fornece seguinte indice de refracao:

(W? —w?) 2 (w?—w?) 4w® (w? — wp%)Q w? (w? — w2)?’

associado ao modo de propagacao

E, iA,

B, | = 1 , (4.3.53)
5 (Kar),

O R

onde )
Wb/ (W = )

(Kar)2 (Kar)s wiwy ‘
<2w2(w2—w12,) + \/4w8(w2—w;2,)2 + w2(w2w§)2)

A expressao (4.3.53) representa a polarizacao para o modo de propagacao geral quando

A:

(4.3.54)

(Kar), = 0. Vemos que neste caso a analise da polarizacao é dificultada, uma vez que o
vetor de polarizacao apresenta uma forma extensa.

4.3.4 Rotacao de Faraday para o caso vetor de fundo tipo-espaco

Para o caso (KAF)u = (0,K4r), 0o modelo de Appleton fornece velocidades distintas para
os dois modos:

1 1
p ny \/1—w§/w(w—|—wc)+(KAF)z/w
1 1
S p— 4.3.56
uph— ns ) ( )

- \/1 —w2/w(w—we) — (Kar), /w

relacionadas a n3 e n?, respectivamente. Com tais modos propagando-se com velocidades
diferentes, ocorre o efeito Faraday, que agora recebe contribuicao da componente espacial do
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background. Partindo da definicao (2.3.13) para o poder de rotacao, escrevemos:
(nf, —n®). (4.3.57)

Tomaremos novamente a condi¢ao w >> (w,, w.), que leva os indices de refracao (4.3.25)) a

2
SL “p (KAF)
~1-— + =2 4.3.58
e 2w (w + w,) 2w ( )
Logo, o poder de rotacao seré escrito como:
2 2
T w w (Kar)
T P P - 4.3.59
)\( 2w(w+wc)+2w(w—wc)+ w )’ ( )
K Wae
5~ HEar). (4.3.60)

2 2w?

Dessa forma, vemos que o poder de rotacao para este caso recebe contribuicao do back-
ground, em um termo frequéncia-independente. Assim como no caso do background tipo-
tempo, a contribuicao do vetor de fundo foi em primeira ordem no parametro de violacao,
sem a necessidade de exclusao de termos de ordem superior.
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Consideracoes Finais

Foi apresentado neste trabalho o modelo de Appleton para plasmas magnetizados, desen-
volvido para abordar a propagacao de ondas eletromagnéticas na lonosfera, onde a presenca
de um campo magnético externo é considerado na forca de Lorentz. Fazendo uso das equacoes
de Maxwell para meios materiais, estudamos os modos de propagacao longitudinal e trans-
versal. Verificamos que o modo longitudinal nao se propaga, correspondendo a um modo de
vibragao quando w = w,. O modo transversal fornece os indices de refragao ny e n_, sendo
estes circularmente polarizado & esquerda (LCP) e circularmente polarizado a direita (RCP),
respectivamente. Foram listadas as principais caracteristicas destes modos, como os interva-
los de propagacao e absorcao da onda eletromagnética. Também foi discutido o fenémeno
de birrefringéncia (rotagdo do plano de polarizacdo), que ocorre gracas a defasagem entres
as ondas RCP e LCP, quando estas se propagam no mesmo intervalo de frequéncia, como no
caso em que w > w_. Diante disto, foi calculado o "poder de rotagao"o (diferenca de frase
por unidade de comprimento), obtida através da diferenga entre os indices de refracao n, e
n_.

Além disso, foram abordados alguns aspectos da eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-
Jackiw, como a obtencao das equacoes de movimento e o comportamento dos coeficientes de
Carrol-Field-Jackiw sob acao das operacoes de paridade, inversao temporal e conjugacao de
carga. Constatamos que a eletrodinamica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw viola nao apenas
a simetria de Lorentz, mas também a simetria CP'T, ambas preservadas na eletrodinamica de
Maxwell usual. Analisando as relagoes de dispersao modificadas desta teoria, manifesta-se o
efeito de birrefringéncia no vacuo, a partir do qual, usando dados coletados através da luz
vinda de galéxias distantes, foi possivel estimar um valor muito restritivo ao parametro de
violagao, |Vo — |V]|cosf| < 4.4 x 10733eV.

Dentro da proposta deste trabalho, consideramos o modelo de Appleton no contexto da
eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw. Os termos de que provocam a quebra de
simetria de Lorentz modificam a matriz de dispersao, que foi estudada em dois casos: vetor
de violacdo tipo-tempo, com (Kap)" = ((Kar),,0), e vetor de violacdo tipo-espago, com
(Kar)" = (0,Kar). No caso de vetor de viola¢ao tipo-tempo, o modo longitudinal mantém-
se como no caso sem violacao de Lorentz. Por sua vez, o modo transversal fornece 3 indices de
refragdo com intervalos de positividade. O primeiro deles, n , pode apresentar positividade
para todo valor de frequéncia, desde que w > w,. No entanto, isto também ocorre quando
w < w4, mas com uma restri¢io para valores de (Kar),, como mostrado na Eq. (#.2.18). O
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indice de refracdo ng apresenta um pequeno intervalo de positividade, 0 < w < w,, podendo
apresentar absor¢ao e propagacao, o que depende de valores para background. Quanto ao
indice de refracao n' , a modificacao mais evidente ocorre para o limite em que w — 0, quanto
este assume um valor finito inversamente proporcional a (Kar)y, n* (0) = w?/ (Kap),we.
Dentro desse contexto, obtemos também o poder de rotacao para plasma magnetizado, que
recebe contribui¢do do termo (K 4r), /2, independente da frequéncia, considerando a condigao
w >> (W, we).

O caso de vetor de violagao tipo-espaco foi dividido em duas situagoes: para k || Kar e
k 1 Kap. Revelou-se mais interessante o caso k || Kap, pois foi o tinico a de fato promover
alteracoes consistentes nos indices de refracao. Essa possibilidade nao oferece modificacoes ao
modo longitudinal. Porém, o modo transversal fornece dois indices de refragao modificados,
n% e n®. O primeiro destes pode apresentar-se como positivo para todo w, quando (Kap), e
w, (frequéncia de ciclotron) forem suficientemente grandes. Quando isto nao acontece, este
modo propaga para w > w? (frequéncia de corte deste modo). Por outro lado, o indice de
refracao n® pode apresentar uma ou duas raizes reais. Quando apresenta uma raiz, este modo
tem forma semelhante ao caso sem violacao de Lorentz, alterando apenas o valor da frequéncia
de corte. Porém, quando ocorre também a segunda raiz, a zona de propagacao entre a origem
e a frequéncia de ciclotron é diminuida, passando a ser limitada entre a frequéncia de corte
wi e w,, ou seja, o modo associado ao indice n® se propaga para w; < w < w,.. Por fim,
calculamos também o poder de rotacao para o caso vetor de fundo tipo-espaco, que recebe
contribuicao do termo (K 4r), /2, que ndo depende da frequéncia.

E interessante notar que, conforme as Eqgs. (]4.2.36[) e d4.3.60[), um plasma livre de campo

magnético externo também apresenta rotacao de Faraday quando adotadas as equacoes de
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw, resultado que nao ocorre dentro do contexto usual da eletro-
dinamica de Maxwell.

Este trabalho ¢ possivelmente o primeiro a propor o estudo de propagacao de ondas
eletromagnéticas em plasmas dentro de um contexto de violacao da simetria de Lorentz. Isto
nos permitiu reavaliar alguns resultados obtidos para plasmas magnetizados, como a rotacao
de Faraday que recebe contribuicoes do parametro de violagao. Os resultados presentes neste
trabalho podem ser ainda estendidos para plasmas frios, onde os campos elétrico e magnético
devem influenciar o movimento de fons e elétrons, proporcionando o surgimento de frequéncias
caracteristicas que dependem da massa destas particulas. Plasmas aquecidos também podem
ser abordados dentro deste contexto, onde a velocidade térmica das particulas sao levadas
em consideragao, fato que enriquece ainda mais o tratamento de propagacao de ondas em
plasmas. Além disso, este estudo pode ser realizado para situacoes onde a propagacao da
onda eletromagnética ocorre na direcao transversal ao campo magnético, caso que nao foi
abordado neste trabalho.
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Apéndice A

Analise da positividade para os indices
de refracao no caso timelike

Aqui temos uma anélise a respeito da positividade dos indices de refracao do caso
vetor de violacao tipo-tempo, uma vez que devemos trabalhar, neste modelo de dispersao,
apenas com indices positivos. Observando as expressoes para os indices de refracao,

c(Kar), \/(W - We) ((KAF)S 2+ 4w2) — dww?

- - : A0.1
ny 2w 2w (Cd _ wc) ( )
c(Kar), \/(W — we) ((KAF)(Z) 2 4 4w?) — dww?
T + , (A.0.2)
2w 2w/ (W — w,)
c(Kar), \/(W + we) ((KAF)§ 2+ 4w2) — dww? 103
= B ) U
3 2w 2w (UJ + wc)
c(Kar), \/(W + we) ((KAF>3 2 + 4w?) — dww?
e * , (A.0.4)
2w 2w/ (w + we)

vemos que, de fato, n; < 0, ao passo que ny > 0.
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Para analisar ns, partiremos da inequacao em que ny > 0. Assim,

_car)y \/(W —we) (Kap)y e + 4w?) — dww?

2w 2w/ (W — we)

> 0, (A.0.5)

—c(Kar)y vV (w—we) + \/(w — We) ((KAF)(Q) 2 + 4w?) — dww? > 0, (A.0.6)
\/(w — W) ((KAF)g 2 + 4w?) — dww? > ¢ (Kap)y /(w0 — we), (A.0.7)
(Kar)? e (w — we) + 40* (w — we) — dww? > ¢ (Kar)? (W —w,), (A.0.8)
40? (w — we) — dww? > 0, (A.0.9)

dwlww—w) —wl] >0 s w(w—w)—w, >0. (A.0.10)

Assim, para os valores de w nos quais a inequacao (A.0.10|) é satisfeita, teremos ny positivo.
Como tal inequagao é de segundo grau, possui duas raizes:

1 1
Wat = 5 (wc + /w2 + 4w§> e wy- =5 (wc — /w2 + 4w§> . (A.0.11)

Sendo /w2 + w? > w,, vemos que wy; > 0 ewy < 0, indicando que wy, estd localizado regidao
positiva do eixo - w, enquanto wo_ estd na regiao negativa, como mostrado na Figura .
Evidentemente, estamos interessados apenas na regiao onde w > 0 (frequéncias positivas).
Assim, verificamos que o indice de refracao ny é positivo para valores de frequéncia tais que

W > way, com wo, dado pela Eq. (A.0.11]).

Regido de interesse

CL)Q“_;.‘ (AJQ.’. w

Figura A.1: Valores de w para positividade e negatividade de na.
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Para o indice de refracao ng, partiremos de ng > 0. Teremos:

c(Kar), \/(w + we) ((KAF)S c+ 4w2) — dww?

- >0, A0.12
2w 2w/ (W + we) ( )
)y | Ve (arie + 4) —suag 019
2w 2w/ (w + we) ’ -
c(Kap)g vV (w+we) > \/(w + we) ((KAp)ﬁ 2 4 4w?) — dww?, (A.0.14)
(Kar)? e (w+we) > (Kap)i & (w + we) + 4w? (W + we) — dww?, (A.0.15)
4w? (W + we) — dww? < 0, (A.0.16)
dw [w (w+we) —wl] <0 = w(w+w) —w) <0. (A.0.17)

Vemos agora que, para valores de frequéncias que satisfacam a inequacao (A.0.17)), ng serd
positivo. Esta inequacao possui duas raizes:

1 1
wsy = 3 <—wc + 4 /w2 + 4w§) e wy- = —5 (wc + (/w2 + 4%2)) : (A.0.18)

Pela anéalise do radicando da Eqs. (A.0.18)), nota-se que w3z, > 0 e ws_ < 0, indicando
que estao localizados na regiao positiva e negativa do eixo - w, respectivamente. Neste caso,
vemos que o intervalo de interesse, onde ng é positivo, esta compreendido em 0 < w < w3,
como mostrado na Figura (A.2)).

Regido de interesse

ns < 0 ‘ ns > 0 ns > 0 { ns < 0

Figura A.2: Valores de w para positividade e negatividade de ns.
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Apéndice B

Transformacoes discretas

B.1 Comportamento de algumas grandezas sob operacao
de paridade

A operacao de paridade consiste na transformacao r — —r:

E D2 —E A, 5 14, (B.1.1)
B5 4B, AL —A, (B.1.2)
A, 5oarog, 5 e 0, B oo (B.1.3)
Campo elétrico sob paridade:

1 _
:—Q(r—rg); (B.1.4)

dreg |r —r/|

P, 1 g(-r+r)

E—-E = - B.1.5
e e 2 (B.L5)
ED —E; (B.1.6)

Densidade de corrente sob paridade:

J =nev; (B.1.7)
I35 3= —nev, (B.1.8)
J5 -7 (B.1.9)
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Além disso, para a densidade de carga:
p=¢eV-E;
p5p =c0(-V)- (-E),

p£>,0.

Com os dois resultados acima, podemos escrever para a 4-corrente, adotando:

J;L - (J07 Jl): JO = p, ‘]Z = (J)

;-
Assim, obtemos:

BT = (=) = (Jo, T,
J, 5w

Potencial A, sob paridade (quantidade escalar):

Potencial vetor A:

J ('t
A = / (r7 ,)d?’r/;
Q|r—1|

r
A E} A/ — _/ J (r,7t) d3rl
olr—1| 7

AL A

Com os resultados para Ag e A, podemos escrever para o 4-potencial:

AM = (AO’ Az) )
L i
AH — A;L = (A(), —Al) = (Ao,A ) ,
A, 5 oar,
Campo magnético sob paridade:
B =V xA;
B 5B =(-V)x(-A),
B LB

(B.1.10)
(B.1.11)

(B.1.12)

(B.1.13)
(B.1.14)

(B.1.15)

(B.1.16)

(B.1.17)

(B.1.18)

(B.1.19)
(B.1.20)
(B.1.21)

(B.1.22)
(B.1.23)
(B.1.24)



Nesta secao usamos o fato das derivadas espacias dependerem apenas da posicao, o que
permite escrever

0; = —, B.1.25
oxt ( )
0

0 5o =——— =9 B.1.26
Boj= - =0, (B.1.26)
0,5 (B.1.27)

Como a derivada temporal nao sofre acao da paridade, escrevemos:
0, = (00, 0;) (B.1.28)
9, 5 ov. (B.1.29)

B.2 Comportamento de algumas grandezas sob reversao
temporal

E L E A 5 A, (B.2.1)
B L -B A L —A (B.2.2)
A, Loa g, Lo (B.2.3)

Para demonstrar esses resultados, consideramos, algumas grandezas cléssicas, como velo-
cidade (v) e momento linear (p), que sdo impares sob a inversao temporal:

-
v —v, pb—p. (B.2.4)

Por outro lado, a for¢a (F) e a acele¢ao (a) sdo pares:
FLF ala (B.2.5)

Deste modo, a segunda lei de Newton F = dp/dt é invariante sob inversdo temporal. Escre-
vendo a forca de Lorentz,
F=¢(E+vxB), (B.2.6)

podemos entao perceber, considerando as equacoes anteriores, como o campo elétrico e
campo magnético se transformam:

ELE BL-B. (B.2.7)
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Como a velocidade é impar sob inversao temporal, a densidade de corrente também
sera:

h U, § (B.2.8)

Como a densidade de carga p, a componente (0) da 4-corrente, é par sob tal transformacao,
podemos escrever:

T 5T = (Jo,—J) = (Jo, '), (B.2.9)
I, L g, (B.2.10)

Comoo potencial vetor é determinado pela corrente J, também sera revertido:
T
A — —A. (B.2.11)

O potencial escalar A, depende da densidade de carga p, sendo também par sob inversao
temporal:
Ay L —A,.

Esses resultados nos permite escrever a transformacao para o 4-potencial:

A, Ly Av, (B.2.12)

B.3 Comportamento de algumas grandezas sob conjuga-
cao de carga

E % —E 4, S —A, (B.3.1)
B S -B A S —A, (B.3.2)
A, S o—ar g, S~ (B.3.3)

Os resultados acima sao obtidos facilmente, uma vez que a transformacao ¢ — —q ga-
rante que a densidade de carga (p) e a densidade de corrente (J) sejam impares sob
conjugacao de carga. O campo elétrico e o potencial escalar A, dependem da carga e
da densidade de carga, respectivamente. Portando sao também impares:

ES _E A, 5% A, (B.3.4)

O potencial vetor A depende da densidade de corrente, sendo também impar sob conju-
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gacao de carga. Consequentemente, o campo magnético B também sera:

AS-A B S-B. (B.3.5)

Com os resultados acima, a 4-corrente também serd impar sob tal transformacao:

J, = —J,. (B.3.6)
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Apéndice C

Equacao de movimento MCFJ

C.1 Forma indicial

Partiremos da equacao de Euler-Lagrange:

oL oL
A, % (0,4,) 0.

Reescrevendo a Lagrangeana (3.2.1)) com termo de fonte,

1 1
L= —ZFWFW — {Cuwas (Kap)t AVEFP — J, A%,

calculamos o primeiro termo da equacao acima:

0L  O(—=J A% 1 O ((Kap)" AVFP)

A, A,  acwes DA, )
oL 1
8_14/\ = _Jaga)\ - Zeul/aﬁ (KAF)H Faﬁgl»\?
oL 1
9A, —7+ ZEAMaB (Kap)" F7.

O segundo termo de (3.4.1)) sera:

0L  10(FusF*’) 1 d (F*P)
9(0,A,)

909 AN - = BopAv
0 (aaA)\) 4 0 (GUA/\) 461“’06,3 (KAF) A
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(C.1.3)
(C.1.4)

(C.1.5)
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onde as derivadas fornecem
0 (FusF*) ) O(Fuy)
0 (8014,\) B 0 (a A/\)
0 (Fo‘ﬁ) B 8(8%45 — 05Aa)

FP =2(676% — 0500) F*¥ =2 (F7 — F7) = 4F°*,  (C.L.7)

= — (00 BA _ Bo _aX
B (95 A GICWN (9*7¢™ — g7 9. (C.1.8)
Com isso, temos
oL 1
D04 —F7 = Jeuas (Kap)" A7 (¢°79" — g7 9™) (C.1.9)
oL oA 1 L oAv ao /3)\ 1 4o ﬂo‘ a)\
8(8 A)\) - _F 46;111046 (KAF) A 9 + 4EMVQ,3 (KAF) A g (0110)
oL 1
FoAy) ~ FT T gt T Kar) AT e, Y (Kt A (C.1.11)
oL 1
90,4y —F7 = g6, 7 (Kap)" A (C.1.12)

Substituindo (C.1.5) e (C.1.12) na Lagrangeana, teremos

—JM+ = 1€ A g (K ap)! F + 0,F7 4 o MK ap) 0,A" =0, (C.1.13)
-J + ie i (Kap)' FOP 4+ 0,F7* + 5 Cuve AMEap) 07 AY =0, (C.1.14)
0, F\ + leemﬁ (K ap)" FP 4 5w (Kap)" 07 AY = Jj, (C.1.15)
Lo (Kap) 00 A7 ’
00+ e (Kar) 'A% + Sy, (Kap)" 7 A% = I, (C.1.16)
que resulta na equacao de movimento
0o F\ + expap (Kap)' 0%AP = J,. (C.1.17)

C.2 Forma vetorial

A Eq. (3.4.7), abaixo reescrita,

1

aUFU/\ + 56)\#&/8 (KAF)H Faﬁ = J/\a
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fornece explicitamente a lei de Gauss quando tomamos \ = 0:
0, L ok 0 o 1 0
0, F* + 56 J (KAF)z ij =J — O, F" — §5z’jk (KAF), ij =J ,
1 -1
OB — §€ijk (KAF)i €jkmBm = JO = OB — §€jki€jkm (KAF)i (KAF)m = JO,
. 1 .
O E" — 52% (Kap); Bn=J" —  O,E'— (Kar),, Bn=J",
que na forma vetorial é

OE —KapB=p ou V- -E—KurB=p, (C.2.1)

onde p é densidade de carga. A lei de Ampére é obtida fazendo A\ =i na Eq. (3.4.7):

0, F7" + %ewaﬁ (Kar), Fop = J’ (C.2.2)

O F" + 0;F7" + %Eimm (Kar)o Fim + %Eikom (Kar)y, Fom + %Eikmo (Kar)y Fro = J' (C.2.3)
QF" + ;F7 + %e“”m (Kar)o Fim + %26%’" (Kap)y Fom = J', (C.24)

—OE" + €;1,0; By, — %eﬂm (Kar)g €tmpBy + €*™ (K ), E™ = J*, (C.2.5)

onde usamos "™ = €™ que permite passar do simbolo de Levi-Civita 4-dimensional para

0 3-dimensional. Assim,

. 1 . )
—O0E" = €40 By + Seimeimy (Kar)y By + €M (Kap), E™ = J', (C.2.6)
) 1 ) )
—&gEZ - eijk(?jBk + 525”, (KAF)() Bp - Gka (KAF)k Em = Jl, (027)
—ath — EijkajBk -+ (KAF)() Bz —+ €ikm (KAF)k E™m = Ji, (028)
—O,F" + €j40;B¥ — (Kap)y B' + (Kar x B)' = J, (C.2.9)

obtemos, usando a densidade de corrente j,

—O,FE"+ (V x B)' — (Kap)y, B' + (Kar x E)' = J°, (C.2.10)
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Apéndice D
Forma da matriz de dispersao MCFJ

Como a matriz é muito extensa, foi necessario coloca-la aqui separadamente, na pagina
seguinte.
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NQ 0aT(AV 37)e4T1dO( AV 31 )2— 0d%( AV 37)e—2d0(dV 31)e HQNAETVNV 1 — 2 Hﬁrﬁx.v&v ?
0al(AV3r)—T1a0(AV3)e NQ 0a€(AV5r)2+€a0( AV 1)~ Ta®(dV 37 )+ €aT(AV 37)2—
:.O.Qv . 0a%( AV 31)24+-2d0( AV 57)2— 0d€( AV 31)2—€d0(AV3r)e m& Cd€(AVr)—€dC (V)
Tal( AV 3p)s+2d T (dV 57)2— Ta8(AdVs)e—€al(dVr)e Cd€( AV 31)24-€aC( AV )2~ d—

(4
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Apéndice E
Eletrodinamica em Meios Continuos

A eletrodinamica de Maxwell em meios continuos é representada pela seguinte Lagrange-
ana:

1 v
L= —ZG“ F,—A,J", (E.0.1)
onde G" é o chamado field-strength em meios materiais, definido por

1
GM = §x“”“5 F,s, (E.0.2)

onde x***# & chamado de tensor constitutivo, por definir a estrutura das relacoes constitutivas
do meio. O tensor constitutivo parametriza a resposta do meio quando submetido a campos
eletromagnéticos. Tal tensor satisfaz as seguintes propriedades de simetria:

X/J,I/aﬂ — _Xl/,uocﬂ, X/woz[ﬁ — _X;wﬂoz7 X,u,l/aﬁ — Xaﬂ/u/' (EOS)

As equacoes de movimento, podem ser obtidas através da equacao e Euler-Lagrange, que

fornecem
OGH = J*. (E.0.4)

A equagao acima gera as leis de Ampére e Gauss. As demais equacoes sao obtidas através
da identidade de Bianchi:
Oy (P Fog) = 0. (E.0.5)

Com isso, é possivel escrever as equacoes de movimento na forma vetorial:

V-D=p (E.0.6)
0D
H-—= E.0.
V x T J, (E.0.7)
V-B=0, (E.0.8)
B
V xE+ 9B _ 0, (E.0.9)

ot
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onde valem D = ¢E e B = pH, as relagoes constitutivas para o deslocamento elétrico e
campo magnético, respectivamente.
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