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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um modelo analitico que faca a previsao
do comportamento do algoritmo RLS como uma fungao dos parametros de projeto (passo
de adaptagao, fungao kernel e seus parametros). Utiliza-se uma fungao nao quadratica
baseado em kernel, realizando uma transformagao nao linear do espago de entrada apli-
cada a filtragem. Foi desenvolvido e implementado na redugao de ruidos para a filtragem
adaptativa baseada em Kernel, que fornece uma analise do comportamento do algoritmo
KRLS, bem como de suas propriedades de convergéncia. Aplica-se uma funcao kernel na
funcao de custo a partir da fungao recursiva nao quadratica de quarta poténcia, que mini-
miza o erro, definido como a expectativa do custo cumulativo de a¢oes tomadas ao longo
de uma sequéncia de passos. Verifica-se que essa abordagem possibilita a determinagao
dos parametros do problema com uma maior confiabilidade e robustez e o menor custo,
quando comparado com algoritmos tradicionais (RLS, KRLS, RNQ).

Palavras-chave: Filtros adaptativos, Método kernel, Algoritmo KRNQ, Algo-
ritmo KRNQ, Reducgao de ruido.
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Abstract

This work has the objective to develop an analytical model that makes prediction of the
behavior of the algorithm as a function of the design parameters (step adaptation, kernel
function and its parameters). We use a non-quadratic function based on kernel, performing
a nonlinear transformation of the input space filtering applied on line. Was developed and
implemented in the system for adaptive filtering based on Kernel, which provides an
analysis of the behavior of KRLS algorithm as well as its properties of convergence. It
applies a kernel function in the cost function from the non-recursive quadratic function of
an even power, which minimizes the error, defined as the expectation of the cumulative
cost of actions taken along a sequence of steps. It appears that this approach allows the
determination of the parameters of the problem with greater reliability and robustness
and lower cost compared with traditional algorithms (RLS, KRLS, RNQ) .

Keywords: Adaptive filters, Method kernel, RNQ algorithm, KRNQ Algo-

rithm , Noise reduction.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de filtragem teve as primeiras contribui¢oes com Wiener para a teoria
de filtragem 6tima. Esta contribuicao consistiu na formulacao do problema de predicao
linear, em que foi obtido um sistema de equagdes (chamadas equagdes de Wiener-Hopf)
[1], as quais resultam, apos sua resolugao, nos coeficientes do filtro 6timo. O caso mais
geral é em termos de duas fungoes de correlacao: a funcao de autocorrelacao do sinal de

entrada e a funcao de correlagao cruzada entre o sinal de entrada e o sinal desejado.

A filtragem adaptativa tem sido largamente utilizada nas tltimas décadas em diversas
areas de aplicacao. Sua principal caracteristica é a possibilidade de ajuste 6timo dos para-
metros de filtragem na auséncia de uma informagao estatistica prévia dos sinais envolvidos
[2] e [3]. Modelos lineares sao ainda rotineiramente usados devido a sua simplicidade, do
ponto de vista conceitual e de implementacao. Entretanto, em muitas situagoes praticas,
tais como, identificagao, predicao e controle aplicados a areas de comunicagoes e engenha-

ria biomédica, um processamento nao linear do sinal se faz necessario.

Diferentemente do caso de sistemas lineares e invariantes no tempo, os quais sao com-
pletamente caracterizados por suas respostas ao impulso, nao existe um contexto mate-
méatico simples para descrever os sistemas nao lineares. Filtros polinomiais, comumente
chamados de séries de Volterra [4] que tem como dificuldade prética em identificagdo de
sistema é que, mesmo para sistemas pouco nao lineares, o niimero de parametros a deter-
minar é muito grande e a necessidade de parametros é utilizar bases ortogonormais como
forma de parametrizar os nucleos. A rede neural é o mais popular e estudado em modelos

nao lineares para filtragem adaptativa [5].

De maneira alternativa, foram verificados progressos em métodos de aproximagao de
fungoes baseados em Espago de Hilbert de Kernel Reprodutivo (RKHS) [6] [7] incluindo,

por exemplo, méquina de vetor de suporte [8]. Uma caracteristica comum dos métodos
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baseados em kernel, entretanto, ¢ a utilizagao de matrizes e modelos cujas dimensoes sao
iguais ao nimero de dados avaliados. Os métodos baseados em kernel, em particular as
Méquinas de Vetor de Suporte (SVMs), sdo aplicados em muitos problemas do mundo real,
sendo considerados estados da arte em varios dominios [9]. Recentemente, tais métodos

tornaram-se uma tendéncia em aprendizagem de maquina e inferéncia bayesiana.

O trabalho proposto sobre o RLS e suas aplicagoes em Kernel para filtragem tem
como principal foco apresentar um levantamento e método para desenvolver um algoritmo
de aproximacao baseado em Kernel de minimos quadrados recursivos para solucionar os
problemas com adaptacao da equacao algébrica de Riccati discreta e para regulador linear
quadratico discreto usado também no algoritmo recursivo ndo quadradico. O algoritmo
dos Minimos Quadrados Recursivos (RLS) podem serem vistos como um caso especial do
algoritmo RN(Q que é uma forma dos minimos quadrados que utiliza a aprendizagem por
reforgo, isto é, o aprendizado de um mapeamento de entrada e saida é realizado através da
interacao continua com o ambiente, visando a minimizar um indice escalar de desempenho.
Tais algoritmos tém como vantagem a baixa sensibilidade & natureza do sinal de entrada
e uma maior velocidade de convergéncia quando comparado aos algoritmos de gradiente

estocastico [4]. O algoritmo mais popular desta familia é o RLS.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos especificos

e Propor uma versao baseada em kernel do algoritmo recursivo ndo quadratico (RNQ);

e Permitir a filtragem nao linear em um espaco de entrada de dados lineares, que
transforma com o produto vetorial desses dados gravados em uma alta dimensao de

caracteristica que esta relacionada ao espaco nao linear de entrada;
e Explorar as estatisticas de ordem superior dos sinais gravados;

e Desenvolver o algoritmo que apresente melhor desempenho em um problema de
identificacao de sistema quando comparado ao algoritmo dos minimos quadrados

recursivo baseado em Kernel (KRLS).

1.2 Contribuicoes

As principais contribui¢oes desse trabalho sdo as seguintes:
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e Identificacao de sistemas nao lineares, no entanto o algoritmo kernel recursivo nao
quadradico pode ser adequado para aplicagoes em tempo real, e apresentam um

comportamento estavel de operacao com grandes conjuntos de dados.

e Aplicagdo em tempo real do algoritmo KRNQ em sinais de Eletrocardiograma

(ECG), que tiveram excelentes resultados na filtragem desse sinal.

1.3 Publicacao

e Recursive Algorithm Based on Non-Quadratic Functions Using Kernel, IEEE - ME-
MEA, 2014.

1.4 Organizagao do Trabalho

Essa dissertagao esté organizada em capitulos, os quais descrevem os problemas e sua

formulagao desse novo método, teste de validacao e analise de resultados.

O Capitulo 2 trata de conceitos basicos sobre filtragem adaptativa que sao abordados

nesse trabalho e assim introduzir os conceitos de filtro.

No Capitulo 3 ¢ definido o conceito do método kernel no espago de Hilbert no qual

aborda a metodologia utilizada em sua anélise que estao interligados ao novo algoritmo.

No Capitulo 4 mostram-se os algoritmos RLS e KRLS que influenciam no céalculo do
novo algoritmo e também discorre-se sobre o algoritmo RNQ e seu desenvolvimento e suas

propriedades para que possamos interligé-los com os conceitos que envolvem o kernel.

No Capitulo 5 é descrito o algoritmo KRNQ além das técnicas baseadas em kerneis

e métodos matematicos propostos para a realizacao dessa dissertacao.

No Capitulo 6 sao as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

Filtro Adaptativo

O objetivo da filtragem de sinais é retirada do ruido e melhorar a qualidade do sinal
de acordo com um critério de desempenho. Os sinais podem ser considerados tanto no
dominio do tempo como no dominio da frequéncia. A diferenca dos filtros adaptativos
com relagao aos demais é o seu desempenho auto ajustavel e variante no tempo. Contudo
muitos algoritmos adaptativos se utilizam do erro quadréatico médio como fungao de custo
que se deseja minimizar. O erro quadratico médio é uma funcao convexa dos componentes
do vetor peso e gera uma superficie hiperparaboléide que garante a existéncia de um
minimo global. Para isso pode-se proceder de tal forma a encontrar esse minimo, o mais

rapidamente possivel e com o menor erro final.

Na filtragem convencional do tipo Finite-Impulse-Response (FIR) ou do tipo Finite-
Impulse-Response (IIR), geralmente assume-se que os parametros do processo estocastico
de entrada sao conhecidos, tais parametros determinam as caracteristicas do sinal de en-
trada [4]. No entanto, em muitos problemas praticos, pelo menos alguns parametros de
entrada podem mudar, ou ainda, o sistema pode nao conhecer exatamente o compor-
tamento destes parametros. Nestes casos ¢ altamente desejavel um filtro que possua o
atributo de auto aprendizado, de maneira que este possa ajustar-se automaticamente de

acordo com cada situacao.

Filtros adaptativos sao interessantes nos casos onde algumas das caracteristicas da
aplicacao nao sao conhecidas. Desta maneira, pode-se dizer que os filtros adaptativos sao
mais adequados para aplicagoes em que as condigoes do sinal de entrada ou os parametros
do sistema variam lentamente e o filtro seja capaz de se auto ajustar para compensar essas
mudangas. O algoritmo classico LMS (Least Mean Squares) constitui uma das técnicas
mais conhecidas para a implementacao de um filtro adaptativo [3|. Esta adaptacao consiste
no ajuste continuo (e adaptativo) dos valores dos coeficientes do filtro, tendo como métrica

a minimizagao do erro no sentido da média dos quadrados|10]. Como exemplos de aplicagao
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que requerem filtragem adaptativa, pode-se citar: decodificagao de canal de transmissao,
detecgao de sinais em presenca de ruidos aleatorios, cancelamento de eco, reconhecimento

de padroes de imagens e reconhecimento de padroes de voz, dentre outros.

Os minimos quadrados em filtro converge solugao para o filtro de Wiener, assumindo
que o sistema desconhecido é linear invariante no tempo e o ruido é estacionario |11].
Ambos os filtros podem ser usados para identificar a resposta de impulso de um sistema
desconhecido, sabendo-se apenas o sinal original de entrada e a saida do sistema desco-
nhecido [3]. Ao relaxar o critério de erro para reduzir o erro de amostragem corrente, em
vez de minimizar o erro total sobre todos os m, o algoritmo LMS pode ser derivado a
partir do filtro de Wiener|[10].

Sistema
Desconhecido
Entrada do Saida do
Sistema + Sistema
/ )
Filtro
Adaptativo —

[ -

Figura 2.1: Filtragem adaptativa para identificacdo de sistemas

2.1 O Combinador Linear Adaptativo

A estrutura mais usada na implementacao de filtros adaptativos é o combinador linear
adaptativo, mostrado na Figure 2.2 onde pode-se observar que o filtro adaptativo possui

uma tnica entrada u, (no tempo n), definida como [12];

U = |:un7un717 "'7un—(L—1)]T (21)

sendo L a ordem do filtro w,, é o vetor peso no tempo n, definido por;

r (2.2)

Wpn = [wn07 Wp—1y -+ wnf(Lfl)}
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Figura 2.2: Combinador Linear Adaptativo-Forma Transversal

e a saida, y,, € igual ao produto interno de u,, por w,:

Yp = ugwn = Wgun (2.3)

Conforme Figura 2.2, o sinal de erro no instante n é dado por;

en = dyp — Yn (2.4)

Substituindo nesta Equacao 2.4, temos:

en =d, — WZun (2.5)

Ao relaxar a soma infinita do filtro de Wiener que representa a solucao 6tima do erro
no tempo n, pode ser encontrada pelo método de otimizagao, denominado "método de
decida mais fngreme", que utiliza o vetor gradiente para descer gradualmente passo a
passo para o minimo da funcao de erro. As chamadas equac¢oes de Wiener-Holf, em forma

matricial, esta solucao 6tima de Wiener e o algoritmo LMS pode ser derivada [4].

O erro quadrado médio pode ser expresso como;

2

(=E[e2] = [d —ya]” = [dy — Wiu,] (2.6)
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- Ermo
o

Figura 2.3: Superficie de uma por¢ao quadrdtica tridimensional, juntamente com alguns con-
tornos. O erro quadrdtico médio estd plotado na vertical, wg e wy variam de -1 a 1.

ok 0
Fw, ~ w, O )’ 29)

Aplicar regra da cadeia e defini¢cao de substituto y,,;

OE 0 s,

aWn = Q(dn - yn)a_vvn(dn - nz:% Wnun) (28)
OF
Tw. —2epu, (2.9)

A partir desta equacao, é possivel derivar uma equagao para cada atualizacao w, em

cada novo n usando gradiente descendente e um tamanho de passo p;

oF
W, =W, — How (2.10)
que se transforma, para¢t=0,1,....,. N — 1, ;
W, = W, + 2ue,u,. (2.11)

Tal parametro é uma constante que comanda a velocidade de convergéncia do algo-

ritmo que é a equacao de atualizagao do LMS.
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2.2 A Funcao de Performance

O sinal erro no instante n é dado por;

Gn = dn — Yn (2.12)

Substituindo o valor de y,, dado na Equagao 2.13:

Na discussao que segue, supoe-se que as entradas do vetor peso nao estarao sendo
ajustados, ou seja, n é fixo. Tomando o produto escalar < (,,(, >, obtém-se o erro

quadratico ¢,? dado por;

G2 =< G, G >=dn? + Wl unun "W, — 2d,un T W, (2.14)

Assumindo a hipotese adicional de que (,, d, e u, sao estatisticamente estacionérios

e tomando o valor esperado desta tltima expressao obtém-se;

E [ = E [d?] + W, T E [ugu, ] W, — 2E [dyu, "] W, (2.15)

Lembramos que o valor esperado de um produto nao é em geral o produto dos valores
esperados. Entretanto, tal resultado é verdadeiro quando as variaveis sao estatisticamente
independentes [1]. Entretanto, u, e d,, ndo sdo independente. Seja R a matriz quadrada

de ordem L, dada por;

Up n Uo,n Uo,n
Uln ul,n ul,n
R=FEuu, | =FE . . (2.16)
.« .. 2
uLfl,n uLfl,n uLan

A matriz 2.16 é chamada matriz de correlagao das entradas. Os termos da diagonal
principal sao as médias quadradas dos componentes das entradas e as correlagoes cruzados

sao as correlagoes dos componentes das entradas. Seja P definido como o vetor coluna.

P = E[dyu,] = E [dytion, dytirn, ..., dutip1yn] " (2.17)



CAPITULO 2. FILTRO ADAPTATIVO 9

Esse vetor € a correlagao cruzada entre o sinal resposta e os componentes das entradas.
Os elementos tanto de R quanto de P sao estatisticas de segunda ordem quando U, e d,,

sao estacionérios.

Agora tomemos o erro médio quadratico dado na Equagao 2.15 e o designemos por (,

ou seja:

(=FE (] = E[d*] + W," RW,, — 2P"W, (2.18)

Segue-se dessa expressao que o erro médio quadrético ¢ é uma funcao das componentes
do vetor peso W quando as componentes da entrada desejada sao varidveis estocaticas

estacionérias.

Uma porc¢ao de uma tipica funcao erro médio quadratico esta ilustrada na Figura 2.3
abaixo. Essa superficie é chamada superficie de performace. Note que ela é concava para
cima. As curvas de nivel dessa superficie sao elipses. A projecao do ponto onde s superficie

atinge seu valor minimo ¢ justamente o ponto de 6timo W do erro médio quadréatico.

2.3 O Vetor Gradiente e o Erro Médio Quadratico

Muitos dos processos adaptativos usuais que buscam o vetor peso que determina o
numero da superficie se utiliza os métodos do gradiente. O gradiente da superficie de
performance do erro médio quadrético, denotado por V(¢), é um vetor coluna que pode

ser obtido derivando parcialmente a Equagao 2.18 com relagao ao vetor peso. Portanto,

¢ o¢c ¢ ac 1"
_ _ 2.1
Ve= oW oWy oW, Wy, (2.19)
= 2RW — 2P (2.20)

As matrizes R e P sao como definidas na secao anterior. A condi¢ao necessaria para
a obtenc¢ao do minimo ¢ que V(¢) = [0,0,...,0] = 0. Essa condi¢ao é também suficiente

porque a func¢ao é uma forma quadratica, e portanto convexa. Assim, chega-se a equagao:

2RW — 2P =0 (2.21)

Assim, se designarmos por W* o vetor 6timo, segue-se que;
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W*=R1'P (2.22)

A equagao definida pela Equacao 2.22 sao conhecidas como equacgoes de Wiener-Hopf.
Agora, substituindo o valor da solugao W* na Equagao 2.18, conclui-se que o erro médio

quadratico minimo é dado pela expressao:

Coin = E[d%] + (W' RW* — 2PTW*
= E[@]+ (R'P)' RR™'P - 2P"R'P (2.23)

n

2.4 Aplicacoes

Cancelamento de ruido adaptativo ¢ quando medidas de certos sinais e processos estao
sendo coletadas, limitagoes fisicas frequentemente nao permitem que medidas precisas das
quantidades de interesse sejam obtidas. Tipicamente, o sinal de interesse é linearmente
somado com outros ruidos estranhos no processo de medida, introduzindo erros inaceita-
veis nas medidas. Porém, caso alguma medida deste ruido possa ser obtida em alguma
parte do sistema, um filtro adaptativo podera ser utilizado para determinar a relacao
entre o ruido cujo a componente deste ruido contida no sinal de interesse. Pois, o filtro
adaptativo processa o sinal produzindo o sinal de saida, que por sua vez, acompanha as
caracteristicas do ruido contido. Desta maneira, o sinal de erro gerado é o proprio sinal

de interesse sem o indesejavel ruido.



Capitulo 3

Método Kernel Usando o Espaco de
Hilbert

3.1 Definicoes e propriedades do Kernel

O método de kernel aborda o mapeamento dos dados em uma alta dimensionalidade
no espago de caracteristica, em que cada coordenada corresponde a uma caracteristica
dos itens de dados, transformando os dados para um conjunto de pontos num espaco
Euclidiano. Ao usar fungoes kernel, tem-se a possibilidade de trabalhar em um espaco
de caracteristicas, que contenham fungoes nao lineares de aproximacao e os produtos
internos entre os dados no espaco de caracteristicas que serve para extrair métricas [7].
Esta operacao tem-se o custo computacional menor e mais rapido. Essa abordagem ¢é

chamada "truque"do kernel [13].

As fungoes de kernel tém a finalidade de projetar os vetores de caracteristicas de
entrada em um espaco de caracteristicas de alta dimensao para classificacao de problemas
que se encontram em espacos nao linearmente separaveis. Isso é feito, pois & medida que
se aumenta o espago da dimensao do problema, aumenta também a probabilidade desse
problema se tornar linearmente separavel em relacao a um espaco de baixa dimensao.
Entretanto, para obter uma boa distribui¢ao para esse tipo de problema é necessario um

conjunto de treinamento com um elevado ntmero de instancias [14] .

A Fig. 3.1 mostra o processo de transformagao de um dominio nao linearmente sepa-
ravel, em um problema linearmente separavel através do aumento da dimensao, onde é

feito um mapeamento por uma funcdo de kernel F(u).

Algoritmos capazes de operar com kernel incluem méquina de vetor de suporte (SVM)

[15], processos de Gauss, analise discriminante linear (LDA), analise de componentes prin-

11
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Figura 3.1: llustracao da construgdo do Espago kernel com caracteristica.

cipais (PCA), anélise de correlacdo candnica, agrupamento espectral, filtros adaptativos

lineares e muitos outros [6].

A maioria dos métodos baseados em kernel apenas processa matrizes quadradas, as
quais sao simétricas e definidas positivas. Iniciamos esta se¢ao com algumas defini¢oes

bésicas para compreendermos o conceito de kernel definido positivo [14] [16] .

Definigao 1 (Matriz Gram). Dada uma funcio k: U*> = K (K=C ou K=R ) é um

conjunto de padroes uy,us, ..., u, € U, a matriz [K| com elementos [17];

nxn

(K],

ij

= £ (u;, uy) (3.1)

¢ denominada matriz Gram ou (matriz kernel) para k com relagdo aos elementos uy, usg, ..., Uy,.

Definigao 2 (Matriz definida positiva). Dada uma matriz complexa Ky, simétrica (her-
mitiana, rep.) a forma quadrdtica € definida como Qr(u) := u? Ru, para u € R™ (resp.

C). SeV u#0, Qr(u) >0, entao a forma quadrdtica é chamada positiva definida.

D 85 (K], =0 (3.2)

j=1 i=1

seja s;,s; € R(C) e5; denota o complexo conjugado de s; no caso de s; e s; reais isso
nao tem efeito [17]. Note que a matriz simétrica é definida positiva se e somente se todos

0s seus autovalores sao positivos [18] .

Definicao 3 (Kernel definido positivo). Uma fungdo r : U x U — R é chamada kernel

definido positivo se para todo n > 0 e todo uy,us, ...,u, € U a matriz Gram K gerada a
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= k (u;, u;) € definida positiva [14].

partir do par de medidas [K];;

Entrada
Vetor U

Pesos
Lineares

Lei de Entrada
Tamanho m0 Camada de Recurso

de M, Produto
Interno Kernels

Figura 3.2: Definicoes e propriedades da estrutura do Kernel

3.1.1 A Origem do kernel

Segundo Scholkopf em [7], o termo kernel vem de um primeiro uso para um tipo de
funcao em um corpo de operadores integrais tais como os estudados por Hilbert. Uma

fungao r é definida a partir do operador T,, dado por [17]:

(T.f) (u) = / b () £ () (3.3)

e é denominado kernel de T,..

Diferentes termos sao utilizados para denominar os kernels definidos positivos, tais
como kernel reprodutivo, kernel de Mercer, kernel admissivel, kernel de suporte vetorial,

kernel definido nao negativo e funcao de covariancia |7].

Teorema 3.1.1 (Mercer). Seja K uma fungao simétrica continua definida sobre um sub-

conjunto compacto U. Se para toda fun¢ao g(u) definida sobre U, tal que [7]:

/Ug (u)’du < 0o (3.4)

€ valido que,



CAPITULO 3. METODO KERNEL USANDO O ESPACO DE HILBERT 14

K (u,u') g (u)g (u) dudu’ > 0 (3.5)

UxU

entdo hd uma expansao de K numa série uniformemente convergente:

K (u,u)) = X (u) @ (). (3.6)

Uma propriedade interessante do kernel definido positivo é: como se esta livre para
escolher pontos nos quais o kernel é avaliado, temos que, para toda escolha de pontos, o

kernel definido positivo sempre induz a uma matriz Gram definida positiva [7].

Os kernels podem ser considerados como produto interno. Certamente, todo produto
interno é um kernel, mas a linearidade nos argumentos, que é uma propriedade padrao de
produto interno, nao se aplica sobre os kernels gerais. Entretanto, uma outra propriedade
de produtos internos, a desigualdade de Cauchy-Schwarz [19], tem uma generalizagao para
kernels |7]:

Proposicao 3.1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para kernels). Se k€ um kernel

definido positivo, dados u,u’ € U, entao:

Ik (u, ) |? < K (u,u) & (W) (3.7)

A demonstragao da Proposigao pode ser vista em [7].

3.1.2 Produto interno aplicado no Kernel

Dado ¢ um mapeamento no espago das fungoes definidas de U em R. Sendo que este
espaco de fungoes é denotado por RY := {f : U — R} |7] [18]:

U — RY
7 (3.8)
ur— k(- u)
em que p(u) denota a fungdo que assume o valor s (u,u’) para um dado v’ € U fixo,
isto é, ¢ (u) (.) = K (.,u) |7]. Para cada padrao de u é transformado em uma fungao do
dominio U sendo a imagem em R. Seguem entao as etapas para a construcao do espago

das caracteristicas associado a ¢:

e Transformar a imagem de ¢(.) em um espago vetorial;
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e Definir um produto interno, isto é, uma forma bilinear estritamente definida positiva

neste espago vetorial ;

e Mostrar que o produto interno satisfaz k (u,u') = (¢ (u), ¢ (u')).

Pode-se definir o produto interno das imagens de todos os padroes u em ¢(.), e também
deve-se definir o espago vetorial, mas nao significa que ¢(.) seja um vetor no sentido comum
de elementos do um RP, mas sim no sentido mais amplo, como elemento de um espaco
vetorial como apresentado em [20] . Isso pode ser feito tomando as combinagoes lineares

dos elementos de RY [7]:

) = Zam (., u;) (3.9)

emquen € N,a; € Reup,us,...,u, € U, quaisquer. Agora, é necessario definir o produto

interno entre f e uma outra fungao qualquer do espaco,

= Zﬂjli (-, u) (3.10)

/
n

em que, n’ € N,3; € R e uj,uh,...,u,, € U. Note que para elementos f,g € RV e
a;, f; € R o espaco U ¢ fechado para soma e para o produto por escalar a € R. Logo, ¢
facil ver que o espaco gerado pelas combinacoes lineares de elementos de RY é um espaco

vetorial. Agora pode-se definir o produto no espaco das combinacoes lineares de RY como

[7]:

=1 j=1

Esta expressao contém explicitamente os coeficientes da expansao, a qual nao necessita

ser unica. Isto pode ser visto fazendo:

(f,9) =

|M3

— ZO‘Z (u“ ])Z
(f, g>= / Zaz (), u;) = (3.12)

/

(fr9) =22 Bif (uf)

3

3

II
—
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Assim, pode-se dizer que a operacao resulta em elementos do préprio espago vetorial
das funcoes RY, ja que pode ser reescrita como combinacao linear de elementos deste
espaco. Verificar-se entdao se o produto interno no espaco RV . Note que as igualdades
sao respectivamente da simetria do kernel. Sendo assim, nao depende de uma expansao

particular de f , pois similarmente pode-se escrever [5] 7] :

(f,9) = Z%’g (u;)

Serao mostrados os itens que qualificam a operacao < -,- >, definida pela Equacao
3.9 como produto interno de um espago de fungoes, dadas algumas propriedades de ¢ a

seguir [7]:

e Definicao dada pela Equacao 3.9 tem-se que;

f(u) = Zom(u,ui)

= Z Z Lak (u, u;)

j=1 i=1
= (k(,u), f) (3.13)
Portanto, x pode ser analisado como um representante de f em wu.

e Constituindo uma particularidade da func¢ao f (~, u/) =k (-,u), tem-se que;

L1k (u,u)

f0) = (r(u),s(,0))
_ Z::

1 j=1

= k(u,u) (3.14)

3.2 O "truque"do kernel

O truque do Kernel é uma ferramenta matematica que pode ser aplicada a qualquer
algoritmo que depende apenas do produto escalar entre os dois vetores. Quando um pro-

duto escalar é usado, ele é substituido por uma func¢ao kernel. Se aplicado corretamente,
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esses algoritmos lineares sdo transformados em algoritmos nao lineares (com pouco es-
forgo). No entanto, os termos sao utilizados, na fungao ¢, cuja natureza dos vetores de

entrada ndo tem restrigoes e pode ser definido entre qualquer tipo de estrutura [7].

Dado um algoritmo que seja formulado em termos de um kernel definido positivo,
podemos construir um algoritmo alternativo trocando s por outro kernel definido positivo
R, com aplicac¢ao do truque do kernel sera quando «(.,.) € um produto interno no dominio
da entrada de dados. Nesse caso o algoritmo original opera como o produto interno entre
{o(u1), p(ug), ..., p(u,)} para n € N. Com isso, o algoritmo obtido pela troca de x(.,.)
por £(.,.) serd o mesmo, s6 que este passara a operar vetores {p(u1), p(uz), ..., p(u,)}
para algum n € N. Entretanto, a aplicagao do truque do kernel nao se limita a esse caso,

pois k(.,.) e i(.,.) pode ser ambos kernels nao lineares |7].

3.2.1 Kernel Polinomial

O kernel polinomial é um kernel nao estacionéario para os problema que tenham os

dados de treinamento normalizado.

d

K (u,u') = (au"u' + c) (3.15)

Analisamos os parametros ajustaveis que é dado pela inclinagdo de «, com o termo

constante ¢ e d grau do polindémio .

3.2.2 Kernel Gaussiano

O kernel gaussiano é um exemplo de fun¢ao de base radial do kernel

2
lu — /|

Kk (u,u") = exp (T) . (3.16)

Alternativamente, poderia também ser implementada usando.

Kk (u,u") = exp (—7||u — u'||2> (3.17)

O parametro de v tem um papel importante na performance do kernel, e deve ser
cuidadosamente analisado. Se superestimada, a exponencial vai se comportar quase line-

armente e a projecao de dimensao superior vai comegar a perder o seu poder nao linear.
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Por outro lado, se subestimada, a funcao faltaré regularizacao e a fronteira de decisao

sera altamente sensivel ao ruido nos dados de treino.

3.2.3 Kernel Exponencial

O kernel exponencial é estreitamente relacionado com o niicleo gaussiano, com apenas

o quadrado da norma deixado de fora. E também uma base radial.

K (u,u') = exp (M) . (3.18)

202

3.2.4 Kernel Laplaciano

E completamente equivalente ao kernel exponencial, exceto por ser menos sensivel a

mudangas no parametro o, equivalente, também é um kernel da fun¢ao de base radial.

K (u,u') = exp (”“;—“/”) . (3.19)



Capitulo 4
Algoritmos Adaptativos

Inicia-se com o algoritmo dos minimos quadrados recursivo (RLS), em seguida usa-se
o mapeamento do kernel no RLS. Contudo sera explorada a relagao em algebra matricial
conhecido como o lema da matriz inversa cujo desenvolvimento do algoritmo KRLS foi
aplicado|21]| . O objetivo de rever os principais passos do desenvolvimento do algoritmo
baseado em uma poténcia par do erro [22], inspirado no algoritmo RLS padrao. Chama-se
esse algoritmo de recursivo nao quadratico (RNQ), para o qual escolhe-se uma fungao
baseada em uma tnica poténcia par do erro com critério a ser minimizado. O objetivo é

determinar um algoritmo que ajuste os pesos do combinador linear adaptativo.

4.1 O algoritmo Recursivo dos Minimos Quadrados (Re-

cursive Least Square-RLS)

Dado uma sequéncia de treinamento de dados que inclui o momento 2 — 1 no algoritmo
recursivo dos minimos quadrados sendo que a estimativa dos pesos w;_; é a minimizagao

da fungao de custo encontrado em;

minz |dj —u;"w ? (4.1)
w sy
onde, u; é o regressor de entrada L x L e d; ¢ a resposta desejada [21]. Denotada;

diy = [dy,....,di1]"

(4.2)
Ui =[uy, ., uifl]Lx(ifl)

19
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A solugao da equacao é dado por;
W,_1 = (Ui_lUZT_I)il Ui—ldi—l (43)

Quando um novo par de entradas e saida u;, d; antes de validar a estimativa de peso

Ww;, com minimizagao de; [23]

i
: 2
min g ‘dj — lleW
W
j=1
é calculado como;

onde;

U;

[ur47uJan—n

d;=[d; ", d]

Define as matrizes;

Observa-se;

(4.4)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.10)
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4.1.1 O algoritmo RLS ponderado exponencialmente
Quando, usa-se o lema da matriz inversa [23];
(A-BD'C) '=A!'-A"'B(C!'-DA'B) DA (4.11)
com a identificacao;
P, — A,
u; — B,

1 — C,
u” - D (4.12)

E necessério escolher a atualizacdo de P; diretamente de P;_; [23]:

P_juu P,
P,= P, — 4.13
|: ! 1 —+ u,-TPZ-_lui :| ( )
w; = P,U;d; (4.14)
Pi—luiuiTPi—l
= P — U;_1d;— id;
[ 1 1+ uZ‘TPZ‘_lurL‘ :| [ 1 1+ u ]
PifluiuiTPifl PifluiuiTPifluidi
=P, U;,_1d;y — P, U;_.d;- P;_u;d; —
! 4 u, P,y ! it 1u 14+u"P;_ju;
Pi—luiuiTWi—l Pz’—luiuz‘TPi—luidi
= i—1 — PZ', zd'L —
Wil 1 -+ uiTPi_lui + 1 1 -+ uiTPi_lui
Pi—luiuiTWi—l P;_iu;d;

= Wil ™ 1+uwTP;_qu; 1+u Py

T
P,_juu;"w;
L+ u’P;

Wi = W1 — [di - uiTWi—l]

Que é;
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P T
W, = W,_1 — 11 uiTPi_lui [dl — Wifl} (415)
Definido;
ri = 1+ uiTPi_lui (416)

4.1.2 Resumo do algoritmo RLS

Quando a apresentacao RLS ¢é resumida no Algoritmo 1 [23].

Algoritmo 1 Algoritmo dos Minimos Quadrados Recursivo (RLS)

1: Inicializar
Wo = 0, PO
2: Calculando
3: Interacoes de ¢ > 1

T = 1 + uiTPi_lui

ki =P (i —1)u(i)/r(i)
e =di — ;" Wy

w; = w1 + Kkie;

P, = [Pifl - kikiTTi}

4.2 Algoritmo Kernel dos Minimos Quadrados Recur-

sivo (Kernel Recursive Least Square-KRLS)

Inicialmente deriva-se o RLS reproduzindo o kernel no espago de Hilbert (RKHS) [21]

[24] que é resumido o algoritmo KRLS no Algoritmo 2. Para isso, precisamos usalizar o

teorema de Mercer para transformar o u(7), que sdo os dados de entrada para a fungao de

espago [F ¢p(u(i)) [denotado como ¢(7)] [23]. Organizamos e formulamos o algoritmo dos

minimos quadrados recursivo no exemplo na sequéncia {d(1),d(2),...} e {¢(1),¥(2),...}

[25]. Para cada iteragao, os vetores de peso w(7) [23].
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. : N T N |2 2
Do) - w4 (4.18)
J:

Que precisa ser solucionado de maneira que seja na forma recursiva igual a Equacgao
4.17. O RKHS é um espago com alta dimensionalidade, com isso a regularizagao do espaco
¢ necessaria para atualizar os pesos [24] [25]. Assim, que a dimensionalidade de ¢(j) é tao
grande que pode ser adicionado no mesmo espago), com isso a Equagao 4.17, ndo pode

ser aplicado diretamente nesse caso [23].

Ao inicializar as defini¢oes tem-se que;

(4.19)
(i) =[p(1), ... e (i)
assim;
-1
w (i) = [)\I e ®@)d). (4.20)
Usando o lema da matriz inversar na Equacgao 4.11 com as identificacoes;
A — A,
® (i) —» B,
I1—-C,
®(i)" - D (4.21)
é facil observar que;
11 T ~1
[AH@(@)@@) } ® (i) = (i) [AH@@) ® (i)
Substituindo este resultado na Equacao 4.20, obtém-se;
—1
w (i) = ® (i) [AI +o60) @ (z)] d (i) (4.22)

Agora apresenta-se a mudanga da Equagao 4.20 em 4.22. Seja, ®(i)T ®(i) que ¢ cal-

culado pelo truque do kernel e em segundo lugar, o peso é mostrado explicitamente como
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uma combinagao linear dos dados de entrada [21]:
com;
Pode-se substituir por;

Qi) = M1+ @ (i) () - (4.23)

Também pode-se observar que;

a1 QGi—-17 h (4)
e [ b)) A+ @) .
Em que h (i) = ® (i — 1>T‘P ()
Q) = Qi—1)r () e 1)z ()" —=z(i) ] (4.25)
—z(i) 1
onde;
z(i)=Q(i—1)h (i) (4.26)

(i) =X+ @) @) —z)" k()
4.2.1 O algoritmo KRLS com bloco de inversao de matriz

Na Equacao 4.25 pode ser estabelecida usando o bloco de matriz de inversao [23];

A B

. (4.27)

o (A-BD'C)'  —A'B(D-CA'B)’
-D'C(A -BD'C)™" (D-cA'B)™"

em que A e D sao matrizes quadradas.
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Portanto, os coeficientes de expansao do peso na Equacao 4.22;

em que e(7) é o sinal de erro cuja predicao é calculado pela diferenca entre o sinal desejado

de predicao com f;_1 (u(i)):

fia (@) =h () ali=1) =} a(i=1)x (), u@) (4.29)
e (i) = d (i) = fir (u(i) (4.30)

Resumindo, o KRLS assume uma base radial com estrutura de rede em fun¢ao em cada
iteragao. O a;(i—1) é o componente de a(i—1) na Equacao 4.29. A partir da Equagao 4.28,
observa-se que o processo de aprendizagem dos KRLS em todos os coeficientes anteriores
dado em —z (i) r (i)' e ().

Denota-se f; como a estimativa da entrada com o mapeamento de saida ¢ iteragoes,

com isso ocorre uma aprendizagem sequéncial apos seguir o KRLS:

fi=fia+r ()7 k@), ) =)z @) (i), )| e (4.31)

Os coeficientes a(i), com os centros C'(i) devem ser armazenados em um computador
durante a inicializagao do processo. As atualiza¢oes necessarias para o KRLS com iteragao

1 Sa0;

a; (i) =7 (i) e(i) (4.32)

aj(i)=a;(i—1)—r@@) " e()z;(i),j=1,..,i—1 (4.33)
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C @) ={C>i—1),u()} (4.34)

4.2.2 Resumo do algoritmo KRLS

O tempo e as complexidades de espago sdao ambos O(i?), cuja complexidade também

é reduzida para O(m?), em que m; é o nimero efetivos de centros na rede no momento 4.

Algoritmo 2 Algoritmo Kernel Minimos Quadrados Recursivo (KRLS)
1: Inicializar
Q(1) = A+ (u(1),u(1) " a(l)=Q(1)d(1)
2: Calculando
3: Interacoes 7 > 1

h (i) = [k (u (i), u (1), . s (@), u@—1))"
2(i) = Qi —1)h(7)

4.3 Algoritmo RNQ baseado em uma tnica poténcia

par do erro

A estrutura bésica de um filtro adaptativo é composta por um sinal desejado d;, um
T .
vetor de entrada u; = [u;, u;_1,...,u;_r11]" e o erro e;, usado para atualizar o vetor peso
T . . )
Wy, = [Won, Wi, s WL—1,) - Deve-se recuperar d; estimando o sinal de saida y; = WZui,
depois de calcular o erro e; = d; — y; [22]. Sendo n o ntimero de interagdo, 1 <i < n e
L a ordem do filtro. Para desenvolver o algoritmo RNQ baseado em uma poténcia par de
erros, utiliza-se como funcao de custo uma funcao par, continua e simétrica, representada

por;

Y [A" i (e; 23] (4.35)

=1
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sendo que j e n sao inteiros positivos, com j > 1e 0 << A < 1, A é o fator peso exponen-
cial ou fator de esquecimento. Pode-se observar que, se 7 = 1 obtemos o mesmo critério

(funcao de custo) utilizado no algoritmo RLS padrao, deduzido no capitulo anterior [22].

Objetivando encontrar o peso 6timo, deve-se calcular o gradiente da funcao J,,. Assim,

derivando a equacao em relagao a w, obtém-se;

n

To =Y A" (e))” (4.36)

=1

onde ¢; = d; — wlu;, cujo wiu; = y;.

Figura 4.1: Superficie RNQ tridimensional, juntamente com alguns contornos. O erro quadrdtico
médio estd plotado na vertical, wy e wy variam de -1 a 1.

n

Vip=Y N7 (—u) 2je (4.37)
=1
Viy=—=2> X"uel (4.38)
=1
VJ,= -2 Z )\”_iuie?j_Q. e; (4.39)
=1

di—wZui
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VJ, =27 Z A (dw — U—z'WZui) e (4.40)
=1
Vip==2j ) A" (diw; — uiwf w,) 67 (4.41)
i=1
VJ, =-2j Z )\n*idill.ie?ji2 + 25 Z )‘niiuiuzrwne?ji2 (4.42)

i=1 i=1

Igualando VJ, a zero, com o intuito de encontrar o valor minimo, o valor 6timo do

vetor peso w,, , tem-se em forma matricial;

VJ, =0
fazendo,
B, = Auufel (4.43)
=1
Zo =) Aiduel (4.44)

i=1
pode-se reescrever a Equacao 4.42 como:
b, w, =72, (4.45)

Multiplicando ambos os membros da Equacio (6.6) por ®,, 7', tem-se:

o '®,w, =2, '7Z, (4.46)

Assim, visto que I = ®'®,,, tem o vetor de correlacdo cruzada Z,, entre as entradas
e a resposta desejada de dimensao L x 1. E a matriz de correlagao do vetor de entrada de
dimensdo L x L definida por ®,, [22]. Entao dessa forma, pode-se reescrever a Equagao

4.46 como,

W, =& '7Z,. (4.47)
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Assim, o valor 6timo do vetor peso, w,,, para que a funcao na Equacao 4.35 atinja
o valor minimo é definido pela equagao normal escrita em forma matricial. Agora, para

encontrar uma regra de atualizagao para o peso w, adotou-se o seguinte desenvolvimento
[22]:

Primeiro, isola-se para obter o termo correspondente a ¢ = n pode-se reescrever;

B, =Y N e Puuf (4.48)

[ )
i=1

Analogamente pode-se reescrever a Equagao 4.48 como;

Z, =Y Nl d (4.49)
1=1

sendo a; = k"' e a; = 2§ — 2, cujo k = 1.

Logo,

P, = /\Qn—l + (ajegj) unuT (450)

n

Zn = /\Zn—l + (ajegj) dnuna (451)

onde ®,,_; o valor anterior da matriz de autocorrelacao e Z,_; o valor anterior do vetor
de correlagao cruzada [22]. Pode-se notar que a matriz de autocorrelagdo e o vetor de
correlagao cruzada sao agora fungoes explicitas do erro instantaneo, diferente dos algorit-
mos convencionais em filtragem adaptativa [26]. Isto significa que ganha-se mais controle
sobre a dindmica de aprendizagem, modificando a forma da superficie de desempenho sem

afetar a solucao final. Continuando dessa forma uma solu¢ao de Wiener [22].

4.3.1 O algoritmo RNQ ponderado exponencialmente

As dedugoes das Equagoes 4.50 e 4.51 foram feitas com o intuito de facilitar o calculo da
inversa da matriz de correlacao ®,,_1, que é necessaria para determinar o valor estimado,

Wy, do vetor 6timo de acordo com a Equacao 4.47 . Como a matriz de autocorrelagao
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é positiva definida e nao singular pode-se aplicar o lema de inversao de matrizes para

Equacao recursiva em 4.51. Inicialmente, fazem-se as seguintes identificagoes [22].

A=,
Bl=)\®, ,
C=u,

(A-BD!C) ' =A'-A'B(C"'-DA'B) 'DA!

Sendo A e B matrizes definidas positivas de dimencao L x L, tem-se;

A=B'4+cCcD!CT

onde D uma matriz positivamente definida de dimensao N x L e C uma matriz L x N

[26].

Assim,

A'=B-BC(D+C"BC) ' C'B
Substituindo a Equacao 4.52 em 4.52, teremos:

—1ag—1 TH—1
)\ (I)nflunun q’nfl

—1 _ y—lg—1
P =P ", - X Pyt -
Por conveniéncia de notagao, usa-se;
P,=&.'
e
Pnflun

n = A (ajegj)_l +ulP, ju,

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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sendo ¢, o vetor ganho de dimensao L — 1.

Ao comparar este resultado com RLS, observa-se que o erro, que aparece no termo
par, afeta diretamente o fator de esquecimento [22|. Pode-se considerar que a abordagem
do fator de esquecimento com a informagao de erro instantaneo, senmdo que o ganho nao
dependente apenas da dinamica do sinal de entrada, mas a resposta desejada através do
erro [22].

Assim,

P,=\" (P — gulP,1). (4.56)

Para facilitar futuras manipula¢oes matematicas, reescrevemos a Equacao 4.53 como

segue-se;

9n = Pnun (ajegj) (457)

4.3.2 Atualizacao do vetor peso

No desenvolvimento da equagao recursiva utilizam-se as Equacoes 4.46, 4.48 e 4.52
para determinar a regra de atualizacao do vetor peso W, no instante n como segue-se
[22]:

w, =® 17,

n

w, = AP, Z,_1 + P, (a;e57) d,u, (4.58)

vAvn = Pnzn—l - gnqu;Pn—lzn—l + (ajezj> Pnundn

= VAVn—l — gnuan_lzn_l -+ (ajegj) Pnundn (459)

Das Equacoes 4.56 e 4.57, obtemos a estrutura de atualizacao do algoritmo 3 RNQ
dada;
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onde &, é chamado de estimativa a priori do erro, ou seja;

& =dn + W, _ju, (4.61)

As Equagoes 4.55, 4.56, 4.61 e 4.60 respectivamente, constituem o algoritmo RNQ

baseado em uma poténcia par do erro .

4.3.3 Resumo do algoritmo RNQ

Algoritmo 3 Algoritmo de Recursivo Nao Quadratico (RNQ)

1: Inicializar
Py, = 67'I, § é uma constante positiva pequena.
wo =0

2: Calculando

3: Para cada instante de tempo n > 1;

~ T
gn = dn + W, _1Un

P,1u,

A(ajezj )_1+uan—1un

gn =

Wn = Wp_1 + gngn

P, = At (Pnfl - gnuz:Pnfl)




Capitulo 5

Algoritmo KRINQ

5.1 Introducao

E apresentada uma versio nao linear do algoritmo recursivo nio quadratico (RNQ)
[22]. Este executa a regressao linear em um espaco de caracteristicas de alta dimensao,
induzida por um kernel de Mercer e pode, portanto ser utilizado para construir recur-
sivamente solugoes dos erros de minimos quadrados em problemas nao lineares, que sao
encontrados frequentemente em aplicagoes de processamento de sinais, a fim de regularizar
solugoes e manter a complexidade do algoritmo delimitada. Usa-se um processo sequéncial
de separacao. Este procedimento permite que o algoritmo de separacao opere em tempo

real.

Analisar o comportamento do algoritmo e sua convergéncia [27], comparando suas
propriedades de escala na (identifica¢ao de sistema) na resolugao de problemas de proces-
samentos de sinais on line. O algoritmo de adaptagao KRNQ é um dispositivo computa-
cional que tem por objetivo modelar a relagao entre dois sinais em tempo real de maneira
interativa sendo que os sinais sao processados por um filtro e os parametros inerentes a
estrutura que pode ser iterativamente utilizada para alterar a relacao entrada - saida do
filtro sendo o algoritmo adaptativo que descreve como os parametros sao ajustados de
um determinado instante para o seguinte. O algoritmo kernel de fungoes nao quadraticas
sao utilizados para atualizar os valores dos parametros de sistema, podedo assumir uma
forma a ser deduzida em um procedimento de otimizacao que minimiza um critério de
erro. Nesse trabalho propoe o uso do algoritmo de uma funcao de quarta ordem usando
kernel apresentado em um problema geral da filtragem adaptativa ou problemas nao li-
neares, introduzimos a notagao matematica para apresentar a forma e o modo de operar
de um filtro adaptativo. Em seguida vamos discutir a diferentes estruturas de algoritmos

como (KRLS, KRNQ) propostas para serem usadas nas aplicagoes praticas. Finalmente,

33
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damos uma deducao simples do algoritmo KRNQ, como um dos métodos mais simples e

de rapida convergéncia de dados para o ajuste dos coeficientes de um filtro adaptativo.

Figura 5.1: Grdfico comparando o RNQ co RLS em relagdo a sua inclicagdo que € maior na
primeira em peso de wy e wy variam de [—1,1].

5.2 Desenvolvimento do Método

O filtro adaptativo FIR é composto pelos sinais desejados d;, vetor de entrada u; =
[ws, i1, .., ui—p41]T , e o erro e;, onde sdo usados para atualizar o vetor peso do filtro
W, = [Won, Win, ...,wL_l,n]T. O objetivo é recuperar uma aproximacao d; estimando o
sinal de safda y; = wlu,, depois de calcular o erro e; = d; — y; , onde n representa a

amostra atual, com o mesmo 1 <i <n e L é o comprimento do filtro.

Neste trabalho, iremos derivar o kernel dos minimos quadrados recursivos (KRLS)
em [21], modificando a superficie de desempenho do erro com base no algoritmo RNQ,
cujo nome é kernel recursivo nao quadratico (KRNQ). Para calcular o algoritmo KRNQ),
usa-se o teorema de Mercer para transformar os dados de u; para a fungao espago F tal

que ¢(u;) [denota-se ¢;| como mostrado em [23].

Definir a funcao de custo como,

J = min Y~ B di — Wi+ 57w, (5.1)
i=1
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onde 7, n e k sdo inteiros positivos e A, é o fator de esquecimento convencional (A € [0,1)).

Finalmente, calculamos o gradiente de .J,, como,

VI, = Y [—2k5“—i (di—chpi)%_l} 05 + 28" Aw
=1
= D [“2kB" (en)™ - ()] i + 28" Aw, (5.2)

i=1

onde e; = (d,- — WTQDi) e ap =2k — 2.

Agora, igualando V.J, a zero e depois de algumas manipulagoes matemaética, obtém-se,

> B g, = (Z B ler  onen ) W + B Aw,

i=1 i=1

temos
n n —1
W, = Zﬁn—iegkdnspn . <Z 5"_i6$’“90n<ﬁ2 + Bn/\]>
i=1 i=1
n -1 4,
W, = (Z 511—1’63;%0”%077; + Bn)\j) Zﬁn_iegkdn@n (53)
i=1 i=1
onde,
d, = [eS%dy,eSdy, ..., e%%d,]"
@, = [e"p1,e5" 02, s €nt 0] (5.4)

Em seguida, o valor 6timo do vetor peso é definido pela equacao da matriz,

w, = [A\3"T + @,B,27] ' ®,B,d, (5.5)

Sendo f3 o fator de esquecimento cujo B,, =diag{"!, 772, ..., 1} ¢ a matriz diagonal.
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Além disso, utilizando uma sequéncia de base de algebra de matrizes conhecida como

lema da matriz inversa na Equacao (5.5), com as identificagdes;

AT — A, ®, — B,B, - C, 7 - D, (5.6)
obtemos,
w, = ®,[\0"B;' +®7®,] ' d,
w, = ®,a,, (5.7)
sendo que.
a, = [\0"B;' + ®7®,] ' d, (5.8)

Onde a,, ¢ o vetor coeficiente e ®1®,, ¢ calculado pelo "truque"do kernel.

Denotamos como, Q,, = [)\B"Bgl + @Z@n] ! pode-se verificar que,

Q,' = : (5.9)
hg Aﬁn + egk QOZ:SOH

onde h,, = 2 ®T . Reescrevendo a Equagao (5.9) usando o bloco de inversao de matriz

(conforme ¢ feito no KRLS), tem-se;

A B
C D

o (A-BD'C)"  —A'B(D-CA'B)’
-D!C(A-BD'C)™" (D-CA'B)™"

Q.= : (5.10)

onde
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Zy = Qiflhn
(5.11)
T = A3" + Lo, —zlh,
Pode-se reescrever a Equagao (5.8) como,
a, = Qndn
[ Q,_, Fznzlr;t —z,rt d,
a, =
i —zlp -t rt dy, (5.12)

onde a,, sao as expansoes dos coeficientes da Equacao 5.7, onde é o mesmo em KRLS e
[21] [23] [24].

O Algoritmo 4, que foi proposto pode ser resumido o Algoritmo Recursivo Nao Qua-
dratico baseado em Kernel (KRNQ)

Algoritmo 4 Algoritmo Kernel Recursivo Nao Quadratico (KRNQ)
1: Inicializar
Q= (A8 +k(u,u)) ",
a; = Qud;
2: Calculando
3: Para o instante de tempo, n = 2,3, ...,

T
h, = [ef"k (U, wy) ;o €n (U, up1)]

Zn = Qn—lhm

r, = A\3" + K (u,,u,) — z h,,

T
_ -1 anlrn + ann —Zn
Qn =T, T )

—Z, 1

_ T
€n = dn - hnan—h

1

-1

4 — a,_1+2z,7r, €,

n T — .
T, €n
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5.2.1 Identificagcao de Sistema KRNQ

O objetivo da implementacao do algoritmo em uma estrutura cujo problema é nao
linear em um filtro adaptativo FIR que sera feita a comparacao dos desempenhos nos
algoritmos KRLS e KRNQ baseado em uma poténcia par do erro. As simulag¢oes foram
realizadas em dois tipos de sistemas: um ruidoso com dois tipos diferentes de ruido. Sendo
que aplicamos o algoritmo proposto em uma estrutura de identificacao de sistema, onde
podemos analisar na figura 1, onde usamos um filtro FIR com resposta ao impulso h e a
ordem L = 15, com o sinal de entrada, wu;, é um sinal branco uniformemente distribuido,

limitado no intervalo [—1, 1].

Ui h di + 1

7 +
Algoritmo —
Adaptativo e @

/

v

&

Figura 5.2: Estrutura do filtro adaptativo na configuracao de identificacdo do sistema, onde u;
€ vetor de entrada, h € o filtro FIR, d; € o sinal desejado, n; € sinal de ruido, e; € erro sinal e
y; € saida do filtro.

Nossa simulagao onde descrevemos um sinal corrompido pelo ruido adaptativo, n;.
Usamos dois sinais ruidosos, o primeiro uma distribuicao Gaussiana e o outro uma dis-
tribui¢ao Laplaciana, ambos gerados com média zero e variancia unitaria. Para ambos os
algoritmos usamos 8 = 0,98 e o kernel polinomial [23], com parametro a = 1, e conjunto

de parametro de regularizacao 0, 001.

—a
10 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

NUmeros de Interagdes

Figura 5.3: Curva de aprendizagem dos algoritmos KRNQ e KRLS quando foi usada uma
distribuicao com erro Gaussiano.
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Figura 5.4: Grdfico do erro em tempo real antes dos coeficientes de estimag¢do do filtro para
ambos os algoritmos.

10° . . ;

10 |

4 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Numeros de Interagdes

10

Figura 5.5: Curva de aprendizagem dos algoritmos KRNQ e KRLS quando usada uma distri-
buicdo de erro Laplaciano. Usamos § = 0,98 para ambos os algoritmos € k = 2 para o KRNQ.

I KRNQ

Figura 5.6: Grdfico do erro no tempo real antes dos coeficientes de estimacgdo do filtro para
ambos os algoritmos.

Na Figura 5.3 o primeiro podemos observar a curvas de aprendizagem de ambos algo-

ritmos no experimento com distribui¢ao de sinais com ruido Gaussiano. Pode-se observar
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que o algoritmo KRNQ tem o melhor desempenho que o algoritmo KRLS. Na Figura 5.4
pode-se analisar que no grafico mostra erros menores em relagao aos coeficientes do filtro
sendo verificado o estimador do coeficientes dos algoritmos KRNQ e KRLS no mesmo

experimento.

Na Figuras 5.5 e 5.6 pode-se ver os resultados quando um ruido com distribuicao
Laplaciana foi usado. Podemos também analisar que o algoritmo KRNQ tem o melhor

desempenho que o algoritmo KRLS.

5.2.2 Implementagao no Sinal Eletrocardiograma(ECG) Nao Ar-
tificial e Artificial

O eletrocardiograma (ECG) e um teste nao invasivo usado para determinar as con-
di¢oes do coracao através das medidas de sua atividade elétrica. O ECG é construido
utilizando as medidas dos potenciais elétricos presentes nos tecidos cardiacos. Estas me-
didas sao obtidas por meio de derivagoes, circuitos formados por dois eletrodos ligados

aos polos positivo e negativo de um galvandémetro [28].

Através do ECG, é possivel diagnosticar: aumento do coracao; defeitos cardiacos con-
génitos; arritmias; posi¢do anormal do coragao; inflagdes (pericardite e miocardite) entre

outras.

Embora os sinais de ECG [28] possam ser corrompidos por varios tipos de ruido,

existem sete que se destacam devido a distorgao introduzida nos sinais de ECG [29].

e Interferéncia da rede elétrica durante a obtencao das leituras de ECG, pois o sinal
e degradado pela soma das componentes de frequéncia (50 ou 60 Hz) oriundas da

interferéncia da rede elétrica. [30].

e Ruido de contato do eletrodo é a perda do contato do eletrodo com o peito do
paciente ou voluntario em anélise. A perda de contato pode ter duragao em torno
de 1 segundo [28].

e Artefatos de movimento é a alteracao da impedancia no contato do eletrodo com o
peito [28].

e Contragoes musculares é o ruido gaussiano em um sinal de banda limitada com

média zero [29)].

e Alteragoes na linha de base e modulagao da amplitude do ECG com a respiragao
[28].
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e Ruido gerado por dispositivos elétricos usados em processamento de sinais que sao

gerados por dispositivos eletronicos nos sistemas de instrumentagao [28].

e Ruido eletrocirirgico ¢é a interferéncia dos sinais de frequéncia da radio gerados por

uma unidade eletrocirirgica, os quais alteram completamente o sinal de ECG [28].

ALGORITMO KRNQ

Figura 5.7: Diagrama de bloco do filtro adaptativo s é o sinal deterministica, n € o ruido
€ o vetor de entrada.
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Figura 5.8: Grdfico do sinal que foi adicionado um ruido gaussiano de 25% e logo temos o
algoritmo RNQ gera o grdfico do sinal ECG nao artificial sem o erro depois do filtro.

O objetivo principal da filtragem de eletrocardiograma, assim como de qualquer ou-

tra técnica de filtragem, é a eliminagao do ruido e a recuperagao do sinal original [28§],

mantendo as caracteristicas morfologicas significativas do sinal apds sua reconstrucao [9].
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Figura 5.10: Grdfico do sinal que foi adicionado um ruido gaussiano de 25% e logo temos o
algoritmo RNQ gera o grifico do sinal ECG nao artificial sem o erro depois do filtro

Além da comparacao visual, a maioria dos métodos de filtragem adaptativa tem uti-

lizado a diferenca média quadratica percentual £* como forma de avaliacao do sinal re-

construido.

S0 [Borigi) = Breety)]

* 100

¢ =

2 B

2
orig(i)

(5.13)

O £ ¢ definido por, onde E,,.4;) € o sinal do ECG original, enquanto Ey...; € o sinal

recuperado apos a filtragem do sinal ruidoso. Na Tabela 5.1 mostra a comparacao de

alguns métodos de filtragem adaptativa do ECG.
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Figura 5.11: Grifico do sinal ECG que foi adicionado um ruido gaussiano de 25% e logo temos
o algoritmo KRNQ gera o grifico do sinal ECG nao artificial sem o erro depois do filtro.

Tabela 5.1: Estimacao das médias quadrdticas percentual do sinal ECG nao artificial de 1% até
25% com sinal ruidoso

1% 5% 10%  15%  20%  25%
RNQ 10,08 15,39 16,10 19,10 18,69 20,57
KRNQ 0,14 043 144 216 2,87 3,59

MSE

5 | | | | |
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Numeros de Interacdes

Figura 5.12: Grdfico comparando as curvas de aprendizagem dos algoritmos RNQ e KRNQ em
um sinal cardiaco o ECG nao artificial.

Agora iremos fazer a simula¢ao do sinal ECG artificial [28] em seguida analisaremos

os resultados obtidos para esse sinal especifico com sinal de erro de 25%.
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Figura 5.13: Grdfico do sinal artificial que foi adicionado um ruido gaussiano de 15% e logo
temos o algoritmo RNQ) gera o grifico do sinal ECG sem o erro depois do filtro.
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Figura 5.14: Grdfico do sinal ECG artificial que foi adicionado um ruido gaussiano de 15% e
logo temos o algoritmo KRNQ gera o grdifico do sinal ECG sem o erro depois do filtro.

Tabela 5.2: Estimacgdo das médias quadrdticas percentual do sinal ECG artificial de 1% até 25%
com sinal ruidoso

1% 5% 10% 15% 20%  25%
RNQ 12,19 16,95 19,06 22,65 25,29 30,13
KRNQ 0,25 155 3,09 464 687 7,73
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Figura 5.15: Grdfico comparando as curvas de aprendizagem dos algoritmos RNQ e KRNQ em
um sinal cardiaco o ECG artificial.



Capitulo 6

Conclusoes

Nessa dissertacao propomos o desenvolvimento de um algoritmo recursivo inspirado
no algoritmo RNQ baseado em kernel para ajustar os pesos em um filtro adaptativo.
Analisamos também a construcao do novo algoritmo e para isso devemos reproduzir o
kernel no espago de Hilbert (RKHS) que resultara no desenvolvimento que chamamos de
algoritmo recursivo nao quadratico baseado em kernel (KRNQ). O vetor obtido do vetor
peso Otimo, w,,, retirado a posteriori da fungao de custo (5.1) tem-se como finalidade
reduzir os valores minimos que serao definidos pela Equagao (5.7). No algoritmo 4 observa-
se 0 algoritmo em etapas graduais, como o objetivo de esclarecer o desenvolvimento passo

a passo do algoritmo KRNQ.

Simulamos um problema de identificacao de sistema, para ilustrar e verificar os resul-
tados tedricos. Usamos dois tipos de ruido, um Gaussiano e um Laplaciano. Na Figura
5.3 pode-se ver as curvas de aprendizagem de um experimento com o ruido Gaussiano,
onde observou-se que os dois algoritmos tem aproximadamente o mesmo tempo de con-
vergéncia, mas o algoritmo KRNQ atinge um valor de erro minimo, pelo menos, dez vezes

menos que aquele atingido pelo algoritmo KRLS.

Na Figura 5.4 é possivel analisar o grafico dos erros entre os coeficientes de filtros reais
e os coeficientes estimados por ambos os algoritmos. Pode-se ver que os algoritmos KRNQ

tem um desempenho melhor do que o algoritmo KRLS.

Os resultados experimentais com ruido Laplaciano sao mostrados na Figura 5.5. Na
Figura 5.6 pode-se ver as curvas de aprendizagem e o grafico dos erros entre os coefi-
cientes de filtros reais e os coeficientes estimados por ambos os algoritmos. Tal como

no experimento anterior, o algoritmo KRN(Q possui melhor desempenho que o algoritmo

KRLS.

Portanto, o objetivo maior foi apresentar um algoritmo kernelizado para filtragem
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adaptativa recursiva que utilize as estatisticas de ordem superior dos sinais gravados para
estimar os coeficientes do filtro em um problema de identificacao do sistema. Os resultados
aqui apresentados, mostraram que o algoritmo KRNQ proposto é uma opcao alternativa

para o algoritmo KRLS, uma vez que tem melhor desempenho no erro médio quadratico.

Simula-se também um problema de filtragem de eletrocardiograma, com contragoes
musculares que é o ruido gaussiano em um sinal de banda limitada com média zero.
Fiz a eliminacao do ruido e a recuperacao do sinal original, mantendo as caracteristicas
morfologicas significativas do sinal apds sua reconstrucao, além da comparacao visual. A
maioria dos métodos de filtragem adaptativa tem utilizado a diferenca média quadratica
percentual £ como forma de avaliacao do sinal reconstruido que obteve bons resultados

mostrados na Tabela 5.1.

Analisa-se em seguida uma simulacao do sinal ECG artificial. Os resultados obtidos
para esse sinal especifico com sinal de erro, teve como resultado a curva de aprendizagem
do algoritmo RNQ do sinal ECG artificial que foi adicionado um ruido gaussiano de 15%.
Sendo assim, o algoritmo RNQ gera o grafico do sinal ECG sem o erro depois do filtro,
que tem 80,94% de recuperacao do sinal artificial. Ja o grafico do sinal ECG artificial que
foi adicionado um ruido gaussiano de 15% obtemos o algoritmo KRN(Q gerando o grafico
do sinal ECG sem o erro depois do filtro, com 96,91% de recuperacao do sinal artificial

atingindo bons resultados observados na Tabela 5.2.



Apéndice A
Propriedades de Matrizes

Neste apéndice, reunimos algumas propriedades tteis e identidades envolvendo matri-
zes e determinantes. Isto nao tem a intencao de ser um tutorial introdutorio, e presume-se
que o leitor esteja familiarizado com &lgebra linear. Para alguns resultados, indicar como
prova-los, ao passo que em casos mais complexos deixamos o leitor interessado para se
referir a livros de texto padrao sobre o assunto. Em todos os casos, assumir que exis-

tem inversos e que as dimensoes da matriz sao tais, que as féormulas estao corretamente

definidas.

Definicao 4 (Identidades Basicas de Matrizes). Uma matriz A tem elementos Aj;
onde i indice de linhas, j indice de colunas. Usamos Iy para denotar a matriz identidade
N x N (Podemos chamar de matriz unitdria), onde nao hd ambiguidade sobre dimensio-
nalidade usamos simplismente I. A matriz transposta AT tem elemento (AT)ij =A;;. A

partir da definicao de transposi¢ao, temos;

(AB)" = BT AT (A1)
Que pode ser escrito os indices. O inverso de A, denotado A™", satifaz;
AA ' =A'A=1T (A.2)
Porque ABB A~ = I, temos;
(AB)'=B'4"! (A.3)

Também temos;
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(A7) = (4’ (A4)

Que € facilmente ser comprovado pelas transposta de A.2 e aplicado A.1. A utilizacao

da identidade na matriz inversa, temos;

(P'+B"R'B)B'"R"' = PB" (BPB" + R) (A.5)

Fdcil verificar a multiplicagdo a direita dos mesmo lado por (BPBT + R). Supondo
que P tem N x N dimensionalidade e R tem M x M dimencionalidade, de modo que B
€M x N.

Se M << N, verificamos A.5 do lado esquerdo. E concluirmos que;

(I+AB) 'A=A(I+ BA)™! (A.6)

Outra forma

(A+BCD)'= A" - A'B(C'+DA'B)” DA™

que € conhecido como a identidade Woodbury e que pode ser verificado pela multiplicagcao
de ambos os lados por (A + BCD). Isto € 4til, por exemplo, quando se tem a matriz A
com uma grande diagonalidade portanto € fdcil de se ter a inverta, enquanto a matriz B
tem muitas linhas e poucas colunas e (€ inversamente de C) de modo que do lado d direita

€ mais fdacil de avaliar do que o lado d esquerda.

Um conjunto de vetores {ai,...,an} € linearmente independente se a relagio ) ana,
detém apenas se todos o, = 0. Isto implica que nenhum dos vetores pode ser expresso
como combinagao linear do restante. O posto ou (rank) da matriz é o nimero mdzimo
de linhas linearmente independente (ou equivalente ao nimero mdzimo de colunas linear-

mente independente)

Demonstracdio. Seja A, B e C'+DA !B seja nao singular da matriz quadratica. Quando
A + BCD seja inversivel e;

(A+BCD)'=A'—A'B(C"'+DA'B)'DA"!

Pela multiplicacao a direta nés encontramos que:
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(A+BCD) (A~ A7'B(C™' + DA™'B) ' DA™

=1 +BCDA™'-B(C'+DA'B)DA™' —BCDA 'B(C™' + DA 'B) DA’

—1+BCDA ' -BC(C'+DA'B) (C"' + DA'B) 'DA™!

BCDA 'B(C™' + DA™'B)

— -1 _
— 1+ BCDA (G DAE)

=TI+ BCDA !-BCDA™!

Defini¢ao 5 (Trago e Determinantes). Sao aplicados em espagos métricos. O trago
Tr(A) na matriz A € definida como somatorio dos elementos da diagonal. Podemos es-

crever, como;

Tr(AB) = Tr(BA) (A7)

Podemos aplicar essa forma com o produto de trés matrizes, teremos que;

Tr(ABC) = Tr(CBA) = Tr(BCA) (A.8)

O determinante |A| de uma matriz de ordem N x N de A ¢é definida por;

Al =) (1) Ay, Ay, Ay, (A.9)

em que a soma € tomada sobre os produtos que consistem em examinar um elemento de
cada linha e um elemento de cada coluna, com um coeficiente de +1 ou —1 para saber se

a permutagdo iyis...in € par impar, respectivamente. Note que |I| = 1. Assim, para uma
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matriz de 2 X 2, o determinante tem a forma;

@11 a2

Al = = 11022 — 12021 (A.10)

Q21 Q22

O determinante do produto de duas matrizes é dado por;

AB| = |4||B (A.11)
podemos mostrar em A.9. Além disso, o determinante de uma matriz inversa € dada pela;

1
A= — A.12
47 = g (A12)

que pode ser mostrado, tomando o determinante de A.2 e aplicando em A.11.

Se A e B sao matrizes de dimensao N x M, em sequida.

Iy + AB|" = |Iy + A"B (A.13)

Caso espercial,

Iy + ab|” = |Iy + a" b| (A.14)

em que a e b sao vetores de coluna N dimencionalidade.

Definicao 6 (Lema do bloco da matrix inversa). Seja X uma matriz simétrica
(N x N) dado com forma de bloco,

A b
v C

: (A.15)

onde A é (N — 1) x (N — 1) matriz inversivel, b é (N — 1) x 1 vetor coluna e ¢ é um

escalar. Onde a inversa de X' existe e admite a forma.

A+l AT AT

—1 __
X o _leA—l

S =
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Se o complementar de Schur r = c — b" A™'b seja o bloco A € nio nulo.

Demonstrag¢ao. Vamos escrever a fatoracao de X pela menor diagonal para o maior.

<_|Ab|I_|A AbTAT
ST e | T VTRTAT

Adb| | A b
T oe | | T bTA o 4r

(A.18)

(A.19)

Temos que ¢ = bTA™ b+ 7,

X:[A b]:[A b] (A.20)
' ¢ ' ¢

onde a inversa de X podemos encontrar,

I oA A7 0 I 0
X'=U'D'L'= . R : (A.21)
0 1 0 L ]]At 1
o | AT IATIRTATY LA
X = _1pT AL 1
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