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Resumo

Neste trabalho discutiremos a existéncia de solugoes de energia minima para um problema
eliptico semilinear com nao linearidade indefinida envolvendo o operador p — Laplaciano.

Mais precisamente, estudaremos o seguinte problema

—Apu = AMulP72u + W(z)|u|""2u, em Q
u =0, sobre 0f,

onde Q é um dominio limitado de RY com fronteira suave, W € L () é uma funcio que

troca de sinal, N >1lel <p <~y <p* (ondep*:J\I;—]_Vp,sep<Nep*:+oo,sep2N).

Palavras-chave: Métodos Variacionais, Método de Minimizagao, Solucao Nodal, Fungao

Peso, p-Laplaciano, Nao Linearidade Indefinida.



Abstract

In this work we are going to discuss the existence of minimum energy solutions for a se-
milinear elliptic problem with indefinite nonlinearity involving the p — Laplacian operator.

More precisely, we are going to study the following problem

—Apu = NulP~2u + W(z)lu|"2u, on
u =0, on 0f),

where Q a bounded domain in RY with the smooth boundary, W € L*(Q) is a function
which changes sign, N > 1 and 1 < p < v < p* (where p* = ]\’;—i\;, if p < N and p* = +o0,

if p> N).

Keywords: Variational Methods, Minimization Method, Nodal Solution, Weight Function,
p-Laplacian, Indefinite Nonlinearity.



SUMARIO

SUMARIO

Notacoes

Introducgao

1

2

Estrutura Variacional e Estimativas

Existéncia de solugcao em N) para \ < \;

2.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.1 . . . ... ... ..

Existéncia de solugao em N. f para A < A\

3.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.2 . . . ... ... ..

Existéncia de solugao em M), para A < \*

4.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.3 . . . ... ... ..

Existéncia de solugao em Mf\E para A < \*

5.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.4 . . . ... ... ..

Apéndice I - Estudo do Funcional Energia J)

Apéndice IT - Resultados Classicos

Bibliografia

10

10

11

13

17

30
33

35
44

47
20

52
60

63

75

78



Notacoes

RN {(z1,...,zNn) 1 2; € R,Vi € N}

QCRY Dominio (aberto e conexo) limitado de RY,

U Subconjunto aberto de RY,

U Fecho de U,

oU Fronteira de U,

VccU V compactamente contido em U, ou seja, V C V C,U

com Vcompacto,
|U| Medida de U,

Vu = ((%‘1, e %) Gradiente da funcao wu,

Apu = div(|Vu|P~2Vu)  p- Laplaciano da fungio u,

— Convergéncia fraca,

— Imersao Continua,

on(1) Sequéncia real que converge para 0, quando n — 400,
q.t.p quase todo ponto,

W(fl’p/(Q) Espago dual de Wol’p(Q),

H(Q) Espago de Hilbert com trago nulo,
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C(Q)

Co° (),

ut := max{0,u},u” := min{u, 0}

Espaco das funcoes v : Q — R continuamente

estendidas até €,

Espaco das fungoes u : {2 — R infinitamente

diferenciaveis com suporte compacto,

Parte positiva e negativa da funcao wu.

12



Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solucoes para uma classe de problemas
elipticos semilineares com nao linearidade indefinida. Em particular, vamos considerar o

seguinte problema eliptico envolvendo o p — Laplaciano

—Apu = AMulP72u + W(z)|u|""2u, em Q
u=20 sobre 0f2,

(Pr)

onde Ayu = div(|[Vu[P=2Vu) é o operador p — Laplaciano, @ C RY é um dominio limitado
com bordo suave 9Q, N > 1, W € L*®(Q) e 1 < p < < p*, em que

N
. ]\’;—_p, se p<N,
400, se p>N,

Vale ressaltar que o fato da nao linearidade do problema ser indefinida, significa dizer
que a fungdo peso ((que no nosso caso sera uma W(z) € L*°(2) ) do problema pode mudar
de sinal no dominio €2 no qual esta definida.

Problemas elipticos com a nao lineariedade indefinida aparecem naturalmente no estudo
de Dinamica Populacional. Podemos citar, por exemplo, o trabalho [21], onde os pesquisa-
dores Gurney & Nisbet propuseram trés modelos de dispersao de espécies. Dentre os quais,
o Modelo de Movimento Aleatério (que para simplificar chamaremos de Modelo RM, sigla
em inglés, para Random Motion) nos motiva a estudar tais tipos de problemas, porquanto
a mudanca de sinal da Funcao Peso [ W (z)] pode descrever um ambiente altamente hostil
[W(x) < 0] que contém uma tnica regiao de habitat vidavel [W(z) > 0]. Sendo assim, é
mister verificar se de fato o Modelo RM sugere um problema com nao linearidade indefi-
nida envolvendo o operador Laplaciano Au, que é um caso particular do p — Laplaciano
Apu = div(|VuP~2Vu), quando p = 2.

Primeiramente, considere uma populacao que esta crescendo com uma taxa de cresci-
mento local W(z) (que independe da densidade populacional) e dispersando-se com uma
densidade atual j(x,t), onde x e t representa a posigao e o tempo, respectivamente. Assim,
a densidade populacional u(zx,t) satisfaz a equacao

gltt =W(x)u—V.j(x,t). (0.0.1)

Supondo que a espécie se movimenta inteiramente ao acaso e com a dispersao natural

do problema, tem-se que o comportamento de transporte da populagao como um todo serd

13



a difusao linear, ou seja,

j=—DVu, (0.0.2)
em que D > 0 é a constante de difusdo. E também consideremos a equacao (0.0.1) em uma
regiao infinita com a condicao de contorno

u(z,t) — 0,

quando |z| — +oo.
Além disso, o operador V.j=(V,j) :VVO1 P — R é definido da seguinte maneira

V,j)=>» —. 0.0.3
AEEW (0:0.3)
Assim, substituindo (0.0.2) em (0.0.1) e fazendo uso da definicao (0.0.3), vem que
ou *u  0*u
I D242 >
o = W@t <8x2 * 8t2>
(0.0.4)
= W(z)u+ DAu.

Como estamos interessados no sistema quando o estado estaciondrio (ou seja, quando

as taxas de variagdes permanecem constantes com o transcorrer do tempo), segue que

ou
— =0.
ot
E, consequentemente, obtemos
—DAu =W (z)u.

No que se refere a existéncia, inexisténcia e multiplicidade de solugoes positivas para o
problema do tipo Dirichlet, ha intimeros e vultosos trabalhos sob varios pressupostos. Por

exemplo, sobre o parametro A\ de um problema mais geral, a saber,

—Apu = Ag(z)[ulP2u + W (z)|u|""2u, em Q,
u=20 sobre 0f),

(DPy)

em 1997, Drabek & Pohozaev [15] provaram a multiplicidade de solugées positivas uy,
quando A € V¢(A1) ( Ve representa uma vizinhanca de A1), onde \; denota o primeiro auto-
valor do operador Aju. Outro resultado a ser destacado, no que concerne a existéncia, foi

o obtido por Iiyasov & Runst [23], em 2011, ao estudarem o problema

—Apu = AMulP72u + W (z)|u|""2u, em Q,
u=0 sobre 0€2.
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Como resultado principal de [23], ao introduzirem o valor critico A\*, eles conseguiram
estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que o problema (ZR)) possua solugdes
positivas wy, quais sejam: para qualquer A < A*, o problema admite pelo menos uma
solucao; e nenhuma para A > \*.

Em 2002, Y. Ilyasov [22] conseguiu estender o resultado de [15] ao introduzir o valor A%,

/ |VulPdz
M= inf {22 [ W(x)|u|"dz >0
ueWwy? / u|Pda Q
Q

onde

Perceba que se considerarmos o conjunto Q" = {z € Q: W(z) > 0} e |2"| como a medida

de Lebesgue, temos que

(a) Se |QF| > 0, entao A\ < +o0;

(b) Se / W (x)|u["dz < 0, entdo A} > Ay;
Q

(c) Se / W(z)|u|"dz > 0, entdo A7 = A;.
Q

De fato, aplicando a argumentacao contrapositiva na primeira afirmacao, temos que existe
A tal que A < A}. Segue que dado u € Wol’p(Q)\{O} temos

/ W (z)|u|"dx < 0.
Q

Logo, temos que W (x) < 0 q.t.p. em €. Donde concluimos que |Q7| = 0. O que demonstra
o item (a). Para verificar os itens (b) e (c), basta utilizar a caracterizacao variacional do

primeiro autovalor do p — Laplaciano, ou seja,

/Vu|pd:v
A =inf{ 22—y e WyP\{0} ¢,

/ |u|Pdx
Q

M / o1 Pde = / Ve P,
Q Q

onde ; é a primeira autofuncdo associado ao primeiro autovalor A\; do operador p —

lembrando que

Laplaciano.

Além dos trabalhos citados anteriormente, ha uma vasta quantidade de outros trabalhos
que tratam sobre a existéncia de solugoes para problemas elipticos indefinidos, por exemplo:
[1-3,9,13,14,25-27]

Diante do exposto e com base nos argumentos contidos no artigo de V. Bobkov [10],

o objetivo principal desse trabalho é estudar especificamente a existéncia de solucao nao-
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trivial de energia minima como também a existéncia de solucao nodal nao-trivial de energia

minima para o problema (P)) quando A < A\; e quando A < A*, onde

/[Vu\pdx

Vim0 ue W\ e [ Wl de >0
/|u|pdx “
Q

Para tanto, utilizaremos a técnica de Minimizagao Construtiva da Variedade de Nehari
com Abordagem de Fibragem, veja [8] e [12], além de outras ferramentas e resultados bem
conhecidos da literatura. Essa técnica permitird encontrar as solugoes fracas de energia
minima para o problema (Py).

Portanto, assumindo que W € L>®(Q) e |Q"] > 0, temos os seguintes resultados

Teorema 0.0.1. Se A < A1 entdo o problema (Py) tem uma solu¢ao de energia minima

nao-trivial e nao troca de sinal.

Teorema 0.0.2. Se A\ < A; entdo o problema (Py) tem uma solu¢do nodal de energia

minima nao-trivial.

Teorema 0.0.3. Se A < \* entdo o problema (Py) tem uma solugdo de energia minima

nao-trivial.

Teorema 0.0.4. Se A\ < \* entdo o problema (Py) tem uma solugao nodal de energia

minima nao-trivial.

Estruturalmente, este trabalho esta dividido em cinco capitulos e dois apéndices dis-
tribuidos da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos a estrutura variacional e re-
sultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Nos Capitulos 2, 3, 4 e
5 demonstramos os Teoremas 0.0.1, 0.0.2, 0.0.3 e 0.0.4, respectivamente. Finalmente, no
Apéndice I estudamos a regularidade do funcional energia associado ao problema (P)) e no

Apéndice II enunciamos os resultados utilizados no decorrer deste trabalho.
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Capitulo 1

Estrutura Variacional e

Estimativas

Neste capitulo inicial vamos introduzir a estrutura variacional e mostrar uma série de
resultados necessarios para demonstrar a existéncia de solugao nao-trivial para o seguinte

problema com a nao-lineariedade indefinida

—Apu = AMulP72u + W(z)|u|""2u, em Q
u=0 sobre 0f2,

(Py)

onde p > 1, Apu = div(|Vu[P~2Vu) é o operador p — Laplaciano, Q C RY é um dominio

limitado com bordo suave 02, A € R e p < v < p*, em que p* = A’;—J_Vp é o expoente critico
relacionado ao espaco de Sobolev VVO1 P(Q). Lembrando que W € L>®(€) é uma fungao que

pode trocar de sinal e que [Q1| > 0, onde Q" = {z € Q: W(x) > 0}.

Primeiramente, vamos definir o tipo de solucao que iremos nos dedicar a provar sua
existéncia. Devido a presenga do operador p — Laplaciano e a condi¢ao de fronteira (u = 0
sobre 0€2) temos que, caso exista, uma solucdo u :  — R de (Py) é natural de se pensar
que u € C?(2) N C(Q). Na literatura este tipo de solugdo, caso exista, recebe a definicio
de solucao cléssica.

Mas nosso objetivo nao serd encontrar esse tipo de solugao para (P)), pois como perce-
bemos, exige-se muito da funcao u para que seja uma solucao cldssica. Entao uma pergunta
natural que surge é: ”Poderiamos exigir um pouco menos da fun¢do u de modo que venha
satisfazer o problema (Py) 77

Com o propo6sito de responder a esta pergunta, vamos considerar que exista uma solugao
cléssica u € C?(Q)NC(Q) de (Py). Entdo, usando o Teorema de Divergéncia (veja Teorema
5.0.11), obtemos

/ \Vu|P2VuVp dz = )\/ lulP~2up dx + / W(x)|u]"?up de, Vo€ C(). (1.0.1)
Q Q Q

Analisando a igualdade acima, para que u venha satisfazé-la, bastarfamos exigir que u
pertencesse & C*(Q). E desde que Wol’p(Q) = C5°(9), aigualdade (1.0.1) pode ser estendida
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(para mais detalhes veja Apéndice I) de forma que obtemos
/ |Vu|P2VuVu dr = )\/ |u[P~2uv dx +/ W (z)|u|"2uv dz, Ywv e Wol’p(ﬂ). (1.0.2)
Q Q Q

Desse modo, percebe-se entao que nesta igualdade, bastariamos exigir que u pertencesse
a WO1 P(£2), pois este espaco torna bem definidas as integrais na expressao (1.0.2).
Aqui trabalharemos com o espago de Sobolev VVO1 P(Q), que é um espago de Banach,

definido da seguinte maneira

9
WP (Q) = {u Q- R,ue LP(Q),u=0,em d9, e 8“

e LP(Q), Vi=1, ,n}

T

e munido com a seguinte norma

1
P
u|| = [/ﬂ]VuV’d:U} . YueW,PQ).

Assim, diante das andlises feitas nas igualdades (1.0.1) e (1.0.2), somos conduzidos a

definir o conceito de solucao fraca.

Definicao 1.0.1. Dizemos que uma funcdo u € Wol’p(Q) é solugao fraca de (Py) se, e

somente se, satisfaz a igualdade (1.0.2).

Com intuito de encontrar solugoes fracas para o problema (Py), via métodos variacionais,

vamos definir o funcional energia associado J) : I/VO1 P(Q) — R, definido por

1 1
T () :p/Q|Vu|pda:—;/Q|u]pd:L‘—7/9W(:n)|u|7da:, Vu e W (Q).

Mostramos, no Apéndice I, que o funcional Jy € Cl(W& P(Q2),R), isto é, o funcional J)

tem derivada continua (derivada no sentido de Fréchet). Além disso, temos que
J5(u)v = / |VulP2VuVu dx — )\/ |u[P~2uv dx — / W (z)|u|"2uv dz, (1.0.3)
Q Q Q

para todo u, v € Wol’p(Q). Comparando (1.0.2) e (1.0.3), concluimos que procurar solugoes
fracas de (Py) é equivalente & procurar pontos criticos do funcional energia Jy. Lembrando

que u € Wol’p(Q) é ponto critico de Jy se, e somente se, J} (u)v = 0 para todo v € Wol’p(Q).

Portanto, com o objetivo de encontrar pontos criticos do funcional Jy, vamos definir o
conjunto Ny que é conhecido na literatura como variedade de Nehari (mas que nem sempre

¢ uma variedade), da seguinte forma
Ny = { u € WP\ {0}« Jh(u)u = o} .
Observe que se u é uma solugao nao-trivial de (Py) entao u € N. Como nosso objetivo

também serd procurar solugoes nodais (solugoes que mudam de sinal), vamos definir o
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conjunto Nehari Nodal por
NE = { UEWol’p(Q)\{O}: ut #0eu® G./\/}\},

onde u(z)" := max{u(z),0} e u(z)” := min{u(z),0} e, consequentemente, u = ut +u~ e
|u| = ut —u~. Além disso, vamos definir dois subconjuntos de Ny e N ;E, respectivamente,

da seguinte forma

My = { ueN,: / W (x)|u["dx > 0}
Q

MF = { ue N /W(a:)|ui|'ydx > o},
Q

pois estes dois conjuntos nos permitira estender a faixa de valores de A para que o problema
(Py) tenha solugao.
Como primeiro resultado vamos mostrar que o funcional energia Jy é coercivo restrito

a variedade de Nehari e algumas de suas importantes propriedades.

Proposicao 1.0.1. Se A < A\ entdo existem constantes positivas Cq, Cy e Cs, tais que as

sequintes propriedades sdo verdadeiras:

AL —A

(1) Ja(u) > Cy ( > llul[P, para toda u € Ny; (Coercividade)

AL —A

1
(1) |ul] > Co ( )W p, para toda u € Ny;

AL —A

0
(dii) / W(z)lu" dz > C3 ( >7 " para toda u € Ny.
Q

Demonstracao. Para mostrar que Jy é coercivo restrito a variedade de Nehari, vamos usar

que se u € Ny entao J} (u)u = 0. Logo, em N, temos que

) = JA(u)—flyjj\(u)u

1 1
- (/ |Vu|pdm—)\/ |u|pdz> - / W ()[ul" dx
p \Ja Q Y Ja
1 1
_— </ ]Vu|pd:c)\/ |u|pdx) +/ W (z)[ul"dx
~y Q Q Y JQ
_ (1 _ 1) </ ]Vu|pda:—)\/ |u|pdm).
p v/ \Ja Q
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Utilizando a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12), obtemos

Tu) > <;—i> (/Q\Vu|pdx—;l/ﬂ|Vu\pdx>
= (o) (5 feres

1 1
Desde que 1 < p < 7, podemos definir C] := — — — e concluir que
p

AL —A

A@OZCH< >pr2& Vu e N,

Agora vamos demonstrar o segundo item. Note que se u € Ny, entao

P = )\/ |u|pdx+/W(m)|u|mx.
Q Q

Consequentemente, usando a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12) e que
W e L*®(Q), temos que

A
lull” <+~ HUHPJrHWHoo/Ide-
1 Q

Assim, pela imersao continua de VVO1 P(Q) em L7(Q), existe uma constante S, > 0 tal

que

A1 — A
[Jul[P < ||W||oo/ [ul"dz < |[Wloo Sy [Jul|.
A1 Q

Finalmente, como 0 ¢ N, concluimos que

AL —A

1
[Jull > CQ( )W ">o0 para toda u € N,.

de Oy := ! ﬁ>0
onae 2 .= m .

Por fim, vamos demonstrar o ltimo item. Seguindo os mesmos argumentos dos dois

itens anteriores, obtemos que

<1 _ Q) lullP < /QW(:U)yumx.

Assim, utilizando o segundo item conseguimos encontrar uma constante positiva Cs, de

)
A — A\ 77 A
Ca(M52) T = (- ) Il < [ Welupds
/\1 /\1 Q

para todo u € N,. O

modo que

Como consequéncia direta temos que
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Corolario 1.0.2. Se A < A\ entao existem constantes positivas C1, Cy e Cs, tais que as

sequintes propriedades sao verdadeiras:

AL — A

(i) IA(u®)>C ( ) |u|lP, para toda u € NE; (Coercividade)

AL —A

1
(ii) ||u| > Oy < >7 p, para toda u € NE;

AL —A

0
i1 W (z)|ut|" de > Cy Wp,pamtodaué/\/'i.
o A

Corolario 1.0.3. Se A < A\; entdo Ny = My e N = Mf

Demonstragao. Para mostrar Ny = M, é necessario e suficiente que Ny C M, e M, C N,.

Para tornar a demonstracao agradavel, vamos relembrar as definicoes de Ny e M,

Ny = { u € WEP(Q\{0} : Jh(u)u = o}

M,\:{uej\/}\: /W(m)\u|'ydx>0}.
Q

Logo, temos que My C Ny. Por outro lado, se A < A1, segue, utilizando o terceiro item da

Proposigao 1.0.1, que
/ W(z)|lu[Ydx >0, u € Ny, (1.0.4)
Q

entao temos que Ny = M.

Agora, vamos mostrar que /\/’fE C ./\/lf e Mf - /\/'Ai, isto é, ./\/'fE = Mf Antes devemos

lembrar que

NE = { u € W&’p(ﬂ)\{()}: ut #0 and u* GN,\}

.Mi:{ue./\/f: /W(m)]ui|7da:>0},
Q

onde u = ut +u~, tal que ut(z) := maz{u(z),0} e u (z) := min{u(x),0}. Consequente-

mente, temos que supp(u*) N supp(uf) = (). Note que se u € ./\/’i, entao

Ji(uT)u™ :/ |VutPdx — )\/ lut|Pdx — / W (z)|u|Ydr =0
Q Q Q

(Y :/ Ve — )\/ = Pda — / W (@) |udz = 0.
Q Q Q
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Entéao, uma vez que supp(u™) N supp(u~) = 0, temos que

0 = Ji(uMu™ + J{(u)u"
= /|V(u++u_)]pdm—)\/ |u++u_|pd:n—/W(x)|u++u_|7d:1:
Q Q Q

= Ji(u)u.

Portanto, temos que N, f C N,. Com esta inclusao, segue que as propriedades fornecidas
pela Proposicao 1.0.1 sao validas para os elementos de A f Entao para mostrar que N. f -
Mf e Mf C N, basta seguirmos os mesmos passos que utilizamos para mostrar que

Ny = M, e o coroldrio estd demonstrado. O

Observe que se A < A1 entdo, usando os resultados acima, temos que toda solucao u

nao-trivial (v nodal de (Py)) satisfaz

/QW(x)W dz >0 </Q W) i de > 0> .

Assim, uma vez que M, C N, (./\/lf c N ;E) para qualquer A € R, podemos pensar em
procurar solugdes nos conjuntos M e ./\/lf para A > A\; com as mesmas propriedades das

solugoes em Ny e N j\t quando A < A1. Com esta finalidade, vamos definir

/]Vu\pdx

Vit { e WO\O) e [ W@l > 0
/]u\pdac “
Q

Note que \* pode ser +o0o. Mas pedindo que Q7 := {z € Q: W(z) > 0} tenha medida de

Lesbesgue positiva, temos que \* € R. E mais ainda, como podemos verificar abaixo.
Proposigao 1.0.4. Se |QF| > 0, entdo \* € R e \* > \;.

Demonstragao. Se |Q7| > 0, entdo podemos considerar uma fun¢ao nao-trivial p € C5°(Q7).

Segue que
/ W(z)|p| dx :/W(az)]gopdm > 0.
Qt Q

Portanto, o conjunto

/|Vu|pdx X
Jo_ e wI@)\{0} e /QW(;E)de >0

/ |u|Pdz
Q

é nao vazio. Dali, pela defini¢ao de infimo (veja Definicao 5.0.5, Apéndice II), exite uma
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u e WyP()\{0} tal que

Logo, temos que A* < +00. Além disso, mais uma vez pela definigdo de infimo, temos que
A* >0, pois
/ |VulPdx
Q

/ |u|Pdx
Q

Portanto, A* > 0 ¢ finito. Por outro lado, usado a caracterizagdao variacional do primeiro

>0, YueW,P(Q)\{0}.

autovalor do operador p-Laplaciano, temos que

|VulPdx
A i=inf{ 22— e WP(Q)\{0}
/ |u|Pdx
Q
Assim, por inclusdo de conjuntos e da definicdo de infimo, temos que A1 > A. O

A seguir vamos apresentar uma versao da Proposicao 1.0.1 para o funcional J) restrito

ao conjunto M.

Proposicao 1.0.5. Existem constantes positivas D1, Do e D3, de modo que as propriedades

abaizo sao satisfeitas

A=A
(i) Jy(w) > Dy ( - ) lull?, para qualguer u € Mj;

. A=A\ 7r
(ii) |lull > D2 < e ) , para qualquer u € My;

5
XA\ T
(4id) / W(z)[ul" dz > Ds < e >7 " para qualquer u € M.
0

Demonstragdo. Para mostrar o item (i), ou seja, que Jy é coercivo restrito a M, note que
pela defini¢ao de My, temos que My C N, entao Ji(u)u = 0 para toda u € M. Logo,

pela Proposicao 1.0.1, temos que

Ta(u) = Jy(u) — iJf\(u)u - <; - }y) </ﬂ Vulds — )\/Q |u|pda:> |

Por outro lado, a definicao de A* implica que

/\*/ ]u\pdxg/\Vu]pdx, Vue M,. (1.0.5)
Q Q

23



Portanto, temos que

Ia(u) > <; - }y) <A*A: A) /Q IVulPda. (1.0.6)
1

1
Definindo Dy := < — >, entao a coercividade de Jy sobre M estd demonstrada.
p

Para demonstrar o segundo item, perceba que se u € M), entao
|ul|P = )\/ |u|Pdx —i—/ W(z)|u|"dz.
Q Q
Consequentemente, usando (1.0.5) e que W € L*(2), obtemos
P A p v
lultP < Zllull? + Wil [ [ul'da-
Q

Assim, pela imersao continua de VVO1 P(Q) em L7(9), existe uma constante S, > 0 tal que

AF— A
(5557 )l < Wl [ e < 19 o,
Finalmente, como 0 ¢ N, concluimos que

¥ — A\ 7-r
llu|| > D2 < e > > 0, para toda u € M,

de Dy := L %p 0
onde [y := ”WHOOS,Y > 0.

Por fim, vamos demonstrar o tultimo item. Utilizando os mesmos argumentos usados
para demonstrar o item (i77) da Proposi¢ao 1.0.1, obtemos uma constante positiva Ds, de

modo que

.

A=A\ A

0<D3< = )”’s(l—A*) Hu\PS/W(a;)de, Ve My,
Q

O]

Corolario 1.0.6. Existem constantes positivas D1, Do e D3, de modo que as propriedades

abaizo sao satisfeitas

AF— A
)\*

(i) Ja(u®) > Dy ( ) |u® ||, para qualquer v € M5 ;

A=A
2*

(if) [lu*] > DQ<

e N
, para qualquer u € My ;

A=A
2*

(i) /Q W ()t ] dz > Dy <

Y—P +
, para qualquer u € My .
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E natural que nem todo elemento de T/VO1 P(Q) esteja em N, ainda mais porque temos
a presenca de uma funcao peso W que troca de sinal em . O proximo resultado nos diz
que, sob certas propriedades, conseguimos um multiplo escalar de u € VVO1 P(2) de tal forma
que este miltiplo venha pertencer & Ay, mesmo que u nao esteja na variedade de Nehari.
Tal condicao é conhecida na literatura por projecao de WO1 P(Q) sobre N,. Além disso,

considerando uma propriedade adicional tal projecao é unica.

Proposigao 1.0.7. Seja A < \* eu € Wol’p(Q)\{O} tal que / W (x)|u|” dz > 0, entao hd
Q

um unico t, > 0 de modo que J}(t,u)t,u =0 com a sequinte propriedade
In(tyu) == max Jx(tu) > 0.
Mais ainda, se J\(u)u < 0 entdo t,, € (0,1].

Demonstragao. Seja u € Wol’p(Q)\{O} tal que / W (z)|u|” dz > 0. Entao, defina a funcao
Q
L :[0,+00) — R dada por

tP tP t7
L(t) = JT(tu) = / VulPdz — )\/ lufPd — / W () u]da.
P Ja P Ja Y Ja

Com objetivo de estudar os pontos extremais de £ vamos obter £'(t) e £”(t). Desse modo,

temos que

L't = tp_l/ |Vu\pdxtp_1>\/ |upd:pt7_1/W(x)\u|7d1:
Q Q Q

= 1 (/ |Vu|pd93—>\/ |u]pdac> —t“’_l/ W (z)|u|"dx
Q Q Q

) = (p— 1) [/Q\Vu]pdm—/\/ﬂ\u]pdx} . 1)ﬂ2/QW(x)\undx.

-ver | [ [9urar—x [ upas| - 0o [ W
2 :

Observe que L'(t) = J'(tu)tu. Portando, ¢ é ponto critico de L se, se somente se, tu € N).

E bem mais ainda, ¢ é ponto critico de £ se, se somente se, tu € M, pois pedimos como

hipétese que / W(z)|u|"dx > 0.
Q

Utilizando célculos diretos temos a existéncia e a unicidade de um tnico ponto critico

/[Vu\pdx—)\/ |ulPdx
t?;_p — Q Q

/Q W () uld

para L, dado por

9
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usando que A < A* e que t,u € My, temos que

1

/]Vu\pda;—)\/\mpdw o
_| Ja Q

/QW(x)\qux

ty > 0.

Agora, vamos caracterizar ¢, > 0 analisando £”(t,). Usando que p < v e A < A%,

(v—p) (/ |VulPdx — )\/ ]u\pdx>
& & <0.
t

E, portanto, Jy(t,u) := max I (tu).

obtemos que

ﬁ”(tu) - _

Para finalizar, vamos mostrar que se J3(u)u < 0, entdo ¢, € (0,1]. Vamos supor, por

contradigao, que t,, > 1. Mas antes observe que J}(t,u)t,u = 0 o que implica em
tﬁ/ |VulPde = )\tﬁ/ |ulPdx + tg/ W(z)|u|"dz.
Q Q Q

Dividindo essa ultima igualdade por 5 > 0 e usando que t;, ¥ > 1, obtemos

/|Vu]pd1‘ = )\/ u|pd:c—|—tl_p/W(x)|u|Vd:c
Q Q Q

> )\/ u|pda;+/W(x)|uwda:,
Q Q

ou seja,

J (w)u :/ |VulPdz — )\/ |ulPdx —/ W (z)|u|"dxz > 0.
Q Q Q
O que, por hipétese, é uma contradi¢ao. Portanto, temos que t, € (0, 1]. O

Observe que basta garantirmos a existéncia de u € VVO1 P(Q) tal que / W(z)|u|"dx >0
Q
para que N # (). Com este intento, vamos mostrar o coroldrio abaixo.
Corolédrio 1.0.8. Sendo p < v < p*, A < X, W(z) € L®(Q) e |QF| # 0, temos que
Ny # 0.

Demonstragdo. Observe que [Q1| # 0, onde QT = {x € Q: W(z) > 0}, nos permite con-
siderar uma u € C§°(Q") tal que supp = {x € Q : u(z) # 0} CC Q" de modo que

/ W) ul'de - / W () ulda.
Q+ Q
Logo, utilizando a Proposicao 1.0.7, temos o resultado desejado. O

Agora vamos mostrar que os conjuntos N ;E, My e /\/lf S840 nao-vazios.

Proposicao 1.0.9. Sendo p < v < p*, A < \*, W(z) € L®(Q) e |QT| # 0, temos que
/\/lf # (. Implicando que /\/’fE #0 e My #0.
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Demonstragdo. Por hip6tese, a medida de Lebesgue de QT = {z € Q: W(z) > 0} é nao-
nula, isto é, |QT| # 0. Assim, podemos considerar x1 e x5 em 7, r; e 7o niimeros reais

positivas, tais que
i) By, (xl) N By, (1’2) = 0;
ii) |By (z1) N Q4| > 0e |Bp,(z2) N Q4| > 0.

Agora, vamos considerar duas fungdes ndo negativas wy € CF°(B, (z1)) e
we € C§°(Bry(x2)) tais que supp (u) = {z; € Q:u(z;) #0} cC QF, com i = 1,2, de

modo que
/ W(a)wi['de >0 e / W () [wa|Vdz > 0. (1.0.7)
Brl (1'1) Brg ($2)

Além disso, em todo €2, vamos considerar as suas extensoes por zero. Logo, temos que

/ W(m)]wlwda?:/W(m)\wlpdm e / W(a:)|w2|'ydx:/W(a:)|w2|7da:.
By, (x1) Q By, (z2) Q

Portanto, usando o Proposicao 1.0.7, temos a existéncia de nimeros reais positivos t1 e tg,

de modo que tjw; e towy sao elementos de Ny. Em outras palavras,

0= Jﬁ\(tlwl)tlwl = / ]t1Vw1\pdx - )\/ ’tlwﬂpdl’ - / W(x)\tlwlﬁdx
Q Q Q

0 = J} (taws)taws :/ |taVws|Pdx — )\/ |towsa|Pdx —/ W (z)|taws|"dz.
Q Q Q

Por outro lado, pelo item i) e desde que supp(w;) C By, (z;), para i = 1, 2, temos que

supp(w1) N supp(wz) = (). Consequentemente, resulta que
J/’\(tlwl — tg’wg)(tl’wl — tz’wg) = / |t1w1 — tgwglpdx — /\/ |t1w1 — t2w2|pda:
Q

/ W (z)[tiw1|"dz

= / |t1w|Pdx +/ |tows|Pdx — / |tiw|Pdx
)\/ |tows|Pdx / W (z)|tiw1|"dz
Q Q
_ / W () [taws | da
Q

= Ji(tiw1)tiw + J4 (tawa)taws = 0.

Com isso, mostramos que a funcao w = tjwy — tawy € Ny.
Agora, vamos mostrar que w € ./\/lf Primeiro, observe que wt = tjw; # 0 e
w- = —tows # 0 em Q. Logo, temos que w € ./\/'fE Além disso, por (1.0.7), temos

que

/W(:c)|w\7dﬂs:/W(m)\tlwl\'ydfv—f—/W(m)\t2w2\7daz>0.
Q Q Q
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Entao, segue que w € Nf e / W (x)|w|"dz > 0 e assim concluimos que w € Mf\c O
Q

Finalizaremos este capitulo analisando os seguintes niveis de energia:

=infJy, dy=infJy, €, =infJ dy = inf Jy. 1.0.8
cA %m,\j\lf},\,c/\ /l\gllAAexlnf,\ ( )

Proposicao 1.0.10. As sequintes afirmacoes sdo verdadeiras

i) Se A < A1, entdo cy e dy estao bem definidos e sao positivos. Além disso,

C\y=C\ € d)\za)\.

ii) Se A < \*, entdo Cy e dy estdo bem definidos e sdo positivos.

Demonstragao. Primeiro, deixamos claro que mostrar que os niveis de energia estao bem
definidos é mostrar que eles sdo numeros reais.

Vamos analisar, inicialmente, o nivel ¢y = iﬁf Jy. Como, pelo Coroldrio 1.0.8, Ny # 0
A

temos, pela definicao de infimo (veja Definicao 5.0.5, Apéndice II), que Jy(u) > ¢\ para
u € Ny. Logo, temos que ¢\ < +oo. Além disso, usando o itens (i) e (ii) da Proposigao

1.0.1, segue que

A=A
O e [

Vv
Q
—
Y
>
et
>
=
>
N———
&2
7 N\
>
e
>
=
>
N———
2
S

Logo, pela definicao de infimo (veja Defini¢ao 5.0.5, Apéndice II), segue que

1+y—p

. A1 — A v—p
=inf Jy > .
C) RI}A Jy > C10y < N > >0

Portanto, concluimos que ¢y € (0,+00). Observe que

1t+y—p

. : AL — A\ P
dy = inf Jy > ¢y = inf J) > C1Cy > 0,
NiE Na

A1

A

ja que /\/’fE C N\. Ademais, pelo Corolario 1.0.3, temos que ¢\ = ¢y e dy = d.

Agora seguindo o mesmo raciocinio usado no item (i), mas usando a Proposi¢ao 1.0.5

em vez da Proposicao 1.0.1, temos que

1t+y—p

Y—P
) >0, Vue M,.

AT = A
2*

Ja(u) > D1Ds (
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Assim, mais uma vez pela definicao de infimo, segue que

l4y—p

C lnl .
A M A= 1472 \*

Por outro lado, novamente, pela definicdo de infimo, temos que Jy)(u) > ¢, para todo

u € M. E, portanto, concluimos que ¢, € (0, +00).

Por fim, utilizando o mesmo raciocinio acima e que Mf C My, concluimos que d €
(0, +00). O
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Capitulo 2

Existéncia de solugdo em N, para
A< A\

Neste capitulo iremos mostrar a existéncia de solugao de energia minima (ground-state)
para o problema (P)), quando A < A;. Iniciaremos mostrando que ¢y é atingido em N,
isto é, existe wy € Ny, tal que

cy = inf Jy = Jy(wy).
x = infJy A(wy)

Proposigao 2.0.1. Se A < \1, entdo existe wy € N de modo que
=infJy=J .
ox := InfJy A(wy)

Demonstragao. Pela Proposicao 1.0.10 temos que ¢y € R. Entao, pela definicao de infimo,
temos que existe uma sequéncia (u,) C N, tal que

ngrfoo Ix(un) = cy.

Essa sequéncia é chamada de sequéncia minimizante.

Afirmamos que a sequéncia minimizante (u,) é limitada em VVO1 P(Q). De fato, supo-
nhamos, por absurdo, que (u,) seja ilimitada em WO1 P(Q). Entdo, existe uma subsequéncia
(un, ), tal que

li = .
Jim ()| = o0

Consequentemente, pela coercividade de Jy sobre Ny (veja Proposigao 1.0.1), obtemos que

A=A
o= lim Jy((ug,)) > lim €y (2 () [P = +00,
k—4o0 A

k—+4o00

o que contradiz o fato de que ¢y € R.
Uma vez que (uy,) é limitada em Wol P(Q) temos, pela reflexividade do espago W& P(Q),

A . 1
que a menos de uma subsequéncia, existe uy € Wy’ (), de modo que

U — uy, em WyP(Q). (2.0.1)

30



E, pela Imersao Compacta de Sobolev, temos que
up — uy, em L1(Q),1 < q<p*. (2.0.2)
E, pelo Teorema de Vainberg (veja Teorema 5.0.8), temos mais ainda

Up — Uy, ¢.t.p em €, (2.0.3)

hg € LYQ); |up| < hg, VneN, gt.p em Q. (2.0.4)

Agora vamos mostrar que uy # 0. Novamente argumentando por contradi¢dao, vamos supor
que uy = 0. Dado que (u,) C Ny temos que J} (u,)u, = 0, para todo n, o que é equivalente

a seguinte igualdade
funl? = X [ JunPds+ [ Wunda, ¥ .
Q Q
Segue da Desigualdade de Poincaré (Teorema 5.0.12) que
A1 —A
0< ( ! ) lun|/P < / W(x)|up|"dz, V n.
A1 Q

Por outro lado, desde que 1 < v < p*, e considerando (2.0.3), (2.0.4) e que W € L*°(Q),

podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7)

e, entao, a seguinte convergéncia ocorre

O:/W(:U)|u>\|7dx: lim /W(:E)|un|7dx

Assim teriamos
0< lim W (z)|u,|"dx = 0,

n—-4o00 QO

o que é um absurdo.

Afirmamos que /W(x)\u)\]'ydm > 0. De fato, desde que 1 < v < p*, temos pelo
Q

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), Proposigao 1.0.1 e
por W € L>®(Q) que

0< 0y (M2 ¢otim [ W) uaPde = [ W) unda.

Uma vez demonstrado que uy # 0 entao, pela Proposigao 1.0.7, existe um tnico ¢,, > 0

tal que J} (tu,un)tu,uy = 0, isto é, t,, ux € Ny. Definindo w) := t,, uy, vamos mostrar que
cy = inf Jy = Jy(wy).
x = inf A(wy)

Com este objetivo, primeiramente vamos mostrar que ¢,, < 1. Note que, usando que
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J4 (un)un = 0 para todo k e por (2.0.1), temos que

lunl? = )\/Q|un|pd:1:—|—/QW(JU)|un|7dx—|—on(1)

= )\/ |u,\|pdx+/W(:c)|uA|7dac.
Q Q

Entao, pelo fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente e que u, — u), em
1
W, (9), segue que

/]Vu,\|pd:v: ||u>\\|p<liminf||un\|p:)\/ \uA|pd:L‘+/ W () up["dz,
ou seja, J3 (ux)uy < 0. Portanto, pela Proposicao 1.0.7, temos que t,, < 1. Dai, segue que

e < da(tauy)

1
= J)\(t)\’u,)\) - ;J;\(tAU)\)t)\’U,)\

_ (;—D . </Q\Vu)\]p—/\/g|u)\\pdx>
1 1

< — > </ |Vuy|P — )\/ |u>\\pdx> .
p Q Q

Por outro lado, usando que A < A; e a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12),

(2.0.5)

IA

obtemos que

0< <)\1 _>\> / |Vu, P < / W (z)|u,|"dx = </ |Vun|p—)\/ |un\pdx>, v n.
A1 0 Q Q Q

Consequentemente, pela desigualdade (2.0.5) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que
ey < Ja(tauy)
1 1
( - > (/ |VUAP_)\/ |UA|pd$>
p Q 9)
.. 1 1
< liminf ( - ) (/ |Vu,|P — )\/ \un]pdm>
n—too \p Y Q Q
< Timinf [ Jy(un) — —J(un)
= ég—il-lc}o A Un ~ A\Un )Un
< Timi _
< liminfJy(un) = e
O que implica em ¢y = Jy(wy), onde wy = tyuy € N. d
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2.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.1

Agora vamos mostrar que o minimizante wy encontrado no resultado anterior (Pro-
posicao 2.0.1) é ponto critico de Jy, isto é, J (wy)v = 0 para toda v € Wol’p(Q). Seguindo
o argumento da demonstracao de [4, Lema 2.5.8], com algumas modificagoes, vamos consi-
derar a fungao wy + sv # 0, para s € (—¢,¢€), onde € > 0 é arbitrario.

Analisemos a seguinte fungao ¢ : (—e¢, €) x R — R definida por

Y(s,t) = Ji(t(wy + sv))(t(wy + sv))

= P [/ |V (wy + sv)|P — )\/ lwy + sv|pdx] — t”/ W (z)|wy + sv|"dz.
Q Q Q

Observe que wy € N, implica que

(0, 1):/ va\p—x/ |w)\]pdx—/W(a:)\w,\|7d:z::0.
Q Q Q

Por outro lado, usando que wy € Ny e p < 7y, obtemos

P [/ |Vw,\|p—)\/ \wA|pdx] —7/ W (x)|wy|"dz
Q Q Q

= (=) [ W@ [d <o

oY

E(Oa 1)

Entao, aplicando o Teorema da Funcao Implicita (veja Teorema 5.0.5) em 1) (s,t), existe
um € > 0 suficientemente pequeno e uma funcao ¢ := t(s) de classe C*, tal que para todo

s € (—€, €) temos que

0=1(s,t(s)) = Jy(t(wr+ sv))(E(wx + sv))

P [/ |V (wy + sv) / lwy + sv|pd:r] — t'y/ W (z)|wy + sv|"dz.
Logo, t(s)(wy + sv) € N para todo s € (—¢, €). Por outro lado, usando que ¢(0) = 1 entao,
por continuidade, temos que t(s) > 0 em (—e¢,€), para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Consequentemente, desde que A < A; e pela Desigualdade de Poincaré (veja Teorema

5.0.12), resulta que

0 < 7\ — /|w>\+sv|pdx

< Y [/ |V (wy + sv)[P — )\/ lwy + sv|pda:]
Q Q

= /W(m)]wx—i-svﬁdx.
Q
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Entao, pela Proposi¢ao 1.0.7, temos uma tunica projegao t,(s) > 0 para wy + sv. Logo,
temos que t, =t > 0 em (—e¢,€). Consequentemente, a funcao ¢, : (—¢,e) — R é de classe
Cl e t,(0) =1, ja que wy € Ny.

Com estas propriedades da fungao ts iremos definir a funcdo « : (—¢,€) — R dada por
k(8) = Jx(ty(s)(wy + sv)).
Afirmamos que x assume infimo em 0. De fato,
k(0) = Jx(tu(0)wy) = Ja(wy) = cn < Ia(tu(s)(wy + sv)) = k(s), Vs € (—¢,€).

Portanto, derivando x em 0, obtemos

0=r'(0) = %[A(tv(s)(wwsv))hszo

= 4 (ta(0)wn) - (£(0)ws + £(0)0)
= () - (£ (0w + )

= 1(0) T} (wn)wa + Ty (wn )

= Jy(w).

E, pela arbitrariedade de v € VVO1 P(2), concluimos que wy, é solugao para o problema (Py).

Por fim, demonstraremos agora que a solugao wy para (Py) nao troca de sinal. De fato,
suponha por absurdo, que w) troca de sinal, ou seja, w)j\[ # 0. Como wy é solugdo para
(Py) e que wi € Wy (), temos que

J (wy)wy = 0.
E desde que supp(wy) N supp(wy ) = 0, segue que
T (w3 )wy =0,
ou seja, temos que w)j\[ € N,. Logo,
JA(wAi) > cy.
Consequentemente, temos que

2cn < Iy(wi) + Jy(wy)
Ja(wy) = ¢y,

o que é uma contradicao.
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Capitulo 3

Existéncia de solucao em N f para
A< A\

Neste capitulo iremos mostrar a existéncia de solugao nodal com energia minima (ground-
state) para o problema (P)), quando A < Aj. Iniciaremos, mostrando que d é atingido em
N, isto 6, existe wy € Nf tal que

d)\ := inf J/\ = J)\(’LU)\).
N:t
A
Mas antes cabe ressaltar que a demonstracao do resultado a seguir é andloga a de-
senvolvida na Proposi¢gao 2.0.1, salvo pelo fato de que agora devemos considerar a parte
positiva e a parte negativa da funcao ou da sequéncia de funcées a serem consideradas na

demonstragao.

Proposicao 3.0.1. Se A < A1, entao existe wy € J\/'/\i de modo que

d)\ := inf J/\ = J)\<’U))\).
Ny
Demonstracao. Pela Proposicao 1.0.10 temos que dy € R. Entao, pela definicao de infimo,
temos que existe uma sequéncia (u,) C N. ;_L tal que

lim Jy(up) = dy,

n——+o0o

e como vimos na demonstragao da Proposicao 2.0.1, é uma sequéncia minimizante.

Afirmamos que tal sequéncia (u,) é limitada em WO1 P(Q). De fato, suponhamos, por
absurdo, que (u,) seja ilimitada em VVO1 P(Q). Entao, existe uma subsequéncia (uy, ), tal
que

l = +00.
|, || = +oo

Consequentemente, pela coercividade de Jy sobre N, /\i (veja Corolério 1.0.2), obtemos que

k—+o0

A1 —A
= i ne) > i n P = 3
iy = i) > 1 o (22 P = o
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o que contradiz o fato de que d) € R. Logo, como vimos na demonstracao da Proposicao
2.0.1, existe uy € VVO1 P(Q) de tal modo que, a menos de uma subsequéncia, valem os

seguintes resultados

;

Uy — Uy, em W, 7(Q),

Uy —> U, q.t.p em €,

Up —> U, em L9(Q),1 < q < p*,

dhg € L1U(Q);  |un| < hg, YR EN, gt.p em €.

Além disso, usando que as aplicacdes u — vt eu — u~ de L (RY) em L"(RY) sdo continuas

(veja [12, Lema 2.3]) temos, a menos de uma subsequéncia, que

;

uf — i, em WyP(9),
+ +
Uy — uy, t.p em €,
mon A @rp (3.0.1)
Ths —>uf, em L1(Q),1 < q < p*,
ElhflIE € LYQ); |uf| <hgy YmeEN, gtp em Q.

Vamos mostrar agora que uf\c # 0. Novamente argumentando por contradi¢ao, vamos

supor que uf = 0. Dado que (u,) C Nf temos que J3(u)ur = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que
e = A [ utPae+ [ Wi, ¥
Q Q
E da Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12), resulta que

A1 — A
o<(1)mﬂws/ﬁwwwﬂwa v n.
A1 Q

Por outro lado, desde que 1 < v < p*, temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (3.0.1) e por W € L>®(Q2), que a seguinte convergéncia

ocorre

n—-+00

O—/W(x)\uf[’ydx— lim W (z)|uZ|"dz.
Q Q

Assim teriamos
0< lim W (z)|ut|"dx = 0,
Q

n—-+00

o que é uma contradicao.

Asseveramos que / W(x)|uf|vd:v > 0. De fato, desde que 1 < v < p*, temos, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (2.0.1), Corolério
1.0.2 e por W € L*>®(Q), que

,
)\ _)\ ~—p
0<03< 1A ) " < lim W(x)|u$|7dx:/W(x)|ufvdx.
Q

1 n—-+0oo Q
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Uma vez demonstrado que uf #£0, entéo, pela Proposicao 1.0.7, existe um tinico tzi >0
tal que J4(t3, u )ti ui =0, isto é, t u < € N,. Definindo w) := th ul +t,, uy, note que

+y,,,£ - AV .
I(wi)wy = Ji\(t, uy )t uy =0,

ou seja, temos que wy € N. ;E Portanto, vamos mostrar que

d)\ = ini J)\ = J)\(U))\).
N,

A

Primeiramente, mostraremos que th < 1. Note que usando que J;(u)uE = 0, para

todo n, e por (3.0.1), temos que

lutp = AJ/|uﬁwdx—%J/tV<xnu§de-%on<n
Q Q

= /|uA |pda;+/W )uy [ d.

Entdo, pelo fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente e uf — uf, segue

que

/Q]Vuf]pdx = |lus|P < hmj_anuin = / i [Pda +/ W (z)|ui [Vdz,

ou seja, temos que J(uy )uf < 0. Portanto, pela Proposigao 1.0.7, segue que ti < 1.

Diante dessa informacao e usando que supp(u™) N supp(u~™) = 0, ocorre que

dy

IN

J,\(w,\)
_ 1 o
= D(thul +tguy) — ng\(tj[Auj + by, uy ) (B ul + by, uy)
1 _ 1 o,
:{mm@%me@wwmpﬁmmwkvw%wwwm
1 +1p _ +1p
= ];—— |Vu [P — \u/\] dx
+ <1 - 1> (N </ |Vuy [P — )\/ \u_]pdx>
p ) " Q A Q
1 1 /
= |-—- Vufl|? — / u pdx)
(p v) < Q| 3 Q‘ il
1 1 / _ _
+(-—-- Vu p—)\/u pdx).
<p '7) < Q' 3 g‘ 3
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Por outro lado, usando que A < A; e a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12),

obtemos que

0< <A1_A>/|vug|1’g </ |vug|P—A/|u$\de>, v n.
A1 Q Q Q

Consequentemente, pela desigualdade (3.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), segue

que
dy < Ja(wy)
1 1 - —
< (=== Vuy [P =X [ |u}|Pdx
p 7 Q Q
1 1 / _ _
+-—— Vu p—A/u pd:z:)
<p 7) < oV o
P 1 1 + +
< liminf | - — — IVu [P — A [ |u,) |Pdx
n=too [\p Y Q Q
1 1
+ < - > </ |Vu, [P — )\/ |un\pdx>}
p Y Q Q
< liminf | J)(u )—lJ’ (un)u
= oo A\ Un ~ A\ Un ) Un
< lmind i) = b
O que implica em dy = Jy(wy), onde wy := t;} ul +t, uy. O

Nosso objetivo agora neste capitulo sera mostrar que a funcao wy encontrada no resul-
tado anterior, que atinge o menor nivel de energia em N i, é ponto critico de Jy. Antes
disso, iremos mostrar dois resultados técnicos que sao feitos para um operador mais geral

que o p — Laplaciano nos trabalhos [5] e [19].

Lema 3.0.2. Seja v € W&’p(Q) com vE #£ 0 e / W (z)|vE|Ydz > 0. Entdo, existem
Q
tr th >0 tais que
Ji(tFot +too ot = J(tfvt 4t v )T =0,
ou seja, tTvT +t v € N

Demonstragao. Temos, pela Proposigao 1.0.7, que existem ¢, t7 > 0 tais que

Ji (oot = Ji(t; v ) (t,v7) = 0.

Desde que supp(u™) N supp(u™) = (), entao
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Tt + tro ot = / V(Erot + 0 )P Vet + tv) - Votde
Q
—/\/Q [thot +too P2t T +t v v de
—/ W (z)|toT +t v |72t ot +t v )T da
Q
= tj/ |V(tvt 4+t 07)|P72 Vot |?de
Q
t,j‘A/ [thot +t o P2 o T de
Q
—tj/ W ()|t vt + ty v |72 ot 2da
Q
= tf [/ IV (tFvt) P2 |Vu+|2da:+/ IV (t,v™) P2 |Vv+|2dx]
Q Q
—tFA [/ tro P2 |oT P dx +/ |t;v_]p_2|v+|2d:v}
Q Q
—tF [/ W(:r)|tjv+ﬂ_2]v+\2dx+/ W(:J:)|t;v_ﬂ_2]v+\2dx]
Q Q
= a2 [ vetpas - x| orad)
Q Q
o [y [ Wt
Q
Lo v+
= FJ/\(tvv vt =0.
v
De maneira andloga podemos mostrar que
N T
J)\(tvv +tvv )U :FJA(tvU )tvv =0.
v
Concluindo o desejado.

No proximo resultado, vamos analisar duas funcoes definidas da seguinte formas:
a fungao hY : [0,4+00) x [0,400) — R definida por

RY(t,s) = Jy(tvT +sv7), onde (¢,5) € [0,+00) x [0, +00)

e a fungdo ¢V : [0, +00) x [0, +00) — R? definida por

¢°(t,5) = (41(t, ), P3(t, 5))

— (G G )

S

= (Jy (vt +sv7)oT, Iy (vt +s07)v7).
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Lema 3.0.3. Seja A\ < \; e v € Ni&. Entdo,
hY(t,s) < h’(1,1) = Jx(v), Vit s>0
tal que (t,s) # (1,1). Além disso,
det(¢")'(1,1) > 0,
onde (¢*) ¢ a matriz Hessiana de h® ou a matriz Jacobiana de ¢V, dada por

o0t , | 0
lits) SLts)

(@) (t,s) = ,

o8y, . 06y
ot (13 g (9)

para todo (t,s) € [0,4+00) x [0, +00).

Demonstra¢do. Considerando v € Nf e usando que supp(vt) N supp(v™) = 0, obtemos
0= Ji(v)v® = J5(vT + v )t

Dal, temos que

o = (GranGan)
= (Ji(wt +o )T, Ji(vt +0)vT)
= (0,0).

Assim, (1,1) é ponto critico de h”. Agora, pela definicdo de h¥ e considerando que

supp(vt) N supp(v™) = 0, segue que

hU(t,s) = Jy(tvT 4+ sv7)

1
= </ \Vtv++sv_\pdx—)\/\tv++sv_]pdx>
P \Ja Q

1
—/ W (z)[tv" + sv™|Vdz
Y Jo

tP tP tP
_ / \vmpdx—A/ \v+|de—/ W () v ['da
D Ja b Ja T Ja
sP sP sP
+/ \Vv|pdar—)\/ \v|pdm—/ W(z)|v™|"dx.
D Ja D Ja T Ja

Jy (tvt /|VU+|pd:E— /\v+|pdaj—/W Yot [Vdx (3.0.3)

Escrevendo
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sP sP sP
v) = / |Vv_|pda:—)\/ |v_|pd33—/ W () o~ da. (3.0.4)
P Ja P Ja Y Ja

Concluimos que
hU(t, s) = JY (tv™) + J; (sv7). (3.0.5)

Afirmamos que h¥ possui um ponto de maximo global em (0, 4+00) x (0,+00). De fato,

dividindo (3.0.3) por t7, obtemos que

J¥(t P
iv (/ |VoT Pdz — /\Uﬂpd:c) —/W Yot Vda.

Desde que 1 < p < 7y, A < A1 e usando a veracidade do Corolario 1.0.2, temos

JF(tot

1
it —/ W (@)|o*dz < 0.
t—+00 Y Ja

Por outro lado, dividindo (3.0.3) por t? e usando a Desigualdade de Poincaré (Teorema

5.0.12), obtemos
(/ |VU+|pd£E>\/ |’U+|pdl'> / W (x)|vT | dx
Q Q

Al — A
( ! >/|Vv+|pdm—/W Yot |Vdx
A Q

E mais uma vez desde que 1 < p < 7, A < A1 e usando a veracidade do Corolério 1.0.2,

Jy (to™
liminfwz (Al )/VU+|pd33>O
p

t—0+ tp

J;“ (tvt)
P

K=

>

A=

temos que

Utilizando o mesmo argumento para (3.0.4), resulta que

Jy (sv™
lim sup M <0 e liminf
s—+00 sY s—0+ sP

> 0. (3.0.6)

Portanto, utilizando (3.0.6) em (3.0.5), temos que

liminf AY(t,s) >0 e limsup h(t,s) <0.
I(t,5)[—0F |(t,8)|—+00

Assim, por continuidade, A” tem um ponto de méximo global para algum ponto (¢,
[0, +00) X [0, +00).
Agora mostraremos que ¢, s > 0. De fato, supondo por contradicao, que ¢ = 0. Entao,

3) €

desde que v € N. f, utilizando a veracidade da Proposicao 1.0.7 e do Corolario 1.0.2, segue
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que

h¥(0,5) = Jx(sv7)

- ;</Q|V(sv—)|z’dmA/Q|(sv—)|de) i/QW(x)\sv_Pda:

< supJy(sv7)

s>0
1 _ _ 1 _
= </ Vv pdx—)\/ v \pdx> —/W(x)|v |"dx
P \Ja Q T Ja
= Ja(v7)
= h¥(0,1).
Logo,
h*(0,5) < h¥(0,1). (3.0.7)

Agora, desde que v~ € N, e pelo Corolario 1.0.2, segue que Jy(v"), Jy(v™) > 0. Assim,

temos que

™) < D)+ (v)

1 1
= = (/ Vol + v~ [Pde — )\/ Kas +v|pdaz> - / W(z)vt + v~ ["dx
p Q Q YJa
= JA\(v)
= h%(1,1)
De (3.0.7) e por este tultimo resultado, concluimos que
hY(1,1) > Jy(v™) = h"(0,1) > h¥(0,3)

o que é um contradigao, pois (0,3) é maximo global e , consequentemente, ¢ > 0. De modo
analogo, prova-se que § > 0.

Para finalizar, vamos mostrar que (1,1) é méximo global e det(¢")'(1,1) > 0. Uma vez
que (t,3) e (1,1) sao pontos criticos de h?, temos que

Ji (vt = J{(Tsv™)v™ = 0.

Usando a Proposicao (1.0.7), segue que

0<t<1l e 0<s<1.

Mostremos agora que h' nao assume ponto de maximo global em [0, 1] x [0,1]\{(1,1)}.

Com efeito, pela caracterizagao e unicidade da projecao fornecida pela Proposigao 1.0.7,

42



vem que

W3 = Jy(fot +3507)

w

= J\(tv") + Jr(sv7)

< sup Jy(tvT) +sup Jy(sv ™)
t>0 5>0

= Q@)+ A7)
= ()
= h'(1,1).

Isto mostra que (1,1) é maximo global de h"(t, s).

Prossigamos agora para mostrar que det(¢V)’(1,1) > 0. Considere, primeiramente, as

seguintes fungoes
gi(t) = ¢(ts)
= Ji(tvT +sv7)uT

= Ji(tvT)uT

= ! </ |Vv+|pdx)\/ v+|pdx> ﬂ_l/ W (z)|vt|"dz.
Q Q Q

e
g2(s) = ¢"(t;s)
= Ji(tvtsv)v™
= Jy(sv7)v~
= 71 (/ Vo~ |Pdz — /\/ |v]pdx> —87_1/ W(z)lv™|"dx.
Q Q Q
0" _ 0¢” B
Note que 9 (t,s) = s (t,s) = 0. Logo,
91(t) 0
QZ);;(tv s) =
0 g5(s)

Entao, pelas definicoes de g1 e g2, temos que

a0 = %

o ()
(p— 1)tr2 ( /Q Vot Pz — A /Q |v+|pdaz> — (y -1t /Q W (2)|v*|"dz.
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a v
i = 2

95 (%)
— (p—1)sP2 </vav|pdx—A/Q\v|pdx> —(fy—l)s“f_l/QW(x)|v|7dx.

Consequentemente, advém que

) = -0 ([1votpas = [ i) - 1) [ Wil

Agora, desde que (1,1) é ponto critico de h”, segue que J} (v )vt = 0. Logo, temos que

/]Vvﬂpdx—)\/ ]v*pdx—/W(a:)\vﬂVda:
Q Q Q

Portanto, usando que p < v < p* e o Corolario 1.0.2, obtemos que
g (1) = p/ﬂW(x)\vﬂ”dx —’y/QW(a:)]vﬂydm =—(v —p)/ﬂW(m)vﬂ”dx < 0.

De modo andlogo, podemos mostrar que g4(1) < 0. E assim, finalmente, concluimos a

demonstragao do Lema provando que

det(¢")'(1,1) = g1(1).g5(1) > 0.

3.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.2

Utilizando os argumentos encontrados em [5], [10, Lema 3.2], [19], [20, Lema 3.5] vamos
mostrar que a fungdo w) encontrada na Proposigao 3.0.1 que atinge a energia minima dj
em N, f é ponto critico de Jy. Com efeito, suponha, por contradicao, que wy nao seja ponto
critico de Jy. Logo, existe ¢q € Wol’p(Q)\{O} e a > 0 tal que

J;\(U))\)QOO =a>0.
Logo, pela continuidade de J}, existe p > 0 tal que

a
J3(v)po = 5> 0, VwveB,(wy).

1 1
Vamos definir D := [2, Z)} X [2, 2] e considerando a funcao A*> : [0, +00) x [0,4+00) — R
definida por

R (L, s) = Jy(tw) + swy), onde (¢, ) € [0,+00) x [0, +00),
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ja estudada no Lema 3.0.3, temos diretamente deste Lema 3.0.3 que

Iy = max h“Mt,s) < h(1,1) = Jy(wy) = dy. (3.0.8)
(t,s)edD

dy—0y 0
A A } e S := Bs(w,) entao, pelo [28, Lema 2.3|, temos uma
3

2 24
deformacao 1 que assegura que

Tomando pg := min{

(a) n(1,v) = v para todo v ¢ Jy * ([dx — 2po, dx + 2po)),

(b) 17(1,J;’W’0 mS) C JHTM onde JRH = {v e WIP(Q) : Ja(v) §d,\+po} e

Jhro {v € WEP(Q) : Ja(v) < dy — po}
(¢) Ja(n(1l,v)) < Jx(v) para toda v € Wol’p(Q).

Agora, mostraremos que

max_Jy (1 (1,twi + swy)) < dy. (3.0.9)
(t,s)eD

Pelo item (c) e o Lema 3.0.3 temos, para (¢,s) # (1,1), que
In (0 (1, twy + swy)) < Jy (twy + swy ) = h¥ (t,5) < B (1,1) = Jy(wy) = da.

Logo,
Ix (n (1, twy +swy)) <dy, (t,s) € D\{(1,1)}. (3.0.10)

Agora, vamos analisar quando (¢, s) = (1,1). Primeiro, note que Jy(wy) = dy < dx+ po,
o que implica em
wy € J;\l)‘Jr’DO ns.

Entao, pelo item (b), temos que n(1,w)) € Jf\i*_po. Logo,
J,\(77(1,w,\)) <dy — po < dy. (3.0.11)

Portanto, (3.0.10) e (3.0.11) garante que (3.0.9) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe (to, so) € D de modo que n(1, towy + sowy ) €

N ;E Pois isto implicaria que
dy < J)\(n(l, tow;\_ + Sow;))

< maxg oecp I (77 (1,twj\_ + sw;)) < dj,

o que é uma contradicdo e portanto J}(wy) = 0.
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Assim, defina as seguintes fungdes x(t, s) := n(1,twy” + swy) e U1 : R* — R? dada por

U (t,5) = <1J; (s (t,)) 5(t5) ¥, T3 (s, ) (1 s)—> .
Observe que por (3.0.9) e pelo item (a), temos que
K(s,t) = n(1, tw) + swy) = twy + swy, em D. (3.0.12)
Logo, em D, temos que

Ui(ts) — <1J; (k(t, 5)) K(t, 8)F, éJ; (k(t, 5)) (t, s)_>

= (J;\ (twi + sw;) w;\r, J4 (twi + sw;) w;)
= ¢ (t,s),

onde ¢ foi analisada no Lema 3.0.3. Assim, pelo grau topolégico de Brower e pelo Lema

3.0.3, obtemos que
deg (¥1, D, (0,0)) = deg (¢"*, D, (0,0)) = sgn (det (¢"*)' (1,1)) = 1.

Logo, a fungdo ¥ possui um zero em D, ou seja, existe (to,s0) € D tal que Wq(tg, o) =

(0,0). Consequentemente, pela definigao de ¥y e por (3.0.12), temos que
0 = J5 (k(to, 50)) k(to, s0)* = J4 (towy + sowy ) (towy + sowy )= (3.0.13)

E aplicando o Lema 3.0.2 em (3.0.13), concluimos que towy + sow) € Nf
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Capitulo 4

Existéncia de solugao em M), para
A< A

Nesta segao iremos mostrar a existéncia de solugao de energia minima (ground-state)
para o problema (Py), quando A < A*. Iniciaremos, mostrando que ¢, é atingido em M,

isto é, existe w) € M tal que
¢y = inf Jy = Jy(wy).
A My, A )\( /\)

Antes disso, cabe ressaltar que a demonstracao do resultado a seguir é similar a realizada
na Proposi¢ao 2.0.1, pois como vimos no Capitulo 1, além de M ser um subconjunto de

N, as estimativas apresentadas na Proposi¢ao 1.0.5 sdo uma versao da Proposigao 1.0.1.

Proposicao 4.0.1. Se A < \*, entao existe wy € My de modo que
¢y:=inf Jy =J .
ox = fnfJy A(wy)

Demonstracao. Pela Proposicao 1.0.10 temos que ¢y € R. Entao, pela definicao de infimo,
temos que existe uma sequéncia (u,) C M, tal que
li =C.
DI, r(n) = @
A sequéncia minimizante (u,) é limitada em VVO1 P(2). De fato, suponhamos, por absurdo,
que (uy,) seja ilimitada em VVO1 P(€). Entao, existe uma subsequéncia minimizante (uy, ),
tal que

lm  |Juy, || = +oo.
k—-+o0

Consequentemente, pela coercividade de Jy sobre M (veja Proposicao 1.0.5), obtemos que

A=A

ey = lim Jy(up,) > kEI-iI-loo D, ()\*

k——+o0

> [tmy [ = +o00,

o que ¢ contradiz o fato de que ¢\ € R. Logo, como vimos na demonstracao da Proposi¢ao

2.0.1, existe uy € VVO1 P(Q) de tal modo que, a menos de uma subsequéncia, valem os

47



seguintes resultados

Up — Uy, em Wol’p(Q),
Uy — U, t.p em €,
no @5p (4.0.1)
Up — U, em L9(Q),1 < g < p*,
\Elhq € L9(Q); |up| < hg,Vn €N, ¢t.p em Q.

Vamos mostrar agora que uy # 0. Novamente argumentando por contradigdo, vamos
supor que uy = 0. Dado que (u,) C M) temos que J}(up)u, = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que

lun? = A / Pz + / W (2)[un'dz, V.
Q Q

Da definicao de A* segue que

0< (A A: A) [un|P < / W (z)|up|dz, V¥ n.
Q

Por outro lado, desde que 1 < v < p*, temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (4.0.1) e por W € L*(f2), que a seguinte convergéncia o
que
0= / W(z)|uy|"dz = lim W (z)|u,|"dx.
Q n=teo Jo

Assim terfamos
0< lim W (z)|u,|"dx = 0,

n—-4o00 Q

o que é uma demonstragao.

Além disso, asseveramos que / W (z)|uy|"dx > 0. De fato, desde que 1 < v < p*,
Q

temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (4.0.1),

Proposigao 1.0.5 e por W € L*(Q), que

0< Dy (X2 - < lim [ W()|u |7dx—/W(:p)|u Vdx
3 )\* n=y-+oo o n — 0 A .

Uma vez demonstrado que uy # 0 entao, pela Proposigao 1.0.7, existe um tnico ¢,, > 0
tal que J§ (tu,ur)tu,un = 0, isto é, t,,ux € My. Definindo wy := t,, uy, vamos mostrar
que

C) = .}\I/llﬁ Jy = JA(U))\).

Assim, primeiramente, vamos mostrar que ¢,, < 1. Note que usando que J3 (uy,)u, = 0,
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para todo n, e por (4.0.1

), temos que

|un||P = )\/ﬂ|un|pdaz+/QW(a:)|un|7dx+on(1)

= )\/ |u,\|pdx+/W(:c)|uA|7dac.
Q Q

Entao, pelo fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente e u,, — wu), temos

/ |Vuy|Pde =
Q

Huﬂﬂ’ﬁlhnhﬁ”uﬂﬂpzzku/uAde—%]/lV(xﬂuAde,

ou seja, Ji(uy)uy < 0. Portanto, pela Proposicao 1.0.7, temos que t,, < 1. Diante dessa

informacao, segue que

CA

< Ja(tuy)

1
= JA(tauyn) — §J£(tm)tm

1 1

= <—> tu, </ |VUAIP—)\/ |UA|pd$>
p 7 Q Q
1 1

< (G- ([ wur-a [ jup).
p 7 Q Q

(4.0.2)

Por outro lado, usando que A < A* e (uy,) C M), obtemos que

0< (A _)\>/|Vun|p< </ yvunyp—x/ \un\de>, v n.
Q Q Q

)\*

Consequentemente, pela desigualdade (4.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que
[N (N
1 1
< < — > </ |Vuy|P — /\/ |u,\\pdaz>
p Q Q
.. 11
< liminf ( - > (/ |Vu,|P — )\/ \un]pdx)
n—too \p Y Q Q
< Timinf [ Jy(un) — <7 (un)
= A Un ~ A\Un )Un
< Tim: _
< tmint i) =5
O que implica em ¢y = Jy(w)), onde wy = tyuy € M. O
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4.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.3

Agora vamos mostrar que o minimizante wy encontrado no resultado anterior (Pro-
posicdo 4.0.1) é ponto critico de Jy, isto é, Ji(wy)v = 0 para toda v € Wol’p(Q), tais
argumentos podem ser encontrados em [5], [10, Lema 3.2]. [19]. Suponha, por contradicao,
que J}(wy) # 0. Logo, existe g € W,y P(Q)\{0} e & > 0 tal que

J;\(’IU)\)QOO =a>0.
Logo, pela continuidade de J3, existe p > 0 tal que

a
J3(v)po = 5> 0, VoveB,(wy).

1
Vamos definir D := [2, ﬂ e considerando a fungao £ : [0, +00) — R definida por

L(t) = J\(twy), ondet € [0,+00),

ja estudada na Proposicao 1.0.7, temos diretamente da Proposicao 1.0.7 que

0y = max ,C(t) < [,(1) = J)\(w)\) = C). (403)
teoD
eyx—0y O

Tomando pg := min{ } e S := B;(w)) entdo, pelo [28, Lema 2.3], temos uma
3

2 24
deformacao 7 que assegura que

(a) n(1,v) = v para todo v ¢ J)\_1 ([ex — 2po, Tx + 2p0)),

(b) 77(1,J§A+p°ﬂ5’) C JRQT, onde JPT = {UEWOLP(Q)t Jr(v) SE}A—po} e

TP {v e WIP(Q): Ja(v) <o — po}
(c) Ja(n(1,v)) < Ja(v) para toda v € Wol’p(Q).
Agora, mostraremos que

max Jy (n (1, tw)y)) < . (4.0.4)
teD

Pelo item (c) e pela Proposicao 1.0.7 temos, para t # 1, que
Jx (')7 (1,tw)\)) < Jy (tw)\) = [,(t) < ﬁ(l) = J)\(’w)\) = C).

Logo,
Iy (7] (1,tw,\)) <cn, te D\{l} (405)

Agora, vamos analisar quando ¢ = 1. Primeiro, note que Jy(wy) = ¢\ < €\ + po, 0 que
implica em
wy € JEYFPO ns.
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Entao, pelo item (b), temos que n(1,wy) € Ji*_po. Logo,

DL, wy)) < —po < (4.0.6)

Portanto, (4.0.5) e (4.0.6) garante que (4.0.4) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe to € D de modo que 7n(1,tow)) € M,. Pois

isto implicaria que

& < A towy)) < I?G%JA(U(UOMA))<EA,

o que é uma contradicdo e portanto J}(wy) = 0.

Assim, vamos definir ¥; : R — R dada por

W1(6) = 175 (1, ) (1L o).

Observe que por (4.0.4) e pelo item (a), temos que 7(1,twy) = twy em D. Logo, em D,
resulta que

i) = 4 (0 w) (0, )
= L () ()

= L)

onde £'(t) foi analisada na Proposi¢ao 1.0.7. Assim, pelo grau topoldgico de Brower e pela

Proposigao 1.0.7, obtemos que
deg (¥y, D,0) = deg (£, D,0) = sgn (det (') (1)) ~ 1.

Logo, a funcao ¥; possui um zero em D, ou seja, existe tg € D tal que Uy(ty) = 0.

Consequentemente, pela definicao de W1, temos que

0 = J3 (n(towx)) n(tows) = Jy (towx) (tows).

Concluimos assim que towy € N,. Além disso, pela Proposicao 1.0.5, temos que

/ W(@)ltown? de = £ / W (@)|wy [ da
Q Q

~

> #)D; <A A:A>H > 0.

Portanto, concluimos que tgwy € M.

51



Capitulo 5

Existéncia de solucao em /\/l)i\ para
A<\

Neste capitulo iremos mostrar a existéncia de solugao nodal com energia minima (ground-
state) para o problema (P)), quando A < A*. Iniciaremos, mostrando que dy é atingido em
M, isto é, existe wy, € /\/l)j\E tal que

a)\ = in:fi: J)\ = J)\(w)\).
M5

Aqui também cabe ressaltar que a demonstragao do resultado a seguir é andloga a reali-
zada na Proposi¢ao 2.0.1, pois como vimos no Capitulo 1, além de /\/lf ser um subconjunto
de N f , as estimativas envolvendo as fungoes u € Mf apresentadas no Corolario 1.0.6 sao

uma versao do Corolario 1.0.2.

Proposicao 5.0.1. Se A < \*, entao existe wy € Mf de modo que

E,\ = in£ J)\ = J)\(w)\).
M3

Demonstragao. Pela Proposicao 1.0.10 temos que dy € R. Entdo, pela definicio de infimo,

temos que existe uma sequéncia (u,) C ./\/(f\E tal que

ngrfoo Ix(uy) = dy.

Afirmamos que tal sequéncia é limitada em VVO1 P(Q). De fato, suponhamos, por absurdo,

que (uy) seja ilimitada em WO1 P(Q). Entao, existe uma subsequéncia (uy, ), tal que

l = +00.
m e, || = +oo

Consequentemente, pela coercividade de Jy sobre Mf\E (veja Corolério 1.0.6), obtemos que

- . . AF— A
dy= lim Jy(up,) > kEI—iI-loo D, ()\*> [ty IP = +o00,

k——+o0
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o que é contradiz o fato de que d) € R. Logo, como vimos na demonstracao da Proposicao
3.0.1, existe uy € VVO1 P(Q) de tal modo que, a menos de uma subsequéncia, valem os

resultados a seguir:

;

Uy — Uy, em W, 7(Q),

Uy —> U, q.t.p em €,

Up — U, em L9(Q),1 < q < p*,

dhg € L1U(Q);  |un| < hg, YR EN, gt.p em €.

Além disso, usando que as aplicacdes u — vt eu — u~ de L (RY) em L"(RY) sdo continuas

(veja [12, Lema 2.3]) temos também, a menos de uma subsequéncia, que

uf — i, em WyP(9),
+ +
Uy — uy, t.p em €,
mon A @rp (5.0.1)
Ths —>uf, em L1(Q),1 < q < p*,
ElhflIE € LYQ); |uf| <hgy YmeEN, gtp em Q.

Vamos mostrar agora que uf\c # 0. Novamente argumentando por contradi¢ao, vamos

supor que uf = 0. Dado que (u,) C ./\/l)j\E temos que J} (uib)ur = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que
e = A [ utPae+ [ Wi, ¥
Q Q
Donde pela definicao de \*, segue que

A=A
0<< - )Huﬂpg/vv(x)\ugwx, V.
Q

Por outro lado, desde que 1 < v < p*, temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (5.0.1) e por W € L*°(2) que a seguinte convergéncia

ocorre

n—-+o00

O:/W(:E)\uﬂ”da:: lim W (z)|ut|dz.
Q Q

Assim teriamos

0< lim W(z)|u,|"dx = 0,

n——+oo Q

o que é um absurdo.

Além disso, afirmamos que /W(w)\uf]vdﬂv > 0. De fato, desde que 1 < v < p*,

Q
temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (5.0.1),
Corolério 1.0.6 e por W € L*(Q), que

.
N7
0<D3< ) < lim W(x)yugwdx_/W(a:)yufwdx.
Q Q

¥ n—4o00
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Entao, uma vez demonstrado que uf # 0, temos, pela Proposigcao 1.0.7, que existe
um tinico £ > 0 tal que J;\(tiuf)tiuf = 0, isto é, f € N). Definindo w)y :=
t} uy +t, uy, note que

w/\—t u/\, wy =t uy

+\,,,t + £\t £
I\ (wi)wy = Jy(ty, ux )t uy =0,

ou seja, wy € N, /\i Portanto, vamos mostrar que

dy = in£ Iy = Ja(wy).
M5

Vamos mostrar, primeiramente, que tffA > 1. Note que usando que J f\(uf)uf = 0, para

todo n, e por (5.0.1), temos que

e = A [ furdo+ [ W@t Pde +ou()
Q Q

_ )\/ |u§|de+/ W () it [ da.
Q Q

Entao, pelo fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente e u,iL — uf\c, obtemos

que
+p — +p < limi P — +p + v
/Q|Vux| de = P < limn | = A /Q u] dw+/QW<m>|uA\ daz,

ou seja, J;\(uf)uiE < 0. Portanto, pela Proposigao 1.0.7, temos que tzi < 1. Diante dessa
informagao e usando que supp(u™) N supp(u~) = 0, segue que

dy < Ja(wy)
_oo 1 o
= D(thul +t,uy) — ;J;(t;uj +tg ) (B ul + 6y uy)

= ) - Lo )] + [ - 206 )

- (- Yer(frars s

+(5= D) e ([l = [ spar)

- Y (fraraf s
G (frarfpir)
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Por outro lado, usando que A < A*, obtemos que

0< <A :A>/|vu,f|pg </ |Vu,jf|p—>\/|uf|pdx>, W n.
A Q Q Q

Consequentemente, pela desigualdade (5.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que
dy < Ja(wy)
1 1
< (22 ([t [ i)
p 7 Q Q
1 1
+{-—-— /Vup—)\/ updm>
<p 7) < oV o
P 1 1 + +
< liminf | - — — IVu [P — A [ |u,) |Pdx
n=too [\p Y Q Q
1 1
(2L fpere)
p 7 Q Q
< liminf |Jy(ul) — lJ’ (u)uk
= 54 n v A\Hn J¥n
. . i _7
< tmint o) = s
O que implica em dy = Jy(wy), onde wy := t;} ul +t, uy. O

No préximo resultado, vamos analisar duas fungdes, a saber: a func¢ao h¥ : [0, +00) X
[0,4+00) — R definida por

RY(t,s) = Jx(tvT +sv7), onde (¢,5) € [0,+00) x [0, +00)
e a funcdo ¢V : [0, +00) x [0, +00) — R? definida por
¢°(t,5) = (41(t, ), P3(t, 5))

= (G . G )

= (Jy (vt +sv7)oT, Iy (vt +s07)v7).
Lema 5.0.2. Seja A< A" ewv € /\/l)j\E Entao,

RU(t,T) < h*(1,1) = Jy(v), Vit >0
tal que (t,s) # (1,1). Além disso,
det(¢”) (1,1) > 0,
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onde (¢”)' € a matriz Hessiana de h* ou a matriz Jacobiana de ¢¥, dada por

OBY OBY
/ o (1s) 5 (ts)
(¢°) (t,s) = oo o0 :
o (bs) 5 2(ts)

para todo (t,s) € [0,400) x [0, +00).

Demonstragdo. Considerando v € Mf\E e usando que supp(vt) N supp(v™) = 0, obtemos
0= Ji(v)ot = Ji (v 4+ v )t

Dai,

o) = (G Gan)

(Ji(vT 4+ v~ )U+ Ji(vt +v7)u7)
= (07 )

Assim, (1,1) é ponto critico de h”.
Agora, pela definicao de h e por supp(v™) N supp(v™) = (), tem-se

hY(t,s) = Jy(tvT +sv7)

1
= </ \Vtv++sv_\pdx—)\/\tv++sv_]pdx>
P \Ja Q

1
! / W (@) [tot + so™|da
Y Ja

P P tP
= / |VU+|pd£U—>\/ |v+|pdx—/ W(x)lvt | dx
D Ja D Ja T Ja
sP sP sP
+/ \Vv_|pda:—)\/ |v_|pda:—/ W(z)lv™|"dx.
D Ja D Ja 7 Ja

Escrevendo

p P p
T (to) = tp / |VU+|pdm—)\tp / |v+|pdm—fy / W (a)v* ['da (5.0.3)
Q Q Q

Sp Sp Sp
\(sv7) = / !Vv‘!”dx—A/ !v‘ypdx—/ W(x)|lv™ ["dz. (5.0.4)
P Jo P Ja Y Ja

Concluimos que
RU(t, s) = JY (tv™) + J5 (sv7). (5.0.5)

Afirmamos que AV possui um ponto de maximo global em (0, +00) x (0, +00). De fato,
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dividindo (5.0.3) por t7, obtemos

JE( =
)\iv ! </ |VoT [Pdz — /\Uﬂpdm)—/W Yot Vda.

Desde que 1 < p < v, A < A* e usando a veracidade do Corolario 1.0.6, temos

. J;(tU‘F)
limsup =—=
t—+o0 tv

1
_ —/ W () v ['da < 0.
Y Ja

Por outro lado, dividindo (5.0.3) por t? e usando que v € Mf e a definicao de A\*, obtemos

(/ \Vvﬂpdx—/\/ ]v+]pdx> —/W Yot dx
Q Q

AF— A 7P
( i ) / Vot Pde — [ W)t de.
A Q v Ja

Desde que 1 < p < v, A < A* e usando a veracidade do Corolario 1.0.6, resulta que

Jy(tvT) 1A -
liminfM: Lxr=2 / Vot |Pdr > 0.
t—0+ tp P A* Q

Jy(toT)
tp

"=

>

D=

Utilizando o mesmo argumento para (5.0.4), temos que

Jy (sv™ Jy (sv™
lim sup M <0 e liminf M
s—+o00 s7 s—0+ sP

> 0. (5.0.6)

Portanto, utilizando (5.0.6) em (5.0.5), obtemos que

liminf AY(t,s) >0 e limsup h(t,s) <0.
|(£,5)[—0F |(t,5)|—+o0

Assim, por continuidade, A’ tem um ponto de maximo global para algum ponto (¢,35) €
[0,4+00) x [0,400). Agora mostraremos que ¢, 3 > 0. De fato, supondo, por contradi¢ao,
que t = 0. Entao, desde que v € N /\i e usando a veracidade da Proposicao 1.0.7 e do

Corolario 1.0.6, temos que
h¥(0,3) = Jx(sv~

= </ |V (50~ |pdm—)\/|sv |pda:)—/W )|sv™[Vdx

< supJy(sv7)
s>0

= </ Vo~ pdm—)\/|v \pd1:>—/W v~ |Vdx

= Jy(v7)

— (0, 1).
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Logo,
h¥(0,3) < h¥(0,1). (5.0.7)

Agora, desde que v~ € M, e pela Coroldrio 1.0.6, segue que Jy(v"), Jy(v™) > 0. Assim,

temos que

I(wT) < Iwh)+ Ja(v7)

= 11) (/Q Vol + o~ [Pdr — )\/Q lvt + v_|pda:> - i/ﬁw(fv)hﬁ +o |"dx
= J(v)
= h¥(1,1).
De (5.0.7) e por este tltimo resultado, concluimos que
hY(1,1) > Jy(v™) = h"(0,1) > h¥(0,3)

o que é um contradicao, pois (0,5) é maximo global e, consequentemente, ¢ > 0. De modo
analogo, prova-se que § > 0.

Para finalizar vamos mostrar que (1,1) é maximo global e det(¢¥)'(1,1) > 0. Uma vez
que (¢,35) e (1,1) sao pontos criticos de h”, temos que

Ji (vt = J{(Tsv™ v~ = 0.

Usando a Proposicao 1.0.7, segue que

0<t<1l e 0<s<1.

Mostremos agora que h” ndo assume ponto de maximo global em [0, 1] x [0, 1]\{(1,1)}. Com
efeito, pela caracterizacao e unicidade da projecao fornecida pela Proposicao 1.0.7, temos

que
hU(t,s) = Jy(tvt +350v7)
= J\(tvt) + Jy(s5v7)

< sup Jy(tvT) + sup Jy(sv )
£>0 s>0

= () + (v7)
= JA\(v)
— w(1,1),

Isto mostra que (1, 1) é maximo global de h"(t, s).
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Prossigamos agora para mostrar que det(¢V)'(1,1) > 0. Considere, primeiramente, que
gi(t) = ¢"(¢,s)
= Ji(tvt +sv)vt

= Ji(tvt)oT

= ! (/ |wﬂpdm—A/ !vﬂpdx> —tv—l/W(az)ledw
Q Q @

g2(s) = ¢"(ts)

= Ji(tvtsv)v™

= Ji(sv v~
= P! (/ Vo~ |Pdz — )\/ |v_|pda?> —87_1/ W (x)|v™|"dx.
Q Q Q
Op? _ 0¢” B
Note que 9 (t,s) = s (t,s) = 0. Logo, vem que
git) 0
Qﬁ;(tv 5) =
0 g5(s)

Entéao, pelas defini¢des de g1 e g9, temos que

hO = % (ts)

= (p—1)tr2 (/Q |VoT [Pdx — /\/Q |v+]pd3:> —(y -1t /Q W (z)v|"dz.

a (
) = To(ts)

— (p—1)s? (/Q Vo [Pde — )\/Q\v\pdm> (- 1)3“’1/£2W(a;)\v|7da;.

Consequentemente, vem que

g(1) = (-1 (/Q\Vvﬂpdw—A/Q\vﬂpdx) —(fy—l)/QW(x)\mwx.

Agora, desde que (1,1) é ponto critico de h”, segue que Ji(v")v™ = 0. Logo,

/]Vvﬂpdx—)\/ \v+|pd:v:/W(a:)|v+|7da:.
Q Q Q
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Portanto, usando que p < v < p* e o Corolario 1.0.6, temos que
() = [ Wal*Pde =y [ WloTde =~ =p) [ Wl <o

De modo anélogo, podemos mostrar que g4(1) < 0. E assim finalmente concluimos a de-

monstracao do lema provando que

det(¢")'(1,1) = g1(1).g5(1) > 0.

5.0.1 Demonstracao do Teorema 0.0.4

Utilizando os argumentos encontrados em [5], [10, Lema 3.2], [19], [20, Lema 3.5] vamos
mostrar que a funcao wy, encontrada na Proposicao 5.0.1, que atinge a energia minima d)
em Mf é ponto critico de Jy. Com efeito, suponha, por contradigdo, que w)y nao seja ponto
critico de Jy. Logo, existe oo € Wy P(Q2)\{0} e o > 0 tal que

J;\(’LU)\)QOO =a>0.
Pela continuidade de J3, existe p > 0 tal que

a
J3(v)po = 5> 0, VoveB,(wy).

1 1
Vamos definir D := [2, ﬂ X [2, ;] e considerando a funcao A" : [0, +00) x [0, +00) = R

definida por
R (L, s) = Jy(twy 4+ swy), onde (t,s) € [0,+00) x [0, +00),
ja estudada no Lema 5.0.2, temos diretamente do Lema 5.0.2 que

0y = max A (t, 8) < hwk(l, 1) = JA(’LU)\) = 8)\. (5.0.8)
(t,s)€dD

dy—8\ 0
AT } e S := Bs(w)) entao, pelo [28, Lema 2.3|, temos uma
3

2 24
deformagao 1 que assegura que

Tomando pg := min{

(a) n(1,v) = v para todo v ¢ Jy* ([dr — 2po, dx + 2p0]),

(b) n(l,J)\E*+p°ﬂS> C JEA_’)O, onde J§*+p° = {UGWOI’p(Q): Jr(v) S%A—po} e

7o = Lo e WT(@) s Bw) <y po)

(c) Ja(n(1,v)) < Jr(v) para toda v € Wy (Q).
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Agora, mostraremos que

o, I (n (1, twy + swy)) < d. (5.0.9)

Pelo item (c) e o Lema 5.0.2 temos, para (¢,s) # (1,1), que
Ix (0 (Ltw) + swy)) < Jy (twy + swy) = B (t,5) < B2 (1,1) = Jy(wy) = d}.

Logo,
Iy (n (L tw) +swy)) <dx, (t,s) € D\{(1,1)}. (5.0.10)

Agora, vamos analisar quando (¢, s) = (1,1). Primeiro, note que Jy(wy) = dx < dx + po
0 que implica em -
wy € J;\i)‘_‘_po ns.

Entao, pelo item (b), temos que n(1,wy) € ng—po. Logo,
(L, w)) < dy — po < da. (5.0.11)

Portanto, (5.0.10) e (5.0.11) garante que (5.0.9) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe (g, sg) € D de modo que n(1, tow;\' + sow)y ) €

Mf Pois isto implicaria que

dy < J)\(n(l,towj\r—i—Sow;))

< max gep Ja (n (1, tw} + swy)) < d,

o que é uma contradicao e portanto Jj(wy) = 0. Assim, vamos definir as seguintes funcoes
K(t, s) = n(1,tw + swy ) e U1 : R? — R? dadas por

1 1
Uy(t,s) = <tJ’/\ (k(t,s)) K(t,s)T, EJA (k(t,s)) k(t, s)_> .
Observe que por (5.0.9) e pelo item (a), temos que
K(s,t) = n(l, twl + swy ) = twy + swy em D. (5.0.12)

Logo, em D, temos que

Ui(ts) — <1J; (k(t, 5)) K(t, 8)*F, %J/’\ (k(t, 5)) (t, s)—>
= (3 (twy + swy) wy, J} (twy + swy) wy)

= o™ (t7 8)7

onde ¢ foi analisada no Lema 5.0.2. Assim, pelo grau topolégico de Brower e pelo Lema
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5.0.2, obtemos que
deg (¥1, D, (0,0)) = deg (¢, D, (0,0)) = sgn (det (¢**)" (1,1)) = 1.

Logo, a fungdo ¥y possui um zero em D, ou seja, existe (tg, sp) € D tal que Wy(tg,so) =

(0,0). Consequentemente, pela definigao de ¥y e por (5.0.12), resulta que
0 = J5 (k(to, 50)) k(to, s0)* = J3 (towy + sowy ) (towy + sow;)i. (5.0.13)

E aplicando o Lema 3.0.2 em (5.0.13), concluimos que t()w;\r + spw, € ./\/')?—L Além disso,

pelo Corolario 1.0.6, temos que

/ W (z)|towy + sowy [T dz = tg/ W (z)|wi | dx—l—sg/ W (z)|w,|" dz
Q Q Q

~

A — A\ 77
> (tg+sg)D3< - )”’>o.

Portanto, temos que towj\r + sow, € Mf
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Apendice I - Estudo do Funcional
Energia J)

Neste capitulo vamos mostrar que o funcional energia J) : VVO1 P(Q)) — R associado ao

problema é de classe C.

Definicao 5.0.1. Dado um espaco de Banach X e um funcional I : X — R. Dizemos que
I possui uma Derivada de Gateaur em v € X quando existir um funcional linear Ty € X'

(em que X' denota o espago dual de X) tal que

lim I(u+tv) — I(u) — Tov

=0, para todo v € X.
t—0 t

A Derivada de Gateaux no ponto u, quando existir, é unica. A qual denotaremos simples-

mente por DI(u).

Definigao 5.0.2. Dado um espaco de Banach X e um funcional I : X — R. Dizemos que
I possui uma Derivada de Fréchet em u € X quando existir um funcional linear Ty € X'

tal que

lim I(u+tv) — I(u) — Tov

=0, para todo v € X.
loll—0 o]

A Derivada de Fréchet no ponto u, quando existir, € unica. A qual denotaremos simples-

mente por I'(u).

Definicao 5.0.3. Uma solucdo cldssica de (Py) é uma funcio u € C*(Q) tal que
—Apu = MulP2u + W (z)|u]"2u, (5.0.14)

para todo x € , e
u(z) =0, (5.0.15)

para todo x € Of).

Agora, se u é uma solugéo no sentido da Defini¢do 5.0.3, entdo multiplicando ambos os

membros da equacao (5.0.14) por ¢ € C;°(€2), obtemos
(=Apu)p = MulP2up + W () |u]"2up. (5.0.16)
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E integrando sobre 2 ambos os membros dessa ultima igualdade, vem que

/(—Apu)cp dr = / NulP~2up d:v—{—/ W (x)|u]"?up dz. (5.0.17)
Q Q Q

Relembrando o Teorema da Divergéncia e utilizando o Teorema 5.0.11, temos que

/(—Apu)cp de = /|Vu\p_2VuV<p dx—/gzgp as
Q Q o0

= /]Vu\p_QVuV<p dx.
Q

Consequentemente, substituindo essa iltima expressao em (5.0.17), temos

/]Vu\p_QVqu) dx = / AP 2uep da:—i—/ W (2)|u]"2up de, (5.0.18)
Q Q
Q

para toda ¢ € C3°(2). Seja v € Wol’p(Q) e utilizando o fato que C§°(§2) = Wol’p, segue que
existe (¢n) C C§°(£2) tal que
lln — UHWOLP —0

/\Vu]p_ZVquon dr = / AP~ uep, dw+/ W (z)|u|" " 2up, dz. (5.0.19)
5 Q Q
Fazendo n — +o0, obtemos

/ \Vu|P2VuVv dz = / AP~ 2uw dx + / W (z)|u|"%uv da. (5.0.20)
Q Q
Q

E, assim, ao analisar essa tltima identidade (5.0.20), somos conduzidos & definigdo de

solucao fraca de Py.

Definicao 5.0.4. Uma solugdo fraca de Py é uma fungao u € Wol’p(Q) tal que

/\Vu|p_2Vqu dx = / NulP~2uw dﬂs+/ W (z)|u|"2uv dz,
Q Q
Q

para toda v € Wol’p(Q).
Observacao 1. A funcdo v € Wol’p(Q) ¢ chamada de Funcao Teste.

Proposigao 5.0.3. O funcional Jy(u) : Wol’p(Q) — R dado por

1 1 1
Ta(u) :p/Q|Vu]pdx—p)\/Q]u|pdx—’Y/QW(x)\qux
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é de classe C1 (W, P (Q),R), com
J;\(u)v:/ |Vu|P—2 Vqudx—)\/ \u|p_2uvdac—/ W(z)|u|" % uvdz,
Q Q Q

para todo u,v € Wol’p(Q).

Demonstragao. Assumindo

L p ! uPdxr e U :1 x)|u|"dx
) = [ (Vrde, g =< [ arde e i) = [ Wiapds,
segue que
Ian(u) = Ji(u) — Ao (u) — J3(u). (5.0.21)

Sendo assim, devemos mostrar que Jp, Ja, J3 € Cl(WOl’p(Q), R) para obtermos o resultado
desejado. Em outras palavras, devemos mostrar que a derivada de Gateaux de Ji, Jo2, J3

existem e sao continuas.
Existéncia da derivada de Gateaux para [Ji]: Sejam u,v € VVO1 P(Q) e considere
t € R tal que 0 < [t| < 1 e a funcdo ¢ : [0,1] — R dada por

|V (u + stv)|P

p(s) = p

Dado isso, tem-se

(a) ¢'(s) = |V(u+ stv)|P72V (u + stv) t Vo;

|V (u+ stv)]p'
VP
(b) ¢(0) = —

Desde que ¢ é diferenciavel em (0, 1) e continua em [0, 1], entdo podemos utilizar o Teorema
do Valor Médio (veja Teorema 5.0.4). Logo, existe § € (0, 1) tal que

Em outros termos,
1
—(|V(u + stv)[P — |VulP) = |V (u + stv)|P~2V (u + stv) tVv
p

o que implica em

1
» (IV(u + stv)|P — |[VulP)

" = |V(u + stv)|P72V|(u + stv)|Vw. (5.0.22)
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Logo,
1
—(|V(u+ stv)|P — |VulP)

lim 2 = |V(u)|P2V|u| Vo, (5.0.23)
t—0 t

em quase todo ponto em (2. Agora observe que

|V (u+ stv)[P72 V|(u + stv)| Vo < |V(u+ stv)|P~1 V|

(5.0.24)
< (|Vul| + [Vv|)P~1 Vo).
Como |Vul, |[Vov| € LP(Q) e este trata-se de um espago vetorial, entao
|Vu| 4+ |Vu| € LP(Q). (5.0.25)

Consequentemente,
(IVu| + [Vo])P~t € Li-1(Q).

E desde que p%l e p sao expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Holder, concluimos
que
(|Vu| 4+ |[Vo)P~L Vo € LY(Q). (5.0.26)

Assim, por (5.0.23) e (5.0.24), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), o que advém em

L1V + sto)lP — |Vul?)

lim [ £ dx:/ IV (u)|P2VuVv dz.
t—0 [¢) t (9]

E, portanto, existe a derivada de Gateaux de J; em u, com

DJi(u) = / |V (u)|P~2VuVuvdz, paratodav € Wol’p(Q).
Q

Continuidade da derivada de Gateaux para [Ji]: Seja (uy,) € Wol’p(Q) tal que u, — u
em Wol’p. Segue que
|[Vu,| = |Vu| em LP().

Logo, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequéncia (uy, ) €
uma funcao f € LP(Q2) tal que

|V, (2)] = [Vu(z)|  q.t.p.,em € (5.0.27)

Vg, (z)| < f, qt.p.,em Q. (5.0.28)
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Agora, para toda v € Wol’p(Q), com ||v|| <1, temos

|DJy(un,) — DJy(u)] = ‘ / |Vt [P 2V, Vo dr — / |VulP~2VuVu dx
Q Q

= ‘/ﬂ(’vunk |p_2vun;C dx — |Vu|p_2Vu)Vv dx

IN

/ ||V, P2V, de — |VulP~2Vu||Vv| dz.
Q

Desde que |Vuy, [P~2Vu,, dz — |VulP=2Vu € LP%(Q) e que p%l e p s@o expoentes conju-

gados, entao, pela Desigualdade de Holder, tem-se
[DJ1(un,,) = Dy ()] < [V, [PV, — [VulP 7 Vul e [V 1.
E da imersdo continua de W, ?(€2) em LP(Q), vem que

Dy () = DI ()] < [[[Vtn, [PV, — [VulP72Vul| 2 Vol
(5.0.29)

IN

Coll Vit 2V, — (Va2 o
Por outro lado, de (5.0.27), temos
Vg, ()] < k.
Segue que,
_pP_ _p_
|Vt P72V, — [VulP2Vul[rT <[ Vg, P2V, + [VulP~2Vu| 7T
< [k Vun, [P72 + [Vulp=2)] 7T
_p_ _p_
< kp1 (|Vunk‘p—l =+ ]Vu|p_1) p—1
_p_ _p_
< k(7 4 (Vulr)its
_Dp_
< KT (74| Vup).
Como f,|Vu| € LP segue que fP,|VulP € L'(Q) e desde que L'(2) é um espaco vetorial,

temos que fP + |VulP € L'(2). E, assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja

Teorema 5.0.7), obtemos

lim / |V, P2V, — \Vu|p_2Vu’P%1 dxr =0,
Q

n—-+o0o
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ou seja,

| Van, P2V, — |Vu\p_2VuHLPL — 0 quando k — +o0. (5.0.30)

=T
Retornando a expressao (5.0.29) e aplicando a norma em W L/ (), temos

| DJ1(uny,) = DJ1(u) = sup [DJi(un,) — DJi(u)]

—1,p’
Wo " () o<1

< IV 2 — [Tl s,
E de (5.0.30), concluimos que

| DJi(un,) — DJi(u)| — 0 quando k — 4o0.

wy (@)
Em outras palavras, a derivada de Géateaux de J; é continua. Por conseguinte, J; €
C'(Wy (). R) e
DJi(u) = J{(u) = / IV (u)|P~2VuVu dz. (5.0.31)
Q

para toda v € Wy (Q).

Procedendo de forma andloga, demonstraremos agora que também J, € C’l(VVO1 P(Q),R).
Existéncia da derivada de Gateaux para [Jo]: Sejam u,v € VVO1 P(Q) e considere t € R
tal que 0 < [t| < 1 e a fungao f :[0,1] — R dada por

|(u + stv)|P

fs) = »

Dado isso, tem-se

(a) f'(s) = |(u+ stv)|P~2|(u + stv)| tv;

~ (u+ sto)|P

(b) f(1) = ) ;
|ul?
(b) f(0) = o

Desde que f é diferenciavel em (0,1) e continua em [0, 1], entdo, pelo Teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0,1) tal que

Em outros termos,

1
—(|(u + stv)|P — [ulP) = |(u+ stv)[P73(u + stv)tv
p
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0 que implica em

1 P |ylP
5 ((wtstv)P = Jul?)

t

Logo,

L+ sto) — [uP?)

. _ p—2
lim t w2,

em quase todo ponto em {2.

Agora observe que pela identidade (5.0.32), temos
|(u+ stv)[P~2 (u+stv)v < |(u+ sto)P~!|v]
< JutofP ol
Como u,v € LP(2) e este trata-se de um espaco vetorial, entao
u+wv e LP(Q).
Consequentemente, temos que

lu4 Pt e Lp%l(Q)

= |(u + stv)|P~2|u + stv|v.

(5.0.32)

(5.0.33)

(5.0.34)

(5.0.35)

E desde que -5 e p sdo expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Hélder, con-

-
cluimos que

lu+v[P~tv e LY(Q).

(5.0.36)

Assim, por (5.0.33) e (5.0.34), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), o que advém em

L+ sto) — up)

lim [ 2 d:c:/ |ulP~?u v d.
Q

t—0 Q t

E, portanto, existe a derivada de Gateaux de Jy em u, com
DJs(u) = / |u[P~2 uv d,
Q

para toda v € Wol’p(Q).

Continuidade da derivada de Gateaux para [J2]: Seja (u,) € Wol’p(Q) tal que u, — u

1p
em Wy, temos que
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lun| = |u| em LP(Q)
Logo, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequéncia (uy, ) e
uma funcao g € LP(Q2) tal que

[un, ()] = Ju(z)] qt.p., em Q, (5.0.37)

lun, ()] < g, qt.p.,em Q. (5.0.38)

Segue que

[ty [P~ — |u|p—2ulp%1 < |Jttng P2ty + |u|p—2u’p’%1

< [ilun 772+ ) 1
< g (‘unk‘pfl_'_‘u‘pil)ppj
< G (gP )

< G (g4 Jul).

Como g, |u| € LP(Q) segue que ¢*, |ulP € L}(Q) e desde que L'(Q2) é um espago vetorial,
entdo gP + |u|P € L'(Q). E, assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema
5.0.7), obtemos

_p
lim / ‘|Vunk|p_2Vunk — \Vu|p_2Vu‘P—1 dx =0,
Q

n—-+o0o

ou seja,
[t [P~ %, — ]u\p_QuHLp% — 0 quando k — +o0. (5.0.39)

Por outro lado, para toda w € Wol’p(Q), com ||w| <1, temos

DJs(uy,, ) — DJy(uw)| = Up, [P 20, w dx — uwlP2uwdz

= ’/ (\unk\p_Qunk dx — \u|p_2u)w dx
Q

IN

[ anl? 2, dz =l ulu] d
Q

_p_ ~ . ~
Desde que |up, [P~ %up, — |u|P~2u € LP=1() e que p%l e p sdo expoentes conjugados, entao,
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pela Desigualdade de Holder, tem-se
D Ja(uny,) = DJa(u)] < lfetm, [P~ tim, — [P "]l 2 [lw]Le.
E da imersao continua de T/VO1 P(Q) em LP(Q), vem que

DJs(uyn, ) — DJs(u < U [P 20U, — |ulP2u|| e |lwllL
D J2(un, ) (u)] [Hwny | . |ul ,!L”‘l [[wll e (5.0.40)
< Spllun, " 2un, — [u?2u] ..

Agora, aplicando a norma em W Le I(Q), temos

| DJa(tn,) — DJ2(w)l,, 1, = sup |DJ2(up,) — DJa(u)l
Wo " () ol <1

< SPH‘UWC ’p_2unk - ‘U|p_2u||Lp%.

E de (5.0.39), concluimos que

| DJ2(wn,,) — DJa(u)]| — 0 quando k — +o0.

WO—LP’ (Q)

Donde concluimos que a derivada de Gateaux de J é continua. Portanto, Jo € C' 1(VVO1 P(Q),R)

e
DJs(u) = J5(u) :/ lulP~2 ww dz, (5.0.41)
Q

para toda v € Wol’p(Q).
Finalmente, utilizando argumentos semelhantes aos utilizados para demonstrar que
J1,Jo € CL(WEP(),R), verificaremos que J3 € CH(WLP(Q),R).

Existéncia da derivada de Gateaux para [J3]: Sejam u,v € I/VO1 P(Q) e considere t € R
tal que 0 < |t| < 1 e a funcdo ¢ : [0,1] — R dada por

[(u + stv)|”

¢(s) = 5

Dado isso, tem-se

(a) ¢'(s) = |(u+ stv)|V72|(u + stv)|tv;

B |(u+ Stv)|7'
(b) ¢(1) = —
o) o(0) =",
v

Desde que ¢ é diferencidvel em (0, 1) e continua em [0, 1], podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio. Dalf, existe 6 € (0,1) tal que



Em outros termos,
1 -2
;(|(u+8tv)|7 — Jul") = [(u + stv)|""|(u + stv)|tv.

o que implica em

|(u+ stv)] — |u|”
iy

= |(u + stv)["72|(u + stv)]|v. (5.0.42)

Ademais, para cada sequéncia |t,| — 0 quando n — 0, temos que

|(u + stn)|” — Jul?

: — |u[""?|u| v, q.t.p. em Q. (5.0.43)
n

Perceba que pela identidade (5.0.42), temos

(u+ )72 [(u+ sto) v < |(u+sto) ol

(5.0.44)
< (lul+ )= ol
Sendo L7(€2) um espago vetorial e |ul, |v| € L7(Q), entao
lu| + |v] € L7(£2). (5.0.45)
Consequentemente,
(lul + o)™ € LTT(9).
Desde que % e v sao expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Hélder, concluimos
que
(Jul + v)) 1o € LY(Q). (5.0.46)

Assim, por (5.0.43) e (5.0.44), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), entao

lim Ja(u+ tnv) _ Jg(u) dr = lim

tn—0 tn tn—0

/ W ()| (u + to)| e — / W ()| ()] de
Q Q
tny

i [ iy ([t Iy
o [t (et Y

= / W (x)|u]" 2 |u| vdz.
Q
E, portanto, existe a derivada de Gateaux de J; em u, com

Ds(u) = [ W(a)luPfu] v,
Q
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para toda v € Wy (Q).

Continuidade da derivada de Gateaux para [J3]: Seja (u,) € Wol’p(Q) tal que u,, — u
em Wol’p. Desde que v € [1, ¢*), pelo Teorema 5.0.14, temos que

un(2)| = |u(z)| em L7(Q).

Assim, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequéncia (uy,) e

uma funcao h € L7() tal que

|tny, (2)] = [u(@)]  q.t.p., em £, (5.0.47)

[ty ()] < A (5.0.48)

Agora, para toda v € Wol’p(Q). com ||v|| <1, temos

D Js(tn,) — DJs(u)] = ' /Q W (@) [t |2t 0 7 — /Q W () a2 ufo de

= '/QW(w)(Iunklv_Qlunk\IUI””IUIv)dfﬂ

< IIWlloo/QHunkI”2lunk\dw—IU\”2U\|v|dw-

Desde que |up, |77 2|tn, | — |u[7"2|u| € L%(Q) e que % e 7y sdo expoentes conjugados,

entao, pela Desigualdade de Holder, tem-se
|DJs(1u,,) = DI (u)] < (W |oollim, |2 [um, | = Jul"Pull, 2 o]l

E da imersao continua de T/VO1 P(Q) em L7(Q), segue que

| D J3 () — D J3(u)

IA

W ooy, =2ty | = [l ™l 0]l o

Lpy—1

(5.0.49)

< ClW koo lllttm, |72t | = [ul~2ull | =,

Por outro lado, de (5.0.47), temos

[y (2)] < 7
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Segue que,

e e
L e B e [ s T S e T
e
< [ 72 )] 7
S (O T

< T (Y 4 fuf) T
< (WY 4 [u]).

Como h,|u| € LP(2) segue que hP, [ulP € LY(Q) e desde que L'() é um espaco vetorial,
temos que hP + |ulP € L'(). E, assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver

Teorema 5.0.7), obtemos

: -2 =2, || 7T
L s I R M T e e

ou seja,
||ty |2 |ty | — |u|7_2u|\L% — 0 quando k — +4o0. (5.0.50)

Retornando & expressdo (5.0.49) e aplicando a norma em W, ” /(Q), temos

| DIs(uny) = DI sy 3= s D) = DIt

< ClIW oo llttm, V=2t | = [ul 2]l =,
E de (5.0.50), concluimos que

| DJ3(wp, ) — DJ3(u)|| — 0 quando k — +4o0.

Wofl,p’ (Q)

Em outras palavras, a derivada de Gateaux de J3 é continua. Assim, J3 € C’l(WO1 P(Q),R)

DJs(u) = Ji(u) = AW(w)]u|7_2|u| vdz, (5.0.51)

para toda v € Wol’p(Q).
Portanto, concluimos que

Ja(u) : WyP(Q) = R

é de classe Cl(W[}’p(Q),R). Além disso, por (5.0.21), (5.0.31), (5.0.41) e (5.0.51), obtemos
que
J3 (u)v :/ |Vul|P~2 Vu Vo dz — )\/ lulP~2 v d —/ W(2)|u]" "2 uvdz,
Q Q Q

para todo u,v € Wy (). O
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Apéndice II - Resultados Classicos

Definicao 5.0.5. [7] Seja S um subconjunto de R. Se S € cotado inferiormente, uma cota
inferior de S se diz infimo (ou maior cota inferior) de S se é maior do que qualquer outra
cota inferior de S. Em outras palavras, um nimero u € R se diz infimo de um subconjunto

S de R se satisfaz as duas condigoes:
(1) w<s para todo s € S;
(ii) se v é um nimero tal que v < s para todo s € S, entdo v < u.

Teorema 5.0.4 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua
definida em um intervalo fechado [a,b]. Suponha que f seja derivdvel no intervalo aberto

(a,b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao. Veja [16]. O

Teorema 5.0.5 (Teorema da Funcdo Implicita). Da da funcio f : U — R, de classe C*

0
(k > 1) no aberto U C R, seja (z0,10) tal que f(xo,y0) = c e a‘;(xo,yo) # 0. Existem

uma bola B = B(xo;0) e um intervalo J = (yo — €,yo + €) com as sequintes propriedades:

1) BxJCUe g‘z]:(x,y) # 0 para todo (z,y) € B x J;

2) Para todo x € B existe um unico y = §(x) € J tal que f(z,y) = f(z,&(z)) = c.

A funcio € : B — J, assim definida, € de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sao dadas por

of

e, _ 2=
S ERE)
Demonstragao. Veja [24]. O

Lema 5.0.6 (Lema de Fatou). Se (fn) € uma sequéncia de fungdes mensurdveis, ndio

negativas e definidas em €2, entdo

/(liminf fn) dz < liminf/fn dzx.
Q

Q
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Demonstragao. Veja [6]. O

Teorema 5.0.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fy) uma sequéncia
de fungoes integrdveis com convergéncia q.t.p para uma fungdo real mensurdvel f. Se existe

uma fungao integravel g, tal que |fn| < g, para todo n € N. Entao f € integravel e

limg/fndng/fdx.

Demonstragao. Veja [6]. O

Teorema 5.0.8 (de Vainberg). Seja (fn) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q), tais que
fn— f em LP(Q).
Entao, existe (fn,) C (fn) € uma fungdo g € LP(Q) tal que

|frel < g(z) quase toda parte em Q

frp (@) = f(z) quase toda parte em S
Demonstragao. Veja [11]. O

Teorema 5.0.9. Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q)) que converge q.t.p para uma fun¢do

mensurdvel f. Se existe g € LP(Q), tal que
|fu(2)| < g(2), 2€Q, neN.

Entao f € LP(Q) e (fyn) converge para f, em LP().
Demonstragao. Veja [6]. O

Teorema 5.0.10 (Desigualdade de Hélder). Seja 1 < p,q < 400,

1 1
—+ — =1. Entdo se u € LP(2), ve L1(Q), temos
p q

/ vl dz < |[ull e 1ol Laa-
Q

Demonstragao. Veja [18]. O

Teorema 5.0.11. Seja u,v € C*(Q). Entdo

(i) /Au dm—/gzds,
Q

o

(17) /Vqu dx:—/uAv da:+/g;;u das,
Q

Q oN
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(1i1) /uAv —vAu dr = /ug}; - U%Z das.
Q 9)

Demonstragao. Veja [18]. O

Teorema 5.0.12 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C RN aberto e limitado. Entdo

existe uma constante C' > 0, dependendo somente de 2, tal que

/u2 dx §0/|Vu|2 dz, ¥ u € H} (Q)
Q Q

Demonstragao. Veja [4] e [11]. O

Teorema 5.0.13 (Imersoes de Sobolev). Sejam Q um dominio satisfazendo a propriedade
do cone, m >0 el <p < oo. Entao, para qualquer j > 0 as imersdes abaizo sdo continuas:

(I) se mp < n, WWTmr(Q) < Wi4(Q), onde p < q < P ,
n—mp

(II) se mp = n, W/T™P(Q) < W74(Q), onde p < q < oo,
(ITT) se mp > n, Witme s CJ(Q),

(IV) se p(m — 1) <n < mp e Q tem a propriedade de Lipschitz local:

Witmp(Q) < CIHN(Q), onde 0 < A < m — -
p

Demonstragao. Veja [17]. O

Teorema 5.0.14 (Imersio Compacta de Rellich-Kondrachov). Sejam Q um dominio sa-
tisfazendo a propriedade do cone, m > 0 e 1 < p < co. FEntao, para qualquer j > 0 as

imersoes abairzo sao compactas:

(I) se mp < n, Witmr(Q) < Wi4(Q), onde 1 < q < np ,
n—mp

(II) se mp = n, WIitmP(Q) — WH4(Q), onde 1 < q < oo,

se mp > n, Witmpr < ¥ e Witm, s W ,
111 WItmp — CY () e WITmP(Q W42
onde 1 < q < o0,

(IV) se mp > n e Q tem a propriedade de Lipschitz local:
Witme(Q) < C7(Q),

(V) se p(m—1) <n <mp eQ tem a propriedade de Lipschitz local:

WIitmp(Q) < CItNQ), onde 0 < X < m — g

Demonstragao. Veja [17]. O
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