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incentivou a prosseguir nos estudos e pela amizade que foi enaltecida num momento dif́ıcil

que enfrentamos na reta final do programa.

Ao professor Romildo Nascimento de Lima (PPGMat/UFCG) pela grande amizade e
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Resumo

Neste trabalho discutiremos a existência de soluções de energia mı́nima para um problema

eĺıptico semilinear com não linearidade indefinida envolvendo o operador p − Laplaciano.

Mais precisamente, estudaremos o seguinte problema−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado de RN com fronteira suave, W ∈ L∞(Ω) é uma função que

troca de sinal, N ≥ 1 e 1 < p < γ < p∗ (onde p∗ = pN
N−p , se p < N e p∗ = +∞, se p ≥ N).

Palavras-chave: Métodos Variacionais, Método de Minimização, Solução Nodal, Função

Peso, p-Laplaciano, Não Linearidade Indefinida.



Abstract

In this work we are going to discuss the existence of minimum energy solutions for a se-

milinear elliptic problem with indefinite nonlinearity involving the p−Laplacian operator.

More precisely, we are going to study the following problem−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, on Ω

u = 0, on ∂Ω,

where Ω a bounded domain in RN with the smooth boundary, W ∈ L∞(Ω) is a function

which changes sign, N ≥ 1 and 1 < p < γ < p∗ (where p∗ = pN
N−p , if p < N and p∗ = +∞,

if p ≥ N).

Keywords: Variational Methods, Minimization Method, Nodal Solution, Weight Function,

p-Laplacian, Indefinite Nonlinearity.
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Notações

RN {(x1, . . . , xN ) : xi ∈ R,∀i ∈ N}

Ω ⊂ RN Domı́nio (aberto e conexo) limitado de RN ,

U Subconjunto aberto de RN ,

Ū Fecho de U,

∂U Fronteira de U,

V ⊂⊂ U V compactamente contido em U , ou seja, V ⊂ V ⊂, U
com V compacto,

|U | Medida de U,

∇u =
(

∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xN

)
Gradiente da função u,

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) p- Laplaciano da função u,

→ Convergência fraca,

↪→ Imersão Cont́ınua,

on(1) Sequência real que converge para 0, quando n→ +∞,

q.t.p quase todo ponto,

W−1,p′

0 (Ω) Espaço dual de W 1,p
0 (Ω),

H1
0 (Ω) Espaço de Hilbert com traço nulo,
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C(Ω) Espaço das funções u : Ω → R continuamente

estendidas até Ω,

C∞
0 (Ω), Espaço das funções u : Ω → R infinitamente

diferenciáveis com suporte compacto,

u+ := max{0, u}, u− := min{u, 0} Parte positiva e negativa da função u.
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Introdução

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções para uma classe de problemas

eĺıpticos semilineares com não linearidade indefinida. Em particular, vamos considerar o

seguinte problema eĺıptico envolvendo o p− Laplaciano−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(Pλ)

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p−Laplaciano, Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado

com bordo suave ∂Ω, N ≥ 1, W ∈ L∞(Ω) e 1 < p < γ < p∗, em que

p∗ =

{
pN
N−p , se p < N,

+∞, se p ≥ N,

Vale ressaltar que o fato da não linearidade do problema ser indefinida, significa dizer

que a função peso ( que no nosso caso será uma W (x) ∈ L∞(Ω) ) do problema pode mudar

de sinal no domı́nio Ω no qual está definida.

Problemas eĺıpticos com a não lineariedade indefinida aparecem naturalmente no estudo

de Dinâmica Populacional. Podemos citar, por exemplo, o trabalho [21], onde os pesquisa-

dores Gurney & Nisbet propuseram três modelos de dispersão de espécies. Dentre os quais,

o Modelo de Movimento Aleatório (que para simplificar chamaremos de Modelo RM, sigla

em inglês, para Random Motion) nos motiva a estudar tais tipos de problemas, porquanto

a mudança de sinal da Função Peso [W (x) ] pode descrever um ambiente altamente hostil

[W (x) < 0 ] que contém uma única região de habitat viável [W (x) > 0 ]. Sendo assim, é

mister verificar se de fato o Modelo RM sugere um problema com não linearidade indefi-

nida envolvendo o operador Laplaciano ∆u, que é um caso particular do p − Laplaciano

∆pu = div( |∇u|p−2∇u ), quando p = 2.

Primeiramente, considere uma população que está crescendo com uma taxa de cresci-

mento local W (x) (que independe da densidade populacional) e dispersando-se com uma

densidade atual j(x, t), onde x e t representa a posição e o tempo, respectivamente. Assim,

a densidade populacional u(x, t) satisfaz a equação

∂u

∂t
=W (x)u−∇. j(x, t). (0.0.1)

Supondo que a espécie se movimenta inteiramente ao acaso e com a dispersão natural

do problema, tem-se que o comportamento de transporte da população como um todo será
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a difusão linear, ou seja,

j = −D∇u, (0.0.2)

em que D > 0 é a constante de difusão. E também consideremos a equação (0.0.1) em uma

região infinita com a condição de contorno

u(x, t) → 0,

quando |x| → +∞.

Além disso, o operador ∇ . j= ⟨∇, j⟩ :W 1,p
0 → R é definido da seguinte maneira

⟨∇, j⟩ :=
n∑

i=1

∂j

∂xi
. (0.0.3)

Assim, substituindo (0.0.2) em (0.0.1) e fazendo uso da definição (0.0.3), vem que

∂u

∂t
= W (x)u+D

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂t2

)

= W (x)u+D∆u.

(0.0.4)

Como estamos interessados no sistema quando o estado estacionário (ou seja, quando

as taxas de variações permanecem constantes com o transcorrer do tempo), segue que

∂u

∂t
= 0.

E, consequentemente, obtemos

−D∆u =W (x)u.

No que se refere à existência, inexistência e multiplicidade de soluções positivas para o

problema do tipo Dirichlet, há inúmeros e vultosos trabalhos sob vários pressupostos. Por

exemplo, sobre o parâmetro λ de um problema mais geral, a saber,−∆pu = λg(x)|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(DPλ)

em 1997, Drábek & Pohozaev [15] provaram a multiplicidade de soluções positivas uλ,

quando λ ∈ Vϵ(λ1) ( Vϵ representa uma vizinhança de λ1), onde λ1 denota o primeiro auto-

valor do operador ∆pu. Outro resultado a ser destacado, no que concerne à existência, foi

o obtido por Ílyasov & Runst [23], em 2011, ao estudarem o problema−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(IRλ)
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Como resultado principal de [23], ao introduzirem o valor cŕıtico λ∗, eles conseguiram

estabelecer condições necessárias e suficientes para que o problema (IRλ) possua soluções

positivas uλ, quais sejam: para qualquer λ < λ∗, o problema admite pelo menos uma

solução; e nenhuma para λ > λ∗.

Em 2002, Y. Ílyasov [22] conseguiu estender o resultado de [15] ao introduzir o valor λ∗1,

onde

λ∗1 = inf
u∈W 1,p

0


∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

:

∫
Ω
W (x)|u|γdx ≥ 0

 .

Perceba que se considerarmos o conjunto Ω+ = {x ∈ Ω :W (x) > 0} e |Ω+| como a medida

de Lebesgue, temos que

(a) Se |Ω+| > 0, então λ∗1 < +∞;

(b) Se

∫
Ω
W (x)|u|γdx < 0, então λ∗1 > λ1;

(c) Se

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0, então λ∗1 = λ1.

De fato, aplicando a argumentação contrapositiva na primeira afirmação, temos que existe

λ tal que λ < λ∗1. Segue que dado u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} temos∫

Ω
W (x)|u|γdx < 0.

Logo, temos queW (x) ≤ 0 q.t.p. em Ω. Donde conclúımos que |Ω+| = 0. O que demonstra

o item (a). Para verificar os itens (b) e (c), basta utilizar a caracterização variacional do

primeiro autovalor do p− Laplaciano, ou seja,

λ1 = inf


∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

;u ∈W 1,p
0 \{0}

 ,

lembrando que

λ1

∫
Ω
|φ1|pdx =

∫
Ω
|∇φ1|pdx,

onde φ1 é a primeira autofunção associado ao primeiro autovalor λ1 do operador p −
Laplaciano.

Além dos trabalhos citados anteriormente, há uma vasta quantidade de outros trabalhos

que tratam sobre a existência de soluções para problemas eĺıpticos indefinidos, por exemplo:

[1–3,9, 13,14,25–27]

Diante do exposto e com base nos argumentos contidos no artigo de V. Bobkov [10],

o objetivo principal desse trabalho é estudar especificamente a existência de solução não-
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trivial de energia mı́nima como também a existência de solução nodal não-trivial de energia

mı́nima para o problema (Pλ) quando λ < λ1 e quando λ < λ∗, onde

λ∗ := inf


∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

: u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} e

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0

 .

Para tanto, utilizaremos a técnica de Minimização Construtiva da Variedade de Nehari

com Abordagem de Fibragem, veja [8] e [12], além de outras ferramentas e resultados bem

conhecidos da literatura. Essa técnica permitirá encontrar as soluções fracas de energia

mı́nima para o problema (Pλ).

Portanto, assumindo que W ∈ L∞(Ω) e |Ω+| > 0, temos os seguintes resultados

Teorema 0.0.1. Se λ < λ1 então o problema (Pλ) tem uma solução de energia mı́nima

não-trivial e não troca de sinal.

Teorema 0.0.2. Se λ < λ1 então o problema (Pλ) tem uma solução nodal de energia

mı́nima não-trivial.

Teorema 0.0.3. Se λ < λ∗ então o problema (Pλ) tem uma solução de energia mı́nima

não-trivial.

Teorema 0.0.4. Se λ < λ∗ então o problema (Pλ) tem uma solução nodal de energia

mı́nima não-trivial.

Estruturalmente, este trabalho está dividido em cinco caṕıtulos e dois apêndices dis-

tribúıdos da seguinte forma: no Caṕıtulo 1, apresentamos a estrutura variacional e re-

sultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Nos Caṕıtulos 2, 3, 4 e

5 demonstramos os Teoremas 0.0.1, 0.0.2, 0.0.3 e 0.0.4, respectivamente. Finalmente, no

Apêndice I estudamos a regularidade do funcional energia associado ao problema (Pλ) e no

Apêndice II enunciamos os resultados utilizados no decorrer deste trabalho.
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Caṕıtulo 1

Estrutura Variacional e

Estimativas

Neste caṕıtulo inicial vamos introduzir a estrutura variacional e mostrar uma série de

resultados necessários para demonstrar a existência de solução não-trivial para o seguinte

problema com a não-lineariedade indefinida−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(Pλ)

onde p > 1, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p − Laplaciano, Ω ⊂ RN é um domı́nio

limitado com bordo suave ∂Ω, λ ∈ R e p < γ < p∗, em que p∗ = pN
N−p é o expoente cŕıtico

relacionado ao espaço de Sobolev W 1,p
0 (Ω). Lembrando que W ∈ L∞(Ω) é uma função que

pode trocar de sinal e que |Ω+| > 0, onde Ω+ = {x ∈ Ω :W (x) > 0}.

Primeiramente, vamos definir o tipo de solução que iremos nos dedicar à provar sua

existência. Devido a presença do operador p−Laplaciano e a condição de fronteira (u = 0

sobre ∂Ω) temos que, caso exista, uma solução u : Ω → R de (Pλ) é natural de se pensar

que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). Na literatura este tipo de solução, caso exista, recebe a definição

de solução clássica.

Mas nosso objetivo não será encontrar esse tipo de solução para (Pλ), pois como perce-

bemos, exige-se muito da função u para que seja uma solução clássica. Então uma pergunta

natural que surge é: ”Podeŕıamos exigir um pouco menos da função u de modo que venha

satisfazer o problema (Pλ) ?”

Com o propósito de responder à esta pergunta, vamos considerar que exista uma solução

clássica u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) de (Pλ). Então, usando o Teorema de Divergência (veja Teorema

5.0.11), obtemos∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇φ dx = λ

∫
Ω
|u|p−2uφ dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uφ dx, ∀ φ ∈ C∞

0 (Ω). (1.0.1)

Analisando a igualdade acima, para que u venha satisfazê-la, bastaŕıamos exigir que u

pertencesse à C1(Ω). E desde queW 1,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω), a igualdade (1.0.1) pode ser estendida
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(para mais detalhes veja Apêndice I) de forma que obtemos∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v dx = λ

∫
Ω
|u|p−2uv dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uv dx, ∀ v ∈W 1,p

0 (Ω). (1.0.2)

Desse modo, percebe-se então que nesta igualdade, bastaŕıamos exigir que u pertencesse

à W 1,p
0 (Ω), pois este espaço torna bem definidas as integrais na expressão (1.0.2).

Aqui trabalharemos com o espaço de Sobolev W 1,p
0 (Ω), que é um espaço de Banach,

definido da seguinte maneira

W 1,p
0 (Ω) =

{
u : Ω → R, u ∈ Lp(Ω), u = 0, em ∂Ω, e

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), ∀i = 1, ..., n

}
e munido com a seguinte norma

∥u∥ =

[∫
Ω
|∇u|pdx

] 1
p

, ∀ u ∈W 1,p
0 (Ω).

Assim, diante das análises feitas nas igualdades (1.0.1) e (1.0.2), somos conduzidos a

definir o conceito de solução fraca.

Definição 1.0.1. Dizemos que uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) é solução fraca de (Pλ) se, e

somente se, satisfaz a igualdade (1.0.2).

Com intuito de encontrar soluções fracas para o problema (Pλ), via métodos variacionais,

vamos definir o funcional energia associado Jλ :W 1,p
0 (Ω) → R, definido por

Jλ(u) =
1

p

∫
Ω
|∇u|pdx− λ

p

∫
Ω
|u|pdx− 1

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx, ∀ u ∈W 1,p

0 (Ω).

Mostramos, no Apêndice I, que o funcional Jλ ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R), isto é, o funcional Jλ

tem derivada cont́ınua (derivada no sentido de Fréchet). Além disso, temos que

J ′
λ(u)v =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v dx− λ

∫
Ω
|u|p−2uv dx−

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uv dx, (1.0.3)

para todo u, v ∈W 1,p
0 (Ω). Comparando (1.0.2) e (1.0.3), conclúımos que procurar soluções

fracas de (Pλ) é equivalente à procurar pontos cŕıticos do funcional energia Jλ. Lembrando

que u ∈W 1,p
0 (Ω) é ponto cŕıtico de Jλ se, e somente se, J ′

λ(u)v = 0 para todo v ∈W 1,p
0 (Ω).

Portanto, com o objetivo de encontrar pontos cŕıticos do funcional Jλ, vamos definir o

conjunto Nλ que é conhecido na literatura como variedade de Nehari (mas que nem sempre

é uma variedade), da seguinte forma

Nλ =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω)\{0} : J ′
λ(u)u = 0

}
.

Observe que se u é uma solução não-trivial de (Pλ) então u ∈ Nλ. Como nosso objetivo

também será procurar soluções nodais (soluções que mudam de sinal), vamos definir o
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conjunto Nehari Nodal por

N±
λ =

{
u ∈W 1,p

0 (Ω)\{0} : u± ̸= 0 e u± ∈ Nλ

}
,

onde u(x)+ := max{u(x), 0} e u(x)− := min{u(x), 0} e, consequentemente, u = u+ + u− e

|u| = u+ − u−. Além disso, vamos definir dois subconjuntos de Nλ e N±
λ , respectivamente,

da seguinte forma

Mλ =

{
u ∈ Nλ :

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0

}
e

M±
λ =

{
u ∈ N±

λ :

∫
Ω
W (x)|u±|γdx > 0

}
,

pois estes dois conjuntos nos permitirá estender a faixa de valores de λ para que o problema

(Pλ) tenha solução.

Como primeiro resultado vamos mostrar que o funcional energia Jλ é coercivo restrito

à variedade de Nehari e algumas de suas importantes propriedades.

Proposição 1.0.1. Se λ < λ1 então existem constantes positivas C1, C2 e C3, tais que as

seguintes propriedades são verdadeiras:

(i) Jλ(u) ≥ C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥u∥p, para toda u ∈ Nλ; (Coercividade)

(ii) ∥u∥ ≥ C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1
γ−p

, para toda u ∈ Nλ;

(iii)

∫
Ω
W (x)|u|γ dx ≥ C3

(
λ1 − λ

λ1

) γ
γ−p

, para toda u ∈ Nλ.

Demonstração. Para mostrar que Jλ é coercivo restrito à variedade de Nehari, vamos usar

que se u ∈ Nλ então J ′
λ(u)u = 0. Logo, em Nλ, temos que

Jλ(u) = Jλ(u)−
1

γ
J ′
λ(u)u

=
1

p

(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx

−1

γ

(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
+

1

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx

=

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
.
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Utilizando a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12), obtemos

Jλ(u) ≥
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

λ1

∫
Ω
|∇u|pdx

)

=

(
1

p
− 1

γ

)(
λ1 − λ

λ1

)∫
Ω
|∇u|pdx.

Desde que 1 < p < γ, podemos definir C1 :=
1

p
− 1

γ
e concluir que

Jλ(u) ≥ C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥u∥p ≥ 0, ∀ u ∈ Nλ.

Agora vamos demonstrar o segundo item. Note que se u ∈ Nλ, então

∥u∥p = λ

∫
Ω
|u|pdx+

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Consequentemente, usando a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12) e que

W ∈ L∞(Ω), temos que

∥u∥p ≤ λ

λ1
∥u∥p + ∥W∥∞

∫
Ω
|u|γdx.

Assim, pela imersão cont́ınua de W 1,p
0 (Ω) em Lγ(Ω), existe uma constante Sγ > 0 tal

que (
λ1 − λ

λ1

)
∥u∥p ≤ ∥W∥∞

∫
Ω
|u|γdx ≤ ∥W∥∞Sγ∥u∥γ .

Finalmente, como 0 /∈ Nλ, conclúımos que

∥u∥ ≥ C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1
γ−p

> 0 para toda u ∈ Nλ.

onde C2 :=

(
1

∥W∥∞Sγ

) 1
γ−p

> 0.

Por fim, vamos demonstrar o último item. Seguindo os mesmos argumentos dos dois

itens anteriores, obtemos que(
1− λ

λ1

)
∥u∥p ≤

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Assim, utilizando o segundo item conseguimos encontrar uma constante positiva C3, de

modo que

C3

(
λ1 − λ

λ1

) γ
γ−p

≤
(
1− λ

λ1

)
∥u∥p ≤

∫
Ω
W (x)|u|γdx

para todo u ∈ Nλ.

Como consequência direta temos que
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Corolário 1.0.2. Se λ < λ1 então existem constantes positivas C1, C2 e C3, tais que as

seguintes propriedades são verdadeiras:

(i) Jλ(u
±) ≥ C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥u∥p, para toda u ∈ N±

λ ; (Coercividade)

(ii) ∥u±∥ ≥ C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1
γ−p

, para toda u ∈ N±
λ ;

(iii)

∫
Ω
W (x)|u±|γ dx ≥ C3

(
λ1 − λ

λ1

) γ
γ−p

, para toda u ∈ N±
λ .

Corolário 1.0.3. Se λ < λ1 então Nλ = Mλ e N±
λ = M±

λ .

Demonstração. Para mostrarNλ = Mλ é necessário e suficiente queNλ ⊂ Mλ eMλ ⊂ Nλ.

Para tornar a demonstração agradável, vamos relembrar as definições de Nλ e Mλ,

Nλ =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω)\{0} : J ′
λ(u)u = 0

}
e

Mλ =

{
u ∈ Nλ :

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0

}
.

Logo, temos que Mλ ⊂ Nλ. Por outro lado, se λ < λ1, segue, utilizando o terceiro item da

Proposição 1.0.1, que ∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0, u ∈ Nλ, (1.0.4)

então temos que Nλ = Mλ.

Agora, vamos mostrar que N±
λ ⊂ M±

λ e M±
λ ⊂ N±

λ , isto é, N±
λ = M±

λ . Antes devemos

lembrar que

N±
λ =

{
u ∈W 1,p

0 (Ω)\{0} : u± ̸= 0 and u± ∈ Nλ

}
e

M±
λ =

{
u ∈ N±

λ :

∫
Ω
W (x)|u±|γdx > 0

}
,

onde u = u+ + u−, tal que u+(x) := max{u(x), 0} e u−(x) := min{u(x), 0}. Consequente-
mente, temos que supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅. Note que se u ∈ N±

λ , então

J ′
λ(u

+)u+ =

∫
Ω
|∇u+|pdx− λ

∫
Ω
|u+|pdx−

∫
Ω
W (x)|u+|γdx = 0

e

J ′
λ(u

−)u− =

∫
Ω
|∇u−|pdx− λ

∫
Ω
|u−|pdx−

∫
Ω
W (x)|u−|γdx = 0.
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Então, uma vez que supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅, temos que

0 = J ′
λ(u

+)u+ + J ′
λ(u

−)u−

=

∫
Ω
|∇(u+ + u−)|pdx− λ

∫
Ω
|u+ + u−|pdx−

∫
Ω
W (x)|u+ + u−|γdx

= J ′
λ(u)u.

Portanto, temos que N±
λ ⊂ Nλ. Com esta inclusão, segue que as propriedades fornecidas

pela Proposição 1.0.1 são válidas para os elementos de N±
λ . Então para mostrar que N±

λ ⊂
M±

λ e M±
λ ⊂ N±

λ , basta seguirmos os mesmos passos que utilizamos para mostrar que

Nλ = Mλ e o corolário está demonstrado.

Observe que se λ < λ1 então, usando os resultados acima, temos que toda solução u

não-trivial (v nodal de (Pλ)) satisfaz∫
Ω
W (x)|u|γ dx > 0

(∫
Ω
W (x)|v±|γ dx > 0

)
.

Assim, uma vez que Mλ ⊂ Nλ (M±
λ ⊂ N±

λ ) para qualquer λ ∈ R, podemos pensar em

procurar soluções nos conjuntos Mλ e M±
λ para λ ≥ λ1 com as mesmas propriedades das

soluções em Nλ e N±
λ quando λ < λ1. Com esta finalidade, vamos definir

λ∗ := inf


∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

: u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} e

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0

 .

Note que λ∗ pode ser +∞. Mas pedindo que Ω+ := {x ∈ Ω : W (x) > 0} tenha medida de

Lesbesgue positiva, temos que λ∗ ∈ R. E mais ainda, como podemos verificar abaixo.

Proposição 1.0.4. Se |Ω+| > 0, então λ∗ ∈ R e λ∗ ≥ λ1.

Demonstração. Se |Ω+| > 0, então podemos considerar uma função não-trivial φ ∈ C∞
0 (Ω+).

Segue que ∫
Ω+

W (x)|φ|γdx =

∫
Ω
W (x)|φ|γdx > 0.

Portanto, o conjunto
∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

: u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} e

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0


é não vazio. Dáı, pela definição de ı́nfimo (veja Definição 5.0.5, Apêndice II), exite uma
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u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} tal que

λ∗ ≤

∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

.

Logo, temos que λ∗ < +∞. Além disso, mais uma vez pela definição de ı́nfimo, temos que

λ∗ ≥ 0, pois ∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

> 0, ∀ u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0}.

Portanto, λ∗ ≥ 0 é finito. Por outro lado, usado a caracterização variacional do primeiro

autovalor do operador p-Laplaciano, temos que

λ1 := inf


∫
Ω
|∇u|pdx∫
Ω
|u|pdx

: u ∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

 .

Assim, por inclusão de conjuntos e da definição de ı́nfimo, temos que λ1 ≥ λ.

A seguir vamos apresentar uma versão da Proposição 1.0.1 para o funcional Jλ restrito

ao conjunto Mλ.

Proposição 1.0.5. Existem constantes positivas D1, D2 e D3, de modo que as propriedades

abaixo são satisfeitas

(i) Jλ(u) ≥ D1

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥u∥p, para qualquer u ∈ Mλ;

(ii) ∥u∥ ≥ D2

(
λ∗ − λ

λ∗

) 1
γ−p

, para qualquer u ∈ Mλ;

(iii)

∫
Ω
W (x)|u|γ dx ≥ D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

, para qualquer u ∈ Mλ.

Demonstração. Para mostrar o item (i), ou seja, que Jλ é coercivo restrito à Mλ, note que

pela definição de Mλ, temos que Mλ ⊂ Nλ, então J
′
λ(u)u = 0 para toda u ∈ Mλ. Logo,

pela Proposição 1.0.1, temos que

Jλ(u) = Jλ(u)−
1

γ
J ′
λ(u)u =

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
.

Por outro lado, a definição de λ∗ implica que

λ∗
∫
Ω
|u|pdx ≤

∫
Ω
|∇u|pdx, ∀ u ∈ Mλ. (1.0.5)
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Portanto, temos que

Jλ(u) ≥
(
1

p
− 1

γ

)(
λ∗ − λ

λ∗

)∫
Ω
|∇u|pdx. (1.0.6)

Definindo D1 :=

(
1

p
− 1

γ

)
, então a coercividade de Jλ sobre Mλ está demonstrada.

Para demonstrar o segundo item, perceba que se u ∈ Mλ, então

∥u∥p = λ

∫
Ω
|u|pdx+

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Consequentemente, usando (1.0.5) e que W ∈ L∞(Ω), obtemos

∥u∥p ≤ λ

λ∗
∥u∥p + ∥W∥∞

∫
Ω
|u|γdx.

Assim, pela imersão cont́ınua de W 1,p
0 (Ω) em Lγ(Ω), existe uma constante Sγ > 0 tal que(

λ∗ − λ

λ∗

)
∥u∥p ≤ ∥W∥∞

∫
Ω
|u|γdx ≤ ∥W∥∞Sγ∥u∥γ .

Finalmente, como 0 /∈ Nλ, conclúımos que

∥u∥ ≥ D2

(
λ∗ − λ

λ∗

) 1
γ−p

> 0, para toda u ∈ Mλ,

onde D2 :=

(
1

∥W∥∞Sγ

) 1
γ−p

> 0.

Por fim, vamos demonstrar o último item. Utilizando os mesmos argumentos usados

para demonstrar o item (iii) da Proposição 1.0.1, obtemos uma constante positiva D3, de

modo que

0 < D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

≤
(
1− λ

λ∗

)
∥u∥p ≤

∫
Ω
W (x)|u|γdx, ∀ u ∈ Mλ.

Corolário 1.0.6. Existem constantes positivas D1, D2 e D3, de modo que as propriedades

abaixo são satisfeitas

(i) Jλ(u
±) ≥ D1

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥u±∥p, para qualquer u ∈ M±

λ ;

(ii) ∥u±∥ ≥ D2

(
λ∗ − λ

λ∗

) 1
γ−p

, para qualquer u ∈ M±
λ ;

(iii)

∫
Ω
W (x)|u±|r dx ≥ D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

, para qualquer u ∈ M±
λ .
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É natural que nem todo elemento de W 1,p
0 (Ω) esteja em Nλ, ainda mais porque temos

a presença de uma função peso W que troca de sinal em Ω. O próximo resultado nos diz

que, sob certas propriedades, conseguimos um múltiplo escalar de u ∈W 1,p
0 (Ω) de tal forma

que este múltiplo venha pertencer à Nλ, mesmo que u não esteja na variedade de Nehari.

Tal condição é conhecida na literatura por projeção de W 1,p
0 (Ω) sobre Nλ. Além disso,

considerando uma propriedade adicional tal projeção é única.

Proposição 1.0.7. Seja λ < λ∗ e u ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0} tal que

∫
Ω
W (x)|u|γ dx > 0, então há

um único tu > 0 de modo que J ′
λ(tuu)tuu = 0 com a seguinte propriedade

Jλ(tuu) := max
t≥0

Jλ(tu) > 0.

Mais ainda, se J ′
λ(u)u ≤ 0 então tu ∈ (0, 1].

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0} tal que

∫
Ω
W (x)|u|γ dx > 0. Então, defina a função

L : [0,+∞) → R dada por

L(t) = J(tu) =
tp

p

∫
Ω
|∇u|pdx− tp

p
λ

∫
Ω
|u|pdx− tγ

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Com objetivo de estudar os pontos extremais de L vamos obter L′(t) e L′′(t). Desse modo,

temos que

L′(t) = tp−1

∫
Ω
|∇u|pdx− tp−1λ

∫
Ω
|u|pdx− tγ−1

∫
Ω
W (x)|u|γdx

= tp−1

(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
− tγ−1

∫
Ω
W (x)|u|γdx

e

L′′(t) = (p− 1)tp−2

[∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

]
− (γ − 1)tγ−2

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

=

(p− 1)tp
[∫

Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

]
− (γ − 1)tγ

∫
Ω
W (x)|u|γdx

t2
.

Observe que L′(t) = J ′(tu)tu. Portando, t é ponto cŕıtico de L se, se somente se, tu ∈ Nλ.

E bem mais ainda, t é ponto cŕıtico de L se, se somente se, tu ∈ Mλ pois pedimos como

hipótese que

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0.

Utilizando cálculos diretos temos a existência e a unicidade de um único ponto cŕıtico

para L, dado por

tγ−p
u =

∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx∫

Ω
W (x)|u|γdx

,
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usando que λ < λ∗ e que tuu ∈ Mλ, temos que

tu =


∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx∫

Ω
W (x)|u|γdx


1

γ−p

> 0.

Agora, vamos caracterizar tu > 0 analisando L′′(tu). Usando que p < γ e λ < λ∗,

obtemos que

L′′(tu) = −
(γ − p)

(∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx

)
t2u

< 0.

E, portanto, Jλ(tuu) := max
t≥0

Jλ(tu).

Para finalizar, vamos mostrar que se J ′
λ(u)u ≤ 0, então tu ∈ (0, 1]. Vamos supor, por

contradição, que tu > 1. Mas antes observe que J ′
λ(tuu)tuu = 0 o que implica em

tpu

∫
Ω
|∇u|pdx = λtpu

∫
Ω
|u|pdx+ tγu

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Dividindo essa última igualdade por tpu > 0 e usando que tγ−p
u > 1, obtemos∫

Ω
|∇u|pdx = λ

∫
Ω
|u|pdx+ tγ−p

u

∫
Ω
W (x)|u|γdx

> λ

∫
Ω
|u|pdx+

∫
Ω
W (x)|u|γdx,

ou seja,

J ′
λ(u)u =

∫
Ω
|∇u|pdx− λ

∫
Ω
|u|pdx−

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0.

O que, por hipótese, é uma contradição. Portanto, temos que tu ∈ (0, 1].

Observe que basta garantirmos a existência de u ∈W 1,p
0 (Ω) tal que

∫
Ω
W (x)|u|γdx > 0

para que Nλ ̸= ∅. Com este intento, vamos mostrar o corolário abaixo.

Corolário 1.0.8. Sendo p < γ < p∗, λ < λ∗, W (x) ∈ L∞(Ω) e |Ω+| ̸= 0, temos que

Nλ ̸= ∅.

Demonstração. Observe que |Ω+| ̸= 0, onde Ω+ = {x ∈ Ω : W (x) > 0}, nos permite con-

siderar uma u ∈ C∞
0 (Ω+) tal que supp = {x ∈ Ω : u(x) ̸= 0} ⊂⊂ Ω+ de modo que∫

Ω+

W (x)|u|γdx =

∫
Ω
W (x)|u|γdx.

Logo, utilizando a Proposição 1.0.7, temos o resultado desejado.

Agora vamos mostrar que os conjuntos N±
λ , Mλ e M±

λ são não-vazios.

Proposição 1.0.9. Sendo p < γ < p∗, λ < λ∗, W (x) ∈ L∞(Ω) e |Ω+| ̸= 0, temos que

M±
λ ̸= ∅. Implicando que N±

λ ̸= ∅ e Mλ ̸= ∅.
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Demonstração. Por hipótese, a medida de Lebesgue de Ω+ = {x ∈ Ω : W (x) > 0} é não-

nula, isto é, |Ω+| ̸= 0. Assim, podemos considerar x1 e x2 em Ω+, r1 e r2 números reais

positivas, tais que

i) Br1(x1) ∩Br2(x2) = ∅;

ii) |Br1(x1) ∩ Ω+| > 0 e |Br2(x2) ∩ Ω+| > 0.

Agora, vamos considerar duas funções não negativas w1 ∈ C∞
0 (Br1(x1)) e

w2 ∈ C∞
0 (Br2(x2)) tais que supp (u) = {xi ∈ Ω : u(xi) ̸= 0} ⊂⊂ Ω+, com i = 1, 2, de

modo que ∫
Br1 (x1)

W (x)|w1|γdx > 0 e

∫
Br2 (x2)

W (x)|w2|γdx > 0. (1.0.7)

Além disso, em todo Ω, vamos considerar as suas extensões por zero. Logo, temos que∫
Br1 (x1)

W (x)|w1|γdx =

∫
Ω
W (x)|w1|γdx e

∫
Br2 (x2)

W (x)|w2|γdx =

∫
Ω
W (x)|w2|γdx.

Portanto, usando o Proposição 1.0.7, temos a existência de números reais positivos t1 e t2,

de modo que t1w1 e t2w2 são elementos de Nλ. Em outras palavras,

0 = J ′
λ(t1w1)t1w1 =

∫
Ω
|t1∇w1|pdx− λ

∫
Ω
|t1w1|pdx−

∫
Ω
W (x)|t1w1|γdx

e

0 = J ′
λ(t2w2)t2w2 =

∫
Ω
|t2∇w2|pdx− λ

∫
Ω
|t2w2|pdx−

∫
Ω
W (x)|t2w2|γdx.

Por outro lado, pelo item i) e desde que supp(wi) ⊂ Bri(xi), para i = 1, 2, temos que

supp(w1) ∩ supp(w2) = ∅. Consequentemente, resulta que

J ′
λ(t1w1 − t2w2)(t1w1 − t2w2) =

∫
Ω
|t1w1 − t2w2|pdx− λ

∫
Ω
|t1w1 − t2w2|pdx

−
∫
Ω
W (x)|t1w1|γdx

=

∫
Ω
|t1w1|pdx+

∫
Ω
|t2w2|pdx− λ

∫
Ω
|t1w1|pdx

−λ
∫
Ω
|t2w2|pdx−

∫
Ω
W (x)|t1w1|γdx

−
∫
Ω
W (x)|t2w2|γdx

= J ′
λ(t1w1)t1w1 + J ′

λ(t2w2)t2w2 = 0.

Com isso, mostramos que a função w = t1w1 − t2w2 ∈ Nλ.

Agora, vamos mostrar que w ∈ M±
λ . Primeiro, observe que w+ = t1w1 ̸= 0 e

w− = −t2w2 ̸= 0 em Ω. Logo, temos que w ∈ N±
λ . Além disso, por (1.0.7), temos

que ∫
Ω
W (x)|w|γdx =

∫
Ω
W (x)|t1w1|γdx+

∫
Ω
W (x)|t2w2|γdx > 0.
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Então, segue que w ∈ N±
λ e

∫
Ω
W (x)|w|γdx > 0 e assim conclúımos que w ∈ M±

λ .

Finalizaremos este caṕıtulo analisando os seguintes ńıveis de energia:

cλ = inf
Nλ

Jλ, dλ = inf
N±

λ

Jλ, cλ = inf
Mλ

Jλ e dλ = inf
M±

λ

Jλ. (1.0.8)

Proposição 1.0.10. As seguintes afirmações são verdadeiras

i) Se λ < λ1, então cλ e dλ estão bem definidos e são positivos. Além disso,

cλ = cλ e dλ = dλ.

ii) Se λ < λ∗, então cλ e dλ estão bem definidos e são positivos.

Demonstração. Primeiro, deixamos claro que mostrar que os ńıveis de energia estão bem

definidos é mostrar que eles são números reais.

Vamos analisar, inicialmente, o ńıvel cλ = inf
Nλ

Jλ. Como, pelo Corolário 1.0.8, Nλ ̸= ∅

temos, pela definição de ı́nfimo (veja Definição 5.0.5, Apêndice II), que Jλ(u) ≥ cλ para

u ∈ Nλ. Logo, temos que cλ < +∞. Além disso, usando o itens (i) e (ii) da Proposição

1.0.1, segue que

Jλ(u) ≥ C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥u∥p

≥ C1

(
λ1 − λ

λ1

)
C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1
γ−p

≥ C1C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1+γ−p
γ−p

> 0, para toda u ∈ Nλ.

Logo, pela definição de ı́nfimo (veja Definição 5.0.5, Apêndice II), segue que

cλ = inf
Nλ

Jλ ≥ C1C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1+γ−p
γ−p

> 0.

Portanto, conclúımos que cλ ∈ (0,+∞). Observe que

dλ = inf
N±

λ

Jλ ≥ cλ = inf
Nλ

Jλ ≥ C1C2

(
λ1 − λ

λ1

) 1+γ−p
γ−p

> 0,

já que N±
λ ⊂ Nλ. Ademais, pelo Corolário 1.0.3, temos que cλ = cλ e dλ = dλ.

Agora seguindo o mesmo racioćınio usado no item (i), mas usando a Proposição 1.0.5

em vez da Proposição 1.0.1, temos que

Jλ(u) ≥ D1D2

(
λ∗ − λ

λ∗

) 1+γ−p
γ−p

> 0, ∀ u ∈ Mλ.
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Assim, mais uma vez pela definição de ı́nfimo, segue que

cλ = inf
Mλ

Jλ ≥ D1D2

(
λ∗ − λ

λ∗

) 1+γ−p
γ−p

> 0.

Por outro lado, novamente, pela definição de ı́nfimo, temos que Jλ(u) ≥ cλ para todo

u ∈ Mλ. E, portanto, conclúımos que cλ ∈ (0,+∞).

Por fim, utilizando o mesmo racioćınio acima e que M±
λ ⊂ Mλ, conclúımos que d ∈

(0,+∞).
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Caṕıtulo 2

Existência de solução em Nλ para

λ < λ1

Neste caṕıtulo iremos mostrar a existência de solução de energia mı́nima (ground-state)

para o problema (Pλ), quando λ < λ1. Iniciaremos mostrando que cλ é atingido em Nλ,

isto é, existe wλ ∈ Nλ tal que

cλ := inf
Nλ

Jλ = Jλ(wλ).

Proposição 2.0.1. Se λ < λ1, então existe wλ ∈ Nλ de modo que

cλ := inf
Nλ

Jλ = Jλ(wλ).

Demonstração. Pela Proposição 1.0.10 temos que cλ ∈ R. Então, pela definição de ı́nfimo,

temos que existe uma sequência (un) ⊂ Nλ tal que

lim
n→+∞

Jλ(un) = cλ.

Essa sequência é chamada de sequência minimizante.

Afirmamos que a sequência minimizante (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). De fato, supo-

nhamos, por absurdo, que (un) seja ilimitada em W 1,p
0 (Ω). Então, existe uma subsequência

(unk
), tal que

lim
k→+∞

∥(unk
)∥ = +∞.

Consequentemente, pela coercividade de Jλ sobre Nλ (veja Proposição 1.0.1), obtemos que

cλ = lim
k→+∞

Jλ((unk
)) ≥ lim

k→+∞
C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥(unk

)∥p = +∞,

o que contradiz o fato de que cλ ∈ R.
Uma vez que (un) é limitada em W 1,p

0 (Ω) temos, pela reflexividade do espaço W 1,p
0 (Ω),

que a menos de uma subsequência, existe uλ ∈W 1,p
0 (Ω), de modo que

un ⇀ uλ, em W 1,p
0 (Ω). (2.0.1)
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E, pela Imersão Compacta de Sobolev, temos que

un → uλ, em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗. (2.0.2)

E, pelo Teorema de Vainberg (veja Teorema 5.0.8), temos mais ainda

un → uλ, q.t.p em Ω, (2.0.3)

e

∃hq ∈ Lq(Ω); |un| ≤ hq, ∀ n ∈ N, q.t.p em Ω. (2.0.4)

Agora vamos mostrar que uλ ̸= 0. Novamente argumentando por contradição, vamos supor

que uλ = 0. Dado que (un) ⊂ Nλ temos que J ′
λ(un)un = 0, para todo n, o que é equivalente

à seguinte igualdade

∥un∥p = λ

∫
Ω
|un|pdx+

∫
Ω
W (x)|un|γdx, ∀ n.

Segue da Desigualdade de Poincaré (Teorema 5.0.12) que

0 <

(
λ1 − λ

λ1

)
∥un∥p ≤

∫
Ω
W (x)|un|γdx, ∀ n.

Por outro lado, desde que 1 < γ < p∗, e considerando (2.0.3), (2.0.4) e que W ∈ L∞(Ω),

podemos utilizar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7)

e, então, a seguinte convergência ocorre

0 =

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx = lim

n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx.

Assim teŕıamos

0 < lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx = 0,

o que é um absurdo.

Afirmamos que

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx > 0. De fato, desde que 1 < γ < p∗, temos pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), Proposição 1.0.1 e

por W ∈ L∞(Ω) que

0 < C3

(
λ1 − λ

λ1

) γ
γ−p

< lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx =

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx.

Uma vez demonstrado que uλ ̸= 0 então, pela Proposição 1.0.7, existe um único tuλ
> 0

tal que J ′
λ(tuλ

uλ)tuλ
uλ = 0, isto é, tuλ

uλ ∈ Nλ. Definindo wλ := tuλ
uλ, vamos mostrar que

cλ := inf
Nλ

Jλ = Jλ(wλ).

Com este objetivo, primeiramente vamos mostrar que tuλ
≤ 1. Note que, usando que
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J ′
λ(un)un = 0 para todo k e por (2.0.1), temos que

∥un∥p = λ

∫
Ω
|un|pdx+

∫
Ω
W (x)|un|γdx+ on(1)

= λ

∫
Ω
|uλ|pdx+

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx.

Então, pelo fato da norma ser fracamente semicont́ınua inferiormente e que un ⇀ uλ, em

W 1,p
0 (Ω), segue que∫

Ω
|∇uλ|pdx = ∥uλ∥p ≤ lim inf

n→+∞
∥un∥p = λ

∫
Ω
|uλ|pdx+

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx,

ou seja, J ′
λ(uλ)uλ ≤ 0. Portanto, pela Proposição 1.0.7, temos que tuλ

≤ 1. Dáı, segue que

cλ ≤ Jλ(tλuλ)

= Jλ(tλuλ)−
1

γ
J ′
λ(tλuλ)tλuλ

=

(
1

p
− 1

γ

)
tpuλ

(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)
.

(2.0.5)

Por outro lado, usando que λ < λ1 e a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12),

obtemos que

0 ≤
(
λ1 − λ

λ1

)∫
Ω
|∇un|p ≤

∫
Ω
W (x)|un|γdx =

(∫
Ω
|∇un|p − λ

∫
Ω
|un|pdx

)
, ∀ n.

Consequentemente, pela desigualdade (2.0.5) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que

cλ ≤ Jλ(tλuλ)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)

≤ lim inf
n→+∞

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇un|p − λ

∫
Ω
|un|pdx

)

≤ lim inf
n→+∞

[
Jλ(un)−

1

γ
J ′
λ(un)un

]

≤ lim inf
n→+∞

Jλ(un) = cλ.

O que implica em cλ = Jλ(wλ), onde wλ = tλuλ ∈ Nλ.
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2.0.1 Demonstração do Teorema 0.0.1

Agora vamos mostrar que o minimizante wλ encontrado no resultado anterior (Pro-

posição 2.0.1) é ponto cŕıtico de Jλ, isto é, J ′
λ(wλ)v = 0 para toda v ∈ W 1,p

0 (Ω). Seguindo

o argumento da demonstração de [4, Lema 2.5.8], com algumas modificações, vamos consi-

derar a função wλ + sv ̸= 0, para s ∈ (−ϵ, ϵ), onde ϵ > 0 é arbitrário.

Analisemos a seguinte função ψ : (−ϵ, ϵ)× R → R definida por

ψ(s, t) = J ′
λ(t(wλ + sv))(t(wλ + sv))

= tp
[∫

Ω
|∇(wλ + sv)|p − λ

∫
Ω
|wλ + sv|pdx

]
− tγ

∫
Ω
W (x)|wλ + sv|γdx.

Observe que wλ ∈ Nλ implica que

ψ(0, 1) =

∫
Ω
|∇wλ|p − λ

∫
Ω
|wλ|pdx−

∫
Ω
W (x)|wλ|γdx = 0.

Por outro lado, usando que wλ ∈ Nλ e p < γ, obtemos

∂ψ

∂t
(0, 1) = p

[∫
Ω
|∇wλ|p − λ

∫
Ω
|wλ|pdx

]
− γ

∫
Ω
W (x)|wλ|γdx

= (p− γ)

∫
Ω
W (x)|wλ|γdx < 0.

Então, aplicando o Teorema da Função Impĺıcita (veja Teorema 5.0.5) em ψ(s, t), existe

um ϵ > 0 suficientemente pequeno e uma função t := t(s) de classe C1, tal que para todo

s ∈ (−ϵ, ϵ) temos que

0 = ψ(s, t(s)) = J ′
λ(t(wλ + sv))(t(wλ + sv))

= tp
[∫

Ω
|∇(wλ + sv)|p − λ

∫
Ω
|wλ + sv|pdx

]
− tγ

∫
Ω
W (x)|wλ + sv|γdx.

Logo, t(s)(wλ+ sv) ∈ Nλ para todo s ∈ (−ϵ, ϵ). Por outro lado, usando que t(0) = 1 então,

por continuidade, temos que t(s) > 0 em (−ϵ, ϵ), para ϵ > 0 suficientemente pequeno.

Consequentemente, desde que λ < λ1 e pela Desigualdade de Poincaré (veja Teorema

5.0.12), resulta que

0 < tp−γ(λ1 − λ)

∫
Ω
|wλ + sv|pdx

< tp−γ

[∫
Ω
|∇(wλ + sv)|p − λ

∫
Ω
|wλ + sv|pdx

]

=

∫
Ω
W (x)|wλ + sv|γdx.
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Então, pela Proposição 1.0.7, temos uma única projeção tv(s) > 0 para wλ + sv. Logo,

temos que tv ≡ t > 0 em (−ϵ, ϵ). Consequentemente, a função tv : (−ϵ, ϵ) → R é de classe

C1 e tv(0) = 1, já que wλ ∈ Nλ.

Com estas propriedades da função ts iremos definir a função κ : (−ϵ, ϵ) → R dada por

κ(s) = Jλ(tv(s)(wλ + sv)).

Afirmamos que κ assume ı́nfimo em 0. De fato,

κ(0) = Jλ(tv(0)wλ) = Jλ(wλ) = cλ ≤ Jλ(tv(s)(wλ + sv)) = κ(s), ∀ s ∈ (−ϵ, ϵ).

Portanto, derivando κ em 0, obtemos

0 = κ′(0) =
d

ds
[Jλ(tv(s)(wλ + sv))]|s=0

= J ′
λ(tv(0)wλ) · (t′v(0)wλ + tv(0)v)

= J ′
λ(wλ) · (t′v(0)wλ + v)

= t′v(0)J
′
λ(wλ)wλ + J ′

λ(wλ)v

= J ′
λ(wλ)v.

E, pela arbitrariedade de v ∈W 1,p
0 (Ω), conclúımos que wλ é solução para o problema (Pλ).

Por fim, demonstraremos agora que a solução wλ para (Pλ) não troca de sinal. De fato,

suponha por absurdo, que wλ troca de sinal, ou seja, w±
λ ̸= 0. Como wλ é solução para

(Pλ) e que w±
λ ∈W 1,p

0 (Ω), temos que

J ′
λ(wλ)w

±
λ = 0.

E desde que supp(w+
λ ) ∩ supp(w

−
λ ) = ∅, segue que

J ′
λ(w

±
λ )w

±
λ = 0,

ou seja, temos que w±
λ ∈ Nλ. Logo,

Jλ(w
±
λ ) ≥ cλ.

Consequentemente, temos que

2cλ ≤ Jλ(w
+
λ ) + Jλ(w

−
λ )

= Jλ(wλ) = cλ,

o que é uma contradição.

□
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Caṕıtulo 3

Existência de solução em N±
λ para

λ < λ1

Neste caṕıtulo iremos mostrar a existência de solução nodal com energia mı́nima (ground-

state) para o problema (Pλ), quando λ < λ1. Iniciaremos, mostrando que dλ é atingido em

N±
λ , isto é, existe wλ ∈ N±

λ tal que

dλ := inf
N±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Mas antes cabe ressaltar que a demonstração do resultado a seguir é análoga à de-

senvolvida na Proposição 2.0.1, salvo pelo fato de que agora devemos considerar a parte

positiva e a parte negativa da função ou da sequência de funções a serem consideradas na

demonstração.

Proposição 3.0.1. Se λ < λ1, então existe wλ ∈ N±
λ de modo que

dλ := inf
N±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Demonstração. Pela Proposição 1.0.10 temos que dλ ∈ R. Então, pela definição de ı́nfimo,

temos que existe uma sequência (un) ⊂ N±
λ tal que

lim
n→+∞

Jλ(un) = dλ,

e como vimos na demonstração da Proposição 2.0.1, é uma sequência minimizante.

Afirmamos que tal sequência (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). De fato, suponhamos, por

absurdo, que (un) seja ilimitada em W 1,p
0 (Ω). Então, existe uma subsequência (unk

), tal

que

lim
k→+∞

∥unk
∥ = +∞.

Consequentemente, pela coercividade de Jλ sobre N±
λ (veja Corolário 1.0.2), obtemos que

dλ = lim
k→+∞

Jλ(unk
) ≥ lim

k→+∞
C1

(
λ1 − λ

λ1

)
∥unk

∥p = +∞,
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o que contradiz o fato de que dλ ∈ R. Logo, como vimos na demonstração da Proposição

2.0.1, existe uλ ∈ W 1,p
0 (Ω) de tal modo que, a menos de uma subsequência, valem os

seguintes resultados

un ⇀ uλ, em W 1,p
0 (Ω),

un → uλ, q.t.p em Ω,

un → uλ, em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

∃hq ∈ Lq(Ω); |un| ≤ hq, ∀ n ∈ N, q.t.p em Ω.

Além disso, usando que as aplicações u→ u+ e u→ u− de Lr(RN ) em Lr(RN ) são cont́ınuas

(veja [12, Lema 2.3]) temos, a menos de uma subsequência, que

u±n ⇀ u±λ , em W 1,p
0 (Ω),

u±n → u±λ , q.t.p em Ω,

u±n → u±λ , em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

∃h±q ∈ Lq(Ω); |u±n | ≤ hq, ∀ n ∈ N, q.t.p em Ω.

(3.0.1)

Vamos mostrar agora que u±λ ̸= 0. Novamente argumentando por contradição, vamos

supor que u±λ = 0. Dado que (un) ⊂ N±
λ temos que J ′

λ(u
±
n )u

±
n = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que

∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±n |pdx+

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx, ∀ n.

E da Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12), resulta que

0 <

(
λ1 − λ

λ1

)
∥u±n ∥p ≤

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx, ∀ n.

Por outro lado, desde que 1 < γ < p∗, temos, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (3.0.1) e por W ∈ L∞(Ω), que a seguinte convergência

ocorre

0 =

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx = lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx.

Assim teŕıamos

0 < lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx = 0,

o que é uma contradição.

Asseveramos que

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx > 0. De fato, desde que 1 < γ < p∗, temos, pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (2.0.1), Corolário

1.0.2 e por W ∈ L∞(Ω), que

0 < C3

(
λ1 − λ

λ1

) γ
γ−p

< lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx =

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx.
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Uma vez demonstrado que u±λ ̸= 0, então, pela Proposição 1.0.7, existe um único t±uλ
> 0

tal que J ′
λ(t

±
uλ
u±λ )t

±
uλ
u±λ = 0, isto é, t±uλ

u±λ ∈ Nλ. Definindo wλ := t+uλ
u+λ + t−uλ

u−λ , note que

w+
λ = t+uλ

u+λ , w−
λ = t−uλ

u−λ

e

J ′
λ(w

±
λ )w

±
λ = J ′

λ(t
±
uλ
u±λ )t

±
uλ
u±λ = 0,

ou seja, temos que wλ ∈ N±
λ . Portanto, vamos mostrar que

dλ := inf
N±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Primeiramente, mostraremos que t±uλ
≤ 1. Note que usando que J ′

λ(u
±
n )u

±
n = 0, para

todo n, e por (3.0.1), temos que

∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±n |pdx+

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx+ on(1)

= λ

∫
Ω
|u±λ |

pdx+

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx.

Então, pelo fato da norma ser fracamente semicont́ınua inferiormente e u±n ⇀ u±λ , segue

que ∫
Ω
|∇u±λ |

pdx = ∥u±λ ∥
p ≤ lim inf

n→+∞
∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±λ |

pdx+

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx,

ou seja, temos que J ′
λ(u

±
λ )u

±
λ ≤ 0. Portanto, pela Proposição 1.0.7, segue que t±uλ

≤ 1.

Diante dessa informação e usando que supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅, ocorre que

dλ ≤ Jλ(wλ)

= Jλ(t
+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )−
1

γ
J ′
λ(t

+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )(t
+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )

=

[
Jλ(t

+
uλ
u+λ )−

1

γ
J ′
λ(t

+
uλ
u+λ )(t

+
uλ
u+λ )

]
+

[
Jλ(t

−
uλ
u−λ )−

1

γ
J ′
λ(t

−
uλ
u−λ )(t

−
uλ
u−λ )

]
=

(
1

p
− 1

γ

)
(t+uλ

)p
(∫

Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)
+

(
1

p
− 1

γ

)
(t−uλ

)p
(∫

Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)
=

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)
+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)
.

(3.0.2)
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Por outro lado, usando que λ < λ1 e a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema 5.0.12),

obtemos que

0 ≤
(
λ1 − λ

λ1

)∫
Ω
|∇u±n |p ≤

(∫
Ω
|∇u±n |p − λ

∫
Ω
|u±n |pdx

)
, ∀ n.

Consequentemente, pela desigualdade (3.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), segue

que

dλ ≤ Jλ(wλ)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)
+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)
≤ lim inf

n→+∞

[(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+n |p − λ

∫
Ω
|u+n |pdx

)
+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−n |p − λ

∫
Ω
|u−n |pdx

)]
≤ lim inf

n→+∞

[
Jλ(un)−

1

γ
J ′
λ(un)un

]
≤ lim inf

n→+∞
Jλ(un) = dλ.

O que implica em dλ = Jλ(wλ), onde wλ := t+uλ
u+λ + t−uλ

u−λ .

Nosso objetivo agora neste caṕıtulo será mostrar que a função wλ encontrada no resul-

tado anterior, que atinge o menor ńıvel de energia em N±
λ , é ponto cŕıtico de Jλ. Antes

disso, iremos mostrar dois resultados técnicos que são feitos para um operador mais geral

que o p− Laplaciano nos trabalhos [5] e [19].

Lema 3.0.2. Seja v ∈ W 1,p
0 (Ω) com v± ̸= 0 e

∫
Ω
W (x)|v±|γdx > 0. Então, existem

t+v , t
+
v > 0 tais que

J ′
λ(t

+
v v

+ + t−v v
−)v+ = J ′

λ(t
+
v v

+ + t−v v
−)v− = 0,

ou seja, t+v v
+ + t−v v

− ∈ Nλ.

Demonstração. Temos, pela Proposição 1.0.7, que existem t+v , t
+
v > 0 tais que

J ′
λ(t

+
v v

+)t+v v
+ = J ′

λ(t
−
v v

−)(t−v v
−) = 0.

Desde que supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅, então
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J ′
λ(t

+
v v

+ + t−v v
−)v+ =

∫
Ω
|∇(t+v v

+ + t−v v
−)|p−2 ∇(t+v v

+ + t−v v
−) · ∇v+dx

−λ
∫
Ω
|t+v v+ + t−v v

−|p−2(t+v v
+ + t−v v

−)v+dx

−
∫
Ω
W (x)|t+v v+ + t−v v

−|γ−2(t+v v
+ + t−v v

−)v+dx

= t+v

∫
Ω
|∇(t+v v

+ + t−v v
−)|p−2 |∇v+|2dx

−t+v λ
∫
Ω
|t+v v+ + t−v v

−|p−2|v+|2dx

−t+v
∫
Ω
W (x)|t+v v+ + t−v v

−|γ−2|v+|2dx

= t+v

[∫
Ω
|∇(t+v v

+)|p−2 |∇v+|2dx+

∫
Ω
|∇(t−v v

−)|p−2 |∇v+|2dx
]

−t+v λ
[∫

Ω
|t+v v+|p−2|v+|2dx+

∫
Ω
|t−v v−|p−2|v+|2dx

]
−t+v

[∫
Ω
W (x)|t+v v+|γ−2|v+|2dx+

∫
Ω
W (x)|t−v v−|γ−2|v+|2dx

]
= t+v

[
(t+v )

p−2

∫
Ω
|∇v+|pdx− λ(t+v )

p−2

∫
Ω
|v+|pdx

]
−t+v

[
(t+v )

γ−2

∫
Ω
W (x)|v+|γ−2dx

]
=

1

t+v
J ′
λ(t

+
v v

+)t+v v
+ = 0.

De maneira análoga podemos mostrar que

J ′
λ(t

+
v v

+ + t−v v
−)v− =

1

t−v
J ′
λ(t

−
v v

−)t−v v
− = 0.

Concluindo o desejado.

No próximo resultado, vamos analisar duas funções definidas da seguinte forma:

a função hv : [0,+∞)× [0,+∞) → R definida por

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−), onde (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞)

e a função ϕv : [0,+∞)× [0,+∞) → R2 definida por

ϕv(t, s) = (ϕv1(t, s), ϕ
v
2(t, s))

=

(
∂hv

∂t
(t, s),

∂hv

∂s
(t, s)

)
=

(
J ′
λ

(
tv+ + sv−

)
v+, J ′

λ

(
tv+ + sv−

)
v−

)
.
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Lema 3.0.3. Seja λ < λ1 e v ∈ N±
λ . Então,

hv(t, s) < hv(1, 1) = Jλ(v), ∀ t, s ≥ 0

tal que (t, s) ̸= (1, 1). Além disso,

det(ϕv)′(1, 1) > 0,

onde (ϕv)′ é a matriz Hessiana de hv ou a matriz Jacobiana de ϕv, dada por

(ϕv)′ (t, s) =


∂ϕv1
∂t

(t, s)
∂ϕv1
∂s

(t, s)

∂ϕv2
∂t

(t, s)
∂ϕv2
∂s

(t, s)

 ,

para todo (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞).

Demonstração. Considerando v ∈ N±
λ e usando que supp(v+) ∩ supp(v−) = ∅, obtemos

0 = J ′
λ(v)v

± = J ′
λ(v

+ + v−)v±.

Dáı, temos que

ϕv(1, 1) =

(
∂hv

∂t
(1, 1),

∂hv

∂s
(1, 1)

)
= (J ′

λ(v
+ + v−)v+, J ′

λ(v
+ + v−)v−)

= (0, 0).

Assim, (1, 1) é ponto cŕıtico de hv. Agora, pela definição de hv e considerando que

supp(v+) ∩ supp(v−) = ∅, segue que

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇tv+ + sv−|pdx− λ

∫
Ω
|tv+ + sv−|pdx

)
−1

γ

∫
Ω
W (x)|tv+ + sv−|γdx

=
tp

p

∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

tp

p

∫
Ω
|v+|pdx− tp

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

+
sp

p

∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

sp

p

∫
Ω
|v−|pdx− sp

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Escrevendo

J+
λ (tv+) =

tp

p

∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

tp

p

∫
Ω
|v+|pdx− tp

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx (3.0.3)
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e

J−
λ (sv−) =

sp

p

∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

sp

p

∫
Ω
|v−|pdx− sp

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx. (3.0.4)

Conclúımos que

hv(t, s) = J+
λ (tv+) + J−

λ (sv−). (3.0.5)

Afirmamos que hv possui um ponto de máximo global em (0,+∞)× (0,+∞). De fato,

dividindo (3.0.3) por tγ , obtemos que

J+
λ (tv+)

tγ
=
tp−γ

p

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

Desde que 1 < p < γ, λ < λ1 e usando a veracidade do Corolário 1.0.2, temos

lim sup
t→+∞

J+
λ (tv+)

tγ
= −1

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx < 0.

Por outro lado, dividindo (3.0.3) por tp e usando a Desigualdade de Poincaré (Teorema

5.0.12), obtemos

J+
λ (tv+)

tp
=

1

p

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− tγ−p

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

≥ 1

p

(
λ1 − λ

λ1

)∫
Ω
|∇v+|pdx− tγ−p

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

E mais uma vez desde que 1 < p < γ, λ < λ1 e usando a veracidade do Corolário 1.0.2,

temos que

lim inf
t→0+

J+
λ (tv+)

tp
=

1

p

(
λ1 − λ

λ1

)∫
Ω
|∇v+|pdx > 0.

Utilizando o mesmo argumento para (3.0.4), resulta que

lim sup
s→+∞

J−
λ (sv−)

sγ
< 0 e lim inf

s→0+

J−
λ (sv−)

sp
> 0. (3.0.6)

Portanto, utilizando (3.0.6) em (3.0.5), temos que

lim inf
|(t,s)|→0+

hv(t, s) > 0 e lim sup
|(t,s)|→+∞

hv(t, s) ≤ 0.

Assim, por continuidade, hv tem um ponto de máximo global para algum ponto (t, s) ∈
[0,+∞)× [0,+∞).

Agora mostraremos que t, s > 0. De fato, supondo por contradição, que t = 0. Então,

desde que v ∈ N±
λ , utilizando a veracidade da Proposição 1.0.7 e do Corolário 1.0.2, segue
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que

hv(0, s) = Jλ(sv
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇(sv−)|pdx− λ

∫
Ω
|(sv−)|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|sv−|γdx

≤ sup
s≥0

Jλ(sv
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx

= Jλ(v
−)

= hv(0, 1).

Logo,

hv(0, s) ≤ hv(0, 1). (3.0.7)

Agora, desde que v− ∈ Nλ e pelo Corolário 1.0.2, segue que Jλ(v
+), Jλ(v

−) > 0. Assim,

temos que

Jλ(v
−) < Jλ(v

+) + Jλ(v
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇v+ + v−|pdx− λ

∫
Ω
|v+ + v−|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v+ + v−|γdx

= Jλ(v)

= hv(1, 1)

De (3.0.7) e por este último resultado, conclúımos que

hv(1, 1) > Jλ(v
−) = hv(0, 1) ≥ hv(0, s)

o que é um contradição, pois (0, s) é máximo global e , consequentemente, t > 0. De modo

análogo, prova-se que s > 0.

Para finalizar, vamos mostrar que (1, 1) é máximo global e det(ϕv)′(1, 1) > 0. Uma vez

que (t, s) e (1, 1) são pontos cŕıticos de hv, temos que

J ′
λ(tv

+)v+ = J ′
λ(Tsv

−)v− = 0.

Usando a Proposição (1.0.7), segue que

0 < t ≤ 1 e 0 < s ≤ 1.

Mostremos agora que hv não assume ponto de máximo global em [0, 1] × [0, 1]\{(1, 1)}.
Com efeito, pela caracterização e unicidade da projeção fornecida pela Proposição 1.0.7,
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vem que

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−)

= Jλ(tv
+) + Jλ(sv

−)

< sup
t≥0

Jλ(tv
+) + sup

s≥0
Jλ(sv

−)

= Jλ(v
+) + Jλ(v

−)

= Jλ(v)

= hv(1, 1).

Isto mostra que (1, 1) é máximo global de hv(t, s).

Prossigamos agora para mostrar que det(ϕv)′(1, 1) > 0. Considere, primeiramente, as

seguintes funções

g1(t) = ϕv(t, s)

= J ′
λ(tv

+ + sv−)v+

= J ′
λ(tv

+)v+

= tp−1

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− tγ−1

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

e

g2(s) = ϕv(t, s)

= J ′
λ(tv

+sv−)v−

= J ′
λ(sv

−)v−

= sp−1

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− sγ−1

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Note que
∂ϕv

∂t
(t, s) =

∂ϕv

∂s
(t, s) = 0. Logo,

ϕ′v(t, s) =

g
′
1(t) 0

0 g′2(s)

 .

Então, pelas definições de g1 e g2, temos que

g′1(t) =
∂ϕv

∂t
(t, s)

= (p− 1)tp−2

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− (γ − 1)tγ−1

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

43



e

g′2(s) =
∂ϕv

∂s
(t, s)

= (p− 1)sp−2

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− (γ − 1)sγ−1

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Consequentemente, advém que

g′1(1) = (p− 1)

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− (γ − 1)

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

Agora, desde que (1, 1) é ponto cŕıtico de hv, segue que J ′
λ(v

+)v+ = 0. Logo, temos que∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx =

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

Portanto, usando que p < γ < p∗ e o Corolário 1.0.2, obtemos que

g′1(1) = p

∫
Ω
W (x)|v+|γdx− γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx = −(γ − p)

∫
Ω
W (x)|v+|γdx < 0.

De modo análogo, podemos mostrar que g′2(1) < 0. E assim, finalmente, conclúımos a

demonstração do Lema provando que

det(ϕv)′(1, 1) = g′1(1).g
′
2(1) > 0.

3.0.1 Demonstração do Teorema 0.0.2

Utilizando os argumentos encontrados em [5], [10, Lema 3.2], [19], [20, Lema 3.5] vamos

mostrar que a função wλ encontrada na Proposição 3.0.1 que atinge a energia mı́nima dλ

em N±
λ é ponto cŕıtico de Jλ. Com efeito, suponha, por contradição, que wλ não seja ponto

cŕıtico de Jλ. Logo, existe φ0 ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} e α > 0 tal que

J ′
λ(wλ)φ0 = α > 0.

Logo, pela continuidade de J ′
λ, existe ρ > 0 tal que

J ′
λ(v)φ0 =

α

2
> 0, ∀ v ∈ Bρ(wλ).

Vamos definir D :=

[
1

2
,
3

2

]
×
[
1

2
,
3

2

]
e considerando a função hwλ : [0,+∞)× [0,+∞) → R

definida por

hwλ(t, s) = Jλ(tw
+
λ + sw−

λ ), onde (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞),
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já estudada no Lema 3.0.3, temos diretamente deste Lema 3.0.3 que

δλ = max
(t,s)∈∂D

hwλ(t, s) < hwλ(1, 1) = Jλ(wλ) = dλ. (3.0.8)

Tomando ρ0 := min

{
dλ − δλ

2
,
δ

24

}
e S := B δ

3
(wλ) então, pelo [28, Lema 2.3], temos uma

deformação η que assegura que

(a) η(1, v) = v para todo v /∈ J−1
λ ([dλ − 2ρ0, dλ + 2ρ0]),

(b) η
(
1, Jdλ+ρ0

λ ∩ S
)

⊂ Jdλ−ρ0
λ , onde Jdλ+ρ0

λ :=
{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ dλ + ρ0

}
e

Jdλ−ρ0
λ :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ dλ − ρ0

}
(c) Jλ(η(1, v)) ≤ Jλ(v) para toda v ∈W 1,p

0 (Ω).

Agora, mostraremos que

max
(t,s)∈D̄

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ. (3.0.9)

Pelo item (c) e o Lema 3.0.3 temos, para (t, s) ̸= (1, 1), que

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
≤ Jλ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
= hwλ(t, s) < hwλ(1, 1) = Jλ(wλ) = dλ.

Logo,

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ, (t, s) ∈ D\{(1, 1)}. (3.0.10)

Agora, vamos analisar quando (t, s) = (1, 1). Primeiro, note que Jλ(wλ) = dλ < dλ+ρ0,

o que implica em

wλ ∈ Jdλ+ρ0
λ ∩ S.

Então, pelo item (b), temos que η(1, wλ) ∈ Jdλ−ρ0
λ . Logo,

Jλ(η(1, wλ)) < dλ − ρ0 < dλ. (3.0.11)

Portanto, (3.0.10) e (3.0.11) garante que (3.0.9) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe (t0, s0) ∈ D de modo que η(1, t0w
+
λ + s0w

−
λ ) ∈

N±
λ . Pois isto implicaria que

dλ ≤ Jλ(η(1, t0w
+
λ + s0w

−
λ ))

≤ max(t,s)∈D̄ Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ,

o que é uma contradição e portanto J ′
λ(wλ) = 0.
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Assim, defina as seguintes funções κ(t, s) := η(1, tw+
λ + sw−

λ ) e Ψ1 : R2 → R2 dada por

Ψ1(t, s) =

(
1

t
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

+,
1

s
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

−
)
.

Observe que por (3.0.9) e pelo item (a), temos que

κ(s, t) = η(1, tw+
λ + sw−

λ ) = tw+
λ + sw−

λ , em D. (3.0.12)

Logo, em D, temos que

Ψ1(t, s) =

(
1

t
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

+,
1

s
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

−
)

=
(
J ′
λ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
w+
λ , J

′
λ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
w−
λ

)
= ϕwλ(t, s),

onde ϕwλ foi analisada no Lema 3.0.3. Assim, pelo grau topológico de Brower e pelo Lema

3.0.3, obtemos que

deg (Ψ1, D, (0, 0)) = deg (ϕwλ , D, (0, 0)) = sgn
(
det (ϕwλ)′ (1, 1)

)
= 1.

Logo, a função Ψ1 possui um zero em D, ou seja, existe (t0, s0) ∈ D tal que Ψ1(t0, s0) =

(0, 0). Consequentemente, pela definição de Ψ1 e por (3.0.12), temos que

0 = J ′
λ (κ(t0, s0))κ(t0, s0)

± = J ′
λ

(
t0w

+
λ + s0w

−
λ

)
(t0w

+
λ + s0w

−
λ )

±. (3.0.13)

E aplicando o Lema 3.0.2 em (3.0.13), conclúımos que t0w
+
λ + s0w

−
λ ∈ N±

λ .

□
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Caṕıtulo 4

Existência de solução em Mλ para

λ < λ∗

Nesta seção iremos mostrar a existência de solução de energia mı́nima (ground-state)

para o problema (Pλ), quando λ < λ∗. Iniciaremos, mostrando que cλ é atingido em Mλ,

isto é, existe wλ ∈ Mλ tal que

cλ := inf
Mλ

Jλ = Jλ(wλ).

Antes disso, cabe ressaltar que a demonstração do resultado a seguir é similar à realizada

na Proposição 2.0.1, pois como vimos no Caṕıtulo 1, além de Mλ ser um subconjunto de

Nλ, as estimativas apresentadas na Proposição 1.0.5 são uma versão da Proposição 1.0.1.

Proposição 4.0.1. Se λ < λ∗, então existe wλ ∈ Mλ de modo que

cλ := inf
Mλ

Jλ = Jλ(wλ).

Demonstração. Pela Proposição 1.0.10 temos que cλ ∈ R. Então, pela definição de ı́nfimo,

temos que existe uma sequência (un) ⊂ Mλ tal que

lim
n→+∞

Jλ(un) = cλ.

A sequência minimizante (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). De fato, suponhamos, por absurdo,

que (un) seja ilimitada em W 1,p
0 (Ω). Então, existe uma subsequência minimizante (unk

),

tal que

lim
k→+∞

∥unk
∥ = +∞.

Consequentemente, pela coercividade de Jλ sobre Mλ (veja Proposição 1.0.5), obtemos que

cλ = lim
k→+∞

Jλ(unk
) ≥ lim

k→+∞
D1

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥unk

∥p = +∞,

o que é contradiz o fato de que cλ ∈ R. Logo, como vimos na demonstração da Proposição

2.0.1, existe uλ ∈ W 1,p
0 (Ω) de tal modo que, a menos de uma subsequência, valem os
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seguintes resultados 

un ⇀ uλ, em W 1,p
0 (Ω),

un → uλ, q.t.p em Ω,

un → uλ, em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

∃hq ∈ Lq(Ω); |un| ≤ hq,∀n ∈ N, q.t.p em Ω.

(4.0.1)

Vamos mostrar agora que uλ ̸= 0. Novamente argumentando por contradição, vamos

supor que uλ = 0. Dado que (un) ⊂ Mλ temos que J ′
λ(un)un = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que

∥un∥p = λ

∫
Ω
|un|pdx+

∫
Ω
W (x)|un|γdx, ∀ n.

Da definição de λ∗ segue que

0 <

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥un∥p ≤

∫
Ω
W (x)|un|γdx, ∀ n.

Por outro lado, desde que 1 < γ < p∗, temos, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (4.0.1) e por W ∈ L∞(Ω), que a seguinte convergência o

que

0 =

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx = lim

n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx.

Assim teŕıamos

0 < lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx = 0,

o que é uma demonstração.

Além disso, asseveramos que

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx > 0. De fato, desde que 1 < γ < p∗,

temos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (4.0.1),

Proposição 1.0.5 e por W ∈ L∞(Ω), que

0 < D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

< lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx =

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx.

Uma vez demonstrado que uλ ̸= 0 então, pela Proposição 1.0.7, existe um único tuλ
> 0

tal que J ′
λ(tuλ

uλ)tuλ
uλ = 0, isto é, tuλ

uλ ∈ Mλ. Definindo wλ := tuλ
uλ, vamos mostrar

que

cλ := inf
Mλ

Jλ = Jλ(wλ).

Assim, primeiramente, vamos mostrar que tuλ
≤ 1. Note que usando que J ′

λ(un)un = 0,
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para todo n, e por (4.0.1), temos que

∥un∥p = λ

∫
Ω
|un|pdx+

∫
Ω
W (x)|un|γdx+ on(1)

= λ

∫
Ω
|uλ|pdx+

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx.

Então, pelo fato da norma ser fracamente semicont́ınua inferiormente e un ⇀ uλ, temos∫
Ω
|∇uλ|pdx = ∥uλ∥p ≤ lim inf

n→+∞
∥un∥p = λ

∫
Ω
|uλ|pdx+

∫
Ω
W (x)|uλ|γdx,

ou seja, J ′
λ(uλ)uλ ≤ 0. Portanto, pela Proposição 1.0.7, temos que tuλ

≤ 1. Diante dessa

informação, segue que

cλ ≤ Jλ(tλuλ)

= Jλ(tλuλ)−
1

γ
J ′
λ(tλuλ)tλuλ

=

(
1

p
− 1

γ

)
tpuλ

(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)
.

(4.0.2)

Por outro lado, usando que λ < λ∗ e (un) ⊂ Mλ, obtemos que

0 ≤
(
λ∗ − λ

λ∗

)∫
Ω
|∇un|p ≤

(∫
Ω
|∇un|p − λ

∫
Ω
|un|pdx

)
, ∀ n.

Consequentemente, pela desigualdade (4.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que

cλ ≤ Jλ(tλuλ)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇uλ|p − λ

∫
Ω
|uλ|pdx

)

≤ lim inf
n→+∞

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇un|p − λ

∫
Ω
|un|pdx

)

≤ lim inf
n→+∞

[
Jλ(un)−

1

γ
J ′
λ(un)un

]

≤ lim inf
n→+∞

Jλ(un) = cλ.

O que implica em cλ = Jλ(wλ), onde wλ = tλuλ ∈ Mλ.
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4.0.1 Demonstração do Teorema 0.0.3

Agora vamos mostrar que o minimizante wλ encontrado no resultado anterior (Pro-

posição 4.0.1) é ponto cŕıtico de Jλ, isto é, J ′
λ(wλ)v = 0 para toda v ∈ W 1,p

0 (Ω), tais

argumentos podem ser encontrados em [5], [10, Lema 3.2]. [19]. Suponha, por contradição,

que J ′
λ(wλ) ̸= 0. Logo, existe φ0 ∈W 1,p

0 (Ω)\{0} e α > 0 tal que

J ′
λ(wλ)φ0 = α > 0.

Logo, pela continuidade de J ′
λ, existe ρ > 0 tal que

J ′
λ(v)φ0 =

α

2
> 0, ∀ v ∈ Bρ(wλ).

Vamos definir D :=

[
1

2
,
3

2

]
e considerando a função L : [0,+∞) → R definida por

L(t) = Jλ(twλ), onde t ∈ [0,+∞),

já estudada na Proposição 1.0.7, temos diretamente da Proposição 1.0.7 que

δλ = max
t∈∂D

L(t) < L(1) = Jλ(wλ) = cλ. (4.0.3)

Tomando ρ0 := min

{
cλ − δλ

2
,
δ

24

}
e S := B δ

3
(wλ) então, pelo [28, Lema 2.3], temos uma

deformação η que assegura que

(a) η(1, v) = v para todo v /∈ J−1
λ ([cλ − 2ρ0, cλ + 2ρ0]),

(b) η
(
1, Jcλ+ρ0

λ ∩ S
)

⊂ Jcλ−ρ0
λ , onde Jcλ+ρ0

λ :=
{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ cλ + ρ0

}
e

Jcλ−ρ0
λ :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ cλ − ρ0

}
(c) Jλ(η(1, v)) ≤ Jλ(v) para toda v ∈W 1,p

0 (Ω).

Agora, mostraremos que

max
t∈D̄

Jλ (η (1, twλ)) < cλ. (4.0.4)

Pelo item (c) e pela Proposição 1.0.7 temos, para t ̸= 1, que

Jλ (η (1, twλ)) ≤ Jλ (twλ) = L(t) < L(1) = Jλ(wλ) = cλ.

Logo,

Jλ (η (1, twλ)) < cλ, t ∈ D\{1}. (4.0.5)

Agora, vamos analisar quando t = 1. Primeiro, note que Jλ(wλ) = cλ < cλ + ρ0, o que

implica em

wλ ∈ Jcλ+ρ0
λ ∩ S.
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Então, pelo item (b), temos que η(1, wλ) ∈ Jcλ−ρ0
λ . Logo,

Jλ(η(1, wλ)) < cλ − ρ0 < cλ. (4.0.6)

Portanto, (4.0.5) e (4.0.6) garante que (4.0.4) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe t0 ∈ D de modo que η(1, t0wλ) ∈ Mλ. Pois

isto implicaria que

cλ ≤ Jλ(η(1, t0wλ)) ≤ max
t∈D̄

Jλ (η (1, t0wλ)) < cλ,

o que é uma contradição e portanto J ′
λ(wλ) = 0.

Assim, vamos definir Ψ1 : R → R dada por

Ψ1(t) =
1

t
J ′
λ (η(1, twλ)) η(1, twλ).

Observe que por (4.0.4) e pelo item (a), temos que η(1, twλ) = twλ em D. Logo, em D,

resulta que

Ψ1(t) =
1

t
J ′
λ (η(1, twλ)) η(1, twλ)

=
1

t
J ′
λ (twλ) (twλ)

= L′(t).

onde L′(t) foi analisada na Proposição 1.0.7. Assim, pelo grau topológico de Brower e pela

Proposição 1.0.7, obtemos que

deg (Ψ1, D, 0) = deg
(
L′, D, 0

)
= sgn

(
det

(
L′(t)

)′
(1)

)
= 1.

Logo, a função Ψ1 possui um zero em D, ou seja, existe t0 ∈ D tal que Ψ1(t0) = 0.

Consequentemente, pela definição de Ψ1, temos que

0 = J ′
λ (η(t0wλ)) η(t0wλ) = J ′

λ (t0wλ) (t0wλ).

Conclúımos assim que t0wλ ∈ Nλ. Além disso, pela Proposição 1.0.5, temos que∫
Ω
W (x)|t0wλ|γ dx = tγ0

∫
Ω
W (x)|w+

λ |
γ dx

≥ tγ0D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

> 0.

Portanto, conclúımos que t0wλ ∈ Mλ.

□
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Caṕıtulo 5

Existência de solução em M±
λ para

λ < λ∗

Neste caṕıtulo iremos mostrar a existência de solução nodal com energia mı́nima (ground-

state) para o problema (Pλ), quando λ < λ∗. Iniciaremos, mostrando que dλ é atingido em

M±
λ , isto é, existe wλ ∈ M±

λ tal que

dλ := inf
M±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Aqui também cabe ressaltar que a demonstração do resultado a seguir é análoga à reali-

zada na Proposição 2.0.1, pois como vimos no Caṕıtulo 1, além de M±
λ ser um subconjunto

de N±
λ , as estimativas envolvendo as funções u ∈ M±

λ apresentadas no Corolário 1.0.6 são

uma versão do Corolário 1.0.2.

Proposição 5.0.1. Se λ < λ∗, então existe wλ ∈ M±
λ de modo que

dλ := inf
M±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Demonstração. Pela Proposição 1.0.10 temos que dλ ∈ R. Então, pela definição de ı́nfimo,

temos que existe uma sequência (un) ⊂ M±
λ tal que

lim
n→+∞

Jλ(un) = dλ.

Afirmamos que tal sequência é limitada em W 1,p
0 (Ω). De fato, suponhamos, por absurdo,

que (un) seja ilimitada em W 1,p
0 (Ω). Então, existe uma subsequência (unk

), tal que

lim
k→+∞

∥unk
∥ = +∞.

Consequentemente, pela coercividade de Jλ sobre M±
λ (veja Corolário 1.0.6), obtemos que

dλ = lim
k→+∞

Jλ(unk
) ≥ lim

k→+∞
D1

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥unk

∥p = +∞,
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o que é contradiz o fato de que dλ ∈ R. Logo, como vimos na demonstração da Proposição

3.0.1, existe uλ ∈ W 1,p
0 (Ω) de tal modo que, a menos de uma subsequência, valem os

resultados a seguir: 

un ⇀ uλ, em W 1,p
0 (Ω),

un → uλ, q.t.p em Ω,

un → uλ, em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

∃hq ∈ Lq(Ω); |un| ≤ hq, ∀ n ∈ N, q.t.p em Ω.

Além disso, usando que as aplicações u→ u+ e u→ u− de Lr(RN ) em Lr(RN ) são cont́ınuas

(veja [12, Lema 2.3]) temos também, a menos de uma subsequência, que

u±n ⇀ u±λ , em W 1,p
0 (Ω),

u±n → u±λ , q.t.p em Ω,

u±n → u±λ , em Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

∃h±q ∈ Lq(Ω); |u±n | ≤ hq, ∀ n ∈ N, q.t.p em Ω.

(5.0.1)

Vamos mostrar agora que u±λ ̸= 0. Novamente argumentando por contradição, vamos

supor que u±λ = 0. Dado que (un) ⊂ M±
λ temos que J ′

λ(u
±
n )u

±
n = 0, para todo n, o que

equivale a dizer que

∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±n |pdx+

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx, ∀ n.

Donde pela definição de λ∗, segue que

0 <

(
λ∗ − λ

λ∗

)
∥u±n ∥p ≤

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx, ∀ n.

Por outro lado, desde que 1 < γ < p∗, temos, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (5.0.1) e por W ∈ L∞(Ω) que a seguinte convergência

ocorre

0 =

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx = lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx.

Assim teŕıamos

0 < lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|un|γdx = 0,

o que é um absurdo.

Além disso, afirmamos que

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx > 0. De fato, desde que 1 < γ < p∗,

temos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema 5.0.7), (5.0.1),

Corolário 1.0.6 e por W ∈ L∞(Ω), que

0 < D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

< lim
n→+∞

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx =

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx.
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Então, uma vez demonstrado que u±λ ̸= 0, temos, pela Proposição 1.0.7, que existe

um único t±uλ
> 0 tal que J ′

λ(t
±
uλ
u±λ )t

±
uλ
u±λ = 0, isto é, t±uλ

u±λ ∈ Nλ. Definindo wλ :=

t+uλ
u+λ + t−uλ

u−λ , note que

w+
λ = t+uλ

u+λ , w−
λ = t−uλ

u−λ

e

J ′
λ(w

±
λ )w

±
λ = J ′

λ(t
±
uλ
u±λ )t

±
uλ
u±λ = 0,

ou seja, wλ ∈ N±
λ . Portanto, vamos mostrar que

dλ := inf
M±

λ

Jλ = Jλ(wλ).

Vamos mostrar, primeiramente, que t±uλ
≥ 1. Note que usando que J ′

λ(u
±
n )u

±
n = 0, para

todo n, e por (5.0.1), temos que

∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±n |pdx+

∫
Ω
W (x)|u±n |γdx+ on(1)

= λ

∫
Ω
|u±λ |

pdx+

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx.

Então, pelo fato da norma ser fracamente semicont́ınua inferiormente e u±n ⇀ u±λ , obtemos

que ∫
Ω
|∇u±λ |

pdx = ∥u±λ ∥
p ≤ lim inf

n→+∞
∥u±n ∥p = λ

∫
Ω
|u±λ |

pdx+

∫
Ω
W (x)|u±λ |

γdx,

ou seja, J ′
λ(u

±
λ )u

±
λ ≤ 0. Portanto, pela Proposição 1.0.7, temos que t±uλ

≤ 1. Diante dessa

informação e usando que supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅, segue que

dλ ≤ Jλ(wλ)

= Jλ(t
+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )−
1

γ
J ′
λ(t

+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )(t
+
uλ
u+λ + t−uλ

u−λ )

=

[
Jλ(t

+
uλ
u+λ )−

1

γ
J ′
λ(t

+
uλ
u+λ )(t

+
uλ
u+λ )

]
+

[
Jλ(t

−
uλ
u−λ )−

1

γ
J ′
λ(t

−
uλ
u−λ )(t

−
uλ
u−λ )

]

=

(
1

p
− 1

γ

)
(t+uλ

)p
(∫

Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)

+

(
1

p
− 1

γ

)
(t−uλ

)p
(∫

Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)

=

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)

+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)
.

(5.0.2)
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Por outro lado, usando que λ < λ∗, obtemos que

0 ≤
(
λ∗ − λ

λ∗

)∫
Ω
|∇u±n |p ≤

(∫
Ω
|∇u±n |p − λ

∫
Ω
|u±n |pdx

)
, ∀ n.

Consequentemente, pela desigualdade (5.0.2) e pelo Lema de Fatou (veja Lema 5.0.6), temos

que

dλ ≤ Jλ(wλ)

≤
(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+λ |

p − λ

∫
Ω
|u+λ |

pdx

)

+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−λ |

p − λ

∫
Ω
|u−λ |

pdx

)

≤ lim inf
n→+∞

[(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u+n |p − λ

∫
Ω
|u+n |pdx

)

+

(
1

p
− 1

γ

)(∫
Ω
|∇u−n |p − λ

∫
Ω
|u−n |pdx

)]

≤ lim inf
n→+∞

[
Jλ(u

±
n )−

1

γ
J ′
λ(u

±
n )u

±
n

]

≤ lim inf
n→+∞

Jλ(u
±
n ) = dλ.

O que implica em dλ = Jλ(wλ), onde wλ := t+uλ
u+λ + t−uλ

u−λ .

No próximo resultado, vamos analisar duas funções, a saber: a função hv : [0,+∞) ×
[0,+∞) → R definida por

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−), onde (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞)

e a função ϕv : [0,+∞)× [0,+∞) → R2 definida por

ϕv(t, s) = (ϕv1(t, s), ϕ
v
2(t, s))

=

(
∂hv

∂t
(t, s),

∂hv

∂s
(t, s)

)
=

(
J ′
λ

(
tv+ + sv−

)
v+, J ′

λ

(
tv+ + sv−

)
v−

)
.

Lema 5.0.2. Seja λ < λ∗ e v ∈ M±
λ . Então,

hv(t, T ) < hv(1, 1) = Jλ(v), ∀ t, s ≥ 0

tal que (t, s) ̸= (1, 1). Além disso,

det(ϕv)′(1, 1) > 0,
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onde (ϕv)′ é a matriz Hessiana de hv ou a matriz Jacobiana de ϕv, dada por

(ϕv)′ (t, s) =


∂ϕv1
∂t

(t, s)
∂ϕv1
∂s

(t, s)

∂ϕv2
∂t

(t, s)
∂ϕv2
∂s

(t, s)

 ,

para todo (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞).

Demonstração. Considerando v ∈ M±
λ e usando que supp(v+) ∩ supp(v−) = ∅, obtemos

0 = J ′
λ(v)v

± = J ′
λ(v

+ + v−)v±.

Dáı,

ϕv(1, 1) =

(
∂hv

∂t
(1, 1),

∂hv

∂s
(1, 1)

)
= (J ′

λ(v
+ + v−)v+, J ′

λ(v
+ + v−)v−)

= (0, 0).

Assim, (1, 1) é ponto cŕıtico de hv.

Agora, pela definição de hv e por supp(v+) ∩ supp(v−) = ∅, tem-se

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇tv+ + sv−|pdx− λ

∫
Ω
|tv+ + sv−|pdx

)

−1

γ

∫
Ω
W (x)|tv+ + sv−|γdx

=
tp

p

∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

tp

p

∫
Ω
|v+|pdx− tp

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

+
sp

p

∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

sp

p

∫
Ω
|v−|pdx− sp

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Escrevendo

J+
λ (tv+) =

tp

p

∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

tp

p

∫
Ω
|v+|pdx− tp

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx (5.0.3)

e

J−
λ (sv−) =

sp

p

∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

sp

p

∫
Ω
|v−|pdx− sp

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx. (5.0.4)

Conclúımos que

hv(t, s) = J+
λ (tv+) + J−

λ (sv−). (5.0.5)

Afirmamos que hv possui um ponto de máximo global em (0,+∞)× (0,+∞). De fato,
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dividindo (5.0.3) por tγ , obtemos

J+
λ (tv+)

tγ
=
tp−γ

p

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

Desde que 1 < p < γ, λ < λ∗ e usando a veracidade do Corolário 1.0.6, temos

lim sup
t→+∞

J+
λ (tv+)

tγ
= −1

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx < 0.

Por outro lado, dividindo (5.0.3) por tp e usando que v ∈ M±
λ e a definição de λ∗, obtemos

J+
λ (tv+)

tp
=

1

p

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− tγ−p

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

≥ 1

p

(
λ∗ − λ

λ∗

)∫
Ω
|∇v+|pdx− tγ−p

γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

Desde que 1 < p < γ, λ < λ∗ e usando a veracidade do Corolário 1.0.6, resulta que

lim inf
t→0+

J+
λ (tv+)

tp
=

1

p

(
λ∗ − λ

λ∗

)∫
Ω
|∇v+|pdx > 0.

Utilizando o mesmo argumento para (5.0.4), temos que

lim sup
s→+∞

J−
λ (sv−)

sγ
< 0 e lim inf

s→0+

J−
λ (sv−)

sp
> 0. (5.0.6)

Portanto, utilizando (5.0.6) em (5.0.5), obtemos que

lim inf
|(t,s)|→0+

hv(t, s) > 0 e lim sup
|(t,s)|→+∞

hv(t, s) ≤ 0.

Assim, por continuidade, hv tem um ponto de máximo global para algum ponto (t, s) ∈
[0,+∞) × [0,+∞). Agora mostraremos que t, s > 0. De fato, supondo, por contradição,

que t = 0. Então, desde que v ∈ N±
λ e usando a veracidade da Proposição 1.0.7 e do

Corolário 1.0.6, temos que

hv(0, s) = Jλ(sv
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇(sv−)|pdx− λ

∫
Ω
|(sv−)|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|sv−|γdx

≤ sup
s≥0

Jλ(sv
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v−|γdx

= Jλ(v
−)

= hv(0, 1).
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Logo,

hv(0, s) ≤ hv(0, 1). (5.0.7)

Agora, desde que v− ∈ Mλ e pela Corolário 1.0.6, segue que Jλ(v
+), Jλ(v

−) > 0. Assim,

temos que

Jλ(v
−) < Jλ(v

+) + Jλ(v
−)

=
1

p

(∫
Ω
|∇v+ + v−|pdx− λ

∫
Ω
|v+ + v−|pdx

)
− 1

γ

∫
Ω
W (x)|v+ + v−|γdx

= Jλ(v)

= hv(1, 1).

De (5.0.7) e por este último resultado, conclúımos que

hv(1, 1) > Jλ(v
−) = hv(0, 1) ≥ hv(0, s)

o que é um contradição, pois (0, s) é máximo global e, consequentemente, t > 0. De modo

análogo, prova-se que s > 0.

Para finalizar vamos mostrar que (1, 1) é máximo global e det(ϕv)′(1, 1) > 0. Uma vez

que (t, s) e (1, 1) são pontos cŕıticos de hv, temos que

J ′
λ(tv

+)v+ = J ′
λ(Tsv

−)v− = 0.

Usando a Proposição 1.0.7, segue que

0 < t ≤ 1 e 0 < s ≤ 1.

Mostremos agora que hv não assume ponto de máximo global em [0, 1]×[0, 1]\{(1, 1)}. Com
efeito, pela caracterização e unicidade da projeção fornecida pela Proposição 1.0.7, temos

que

hv(t, s) = Jλ(tv
+ + sv−)

= Jλ(tv
+) + Jλ(sv

−)

< sup
t≥0

Jλ(tv
+) + sup

s≥0
Jλ(sv

−)

= Jλ(v
+) + Jλ(v

−)

= Jλ(v)

= hv(1, 1).

Isto mostra que (1, 1) é máximo global de hv(t, s).
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Prossigamos agora para mostrar que det(ϕv)′(1, 1) > 0. Considere, primeiramente, que

g1(t) = ϕv(t, s)

= J ′
λ(tv

+ + sv−)v+

= J ′
λ(tv

+)v+

= tp−1

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− tγ−1

∫
Ω
W (x)|v+|γdx

e

g2(s) = ϕv(t, s)

= J ′
λ(tv

+sv−)v−

= J ′
λ(sv

−)v−

= sp−1

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− sγ−1

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Note que
∂ϕv

∂t
(t, s) =

∂ϕv

∂s
(t, s) = 0. Logo, vem que

ϕ′v(t, s) =

g
′
1(t) 0

0 g′2(s)

 .

Então, pelas definições de g1 e g2, temos que

g′1(t) =
∂ϕv

∂t
(t, s)

= (p− 1)tp−2

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− (γ − 1)tγ−1

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

e

g′2(s) =
∂ϕv

∂s
(t, s)

= (p− 1)sp−2

(∫
Ω
|∇v−|pdx− λ

∫
Ω
|v−|pdx

)
− (γ − 1)sγ−1

∫
Ω
W (x)|v−|γdx.

Consequentemente, vem que

g′1(1) = (p− 1)

(∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx

)
− (γ − 1)

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.

Agora, desde que (1, 1) é ponto cŕıtico de hv, segue que J ′
λ(v

+)v+ = 0. Logo,∫
Ω
|∇v+|pdx− λ

∫
Ω
|v+|pdx =

∫
Ω
W (x)|v+|γdx.
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Portanto, usando que p < γ < p∗ e o Corolário 1.0.6, temos que

g′1(1) = p

∫
Ω
W (x)|v+|γdx− γ

∫
Ω
W (x)|v+|γdx = −(γ − p)

∫
Ω
W (x)|v+|γdx < 0.

De modo análogo, podemos mostrar que g′2(1) < 0. E assim finalmente conclúımos a de-

monstração do lema provando que

det(ϕv)′(1, 1) = g′1(1).g
′
2(1) > 0.

5.0.1 Demonstração do Teorema 0.0.4

Utilizando os argumentos encontrados em [5], [10, Lema 3.2], [19], [20, Lema 3.5] vamos

mostrar que a função wλ, encontrada na Proposição 5.0.1, que atinge a energia mı́nima dλ

em M±
λ é ponto cŕıtico de Jλ. Com efeito, suponha, por contradição, que wλ não seja ponto

cŕıtico de Jλ. Logo, existe φ0 ∈W 1,p
0 (Ω)\{0} e α > 0 tal que

J ′
λ(wλ)φ0 = α > 0.

Pela continuidade de J ′
λ, existe ρ > 0 tal que

J ′
λ(v)φ0 =

α

2
> 0, ∀ v ∈ Bρ(wλ).

Vamos definir D :=

[
1

2
,
3

2

]
×
[
1

2
,
3

2

]
e considerando a função hwλ : [0,+∞)× [0,+∞) → R

definida por

hwλ(t, s) = Jλ(tw
+
λ + sw−

λ ), onde (t, s) ∈ [0,+∞)× [0,+∞),

já estudada no Lema 5.0.2, temos diretamente do Lema 5.0.2 que

δλ = max
(t,s)∈∂D

hwλ(t, s) < hwλ(1, 1) = Jλ(wλ) = dλ. (5.0.8)

Tomando ρ0 := min

{
dλ − δλ

2
,
δ

24

}
e S := B δ

3
(wλ) então, pelo [28, Lema 2.3], temos uma

deformação η que assegura que

(a) η(1, v) = v para todo v /∈ J−1
λ

([
dλ − 2ρ0, dλ + 2ρ0

])
,

(b) η
(
1, Jdλ+ρ0

λ ∩ S
)

⊂ Jdλ−ρ0
λ , onde Jdλ+ρ0

λ :=
{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ dλ + ρ0

}
e

Jdλ−ρ0
λ :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : Jλ(v) ≤ dλ − ρ0

}
(c) Jλ(η(1, v)) ≤ Jλ(v) para toda v ∈W 1,p

0 (Ω).
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Agora, mostraremos que

max
(t,s)∈D̄

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ. (5.0.9)

Pelo item (c) e o Lema 5.0.2 temos, para (t, s) ̸= (1, 1), que

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
≤ Jλ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
= hwλ(t, s) < hwλ(1, 1) = Jλ(wλ) = dλ.

Logo,

Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ, (t, s) ∈ D\{(1, 1)}. (5.0.10)

Agora, vamos analisar quando (t, s) = (1, 1). Primeiro, note que Jλ(wλ) = dλ < dλ+ ρ0

o que implica em

wλ ∈ Jdλ+ρ0
λ ∩ S.

Então, pelo item (b), temos que η(1, wλ) ∈ Jdλ−ρ0
λ . Logo,

Jλ(η(1, wλ)) < dλ − ρ0 < dλ. (5.0.11)

Portanto, (5.0.10) e (5.0.11) garante que (5.0.9) ocorre.

Para finalizar, vamos mostrar que existe (t0, s0) ∈ D de modo que η(1, t0w
+
λ + s0w

−
λ ) ∈

M±
λ . Pois isto implicaria que

dλ ≤ Jλ(η(1, t0w
+
λ + s0w

−
λ ))

≤ max(t,s)∈D̄ Jλ
(
η
(
1, tw+

λ + sw−
λ

))
< dλ,

o que é uma contradição e portanto J ′
λ(wλ) = 0. Assim, vamos definir as seguintes funções

κ(t, s) := η(1, tw+
λ + sw−

λ ) e Ψ1 : R2 → R2 dadas por

Ψ1(t, s) =

(
1

t
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

+,
1

s
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

−
)
.

Observe que por (5.0.9) e pelo item (a), temos que

κ(s, t) = η(1, tw+
λ + sw−

λ ) = tw+
λ + sw−

λ em D. (5.0.12)

Logo, em D, temos que

Ψ1(t, s) =

(
1

t
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

+,
1

s
J ′
λ (κ(t, s))κ(t, s)

−
)

=
(
J ′
λ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
w+
λ , J

′
λ

(
tw+

λ + sw−
λ

)
w−
λ

)
= ϕwλ(t, s),

onde ϕwλ foi analisada no Lema 5.0.2. Assim, pelo grau topológico de Brower e pelo Lema
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5.0.2, obtemos que

deg (Ψ1, D, (0, 0)) = deg (ϕwλ , D, (0, 0)) = sgn
(
det (ϕwλ)′ (1, 1)

)
= 1.

Logo, a função Ψ1 possui um zero em D, ou seja, existe (t0, s0) ∈ D tal que Ψ1(t0, s0) =

(0, 0). Consequentemente, pela definição de Ψ1 e por (5.0.12), resulta que

0 = J ′
λ (κ(t0, s0))κ(t0, s0)

± = J ′
λ

(
t0w

+
λ + s0w

−
λ

)
(t0w

+
λ + s0w

−
λ )

±. (5.0.13)

E aplicando o Lema 3.0.2 em (5.0.13), conclúımos que t0w
+
λ + s0w

−
λ ∈ N±

λ . Além disso,

pelo Corolário 1.0.6, temos que∫
Ω
W (x)|t0w+

λ + s0w
−
λ |

γ dx = tγ0

∫
Ω
W (x)|w+

λ |
γ dx+ sγ0

∫
Ω
W (x)|w−

λ |
γ dx

≥ (tγ0 + sγ0)D3

(
λ∗ − λ

λ∗

) γ
γ−p

> 0.

Portanto, temos que t0w
+
λ + s0w

−
λ ∈ M±

λ .
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Apêndice I - Estudo do Funcional

Energia Jλ

Neste caṕıtulo vamos mostrar que o funcional energia Jλ : W 1,p
0 (Ω) → R associado ao

problema é de classe C1.

Definição 5.0.1. Dado um espaço de Banach X e um funcional I : X → R. Dizemos que

I possui uma Derivada de Gâteaux em u ∈ X quando existir um funcional linear T0 ∈ X ′

(em que X ′ denota o espaço dual de X) tal que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0, para todo v ∈ X.

A Derivada de Gâteaux no ponto u, quando existir, é única. A qual denotaremos simples-

mente por DI(u).

Definição 5.0.2. Dado um espaço de Banach X e um funcional I : X → R. Dizemos que

I possui uma Derivada de Fréchet em u ∈ X quando existir um funcional linear T0 ∈ X ′

tal que

lim
∥v∥→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

∥v∥
= 0, para todo v ∈ X.

A Derivada de Fréchet no ponto u, quando existir, é única. A qual denotaremos simples-

mente por I ′(u).

Definição 5.0.3. Uma solução clássica de (Pλ) é uma função u ∈ C2(Ω) tal que

−∆pu = λ|u|p−2u+W (x)|u|γ−2u, (5.0.14)

para todo x ∈ Ω, e

u(x) = 0, (5.0.15)

para todo x ∈ ∂Ω.

Agora, se u é uma solução no sentido da Definição 5.0.3, então multiplicando ambos os

membros da equação (5.0.14) por φ ∈ C∞
0 (Ω), obtemos

(−∆pu)φ = λ|u|p−2uφ+W (x)|u|γ−2uφ. (5.0.16)
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E integrando sobre Ω ambos os membros dessa última igualdade, vem que∫
Ω
(−∆pu)φ dx =

∫
Ω
λ|u|p−2uφ dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uφ dx. (5.0.17)

Relembrando o Teorema da Divergência e utilizando o Teorema 5.0.11, temos que

∫
Ω

(−∆pu)φ dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
∂Ω

∂u
∂ηφ dS

=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φ dx.

Consequentemente, substituindo essa última expressão em (5.0.17), temos∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φ dx =

∫
Ω
λ|u|p−2uφ dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uφ dx, (5.0.18)

para toda φ ∈ C∞
0 (Ω). Seja v ∈W 1,p

0 (Ω) e utilizando o fato que C∞
0 (Ω) =W 1,p

0 , segue que

existe (φn) ⊂ C∞
0 (Ω) tal que

∥φn − v∥
W 1,p

0
→ 0

e ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φn dx =

∫
Ω
λ|u|p−2uφn dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uφn dx. (5.0.19)

Fazendo n→ +∞, obtemos∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx =

∫
Ω
λ|u|p−2uv dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uv dx. (5.0.20)

E, assim, ao analisar essa última identidade (5.0.20), somos conduzidos à definição de

solução fraca de Pλ.

Definição 5.0.4. Uma solução fraca de Pλ é uma função u ∈W 1,p
0 (Ω) tal que∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx =

∫
Ω
λ|u|p−2uv dx+

∫
Ω
W (x)|u|γ−2uv dx,

para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Observação 1. A função v ∈W 1,p
0 (Ω) é chamada de Função Teste.

Proposição 5.0.3. O funcional Jλ(u) :W
1,p
0 (Ω) → R dado por

Jλ(u) =
1

p

∫
Ω
|∇u|pdx− 1

p
λ

∫
Ω
|u|pdx− 1

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx
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é de classe C1(W 1,p
0 (Ω),R), com

J ′
λ(u)v =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v dx− λ

∫
Ω
|u|p−2 u v dx−

∫
Ω
W (x)|u|γ−2 u v dx,

para todo u, v ∈W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Assumindo

J1(u) =
1

p

∫
Ω
|∇u|pdx, J2(u) =

1

p

∫
Ω
|u|p dx e J3(u) =

1

γ

∫
Ω
W (x)|u|γdx,

segue que

Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u)− J3(u). (5.0.21)

Sendo assim, devemos mostrar que J1, J2, J3 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R) para obtermos o resultado

desejado. Em outras palavras, devemos mostrar que a derivada de Gâteaux de J1, J2, J3

existem e são cont́ınuas.

Existência da derivada de Gâteaux para [J1]: Sejam u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) e considere

t ∈ R tal que 0 < |t| < 1 e a função φ : [0, 1] → R dada por

φ(s) =
|∇(u+ stv)|p

p
.

Dado isso, tem-se

(a) φ′(s) = |∇(u+ stv)|p−2∇(u+ stv) t∇v;

(b) φ(1) =
|∇(u+ stv)|p

p
;

(b) φ(0) =
|∇u|p

p
.

Desde que φ é diferenciável em (0, 1) e cont́ınua em [0, 1], então podemos utilizar o Teorema

do Valor Médio (veja Teorema 5.0.4). Logo, existe θ ∈ (0, 1) tal que

φ(1)− φ(0) = φ′(θ).

Em outros termos,

1

p
(|∇(u+ stv)|p − |∇u|p) = |∇(u+ stv)|p−2∇(u+ stv) t∇v

o que implica em

1

p
(|∇(u+ stv)|p − |∇u|p)

t
= |∇(u+ stv)|p−2∇|(u+ stv)|∇v. (5.0.22)
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Logo,

lim
t→0

1

p
(|∇(u+ stv)|p − |∇u|p)

t
= |∇(u)|p−2∇|u|∇v, (5.0.23)

em quase todo ponto em Ω. Agora observe que

|∇(u+ stv)|p−2∇|(u+ stv)| ∇v ≤ |∇(u+ stv)|p−1 |∇v|

≤ (|∇u|+ |∇v|)p−1 |∇v|.
(5.0.24)

Como |∇u|, |∇v| ∈ Lp(Ω) e este trata-se de um espaço vetorial, então

|∇u|+ |∇v| ∈ Lp(Ω). (5.0.25)

Consequentemente,

(|∇u|+ |∇v|)p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω).

E desde que p
p−1 e p são expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Hölder, conclúımos

que

(|∇u|+ |∇v|)p−1∇v ∈ L1(Ω). (5.0.26)

Assim, por (5.0.23) e (5.0.24), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), o que advém em

lim
t→0

∫
Ω

1

p
(|∇(u+ stv)|p − |∇u|p)

t
dx =

∫
Ω
|∇(u)|p−2∇u∇v dx.

E, portanto, existe a derivada de Gâteaux de J1 em u, com

DJ1(u) =

∫
Ω
|∇(u)|p−2∇u∇v dx, para toda v ∈W 1,p

0 (Ω).

Continuidade da derivada de Gâteaux para [J1]: Seja (un) ∈W 1,p
0 (Ω) tal que un → u

em W 1,p
0 . Segue que

|∇un| → |∇u| em Lp(Ω).

Logo, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequência (unk
) e

uma função f ∈ Lp(Ω) tal que

|∇unk
(x)| → |∇u(x)| q.t.p., em Ω, (5.0.27)

e

|∇unk
(x)| ≤ f, q.t.p., em Ω. (5.0.28)
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Agora, para toda v ∈W 1,p
0 (Ω), com ∥v∥ ≤ 1, temos

|DJ1(unk
)−DJ1(u)| =

∣∣∣∣∫
Ω
|∇unk

|p−2∇unk
∇v dx−

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω
(|∇unk

|p−2∇unk
dx− |∇u|p−2∇u)∇v dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω
||∇unk

|p−2∇unk
dx− |∇u|p−2∇u||∇v| dx.

Desde que |∇unk
|p−2∇unk

dx − |∇u|p−2∇u ∈ L
p

p−1 (Ω) e que p
p−1 e p são expoentes conju-

gados, então, pela Desigualdade de Hölder, tem-se

|DJ1(unk
)−DJ1(u)| ≤ ∥|∇unk

|p−2∇unk
− |∇u|p−2∇u∥

L
p

p−1
∥∇v∥Lp .

E da imersão cont́ınua de W 1,p
0 (Ω) em Lp(Ω), vem que

|DJ1(unk
)−DJ1(u)| ≤ ∥|∇unk

|p−2∇unk
− |∇u|p−2∇u∥

L
p

p−1
∥∇v∥Lp

≤ Cp∥|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u∥
L

p
p−1

.

(5.0.29)

Por outro lado, de (5.0.27), temos

|∇unk
(x)| ≤ k.

Segue que,∣∣|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u
∣∣ p
p−1 ≤

∣∣|∇unk
|p−2∇unk

+ |∇u|p−2∇u
∣∣ p
p−1

≤
[
k(|∇unk

|p−2 + |∇u|p−2)
] p
p−1

≤ k
p

p−1
(
|∇unk

|p−1 + |∇u|p−1
) p

p−1

≤ k
p

p−1 (fp + |∇u|p)
p

p−1

≤ k
p

p−1 (fp + |∇u|p) .

Como f, |∇u| ∈ Lp segue que fp, |∇u|p ∈ L1(Ω) e desde que L1(Ω) é um espaço vetorial,

temos que fp + |∇u|p ∈ L1(Ω). E, assim, pelo Teorema da Convergência Dominada (veja

Teorema 5.0.7), obtemos

lim
n→+∞

∫
Ω

∣∣|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u
∣∣ p
p−1 dx = 0,
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ou seja,

∥|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u∥
L

p
p−1

→ 0 quando k → +∞. (5.0.30)

Retornando à expressão (5.0.29) e aplicando a norma em W−1,p′

0 (Ω), temos

∥ DJ1(unk
)−DJ1(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
:= sup

∥v∥≤1
|DJ1(unk

)−DJ1(u)|

≤ Cp∥|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u∥
L

p
p−1

.

E de (5.0.30), conclúımos que

∥ DJ1(unk
)−DJ1(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
→ 0 quando k → +∞.

Em outras palavras, a derivada de Gâteaux de J1 é cont́ınua. Por conseguinte, J1 ∈
C1(W 1,p

0 (Ω),R) e

DJ1(u) = J ′
1(u) =

∫
Ω
|∇(u)|p−2∇u∇v dx. (5.0.31)

para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Procedendo de forma análoga, demonstraremos agora que também J2 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R).

Existência da derivada de Gâteaux para [J2]: Sejam u, v ∈W 1,p
0 (Ω) e considere t ∈ R

tal que 0 < |t| < 1 e a função f : [0, 1] → R dada por

f(s) =
|(u+ stv)|p

p
.

Dado isso, tem-se

(a) f ′(s) = |(u+ stv)|p−2 |(u+ stv)| tv;

(b) f(1) =
|(u+ stv)|p

p
;

(b) f(0) =
|u|p

p
.

Desde que f é diferenciável em (0, 1) e cont́ınua em [0, 1], então, pelo Teorema do Valor

Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(1)− f(0) = f ′(θ).

Em outros termos,

1

p
(|(u+ stv)|p − |u|p) = |(u+ stv)|p−2(u+ stv)tv

68



o que implica em

1

p
(|(u+ stv)|p − |u|p)

t
= |(u+ stv)|p−2|u+ stv|v. (5.0.32)

Logo,

lim
t→0

1

p
(|(u+ stv)|p − |u|p)

t
= |(u)|p−2u v, (5.0.33)

em quase todo ponto em Ω.

Agora observe que pela identidade (5.0.32), temos

|(u+ stv)|p−2 (u+ stv) v ≤ |(u+ stv)|p−1 |v|

≤ |u+ v|p−1 |v|.
(5.0.34)

Como u, v ∈ Lp(Ω) e este trata-se de um espaço vetorial, então

u+ v ∈ Lp(Ω). (5.0.35)

Consequentemente, temos que

|u+ v|p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω).

E desde que p
p−1 e p são expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Hölder, con-

clúımos que

|u+ v|p−1 v ∈ L1(Ω). (5.0.36)

Assim, por (5.0.33) e (5.0.34), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), o que advém em

lim
t→0

∫
Ω

1

p
(|(u+ stv)|p − |u|p)

t
dx =

∫
Ω
|u|p−2u v dx.

E, portanto, existe a derivada de Gâteaux de J2 em u, com

DJ2(u) =

∫
Ω
|u|p−2 u v dx,

para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Continuidade da derivada de Gâteaux para [J2]: Seja (un) ∈W 1,p
0 (Ω) tal que un → u

em W 1,p
0 , temos que
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|un| → |u| em Lp(Ω)

.

Logo, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequência (unk
) e

uma função g ∈ Lp(Ω) tal que

|unk
(x)| → |u(x)| q.t.p., em Ω, (5.0.37)

e

|unk
(x)| ≤ g, q.t.p., em Ω. (5.0.38)

Segue que ∣∣|unk
|p−2unk

− |u|p−2u
∣∣ p
p−1 ≤

∣∣|unk
|p−2unk

+ |u|p−2u
∣∣ p
p−1

≤
[
j(|unk

|p−2 + |u|p−2)
] p
p−1

≤ j
p

p−1
(
|unk

|p−1 + |u|p−1
) p

p−1

≤ j
p

p−1 (gp + |u|p)
p

p−1

≤ j
p

p−1 (gp + |u|p) .

Como g, |u| ∈ Lp(Ω) segue que gp, |u|p ∈ L1(Ω) e desde que L1(Ω) é um espaço vetorial,

então gp + |u|p ∈ L1(Ω). E, assim, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver Teorema

5.0.7), obtemos

lim
n→+∞

∫
Ω

∣∣|∇unk
|p−2∇unk

− |∇u|p−2∇u
∣∣ p
p−1 dx = 0,

ou seja,

∥|unk
|p−2unk

− |u|p−2u∥
L

p
p−1

→ 0 quando k → +∞. (5.0.39)

Por outro lado, para toda w ∈W 1,p
0 (Ω), com ∥w∥ ≤ 1, temos

|DJ2(unk
)−DJ2(u)| =

∣∣∣∣∫
Ω
|unk

|p−2unk
w dx−

∫
Ω
|u|p−2uw dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω
(|unk

|p−2unk
dx− |u|p−2u)w dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω
||unk

|p−2unk
dx− |u|p−2u||w| dx.

Desde que |unk
|p−2unk

− |u|p−2u ∈ L
p

p−1 (Ω) e que p
p−1 e p são expoentes conjugados, então,

70



pela Desigualdade de Hölder, tem-se

|DJ2(unk
)−DJ2(u)| ≤ ∥|unk

|p−2unk
− |u|p−2u∥

L
p

p−1
∥w∥Lp .

E da imersão cont́ınua de W 1,p
0 (Ω) em Lp(Ω), vem que

|DJ2(unk
)−DJ2(u)| ≤ ∥|unk

|p−2unk
− |u|p−2u∥

L
p

p−1
∥w∥Lp

≤ Sp∥|unk
|p−2unk

− |u|p−2u∥
L

p
p−1

.
(5.0.40)

Agora, aplicando a norma em W−1,p′

0 (Ω), temos

∥ DJ2(unk
)−DJ2(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
:= sup

∥v∥≤1
|DJ2(unk

)−DJ2(u)|

≤ Sp∥|unk
|p−2unk

− |u|p−2u∥
L

p
p−1

.

E de (5.0.39), conclúımos que

∥ DJ2(unk
)−DJ2(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
→ 0 quando k → +∞.

Donde conclúımos que a derivada de Gâteaux de J2 é cont́ınua. Portanto, J2 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R)

e

DJ2(u) = J ′
2(u) =

∫
Ω
|u|p−2 u v dx, (5.0.41)

para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Finalmente, utilizando argumentos semelhantes aos utilizados para demonstrar que

J1, J2 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R), verificaremos que J3 ∈ C1(W 1,p

0 (Ω),R ).

Existência da derivada de Gâteaux para [J3]: Sejam u, v ∈W 1,p
0 (Ω) e considere t ∈ R

tal que 0 < |t| < 1 e a função ϕ : [0, 1] → R dada por

ϕ(s) =
|(u+ stv)|γ

γ
.

Dado isso, tem-se

(a) ϕ′(s) = |(u+ stv)|γ−2|(u+ stv)|t v;

(b) ϕ(1) =
|(u+ stv)|γ

γ
;

(b) ϕ(0) =
|u|γ

γ
.

Desde que ϕ é diferenciável em (0, 1) e cont́ınua em [0, 1], podemos aplicar o Teorema do

Valor Médio. Dáı, existe θ ∈ (0, 1) tal que

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ).
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Em outros termos,

1

γ
(|(u+ stv)|γ − |u|γ) = |(u+ stv)|γ−2|(u+ stv)|tv.

o que implica em

|(u+ stv)|γ − |u|γ

t γ
= |(u+ stv)|γ−2|(u+ stv)|v. (5.0.42)

Ademais, para cada sequência |tn| → 0 quando n→ 0, temos que

|(u+ stnv)|γ − |u|γ

tn γ
→ |u|γ−2|u| v, q.t.p. em Ω. (5.0.43)

Perceba que pela identidade (5.0.42), temos

|(u+ stv)|γ−2 |(u+ stv)| v ≤ |(u+ stv)|γ−1 |v|

≤ (|u|+ |v|)γ−1 |v|.
(5.0.44)

Sendo Lγ(Ω) um espaço vetorial e |u|, |v| ∈ Lγ(Ω), então

|u|+ |v| ∈ Lγ(Ω). (5.0.45)

Consequentemente,

(|u|+ |v|)γ−1 ∈ L
γ

γ−1 (Ω).

Desde que γ
γ−1 e γ são expoentes conjugados, usando a Desigualdade de Hölder, conclúımos

que

(|u|+ |v|)γ−1 v ∈ L1(Ω). (5.0.46)

Assim, por (5.0.43) e (5.0.44), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (ver Teorema 5.0.7), então

lim
tn→0

J3(u+ tnv)− J3(u)

tn
dx = lim

tn→0

∫
Ω
W (x)|(u+ tnv)|γdx−

∫
Ω
W (x)|(u)|γdx

tnγ

= lim
tn→0

∫
Ω
W (x)

(
|(u+ tnv)|γ − |(u)|γ

tnγ

)
dx

=

∫
Ω
W (x)

(
lim
tn→0

|(u+ tnv)|γ − |(u)|γ

tnγ

)
dx

=

∫
Ω
W (x)|u|γ−2|u| vdx.

E, portanto, existe a derivada de Gâteaux de J1 em u, com

DJ3(u) =

∫
Ω
W (x)|u|γ−2|u| vdx,
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para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Continuidade da derivada de Gâteaux para [J3]: Seja (un) ∈W 1,p
0 (Ω) tal que un → u

em W 1,p
0 . Desde que γ ∈ [1, q∗), pelo Teorema 5.0.14, temos que

|un(x)| → |u(x)| em Lγ(Ω).

Assim, pelo Teorema de Vainberg (veja Tereorma 5.0.8), existe uma subsequência (unk
) e

uma função h ∈ Lγ(Ω) tal que

|unk
(x)| → |u(x)| q.t.p., em Ω, (5.0.47)

e

|unk
(x)| ≤ h. (5.0.48)

Agora, para toda v ∈W 1,p
0 (Ω). com ∥v∥ ≤ 1, temos

|DJ3(unk
)−DJ3(u)| =

∣∣∣∣∫
Ω
W (x)|unk

|γ−2|unk
|v dx−

∫
Ω
W (x)|u|γ−2|u|v dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω
W (x)(|unk

|γ−2|unk
| − |u|γ−2|u|v )dx

∣∣∣∣
≤ ∥W∥∞

∫
Ω
||unk

|γ−2|unk
| dx− |u|γ−2u||v| dx.

Desde que |unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2|u| ∈ L
γ

γ−1 (Ω) e que γ
γ−1 e γ são expoentes conjugados,

então, pela Desigualdade de Hölder, tem-se

|DJ3(unk
)−DJ3(u)| ≤ ∥W∥∞||unk

|γ−2|unk
| − |u|γ−2u∥

L
γ

γ−1
∥v∥Lγ .

E da imersão cont́ınua de W 1,p
0 (Ω) em Lγ(Ω), segue que

|DJ3(unk
)−DJ3(u)| ≤ ∥W∥∞||unk

|γ−2|unk
| − |u|γ−2|u|∥

L
γ

pγ−1
∥v∥Lγ

≤ Cγ∥W∥∞∥|unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2u∥
L

γ
γ−1

.

(5.0.49)

Por outro lado, de (5.0.47), temos

|unk
(x)| ≤ r.
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Segue que, ∣∣|unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2|u|
∣∣ γ
γ−1 ≤

∣∣|unk
|γ−2|unk

|+ |u|γ−2|u|
∣∣ γ
γ−1

≤
[
r(|unk

|γ−2 + |u|γ−2)
] γ
γ−1

≤ r
γ

γ−1
(
|unk

|γ−1 + |u|γ−1
) γ

γ−1

≤ r
γ

γ−1 (hγ + |u|γ)
γ

γ−1

≤ r
γ

γ−1 (hγ + |u|γ) .

Como h, |u| ∈ Lp(Ω) segue que hp, |u|p ∈ L1(Ω) e desde que L1(Ω) é um espaço vetorial,

temos que hp + |u|p ∈ L1(Ω). E, assim, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver

Teorema 5.0.7), obtemos

lim
n→+∞

∫
Ω

∣∣|unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2|u|
∣∣ γ
γ−1 dx = 0,

ou seja,

∥|unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2u∥
L

γ
γ−1

→ 0 quando k → +∞. (5.0.50)

Retornando à expressão (5.0.49) e aplicando a norma em W−1,p′

0 (Ω), temos

∥ DJ3(unk
)−DJ3(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
:= sup

∥v∥≤1
|DJ3(unk

)−DJ3(u)|

≤ Cγ∥W∥∞∥|unk
|γ−2|unk

| − |u|γ−2|u|∥
L

γ
γ−1

.

E de (5.0.50), conclúımos que

∥ DJ3(unk
)−DJ3(u)∥W−1,p′

0 (Ω)
→ 0 quando k → +∞.

Em outras palavras, a derivada de Gateaux de J3 é cont́ınua. Assim, J3 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R)

e

DJ3(u) = J ′
3(u) =

∫
Ω
W (x)|u|γ−2|u| vdx, (5.0.51)

para toda v ∈W 1,p
0 (Ω).

Portanto, conclúımos que

Jλ(u) :W
1,p
0 (Ω) → R

é de classe C1(W 1,p
0 (Ω),R). Além disso, por (5.0.21), (5.0.31), (5.0.41) e (5.0.51), obtemos

que

J ′
λ(u)v =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v dx− λ

∫
Ω
|u|p−2 u v dx−

∫
Ω
W (x)|u|γ−2 u v dx,

para todo u, v ∈W 1,p
0 (Ω).
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Apêndice II - Resultados Clássicos

Definição 5.0.5. [7] Seja S um subconjunto de R. Se S é cotado inferiormente, uma cota

inferior de S se diz ı́nfimo (ou maior cota inferior) de S se é maior do que qualquer outra

cota inferior de S. Em outras palavras, um número u ∈ R se diz ı́nfimo de um subconjunto

S de R se satisfaz as duas condições:

(i) u ≤ s para todo s ∈ S;

(ii) se v é um número tal que v ≤ s para todo s ∈ S, então v ≤ u.

Teorema 5.0.4 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua

definida em um intervalo fechado [a, b]. Suponha que f seja derivável no intervalo aberto

(a, b). Então, existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Demonstração. Veja [16].

Teorema 5.0.5 (Teorema da Função Impĺıcita). Da da função f : U → R, de classe Ck

(k ≥ 1) no aberto U ⊂ Rn+1, seja (x0, y0) tal que f(x0, y0) = c e
∂f

∂y
(x0, y0) ̸= 0. Existem

uma bola B = B(x0; δ) e um intervalo J = (y0 − ϵ, y0 + ϵ) com as seguintes propriedades:

1) B × J̄ ⊂ U e
∂f

∂y
(x, y) ̸= 0 para todo (x, y) ∈ B × J̄ ;

2) Para todo x ∈ B existe um único y = ξ(x) ∈ J tal que f(x, y) = f(x, ξ(x)) = c.

A função ξ : B → J , assim definida, é de classe Ck e suas derivadas parciais em cada

ponto x ∈ B são dadas por

∂ξ

∂xi
(x) =

∂f

∂xi
(x, ξ(x))

∂f

∂y
(x, ξ(x))

.

Demonstração. Veja [24].

Lema 5.0.6 (Lema de Fatou). Se (fn) é uma sequência de funções mensuráveis, não

negativas e definidas em Ω, então∫
Ω

(lim inf fn) dx ≤ lim inf

∫
Ω

fn dx.
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Demonstração. Veja [6].

Teorema 5.0.7 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma sequência

de funções integráveis com convergência q.t.p para uma função real mensurável f . Se existe

uma função integrável g, tal que |fn| ≤ g, para todo n ∈ N. Então f é integrável e

lim

∫
Ω

fn dx =

∫
Ω

f dx.

Demonstração. Veja [6].

Teorema 5.0.8 (de Vainberg). Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então, existe (fnk
) ⊂ (fn) e uma função g ∈ Lp(Ω) tal que

|fnk
| ≤ g(x) quase toda parte em Ω

e

fnk
(x) → f(x) quase toda parte em Ω.

Demonstração. Veja [11].

Teorema 5.0.9. Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) que converge q.t.p para uma função

mensurável f . Se existe g ∈ Lp(Ω), tal que

|fn(x)| ≤ g(x), x ∈ Ω, n ∈ N.

Então f ∈ Lp(Ω) e (fn) converge para f , em Lp(Ω).

Demonstração. Veja [6].

Teorema 5.0.10 (Desigualdade de Hölder). Seja 1 < p, q < +∞,
1

p
+

1

q
= 1. Então se u ∈ Lp(Ω), v∈ Lq(Ω), temos

∫
Ω

|uv| dx ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lq(Ω).

Demonstração. Veja [18].

Teorema 5.0.11. Seja u, v ∈ C2(Ω̄). Então

(i)

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂u
∂ηdS,

(ii)

∫
Ω

∇u∇v dx = −
∫
Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

∂v
∂ηu dS,
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(iii)

∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

u∂v
∂η − v ∂u

∂η dS.

Demonstração. Veja [18].

Teorema 5.0.12 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN aberto e limitado. Então

existe uma constante C > 0, dependendo somente de Ω, tal que∫
Ω

u2 dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2 dx, ∀ u ∈ H1
0 (Ω)

Demonstração. Veja [4] e [11].

Teorema 5.0.13 (Imersões de Sobolev). Sejam Ω um domı́nio satisfazendo a propriedade

do cone, m > 0 e 1 ≤ p <∞. Então, para qualquer j > 0 as imersões abaixo são cont́ınuas:

(I) se mp < n, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde p ≤ q ≤ np

n−mp
,

(II) se mp = n, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde p ≤ q <∞,

(III) se mp > n, W j+m,p ↪→ Cj
b (Ω),

(IV) se p(m− 1) < n < mp e Ω tem a propriedade de Lipschitz local:

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj+λ(Ω̄), onde 0 < λ ≤ m− n

p

Demonstração. Veja [17].

Teorema 5.0.14 (Imersão Compacta de Rellich-Kondrachov). Sejam Ω um domı́nio sa-

tisfazendo a propriedade do cone, m > 0 e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j > 0 as

imersões abaixo são compactas:

(I) se mp < n, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde 1 ≤ q ≤ np

n−mp
,

(II) se mp = n, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde 1 ≤ q <∞,

(III) se mp > n, W j+m,p ↪→ Cj
b (Ω) e W

j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω),

onde 1 ≤ q <∞,

(IV) se mp > n e Ω tem a propriedade de Lipschitz local:

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj(Ω̄),

(V) se p(m− 1) < n < mp e Ω tem a propriedade de Lipschitz local:

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj+λ(Ω̄), onde 0 < λ ≤ m− n

p

Demonstração. Veja [17].
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