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RESUMO

Neste trabalho, é proposta uma metodologia para a identificação de modelos nebulosos evolutivos
para sistemas dinâmicos não lineares, com múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO), baseada
nos algoritmos OKID (Observer/Kalman Filter Identification) e ERA (Eigensystem Realization

Algorithm). O modelo evolutivo obtido é capaz de alterar sua estrutura de forma autônoma, de
acordo com o fluxo de dados. O algoritmo OKID é executado de forma recursiva, não exigindo
o armazenamento e processamento em batelada dos dados de entrada e saída do sistema real,
reduzindo significativamente a necessidade de alocação de memória e tempo de execução. A
realização mínima dos submodelos consequentes das regras garante a simplicidade do modelo
obtido. Além disso, os modelos locais no espaço de estados são capazes de alterar sua ordem
independentemente para cada regra nebulosa. Ainda, esta metodologia visa reduzir o número de
parâmetros do algoritmo a serem especificados durante sua inicialização. A técnica proposta foi
aplicada na identificação de um sistema de tanque, um robô aéreo quadrirotor, um evaporador
industrial e uma fornalha para vidro. Os resultados obtidos demonstram a aplicabilidade da
metodologia proposta.

Palavras-chaves: Sistemas nebulosos evolutivos; Identificação de sistemas; Sistemas não linea-
res; Sistemas MIMO; Espaço de estados.



ABSTRACT

In this work, an evolving fuzzy methodology for the identification of nonlinear, Multi-Input
Multi-Output (MIMO) dynamic systems, based on the algorithms OKID (Observer/Kalman
Filter Identification) and ERA (Eigensystem Realization Algorithm), is proposed. The evolving
model obtained is capable of autonomously changing its structure according to the data flow.
The OKID algorithm is executed recursively, not requiring the storage and batch processing of
input and output data of the real system, significantly reducing the need for memory allocation
and execution time. The minimal realization of the rule consequent submodels guarantees the
simplicity of the model obtained. Moreover, the local state space models are able to change their
order independently for each fuzzy rule. In addition, this methodology aims to reduce the number
of algorithm parameters to be specified during its initialization. The proposed technique was
applied in the identification of a tank system, an aerial quadrotor robot, an insdustrial evaporator,
and a glass kiln. The results obtained demonstrate the applicability of the proposed methodology.

Key-words: Evolving fuzzy systems, System identification, Nonlinear systems, MIMO systems,
State space.
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1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS

1.1 Introdução

O modelo matemático de um sistema é uma representação matemática que possibilita
estimar de forma aproximada o comportamento da(s) saída(s) de um sistema, de acordo com as
variáveis explanatórias do mesmo. Keesman (2011) define um sistema como um objeto no qual
diferentes variáveis interagem em todos os tipos de escalas de tempo e espaço e que produzem
sinais observáveis.

De acordo com o nível de conhecimento (a respeito do sistema) utilizado na obtenção do
modelo matemático, a modelagem pode ser classificada em três grupos: caixa branca, caixa preta
e caixa cinza. A modelagem caixa branca demanda conhecimento profundo a respeito do sistema
a ser modelado, enquanto a modelagem caixa preta, também conhecida como identificação,
requer pouco ou nenhum conhecimento a respeito do sistema. Já na modelagem caixa cinza, é
realizada a identificação a partir de algum conhecimento acerca do sistema real.

São inúmeras as vantagens decorrentes da utilização de modelos, dentre elas podemos
citar: projeto e sintonia de sistemas de controle, previsão do comportamento dinâmico do sistema,
monitoramento e otimização de processos. Além disso, a utilização de modelos provê economia
e segurança.

A utilização do modelo para simulação do sistema constitui-se um procedimento
de baixo custo e seguro para experimentar o sistema. Entretanto, a validade
(adequação) dos resultados de simulação depende completamente da qualidade
do modelo matemático do sistema. (COELHO; COELHO, 2004).

Neste trabalho são utilizadas técnicas de identificação para obtenção dos modelos mate-
máticos das plantas estudadas. Os principais fatores que motivam a necessidade de identificação
são a necessidade de modelos em análise e automação de processos e as limitações práticas da
abordagem conceitual no desenvolvimento de modelos (TANGIRALA, 2014).

A proposta apresentada nesta dissertação visa a identificação de um modelo nebuloso
evolutivo no espaço de estados com ordem variável no tempo a partir de dados experimentais.
Sistemas evolutivos inteligentes (EIS, do inglês Evolving Intelligent Systems) como uma estrutura
para incorporar o processamento recursivo de dados, aprendizagem incremental com passagem
única e métodos para desenvolver sistemas com capacidade duradoura de aprendizagem e auto-
organização foram formalmente conceituados por Angelov e Kasabov (2005). Esta abordagem,
em vez de considerar a evolução de uma população ou genes como os algoritmos de computação
evolucionária, se concentra na evolução de um único sistema inteligente, através de uma evolução
por herança e modificação, atualização e redução.

As características importantes que qualquer sistema evolutivo inteligente possui são
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a capacidade de expandir ou encolher sua estrutura, bem como adequar seus parâmetros, e
assim evoluir, além de trabalhar e adapte-se de forma incremental e, se necessário, em tempo
real (ANGELOV; FILEV; KASABOV, 2010). Os sistemas nebulosos evolutivos (EFS, do
inglês Evolving Fuzzy Systems), em particular, têm a vantagem adicional da interpretabilidade
linguística e podem ser usados para extrair conhecimento (ANGELOV; FILEV; KASABOV,
2010; PEDRYCZ, 2005; ANGELOV, 2002; ZADEH, 1975).

Nesse sentido, a área de sistemas evolutivos inteligentes está preocupada com processos
não estacionários, algoritmos computacionalmente eficientes para aplicações em tempo real e
uma família dinamicamente evolutiva de subsistemas válidos localmente que podem representar
diferentes situações ou condições operacionais (ANGELOV; FILEV; KASABOV, 2010).

Para demonstrar a aplicabilidade da técnica proposta neste trabalho, a metodologia é
utilizada na identificação de um sistema de tanque, um robô aéreo quadrirotor, um evaporador
industrial e uma fornalha para vidro.

1.2 Motivação e Relevância

Com o aumento na complexidade dos sistemas dinâmicos e a busca por processos cada
vez mais eficientes, torna-se indispensável o emprego de técnicas de identificação cada vez mais
sofisticadas. A maioria dos processos na indústria é caracterizada por um comportamento não
linear e variável no tempo (BABUŠKA, 2003), o que eleva a demanda por modelos cada vez
mais eficazes. Tais modelos devem ser capazes de representar características do sistema como
incertezas, não linearidades, perturbações, variação temporal dos parâmetros do processo, etc.

Para lidar com essas complexidades, métodos de identificação de sistemas baseados
em técnicas de inteligência computacional têm sido amplamente investigados na comunidade
científica (QUARANTA; LACARBONARA; MASRI, 2020; BOLOURCHI; MASRI; AL-
DRAIHEM, 2015; WILLIS et al., 1997; BANERJEE; ABU-MAHFOUZ, 2014; BARTKOWSKI;
ZALEWSKI; CHODKIEWICZ, 2019; BOUBAKER, 2017; BREWICK; MASRI, 2016; FU
et al., 2016; GUERRA; COELHO, 2008; HERGLI et al., 2019; JIN et al., 2016; LENG et
al., 2018; LI; KOU; ZHANG, 2019; RUBIO-SOLIS et al., 2019; TAKAHASHI; SHIBATA;
HASHIMOTO, 2021). Inteligência computacional1 (IC) é um sub-ramo da inteligência artificial
(IA) no qual são estudados mecanismos adaptativos para permitir ou facilitar o comportamento
inteligente em ambientes complexos e mutáveis. Esses mecanismos incluem paradigmas de
IA que exibem uma capacidade de aprender ou se adaptar a novas situações, de generalizar,
abstrair, descobrir e associar (ENGELBRECHT, 2007). Essas técnicas de CI têm a capacidade
de processar informações imprecisas e buscar soluções aproximadas, mas boas o suficiente,
garantindo robustez e tratabilidade computacional (ASIM et al., 2020; PRIMEAU et al., 2018).
1 Os principais paradigmas de IC incluem: redes neurais artificiais, computação evolutiva, inteligência de enxame

(ou inteligência coletiva), sistemas imunológicos artificiais e sistemas nebulosos (sistemas fuzzy). Além disso, é
possível o desenvolvimento de sistemas híbridos, combinando técnicas de inteligência computacional.
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Entretanto, mudanças no comportamento ou nas condições operacionais do sistema po-
dem degradar o desempenho do modelo obtido. Enquanto pequenas mudanças nos parâmetros do
sistema podem ser entendidas como uma forma de incerteza e podem ser tratadas adequadamente
usando mecanismos de estimação de parâmetros, mudanças na estrutura do sistema requerem
um nível mais alto de adaptação (ŠKRJANC et al., 2019). Os sistemas evolutivos são sistemas
inteligentes adaptativos que, diferentemente dos sistemas adaptativos, atualizam sua estrutura e
parâmetros simultaneamente através do fluxo de dados. Enquanto sistemas adaptativos atuam
principalmente com estimativa de parâmetros, sistemas evolutivos se beneficiam do aprendizado
com a experiência, herança, mudança gradual e geração de conhecimento a partir de fluxos de
dados (GOMIDE, 2017).

Além disso, a crescente demanda por conhecimento a partir de dados muitas vezes
envolve a interpretabilidade dos modelos para que realmente haja compreensão da informação
extraída. Modelos baseados em regras, aos quais os sistemas nebulosos (ou sistemas fuzzy) ou
neuro-fuzzy pertencem, normalmente oferecem melhor interpretabilidade do que redes neurais
puras ou abordagens de deep learning (ŠKRJANC et al., 2019). Um sistema nebuloso evolutivo
atualiza seus componentes estruturais e parâmetros sob demanda, com base nas novas carac-
terísticas do processo, comportamento do sistema e condições operacionais, além de expandir
seu alcance, desenvolvendo novas estruturas de modelo para integrar novos conhecimentos
(LUGHOFER, 2011).

1.3 Estado da Arte

Os sistemas nebulosos são modelos matemáticos específicos destinados a imitar as
dependências naturais reais, tão precisa e transparente quanto possível, com base no conceito de
lógica nebulosa (ou lógica fuzzy), que foi introduzido pela primeira vez em 1965 por Lotfi A.
Zadeh (ZADEH, 1965).

Modelos Fuzzy State Space são modelos dinâmicos nebulosos em que o consequente de
cada regra nebulosa é um modelo dinâmico local no espaço de estados. Uma vez que a parte
consequente do modelo é um submodelo dinâmico afim em vez de um conjunto nebuloso ou um
valor constante, esta abordagem apresenta várias vantagens (PIRES, 2018; TANGIRALA, 2014;
JOHANSEN; SHORTEN; MURRAY-SMITH, 2000):

• Do ponto de vista da engenharia de controle, o uso de modelos lineares locais preenche a
lacuna entre o controle nebuloso e o controle convencional;

• A parte consequente relativamente complexa permite que o número de regras nebulosas
(modelos locais) seja bastante pequeno em muitas aplicações;

• A capacidade das representações no espaço de estados para lidar com sistemas multi-
variáveis. Aplicações construídos em representações no espaço de estado acomodam
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naturalmente sistemas multivariáveis e sistemas de entrada única e saída única;

• Um modelo no espaço de estados oferece mais informações físicas sobre a dinâmica do
processo do que modelos na forma de entrada-saída porque explica o comportamento
interno de um processo;

• A notação de matriz compacta facilita manipulações complexas;

• As equações de estado permitem a simulação computacional de sistemas complexos de
ordem superior, lineares ou não e com múltiplas entradas e saídas;

• A estrutura no espaço de estados facilita a estimativa conjunta e o problema de identificação,
enquanto a estrutura de entrada-saída só permite construir um modelo entre variáveis
conhecidas, mas não pode estimar as variáveis ocultas;

• A estrutura do modelo (particionamento do espaço de estados e estrutura do modelo
local) e as propriedades do modelo local podem, em algumas aplicações, ser facilmente
relacionadas à física do sistema.

Além das vantagens supracitadas, vale ressaltar a vasta teoria solidificada que pode
ser aplicada a modelos no espaço de estados, como análise de estabilidade, controlabilidade,
observabilidade, técnicas de controle, filtros, etc. Além disso, aumentando o número de variáveis
de estado, o número de entradas, ou o número de saídas não aumenta a complexidade das
equações.

Modelos Fuzzy State Space são um campo de pesquisa ativo, especialmente para fins
de controle (JAMMALI; MOUFTAH, 2020; LEITE et al., 2019; SUN; LI; ZHANG, 2003;
WANG; TANAKA, 2001; JOHANSEN; SHORTEN; MURRAY-SMITH, 2000; CAO; REES;
FENG, 1999; CAO; REES; FENG, 1996; KIM; AHN; KWON, 1995; TONG, 1978). Habbi,
Zelmat e Bouamama (2003) apresentam um modelo nebuloso dinâmico para um sistema tambor-
caldeira-turbina. Este é um modelo nebuloso dinâmico do tipo Takagi-Sugeno (TS) em que a
parte funcional consequente para cada regra é um modelo no espaço de estados deduzido a partir
do modelo não linear do sistema através de linearização dinâmica sobre um ponto de operação
variável.

Sun, Feng e Cao (2010) aplicam uma abordagem de modelagem nebulosa dinâmica para
modelar redes regulatórias genéticas a partir de dados de expressão gênica. Um algoritmo de
agrupamento ótimo, que minimiza a variância em cada cluster e maximiza a variância entre os
clusters é usado para formar um modelo nebuloso TS. Os parâmetros do modelo dinâmico local
são identificados pela aplicação do método dos mínimos quadrados.

Samadi e Saif (2017) apresentam um modelo nebuloso TS de baterias de íon de lítio para
ser usado no monitoramento e diagnóstico de baterias. O modelo proposto é composto por regras
de inferência nebulosa onde cada uma está associada a um modelo local no espaço de estados.
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Silveira Júnior e Costa (2020, 2018b) propõem uma metodologia para identificação nebu-
losa orientada por dados para sistemas não lineares multivariáveis. O antecedente e o consequente
são estimados em batelada, usando os algoritmos Fuzzy C-Means e Fuzzy OKID/ERA.

Gomes e Serra (2022, 2021) apresentam um modelo computacional baseado em sistemas
nebulosos intervalares tipo 2 para análise e previsão do comportamento dinâmico de disseminação
da COVID-19. As proposições antecedentes das regras nebulosas são obtidas pela formulação de
um algoritmo de agrupamento nebuloso tipo 2. Os submodelos no espaço de estados e os ganhos
de Kalman intervalares nas proposições consequentes das regras nebulosas são atualizados
recursivamente por um algoritmo de identificação Fuzzy OKID intervalar tipo 2.

Recentemente, metodologias evolutivas para a identificação de modelos nebulosos (fuzzy

e neuro-fuzzy) com consequentes no espaço de estados têm sido propostas para aplicações em
tempo real. Rodrigues Júnior e Serra (2017) apresentam uma metodologia para modelagem
baseada em uma rede evolutiva Neuro-Fuzzy Takagi-Sugeno (NF-TS) e Singular Spectrum

Analysis (SSA) recursiva. As proposições consequentes das regras nebulosas são modelos
lineares no espaço de estados, obtidos através do método Local Fuzzy Weighted Recursive

Least Squares (L-FWRLS). Essa abordagem é aplicada para previsão e caracterização de séries
temporais sazonais.

Evangelista e Serra (2020) propõem uma metodologia para identificação neural-fuzzy

intervalar tipo 2 de sistemas dinâmicos multivariáveis. Cada conjunto nebuloso intervalar tipo 2
é calculado por um algoritmo de agrupamento nebuloso gaussiano multivariável e a estimação
dos parâmetros do modelo local no espaço de estados é realizada pela estimação recursiva dos
parâmetros de Markov nebulosos e pelo algoritmo recursivo dos mínimos quadrados ponderados
nebulosos.

Santos e Serra (2018) apresentam uma abordagem para identificação nebulosa evolutiva
de sistemas dinâmicos MIMO não lineares. A metodologia é baseada em modelos Hammerstein
multivariáveis no espaço de estados, nos quais, o bloco de não linearidade estático é aproximado
por um sistema de inferência nebuloso evolutivo Takagi-Sugeno e o bloco dinâmico linear
é representado por um modelo linear no espaço de estados obtido através de um algoritmo
recursivo de realização de auto-sistemas.

Torres e Serra (2018a, 2018b) apresentam uma abordagem para identificação nebulosa
evolutiva multivariável online. Um algoritmo de agrupamento nebuloso evolutivo baseado no
conceito de estimação de densidade recursiva é usado para a estimação online dos antecedes,
enquanto a estimação recursiva dos parâmetros de Markov nebulosos e o Algoritmo de Realização
de Auto-Sistema nebuloso são aplicados para estimar os modelos locais no espaço de estados.

Pires e Serra (2020, 2019, 2018) propõem uma metodologia para identificação de sistemas
baseada no Evolving Fuzzy Kalman Filter. O algoritmo eTS (Evolving Takagi-Sugeno) é usado
para estimar os parâmetros do antecedente e uma versão nebulosa dos algoritmos OKID/ERA é
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usada para estimar os parâmetros do consequente do filtro de Kalman nebuloso evolutivo.

1.4 Principais Contribuições

A principal contribuição da metodologia proposta nesta dissertação é a identificação
de um modelo nebuloso evolutivo no espaço de estados, resultante da combinação de técnicas
consolidadas na literatura. O modelo nebuloso é capaz de evoluir sua estrutura de forma online,
aumentando ou reduzindo o número de regras para melhor representar o fluxo de dados.

Além disso, os parâmetros consequentes evoluem recursivamente através da identificação
dos parâmetros de Markov nebulosos do sistema e da Realização de Auto-Sistema. Como os
consequentes das regras são modelos no espaço de estados, a metodologia proposta pode ser
facilmente aplicada em sistemas com uma entrada e uma saída (SISO) e sistemas com múltiplas
entradas e múltiplas saídas (MIMO). Ainda, a ordem do modelo consequente para cada regra é
definida automaticamente, não sendo necessário que esta seja fixada a priori.

Ademais, a metodologia proposta é um sistema nebuloso do tipo AnYa (ANGELOV;
YAGER, 2012). Desta forma, a base de regras nebulosas é simplificada, eliminando os problemas
relacionados à definição de funções de pertinência escalares parametrizadas.

Por fim, como os modelos no espaço de estados para cada regra são definidos pelo
Algoritmo de Realização de Auto-Sistema (ERA), é garantido que, para cada regra o modelo é
uma realização mínima, permitindo que o mesmo possua a menor ordem possível, garantindo
a controlabilidade e observabilidade do modelo, bem como transparência e interpretabilidade.
A originalidade e as principais características da metodologia proposta são apresentadas nos
seguintes aspectos:

• Flexibilidade do modelo. O modelo obtido através desta metodologia adapta-se em tempo
real ao fluxo de dados, variando o número de regras nebulosas, adaptando os parâmetros
do consequente e até mesmo variando a ordem do modelo para cada regra. Tal flexibilidade
é desejável porque, na prática, sistemas dinâmicos reais são não lineares, variantes no
tempo ou mesmo inseridos em ambientes não estacionários (PIRES, 2018);

• Otimização do custo computacional. Nesta proposta, o algoritmo OKID é executado
de forma recursiva, não necessitando do armazenamento e processamento em batelada
de dados de entrada e saída do sistema real, reduzindo significativamente a necessidade
de alocação de memória e tempo de execução. A proposta é executada de forma que não
há a necessidade da coleta de dados para uma identificação prévia offline. Por se tratar
de uma realização mínima, o consequente para cada regra possui as menores dimensões
dentre todos os modelos realizáveis que possuem as mesmas relações de entrada-saída
para o sistema dinâmico real, o que também reduz o custo computacional. Além disso, a
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definição automática das dimensões das matrizes de Hankel utilizadas durante a realização
de auto-sistema permite o uso otimizado de todos os parâmetros de Markov identificados.

• Redução do número de parâmetros do algoritmo. A metodologia proposta visa reduzir
o número de parâmetros do algoritmo a serem especificados a priori por um especialista,
eliminando a necessidade de especificar o tamanho da janela de dados e o número dos
parâmetros de Markov do sistema para a execução do algoritmo OKID. Além disso, não é
necessário especificar as dimensões das matrizes de Hankel nem definir a ordem do sistema
para o Algoritmo de Realização de Auto-Sistema, uma vez que estas são determinadas
automaticamente pelo algoritmo de identificação.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo geral

Apresentar uma metodologia para identificação evolutiva de sistemas dinâmicos não
lineares multivariáveis baseada em modelos nebulosos AnYa no Espaço de Estados com ordem
variável.

1.5.2 Objetivos específicos

• Desenvolver um algoritmo para identificação evolutiva de sistemas dinâmicos não lineares
multivariáveis baseada em modelos nebulosos AnYa no Espaço de Estados com ordem
variável a partir de dados experimentais;

• Minimizar o número de variáveis a serem especificadas previamente à execução do algo-
ritmo;

• Validar a metodologia proposta a partir de resultados experimentais e comparações com
outras estratégias de identificação.
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1.7 Organização da Dissertação

Esta dissertação apresenta uma metodologia para identificação evolutiva de sistemas
dinâmicos não lineares multivariáveis baseada em modelos nebulosos AnYa no Espaço de Es-
tados com ordem variável. No capítulo 1 são apresentadas as considerações iniciais sobre o
trabalho, destacando as motivações, contribuições, objetivos e trabalhos publicados. No capí-
tulo 2 são discorridos conceitos preliminares acerca da identificação de sistemas, modelagem
nebulosa, realização mínima e OKID. Estes conceitos são essenciais para o desenvolvimento da
metodologia proposta. No capítulo 3 é apresentada a metodologia para identificação evolutiva
de sistemas dinâmicos não lineares multivariáveis proposta nesta dissertação. No capítulo 4
são apresentados os resultados experimentais que demonstram a eficiência e aplicabilidade da
metodologia proposta. No capítulo 5 são apresentadas as conclusões deste trabalho e propostas
para trabalhos futuros.



24

2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Identificação de Sistemas

A análise das características de um processo e relações entre suas variáveis é de funda-
mental importância para diversas aplicações como: projeto, monitoramento, predição e controle.
Para tanto, pode-se estabelecer uma descrição matemática do sistema em estudo. Esta descrição
matemática é conhecida como modelo. Aguirre (2015) descreve modelagem matemática como a
área do conhecimento que estuda maneiras de desenvolver e implementar modelos matemáticos
de sistemas reais. Tangirala (2014) agrupa os benefícios do desenvolvimento de modelos em
quatro ramos principais da engenharia de sistemas de processos: projeto, estimação, controle e
monitoramento, conforme a Figura 1.

Figura 1 – Benefícios da modelagem.

Fonte: Adaptado de Tangirala (2014).

Existem diversas maneiras de se obter o modelo matemático de um sistema. As técnicas
de modelagem matemática podem ser divididas em modelagem caixa branca, modelagem
caixa preta e modelagem caixa cinza. A modelagem caixa branca (também conhecida como
modelagem conceitual) recebe este nome porque seu método de desenvolvimento é transparente
ao sistema, ou seja, o modelo possui um significado físico, já que é desenvolvido através de
relações matemáticas que descrevem os fenômenos envolvidos no processo. Entretanto, este
tipo de modelagem requer conhecimento aprofundado a respeito do sistema a ser modelado.
Aguirre (2015) destaca que "devido ao conhecimento e tempo necessário para modelar um
sistema partindo do equacionamento dos fenômenos envolvidos, nem sempre é viável seguir
esse procedimento de modelagem".

Identificação de Sistemas é a utilização de técnicas computacionais para a obtenção de
uma descrição matemática adequada de um sistema através de dados experimentais. Segundo
Tangirala (2014, tradução nossa)
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Identificação é o exercício de desenvolver uma relação matemática (modelo)
entre as causas (entradas) e os efeitos (saídas) de um sistema (processo) baseado
em dados observados ou medidos. Em outras palavras, a identificação estabelece
um mapa matemático entre os espaços de entrada e saída, de acordo com os
dados.1

Neste sentido, Aguirre (2015) afirma que "a identificação de sistemas se propõe a obter
um modelo matemático que explique, pelo menos em parte e de forma aproximada, a relação de
causa e efeito presente nos dados."

2.1.1 Representação Matemática

Existem diversas formas de representar matematicamente um sistema. Tangirala (2014)
define modelo matemático como um conjunto de equações algébricas ou diferenciais, lineares ou
não-lineares em termos de variáveis ou estados de processo, entradas e parâmetros, construído
sobre um conjunto de suposições.

A escolha de um modelo apropriado para representar determinado sistema deve levar
em consideração vários aspectos como: abordagem (empírica ou conceitual), características do
sistema (linear ou não-linear, variante no tempo ou invariante no tempo), conhecimento disponível
(determinístico ou estocástico, caixa preta ou caixa cinza, etc.), domínio da modelagem (tempo
contínuo ou tempo discreto, domínio da frequência ou domínio do tempo), características
da resposta (estática ou dinâmica, agrupada ou distribuída, etc.). A Figura 2 ilustra algumas
classificações de modelos que podem servir de guia para a seleção de uma representação
matemática adequada.

Figura 2 – Classificação de modelos.

Fonte: Autor.

1 Identification is the exercise of developing a mathematical relationship (model) between the causes (inputs) and
the effects (outputs) of a system (process) based on observed or measured data. Stated otherwise, identification
establishes a mathematical map between the input and output spaces as determined by the data.
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Tangirala (2014) determina que quatro fatores primários regem a escolha e desenvolvi-
mento de um modelo adequado, a saber: propósito, considerações de estimação, simplicidade do
modelo e significância física.

O propósito da identificação é um dos principais fatores a serem considerados na escolha
do modelo. Tangirala (2014) afirma que este é um fator significativo na determinação da natureza,
estrutura e precisão do modelo a ser desenvolvido. Todo o exercício de identificação pode ser
adaptado para se adequar a uma aplicação específica. Quanto às considerações de estimação, Tan-
girala (2014) exemplifica: Quando duas ou mais estruturas são igualmente candidatas prováveis,
a facilidade de estimação é um fator decisivo. Modelos autorregressivos, por exemplo, resultam
em preditores lineares, enquanto os modelos de média móvel produzem preditores não-lineares.

Com relação à simplicidade do modelo, modelos mais simples são sempre preferíveis
por representarem maior facilidade de estimação e implementação. Por fim, deve ser avaliada a
necessidade de significância física do modelo, pois várias aplicações exigem que os modelos
sejam fisicamente significativos, particularmente que a estrutura do modelo possua alguma
correspondência com a física ou a biologia do processo (TANGIRALA, 2014).

2.2 Modelagem Nebulosa

Técnicas de modelagem nebulosa têm se tornado uma área de pesquisa ativa devido ao
sucesso de suas aplicações em modelagem de sistemas complexos, onde métodos clássicos são
difíceis de serem aplicados devido à falta de conhecimento suficiente relacionado ao sistema.

Com base na teoria de conjuntos nebulosos (ZADEH, 1965), modelos nebulosos con-
sistem em regras nebulosas do tipo SE-ENTÃO, como descrito em (2.1). Uma regra nebulosa
SE-ENTÃO é uma afirmação SE-ENTÃO em que algumas palavras se caracterizam por funções
de pertinência (WANG, 1996).

SE <proposição do antecedente> ENTÃO <proposição do consequente>. (2.1)

Os sistemas nebulosos, ou sistemas baseados em regras nebulosas (FRB, do inglês
Fuzzy Rule-Based) são aplicados em diversos campos, desde controle, processamento de sinais,
comunicações, fabricação de circuitos integrados e sistemas especialistas a negócios, medicina,
psicologia, etc (WANG, 1996). No entanto, as aplicações mais significativas se concentraram em
problemas de controle. Os dois principais tipos de sistemas nebulosos são:

• sistema nebuloso linguístico (ou Mamdani);

• sistema nebuloso Takagi-Sugeno (TS).

No sistema nebuloso do tipo Mamdani (MAMDANI, 1974), o antecedente e o consequente são
formados por proposições nebulosas. Já no sistema nebuloso do tipo Takagi-Sugeno (TAKAGI;
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SUGENO, 1985), o antecedente é formado por uma proposição nebulosa, mas o consequente é
formado por um funcional crisp (rígido).

Um modelo TS consiste em um conjunto de modelos lineares locais que são suavemente
conectados por funções de pertinência nebulosas não lineares. Desta forma, modelos nebulosos
TS fornecem uma base fundamental para o desenvolvimento de ferramentas sistemáticas para
análise de estabilidade e projeto de sistemas de controle nebulosos, através de poderosas técnicas
e teorias de controle convencionais (FENG, 2018).

2.2.1 Sistema nebuloso Takagi-Sugeno

Sistemas nebulosos Takagi–Sugeno são amplamente utilizados para representar sistemas
não-lineares complexos. Estes modelos consistem de regras nebulosas e modelos dinâmicos
lineares locais como segue (LENDEK et al., 2010),

Ri : SE z1 é Zi
1 e . . . e zp é Zi

p ENTÃO yi = Fi(z), (2.2)

onde o vetor z possui p componentes, z j, j = 1,2, . . . , p, e é o vetor de variáveis do antecedente.
Os conjuntos Zi

j, i = 1,2, . . . ,L, onde L é o número de regras, são os conjuntos nebulosos do
antecedente. O grau de pertinência da variável z j ao conjunto nebuloso Zi

j é dado pela função de
pertinência ωi j : R→ [0,1]. O grau de ativação ϕi da i-ésima regra é dado por:

ϕi(z) = ωi1 ⋆ωi2 ⋆ · · ·⋆ωip, (2.3)

onde ⋆ representa uma norma-t (KLIR; YUAN, 1995). No modelo nebuloso TS a norma-t
utilizada é o produto algébrico:

ϕi(z) =
p

∏
j=1

ωi j. (2.4)

O grau de ativação normalizado para a i-ésima regra é dado por:

γi(z) =
ϕi(z)

L

∑
j=1

ϕ j(z)
,

(2.5)

assumindo que ∑
L
j=1 ϕ j(z) ̸= 0 para qualquer combinação permitida de z j. A saída do modelo y

é calculada como a soma ponderada dos consequentes das regras, dados por funções lineares
locais (modelos locais) Fi. Dessa forma, tem-se:

y =
L

∑
i=1

γi(z)Fi(z) (2.6)

Duas abordagens principais podem ser usadas para obter modelos nebulosos TS (LEN-
DEK et al., 2010):

• identificação do modelo usando dados medidos ou simulados;
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• construção analítica do modelo.

Existem diversos métodos úteis para a obtenção modelos nebulosos a partir de dados
medidos, como treinamento de gradiente descendente, mínimos quadrados recursivos e técnicas
de agrupamento de dados. A seguir são descritas algumas técnicas de agrupamento de dados e
conceitos relevantes ao tema.

2.2.2 Técnicas de agrupamento de dados

Por muito tempo, técnicas de agrupamento (ou clusterização) têm sido consideradas mé-
todos úteis para extrair informação a partir de grandes conjuntos de dados (HYDE; ANGELOV,
2014). Agrupamento de dados tem por objetivo o particionamento de um conjunto de dados em
subconjuntos cujos elementos apresentem alguma similaridade entre si. Dentre as várias medidas
de similaridade que podem ser consideradas; uma das mais comumente utilizadas é a distância
entre as amostras de dados. Existem diferentes tipos de distâncias, como euclidiana, Mahalo-

nobis, cosseno, Minkowski e assim por diante (ANGELOV, 2013). Técnicas de agrupamento
podem ser utilizadas no reconhecimento de padrões, processamento de imagens, aprendizado de
máquina, etc.

Os dados a serem particionados por uma técnica de agrupamento podem ser quantitativos,
qualitativos ou uma combinação de ambos. Na identificação de sistemas é realizado o particiona-
mento de dados quantitativos (observações de entradas e saídas de sistemas dinâmicos). Cada

observação consiste de p variáveis medidas, dispostas em um vetor zk =
[
z1

k z2
k · · · zp

k

]T
. Um

conjunto de N observações definido por Z = {zk|k = 1,2, . . . ,N} forma uma matriz de dados de
dimensões p×N (BABUŠKA, 2012),

Z =


z1

1 z1
2 · · · z1

N

z2
1 z2

2 · · · z2
N

...
... . . . ...

zp
1 zp

2 · · · zp
N

. (2.7)

2.2.3 Tipos de partição

Partições geradas por algoritmos de agrupamento podem ser rígidas (crisp) ou nebulosas
(fuzzy). O particionamento rígido de um conjunto de dados provém da teoria clássica de conjuntos,
onde um conjunto de dados Z pode ser particionado em uma família de subconjuntos {Ti|1≤
i≤ c} ⊂ Z que satisfazem as seguintes propriedades (BABUŠKA, 2012):

c⋃
i=1

Ti = Z (2.8a)

Ti∩T j = /0, 1≤ i ̸= j ≤ c, (2.8b)

/0⊂ Ti ⊂ Z, 1≤ i≤ c. (2.8c)
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As equações descritas em (2.8) afirmam que a união de todos os subconjuntos Ti contém todos
os dados de Z (2.8a), entretanto, nenhum elemento (dado) pertente a dois ou mais subconjuntos
simultaneamente (2.8b), ou seja, os subconjuntos são disjuntos. Além disso, nenhum subconjunto
deve ser vazio ou conter todos os elementos de Z (2.8c). As equações (2.8) podem ser expressas
em termos de funções de pertinência (BABUŠKA, 2012):

µik ∈ {0,1}, 1≤ i≤ c, 1≤ k ≤ N, (2.9a)
c

∑
i=1

µik = 1, 1≤ k ≤ N, (2.9b)

0 <
N

∑
k=1

µik < N, 1≤ i≤ c, (2.9c)

onde µik é o grau de pertinência de zk ao subconjunto Ti. A equação (2.9a) evidencia que o valor
de pertinência de um elemento a um subconjunto somente pode assumir valores 0 ou 1, ou seja,
pertence ou não pertence a um subconjunto.

Já no particionamento nebuloso, µik pode assumir valores no intervalo [0,1]. Sendo assim,
semelhante à definição de particionamento rígido, uma partição nebulosa é dada por (BABUŠKA,
2012):

µik ∈ [0,1], 1≤ i≤ c, 1≤ k ≤ N, (2.10a)
c

∑
i=1

µik = 1, 1≤ k ≤ N, (2.10b)

0 <
N

∑
k=1

µik < N, 1≤ i≤ c. (2.10c)

Desta forma, o particionamento nebuloso difere do particionamento rígido apenas no fato de µik

poder assumir valores no intervalo [0,1].

2.2.4 Algoritmos de agrupamento nebuloso

Na literatura é possível encontrar diversos algoritmos de agrupamento que variam quanto
ao tipo de informação que deve ser fornecida de antemão (como número de agrupamentos), os
tipos de agrupamentos gerados, a função objetivo a ser otimizada, etc. A seguir são apresentados
alguns dos algoritmos de agrupamento nebuloso mais conhecidos e utilizados.

2.2.4.1 Fuzzy C-Means

O algoritmo Fuzzy C-Means (FCM) tem por objetivo agrupar os dados em c partições
nebulosas, ou seja, cada elemento pertence a cada uma das partições com um devido grau de
pertinência. Este algoritmo necessita que o número c de partições seja informado previamente.
O resultado da execução deste algoritmo é uma matriz U contendo os valores de pertinência
de cada ponto de dado em cada partição e um conjunto de vetores V = (v1, ...,vc) contendo as
coordenadas dos centroides das partições.
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Este algoritmo é executado de acordo com os passos a seguir (BEZDEK; EHRLICH;
FULL, 1984):

Passo 1: Para um conjunto de dados Z, definir c ∈ [2,3, ...,N−1], m ∈ (1,∞) e U (l), sendo U (l)

uma matriz c×N gerada aleatoriamente e a soma dos elementos de cada uma de suas colunas
deve ser igual a 1.

Passo 2: Na iteração l, calcular:

vi
(l) =

∑
N
k=1

(
u(l)ik

)m
zk

∑
N
k=1

(
u(l)ik

)m , 1≤ i≤ c (2.11)

Passo 3: Atualizar U (l) =
[
u(l)ik

]
para U (l+1) =

[
u(l+1)

ik

]
de acordo com (2.12).

u(l+1)
ik =

1

∑
c
j=1

(
||zk−vi(l)||
||zk−vj||

) 2
m−1

, 1≤ i≤ c,1≤ k ≤ N (2.12)

Passo 4: Se ||U (l+1)−U (l)||< ε, pare; senão, faça l = l+1 e repita o algoritmo a partir do Passo

2.

A constante m é conhecida como grau de fuzzyficação ou constante de ponderação.
Quando m→ 1, as pertinências são maximamente crisp e quando m→ ∞, as pertinências são
maximamente fuzzy (HWANG; RHEE, 2007).

2.2.4.2 Gustafson-Kessel (GK)

O algoritmo de Gustafson-Kessel (GK) (GUSTAFSON; KESSEL, 1978) é uma extensão
do algoritmo Fuzzy C-Means (FCM) (ANGELOV, 2013). O algoritmo GK usa a norma Maha-

lanobis que permite gerar partições de vários tamanhos e formas diferentes da esférica. Cada
partição é caracterizada por um ponto focal e uma matriz de covariância. O uso da norma de
Mahalonobis permite que o formato das partições reflita melhor os dados, pois a autoestrutura da
matriz de covariância da partição representa a forma e a orientação desta (ANGELOV, 2013).

A desvantagem desse algoritmo é que ele é computacionalmente mais intensivo se
comparado ao FCM, devido ao envolvimento de cálculo da inversa de matriz durante a atualização
da matriz de covariância. Além disso, o algoritmo é sensível à inicialização dos parâmetros.

O algoritmo começa com uma alocação aleatória de amostras de dados nas partições.
Os valores médios de cada partição são então calculados com base nessa alocação inicial
aleatória e as pertinências nebulosas dos elementos para cada partição são definidas. Em seguida,
inicia-se o processo de realocação, por meio de um método baseado em gradiente, objetivando
a minimização de um critério de otimização. As iterações de realocação continuam até que
nenhuma melhoria significativa do critério seja observada ou nenhuma realocação real ocorra.
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2.2.4.3 eClustering+

O eClustering, proposto por Angelov (2004), realiza o agrupamento online dos dados
de entrada e saída utilizando uma medida de proximidade espacial calculada recursivamente.
Entretanto, este é incapaz de adaptar o raio do agrupamento, sendo o raio predefinido durante
a inicialização. Em sua versão mais recente, chamada de eClustering+, o algoritmo adapta
o raio, tornando-se independente do usuário ou do problema (ANGELOV; KORDON, 2010;
ANGELOV, 2013). Este algoritmo estima a densidade de um ponto de dados usando uma função
de Cauchy:

Dt(zt) =
1

1+
1

t−1

t−1

∑
i=1

n+m

∑
j=1

(zt j− zi j)
2

,

D1(z1) = 1; t = 2,3, . . . ,

(2.13)

onde Dt(zt) é a densidade dos dados avaliada em torno do último ponto de dados do fluxo de
dados fornecido ao algoritmo (zt), n é a dimensão do vetor de entradas, m é a dimensão do vetor
de saídas e t é o número de pontos para os quais informações sobre z estão disponíveis.

No eClustering+, a densidade Dt(zt) é calculada recursivamente da seguinte forma
(ANGELOV; ZHOU, 2006):

Dt(zt) =
t−1

(t−1)

(
n+m

∑
j=1

z2
t j +1

)
+bt−2

n+m

∑
j=1

zt jct j

,

D1(z1) = 1; t = 2,3, . . . ,

(2.14)

onde bt = bt−1 +∑
n+m
j=1 z2

(t−1) j; b1 = 0; ct j = c(t−1) j + z(t−1) j; e c1 j = 0. A equação (2.14) é
conhecida como estimador de densidade recursivo (RDE do inglês recursive density estimator) e
é componente fundamental do eClustering+ (ANGELOV; KORDON, 2010).

Pontos de dados com alta densidade são bons candidatos a pontos focais de agrupamentos.
A natureza recursiva do algoritmo torna possível projetar uma base de regras nebulosa que evolui
de forma online, se adaptando às variações no padrão dos dados.

Se um ponto de dados for selecionado para ser um ponto focal do agrupamento, sua
densidade determinada no momento em que se torna um ponto focal pela equação (2.14) será
mantida na memória e atualizada. A densidade dos pontos focais dos agrupamentos também
pode ser atualizada recursivamente, como segue (ANDREU; ANGELOV, 2010):

Dt(zi∗) =
t−1

t−1+(t−2)
(

1
Dt−1(zi∗)

−1
)
+

n+m

∑
j=1

(zt j− z(t−1) j)
2
,

D1(zi∗) = 1; t = 2,3, . . . ,

(2.15)

onde zi∗ é o ponto focal da i-ésima regra nebulosa.
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Assim que as densidades da nova amostra de dados e de cada um dos pontos focais
existentes são recursivamente atualizadas, elas são comparadas. Se a nova amostra de dados
tiver uma densidade mais alta do que qualquer um dos pontos focais já existentes, esta é uma
boa candidata para se tornar um ponto focal de uma nova regra, pois tem alto poder descritivo.
Além disso, se a nova amostra de dados tiver uma densidade menor que qualquer um dos pontos
focais já existentes, esta também é uma boa candidata para se tornar um ponto focal de uma
nova regra, pois amplia a cobertura do espaço de dados. Desta forma, para garantir a formação
de agrupamentos representativos, a Condição A deve ser verificada para que os agrupamentos
sejam formados em torno de pontos focais que possuam alta densidade e garantam boa cobertura
do espaço de dados:

Condição A : Dt(zt)>
L

max
i=1

Dt(zi∗
t ) OU Dt(zt)<

L
min
i=1

Dt(zi∗
t ).

Para evitar redundância e controlar o nível de sobreposição, é verificada a Condição B,
que é fundamental para a remoção de agrupamentos altamente sobrepostos (ANGELOV; ZHOU,
2006; ANGELOV; KORDON, 2010):

Condição B: SE
(
∃i, i ∈ [1,L] : µ j

i (zt)> e−1,∀ j, j ∈ [1,n], t = 2,3, . . .
)

ENTÃO (L← L−1) .

Se a Condição B for satisfeita, significa que o novo candidato a ponto focal de agrupamento
descreve qualquer um dos pontos focais previamente existentes em um certo grau. Os pontos
focais existentes anteriormente para os quais esta condição é satisfeita são, então, removidos.

Após a verificação das condições A e B, a amostra de dados atual é atribuída ao ponto
focal mais próximo. A seguir, é realizado o monitoramento da qualidade dos agrupamentos
gerados. Regras com baixa qualidade devem ser removidas para simplificar a estrutura do modelo
e minimizar o efeito de perturbações. Dentre as medidas de qualidade dos agrupamentos, pode-se
destacar (ANGELOV; KORDON, 2010):

• Suporte - indica o poder de generalização que uma regra nebulosa específica fornece;

• Idade - indica o quão atualizadas estão as informações que são generalizadas por uma
determinada regra nebulosa;

• Utilidade - indica o quanto uma determinada regra nebulosa foi usada depois que foi
gerada.

Segundo Angelov (2013), a utilidade é uma medida mais representativa porque se baseia
no peso (grau de ativação, confiança). A utilidade é dada por:

U i
t =

t

∑
l=Ii∗

λ
i
l

t− Ii∗ , i = [1,L], t = 2,3, . . . ,
(2.16)
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onde Ii∗ é o instante em que a i-ésima regra nebulosa foi criada e λi
l é o grau de ativação da

i-ésima regra no instante l. Regras que satisfazem a seguinte condição são removidas:

SE U i
t < η ENTÃO L← L−1. (2.17)

Angelov (2013) sugere que η assuma valores entre 0,03 e 0,1.

Por fim, a zona de influência da regra (também conhecida como dispersão ou variância)
é atualizada recursivamente de acordo com a equação a seguir (ANGELOV, 2013):

σ
i
t, j =

√
α

(
σi
(t−1) j

)2
+(1−α)

1
Si

t
(z j

t − zi∗
j )

2, (2.18)

onde Si
t é o suporte da i-ésima regra no instante t. A constante α é denominada passo de

aprendizagem e seu valor recomendado é 0,5 (ANGELOV; ZHOU, 2006; ANGELOV, 2013).
O valor de α = 0,5 significa que a nova informação possui o mesmo peso da informação já
existente. Angelov e Zhou (2006) afirmam que esse valor fornece resultados de desempenho
muito bons e pode ser adotado como uma constante genérica independente do problema.

2.2.5 Sistema nebuloso AnYa

Os sistemas nebulosos Takagi-Sugeno e Mamdani compartilham o mesmo tipo de ante-
cedente, baseado em conjuntos nebulosos escalares; apenas diferindo no consequente, que para o
tipo TS é do tipo funcional crisp, enquanto que para o tipo Mamdani é baseado em conjuntos
nebulosos. Em ambos os tipos, o antecedente é determinado por conjuntos nebulosos (um para
cada variável), que são definidos por funções de pertinência escalares parametrizadas. Alguns
problemas são oriundos dessa abordagem, como (ANGELOV; YAGER, 2012):

• O grau de ativação de uma regra nebulosa é determinado por uma agregação (norma-t) dos
graus de pertinência de uma amostra de dados para cada um dos conjuntos nebulosos;

• A definição de uma função de pertinência requer parametrização, determinando os limites
central e esquerdo/direito ou espalhamento;

• As funções de pertinência muitas vezes diferem significativamente da distribuição real dos
dados.

Em seu artigo, Angelov e Yager (2012) propõem um conceito inovador para a forma
como a parte antecedente é definida, conhecido como sistema nebuloso AnYa. De acordo com o
conceito proposto, assume-se que o sistema é decomponível em um conjunto de sistemas locais
mais simples, livremente conectados, agregados de forma nebulosa (fuzzy). Cada subsistema
local é válido apenas para um determinado subconjunto de dados, denominado nuvem de dados
(do inglês data cloud). Cada amostra de dados está associada a mais de uma nuvem ao mesmo
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tempo, com diferentes graus de pertinência determinados pela densidade local para todas as
amostras da nuvem.

A abordagem proposta substitui as funções de pertinência escalares (por variável) por
uma função não paramétrica, que representa a densidade de dados local (por nuvem) (ANGELOV;
YAGER, 2012). A intenção é simplificar a definição da base de regras nebulosas, removendo os
problemas relacionados à definição de funções de pertinência parametrizadas escalares.

Assim sendo, este método permite a criação de uma base de regras nebulosas evolutiva
sem predefinir os parâmetros do antecedente (YANG et al., 2021), definindo a parte SE das
regras sem funções de pertinência explícitas ou quaisquer operadores nebulosos. Os antecedentes
das regras nebulosas são formados sobre as nuvens de dados, que são os conjuntos de amostras
atraídas ao redor dos pontos focais (ANGELOV; SKRJANC; BLAZIC, 2013).

Apesar de apresentar algumas semelhanças com agrupamento (clustering), existem várias
diferenças importantes entre nuvens e clusters. A principal diferença é que o AnYa não considera
e não requer funções de pertinência ou conjuntos nebulosos por variável escalar a ser formulada.
Nesse sentido, esta estrutura FRB simplificada também pode ser vista como conjuntos nebulosos
tipo 0 (ANGELOV; YAGER, 2012).

Ainda segundo Angelov e Yager (2012), nuvens de dados são conjuntos de amostras de
dados anteriores com propriedades comuns (proximidade em termos de mapeamento de entrada-
saída). Elas representam diretamente todas as amostras de dados anteriores. Em contraste a isso,
as funções de pertinência tradicionais geralmente não representam as verdadeiras distribuições
de dados. Entretanto, a fuzzyficação é preservada no sentido de que uma determinada amostra de
dados pode pertencer a todas as nuvens com diferentes graus de pertinência, γ ∈ [0;1].

Considera-se um sistema complexo, geralmente não linear, não estacionário, não de-
terminístico, que só pode ser descrito e observado por seus vetores de entrada e saída x =

[x1,x2, . . . ,xn]
T e y = [y1,y2, . . . ,ym]

T , respectivamente. O objetivo é descrever a dependência
entrada-saída com base em um histórico de observações de pares de entrada-saída, z j = [xT

j ;yT
j ]

T ,
j = 1,2, . . . ,k−1 e as entradas no instante atual xk.

Uma nuvem é descrita pelo conjunto de amostras de dados que lhe pertencem e linguisti-
camente por uma declaração da seguinte forma (ANGELOV; YAGER, 2012):

(z se parece com Ii), (2.19)

onde Ii, (I ∈ Rn+m e i ∈ [1,N]) representa uma nuvem no espaço de dados entrada-saída.

(x se parece com Xi), X ∈ Rn, i ∈ [1,N], (2.20)

onde Xi representa uma nuvem no espaço de dados de entrada. O grau de pertinência a uma
nuvem é medido pela densidade local normalizada para uma dada amostra de dados xk:

λ
i
k =

γi
k

∑
N
j=1 γ

j
k

, i ∈ [1,N], (2.21)
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onde γi é a densidade local da i-ésima nuvem para uma dada amostra de dados, que é definida
por um kernel adequado sobre a distância entre a amostra atual, xk, e todas as outras amostras
dessa nuvem,

γ
i = K

(
Mi

∑
j=1

di
k j

)
, i ∈ [1,N], (2.22)

onde Mi representa o número de amostras de entrada associadas com a i-ésima nuvem. De forma
similar, a densidade global ℸ para uma dada amostra de dados, zk, que é definida por um kernel

adequado sobre a distância entre a amostra atual, zk, e todas as outras amostras,

ℸk = K

(
k

∑
j=1

dk j

)
. (2.23)

O kernel é uma medida de similaridade e, neste caso, é utilizada a densidade. A densidade
local com uma função do tipo Cauchy pode ser definida como

γ
i
k =

1

1+(1/Mi)∑
Mi

j=1

(
di

k j

)2 . (2.24)

Recursivamente, tem-se

γ
i
k =

1
1+ ||xk−µµµL

k ||2 +ΣΣΣ
L
k −||µµµL

k ||2
, (2.25)

onde µµµL
k é o valor médio local dos dados da nuvem e ΣΣΣ

L
k é o produto escalar médio local dos

dados da nuvem.

De maneira muito semelhante, a densidade global, ℸk, pode ser definida, dessa vez
considerando todos os pontos em vez de pontos de uma nuvem específica:

ℸk =
1

1+ ||xk−µµµk||2 +ΣΣΣk−||µµµL
k ||2

, (2.26)

onde µµµk é o valor médio global de todos os dados disponíveis e ΣΣΣ
L
k é o produto escalar médio

global de todos os dados disponíveis.

Pode-se agora definir a base de regras nebulosas simplificada como

Ri : SE (xk se parece com Xi) ENTÃO (yi = xT
k πππ

i), (2.27)

onde o grau de satisfação da parte premissa é determinado pela densidade local, γi, e

πππ
i =


ai

01 ai
02 · · · ai

0m

ai
11 ai

12 · · · ai
1m

· · · · · · . . . · · ·
ai

n1 ai
n2 · · · ai

nm

 (2.28)

são os parâmetros do consequente do subsistema. A saída geral do sistema, y, é formada como
uma coleção de vários submodelos mais simples válidos localmente (por nuvem), yi:

y =
N

∑
i=1

λ
iyi, (2.29)

onde yi representa a saída do subsistema local.
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2.3 Realização Mínima de Sistemas

Nesta seção são apresentados alguns conceitos básicos da teoria de realização mínima
de sistemas. Considere a seguinte representação no espaço de estados de um sistema dinâmico
linear, invariante no tempo, no domínio do tempo discreto:

xk+1 = Axk +Buk (2.30a)

yk = Cxk +Duk, (2.30b)

onde A ∈ Rn×n é a matriz de estados, B ∈ Rn×r é a matriz de entrada, C ∈ Rq×n é a matriz de
saída, D ∈ Rq×r é a matriz de transmissão direta, x ∈ Rn é o vetor de estados, u ∈ Rr é o vetor
de entrada (ou de controle), y ∈ Rq é o vetor de saída e n é a ordem do modelo no espaço de
estados.

A teoria de realização de sistemas trata do estudo e aplicação de métodos que permitem
determinar as características dinâmicas de um sistema, através da identificação de um modelo
no espaço de estados (PIRES, 2018). O problema da realização de sistemas é o seguinte: Dadas
as funções de medição yk, construa matrizes constantes de modo que as funções y sejam
reproduzidas pelas equações de variáveis de estado (JUANG; PAPPA, 1985). Uma realização é
mínima se a ordem do modelo é mínima. Além disso, uma realização (A, B, C, D) é mínima se
e somente se for controlável e observável (SCHUTTER, 2000). Diante disso, os conceitos de
controlabilidade e observabilidade, introduzidos por Kalman (1963), se mostram essenciais na
teoria de realização de sistemas e serão apresentados nas próximas subseções.

Os métodos para realização mínima no espaço de estados podem ser classificados em
dois grupos principais (SCHUTTER, 2000):

• Métodos que começam com uma realização não mínima que pode ser obtida facilmente
e então reduzida para obter uma realização que é controlável e observável e, portanto,
também mínima;

• Métodos que começam com a resposta ao impulso (ou parâmetros de Markov) do sistema
e obtêm a realização mínima diretamente por transformações adequadas da matriz de
Hankel resultante.

2.3.1 Controlabilidade no domínio do tempo discreto

O estado xk de um sistema é dito controlável se esse estado pode ser alcançado a partir
de qualquer estado inicial x0 do sistema em um intervalo de tempo finito por alguma ação de
controle (JUANG; PHAN, 2001). Se todos os estados são controláveis, o sistema é considerado
completamente controlável ou simplesmente controlável.

Se qualquer variável de estado é independente do sinal de controle, então é impossível
controlar esse estado e, consequentemente, o sistema é incontrolável. Embora a maioria dos
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sistemas físicos sejam controláveis, seus respectivos modelos matemáticos podem não possuir
esta propriedade (OGATA, 1995). Portanto, se faz necessário conhecer as condições nas quais
um sistema é controlável.

A solução para a equação (2.30a) no instante de tempo k = p é dada por:

xp = Apx0 +
p

∑
j=1

A j−1Bup− j (2.31)

ou na forma matricial

xp = Apx0 +
[
B AB A2B · · · Ap−1B

]


up−1

up−2

up−3
...

u0


. (2.32)

Partindo de um estado inicial x0 e especificando qualquer estado desejado xp no instante
de tempo k = p, a sequência de entradas de controle que trará x0 para xp deve ser obtida a partir
da seguinte equação (JUANG; PHAN, 2001):

[
B AB A2B · · · Ap−1B

]


up−1

up−2

up−3
...

u0


= xp−Apx0. (2.33)

A existência ou não de uma sequência de controle que trará o sistema de um estado
inicial x0 para algum estado desejado xp depende do posto da matriz de controlabilidade:

Qp =
[
B AB A2B · · · Ap−1B

]
. (2.34)

Definindo up por

up =



up−1

up−2

up−3
...

u0


, (2.35)

a equação (2.33) torna-se

Qpup = xp−Apx0. (2.36)

O vetor coluna up contém rp elementos e a matriz de controlabilidade Qp tem n× rp

elementos. Desta forma, a equação (2.36) possui n equações com rp incógnitas em up. Portanto,
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a equação (2.36) tem uma solução para qualquer estado final desejado xp apenas quando rp é
maior ou igual a n e Qp tem posto n. Assim sendo, um sistema dinâmico linear, de dimensão
finita, no tempo discreto e invariante no tempo, de ordem n é controlável se e somente se a matriz
de controlabilidade Qp tem posto n.

2.3.2 Observabilidade no domínio do tempo discreto

Um estado xp do sistema no instante de tempo k = p é dito ser observável se o conhe-
cimento da entrada uk e da saída yk ao longo de um intervalo de tempo finito 0 ≤ k ≤ p− 1
pode ser usado para determinar o estado xp (JUANG; PHAN, 2001). Se todos os estados são
observáveis, diz-se que o sistema é completamente observável ou simplesmente observável.

Para determinar a observabilidade do sistema descrito em (2.30), é condição suficiente
verificar se o estado inicial x0 pode ser determinado apenas a partir da saída yk, 0≤ k ≤ p−1,
quando a entrada uk é nula, pois uma vez conhecido o estado inicial x0, o estado do sistema
em qualquer instante de tempo k > 0 pode ser obtido a partir da equação de estado descrita em
(2.30a).

A partir do sistema descrito em (2.30), fazendo uk = 0 ∀k, a saída do sistema é dada por:

y0 = Cx0, (2.37a)

y1 = CAx0, (2.37b)
...

yp−1 = CAp−1x0. (2.37c)

Na forma matricial, estas equações podem ser escritas como

yp = Ppx0, (2.38)

onde

yp =


y0

y1
...

yp−1

 , Pp =


C

CA
...

CAp−1

 . (2.39)

A solução para este sistema de equações é dada por

x0 = P†
pyp, (2.40)

onde † representa a pseudo-inversa. O estado inicial x0 pode ser obtido unicamente se e somente
se a matriz de observabilidade Pp, de dimensões pq×n possui posto n.

2.3.3 Conceitos básicos de realização

Dado o sistema apresentado pela equação (2.30), fazendo us0 = 1 (s = 1,2, · · · ,r) e
usk = 0 (k = 1,2, · · ·), pode ser obtida a matriz de resposta ao impulso, Mk, com dimensões
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q× r:

M0 = D,

M1 = CB,

M2 = CAB,

M3 = CA2B,
...

Mk = CAk−1B. (2.41)

Esta sequência de matrizes constantes é conhecida como parâmetros de Markov do sistema.

Os parâmetros de Markov são utilizados na identificação do sistema disposto em (2.30).
Como M0 =D, apenas as matrizes A, B e C precisam ser determinadas. O problema da realização
de sistemas visa construir as matrizes constantes A, B e C a partir dos parâmetros de Markov do
sistema.

Todo sistema possui um número infinito de realizações que irão prever respostas idênticas
para qualquer entrada particular (JUANG; PAPPA, 1985). Entretanto, a realização mínima produz
um modelo com a menor dimensão em espaço de estados sobre todos os sistemas realizáveis que
possuem a mesma relação entrada-saída. Além disso, todas as realizações mínimas têm o mesmo
conjunto de autovalores, os quais correspondem aos parâmetros modais do sistema.

A realização do sistema se inicia na formação da matriz generalizada de Hankel pq× γr,
composta pelos parâmetros de Markov descritos em (2.41).

H0 =


M1 M2 · · · Mγ

M2 M3 · · · Mγ+1
...

... . . . ...
Mp Mp+1 · · · Mp+γ−1

 , (2.42)

onde p e γ são inteiros de forma que γr ≥ pq. O primeiro parâmetro de Markov M0 = D não é
incluído em H0.

A matriz H0 possui posto n se pq≥ n, pois esta pode ser decomposta em duas matrizes
de posto n:

H0 =


CB CAB · · · CAγ−1B

CAB CA2B · · · CAγB
...

... . . . ...
CAp−1B CApB · · · CAp+γ−2B

= PpQγ, (2.43)

onde Pp e Qγ são dadas por

Pp =


C

CA
...

CAp−1

 , Qγ =
[
B AB A2B · · · Aγ−1B

]
(2.44)
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A matriz Pp é a matriz de observabilidade, enquanto a matriz Qγ é a matriz de controla-
bilidade. Se a ordem do sistema for n, então a dimensão mínima da matriz de estados é n×n. Se
o sistema for controlável e observável, as matrizes Pp e Qγ são de ordem n (JUANG; PHAN,
2001). Portanto, a matriz de Hankel H0 possui posto n.

2.3.4 Algoritmo de realização de auto-sistema (ERA)

Existem vários métodos disponíveis para calcular um modelo no espaço de estados a
partir dos parâmetros de Markov do sistema. Um método comumente utilizado é o algoritmo de
realização de auto-sistema (ERA, do inglês Eigensystem Realization Algorithm). O processo ERA
se inicia com a fatoração da matriz de Hankel, definida em (2.42), através da sua decomposição
em valores singulares (SVD, do inglês Singular Value Decomposition):

H0 = RΣΣΣST , (2.45)

onde as colunas das matrizes R e S são ortonormais e ΣΣΣ é uma matriz retangular,

ΣΣΣ =

[
ΣΣΣn 0
0 0

]
, (2.46)

na qual 0 são matrizes nulas com dimensões apropriadas e

ΣΣΣn = diag
[
σ1, σ2, · · · , σi, σi+1, · · · , σn

]
, i = 1,2, . . . ,n, (2.47)

sendo σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σi ≥ σi+1 ≥ ·· · ≥ σn ≥ 0.

Em seguida, formam-se as matrizes Rn e Sn a partir das primeiras n colunas de R e S,
respectivamente. Então tem-se

H0 = RnΣΣΣnST
n , onde RT

n Rn = In = ST
n Sn. (2.48)

Analisando as equações (2.43) e (2.48), é possível escrever a seguinte igualdade:

H0 =
[
RnΣΣΣ

1/2
n

][
ΣΣΣ

1/2
n ST

n

]
∼= PpQγ, (2.49)

onde o sinal de aproximação ∼= é usado devido ao ruído e ao truncamento de pequenos valores
singulares diferentes de zero.

Uma interpretação da equação (2.49) é que Pp está relacionada a Rn e Qγ está relacionada
a ST

n . De fato, uma escolha possível é (JUANG; PHAN, 2001):

Pp = RnΣΣΣ
1/2
n , (2.50a)

Qγ = ΣΣΣ
1/2
n ST

n . (2.50b)

A partir da equação (2.44), é possível obter

B = as r primeiras colunas de (2.50b), (2.51a)

C = as q primeiras linhas de (2.50a). (2.51b)
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Para determinar a matriz A, é formada a matriz de Hankel generalizada H1, de dimensões
pq× γr da seguinte forma:

H1 =


M2 M3 · · · Mγ+1

M3 M4 · · · Mγ+2
...

... . . . ...
Mp+1 Mp+2 · · · Mp+γ

=


CAB CA2B · · · CAγB
CA2B CA3B · · · CAγ+1B

...
... . . . ...

CApB CAp+1B · · · CAp+γ−1B

 . (2.52)

Similarmente à equação (2.43), tem-se

H1 = PpAQγ (2.53)

H1 = RnΣΣΣ
1/2
n AΣΣΣ

1/2
n ST

n . (2.54)

A matriz A é, então, obtida a partir da seguinte equação:

A = ΣΣΣ
−1/2
n RT

n H1SnΣΣΣ
−1/2
n . (2.55)

Vale ressaltar que a realização no espaço de estados representada por A, B, C e D,
obtidas através de do algoritmo ERA é uma realização mínima, ou seja, o modelo é controlável e
observável e sua ordem é mínima (JUANG; PHAN, 2001).

2.4 O algoritmo OKID

O algoritmo OKID (Identificação com Observador/Filtro de Kalman, do inglês Obser-

ver/Kalman Filter Identification) é uma metodologia utilizada na obtenção dos parâmetros de
Markov de um sistema a partir de dados de entrada e saída do mesmo, com a utilização de um
observador de Luenberger.

Considere o sistema dinâmico linear, invariante no tempo, no domínio do tempo discreto
descrito pela equação (2.30). Para uma dada sequência de entrada uk, partindo do instante k0,
pode-se determinar o estado xk0+r (r ≥ 0) da seguinte forma:

xk0+r = Arxk0 +
r

∑
j=1

Ar− jBuk0+ j−1. (2.56)

A equação para a saída do sistema é então dada por

yk0+r = CArxk0 +
r

∑
j=1

CAr− jBuk0+ j−1 +Duk0 , (2.57)

ou na forma matricial:

yk0+r = CArxk0 +Mrū
(r)
k0
, (2.58)

onde
Mr =

[
CAr−1B · · · CB D

]
(2.59)
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e

ūk0 =


uk0

...
uk0+r

 . (2.60)

A matriz Mr é composta por r parâmetros de Markov do sistema.

Para um sistema assintoticamente estável, Ar→ 0 para valores crescentes de r. Desta
forma, para um valor de p suficientemente grande, tem-se Ap ≈ 0. Isto significa que as condições
anteriores do sistema possuem influência negligenciável nos dados medidos após p instantes de
tempo. Assim sendo, pode-se reescrever a equação (2.58) da seguinte forma:

yk0+p = CApxk0 +Mpū(p)
k0

≈Mpū(p)
k0

.
(2.61)

Assim, pode-se obter Mp resolvendo a seguinte equação:[
yk0+p yk0+p+1 · · · yk0+l−1

]
≈Mp

[
ū(p)

k0
ū(p)

k0+1 · · · ū(p)
k0+l−1

]
(2.62)

A equação (2.62) pode ser resolvida através do método de mínimos quadrados utilizando-
se n medições, preferencialmente l ≫ p. Entretanto, para sistemas levemente amortecidos e,
consequentemente, com tempo de acomodação elevado, a quantidade (l) de medições necessárias
é elevada e a solução da equação pode tornar-se computacionalmente inviável.

Para contornar este problema, ao invés de identificar diretamente os parâmetros de
Markov do sistema como em (2.62), o OKID identifica os parâmetros de Markov de um sistema
modificado que é assintoticamente estável, através de um observador de Luenberger (1964). O
objetivo principal de introduzir um observador é usá-lo como um artifício para compactar os
dados e melhorar os resultados de identificação do sistema na prática (JUANG et al., 1991).
Neste sentido, o papel do observador não é fornecer estimativas dos estados do sistema, mas
sim fornecer um conjunto de equações assintoticamente estáveis cujos parâmetros podem ser
facilmente identificados (PHAN et al., 1993). Adicionando e subtraindo o termo Gyk do lado
direito da equação (2.30a), tem-se:

xk+1 = Axk +Buk +Gyk−Gyk

= [A+GC]xk +[B+GD]uk−Gyk

= Āxk + B̄vk

(2.63)

onde

Ā = A+GC (2.64)

B̄ = [B+GD −G] (2.65)

νννk =

[
uk

yk

]
(2.66)
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e G ∈Rn×q é uma matriz escolhida para tornar a matriz Ā tão estável quanto desejado. A relação
de entrada-saída em forma matricial para a equação (2.63) é:

ȳ = M̄V̄ (2.67)

onde
ȳ =

[
yp yp+1 · · · yl−1

]
(2.68)

M̄ =
[
D CB̄ CĀB̄ · · · CĀp−1B̄

]
(2.69)

V̄ =



up up+1 · · · ul−1

νννp−1 νννp · · · νννl−2

νννp−2 νννp−1 · · · νννl−3
...

... . . . ...
ννν0 ννν1 · · · νννl−p−1


. (2.70)

A equação (2.67) pode então ser resolvida para os parâmetros de Markov do observador (M̄) por
mínimos quadrados:

M̄ = ȳV̄T [V̄V̄T ]−1 (2.71)

Para recuperar os parâmetros de Markov do sistema (M) a partir dos parâmetros de
Markov do observador (M̄), particiona-se M̄ da seguinte maneira:

M̄ =
[
M̄−1 M̄0 M̄1 · · · M̄p−1

]
(2.72)

onde
M̄k = CĀkB̄

=
[
C(A+GC)k(B+GD) −C(A+GC)kG

]
≡
[
M̄(1)

k M̄(2)
k

]
; k ∈ [0, p−1]

(2.73)

e

M̄−1 = D. (2.74)

A relação geral entre os parâmetros de Markov do sistema real e os parâmetros de Markov do
observador é (JUANG et al., 1993):

Mk = M̄(1)
k +

k−1

∑
i=0

M̄(2)
i Mk−i−1 +M̄(2)

k D (2.75)

Uma vez obtidos os parâmetros de Markov do sistema, um procedimento padrão de
realização pode ser utilizado para a obtenção dos parâmetros do sistema no domínio do tempo
(JUANG; PHAN; LONGMAN, 1991). Para um sistema de dimensão finita, o conhecimento de
um número suficiente de parâmetros de Markov do sistema real é suficiente para deduzir uma
realização no espaço de estados do sistema de interesse (PHAN et al., 1993).
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3 METODOLOGIA PROPOSTA

Este capítulo apresenta a formulação matemática baseada em modelagem nebulosa com
estimação evolutiva do antecedente e estimação recursiva do consequente.

3.1 Estrutura do modelo nebuloso evolutivo

A i-ésima regra do modelo nebuloso evolutivo da planta a ser identificado é dada por:

Ri : SE (zk ∼ ξi
k) ENTÃO

xk+1|i = Ai
kxk|i +Bi

kuk

yk|i = Ci
kxk|i +Di

kuk

i = 1, 2, · · · , L, (3.1)

onde L é o número de regras, zk = [uk
T yk

T ]T ∈ Rr+q é a amostra de dados no instante k,
ξi

k representa a i-ésima nuvem de dados, ∼ indica que a associação nebulosa é expressa
linguisticamente como "está associado a", Ai

k ∈ Rni×ni , Bi
k ∈ Rni×r, Ci

k ∈ Rq×ni , Di
k ∈ Rq×r,

xk|i = [x1
k x2

k · · · xni
k ]

T ∈ Rni , uk = [u1
k u2

k · · · ur
k]

T ∈ Rr e yk|i = [y1
k y2

k · · · yq
k ]

T ∈ Rq são, respec-
tivamente, matriz de estados, matriz de entrada, matriz de saída, matriz de transmissão direta,
vetor de estados, vetor de entrada e vetor de saída do modelo linear local para a i-ésima regra. ni

é a ordem do modelo para a i-ésima regra.

O antecedente do sistema é representado por uma nuvem de dados que descreve um
determinado subconjunto de todo o conjunto de dados. Assim, a abordagem proposta substitui
as funções de pertinência escalares por uma função não paramétrica que é representada pelas
densidades locais (YANG et al., 2021).

Considerando o tipo de distância euclidiana, a densidade local da i-ésima nuvem de
dados é definida da seguinte forma (ANGELOV; GU; KANGIN, 2017; YANG et al., 2021):

γ
i
k =

1

1+
||zk−ℸi

k||
2

Ξi
k−||ℸ

i
k||2

(3.2)

onde ℸi
k e Ξi

k são, respectivamente, o valor médio e o produto escalar das amostras de dados
dentro da i-ésima nuvem de dados. A densidade local normalizada para cada nuvem de dados é
dada por:

λ
i
k =

γi
k

L

∑
i=1

γ
i
k

, i = 1,2, · · · ,L.
(3.3)

A saída do modelo nebuloso é dada por

ỹk =
L

∑
i=1

λ
iyk|i (3.4)
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O modelo nebuloso evolutivo proposto é representado graficamente na figura 3.

Figura 3 – Diagrama de blocos do modelo proposto.

Fonte: Autor.

3.2 Estimação do Antecedente

A estimação do antecedente é feita utilizando o conceito proposto inicialmente por
Angelov e Yager (2012), no qual foi introduzido um tipo simplificado de sistema baseado em
regras nebulosas, chamado AnYa, que oferece uma maneira de definir o antecedente das regras
sem definir as funções de pertinência por variável de maneira explícita. As partes antecedentes
das regras nebulosas são formadas sobre nuvens de dados, que são livres de parâmetros e reduzem
os problemas de definição e ajuste de funções de pertinência (ANGELOV; SKRJANC; BLAZIC,
2013).

No artigo original, os pontos focais foram identificados usando o algoritmo eClustering
(ANGELOV, 2013). O sistema proposto neste trabalho forma nuvens de dados com base na
análise de dados empíricos (EDA, do inglês Empirical Data Analytics) (ANGELOV; GU;
KANGIN, 2017; ANGELOV; GU, 2018).

O sistema proposto inicia com zero nuvens de dados e forma suas nuvens de dados a
partir do fluxo de dados online. A primeira amostra de dados é usada para construir a primeira
nuvem de dados e é designada como seu ponto focal ξ1. A medida em que novas amostras
de dados vão chegando, mais nuvens de dados são formadas, desde que sejam atendidos dois
critérios.

O primeiro critério relaciona a densidade global da i-ésima nuvem de dados (γi(G)
k ) e a

densidade global da amostra de dados (ϒk) no instante k, conforme a equação (3.5).(
ϒk− γ

i(G)
k > 0

)
OU

(
ϒk− γ

i(G)
k < 0

)
; ∀i ∈ [1,L] (3.5)
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com
ϒk =

1

1+
||zk−ℸG

k ||
2

ΞG
k −||ℸ

G
k ||2

(3.6)

e
γ

i(G)
k =

1

1+
||ℸi

k−ℸG
k ||

2

ΞG
k −||ℸ

G
k ||2

,
(3.7)

sendo ℸG
k e ΞG

k , respectivamente, a média global e o produto escalar global de todas as amostras
de dados observadas:

ℸG
k =

k−1
k

ℸG
k−1 +

1
k

zk, ℸG
1 = z1 (3.8)

e

Ξ
G
k =

k−1
k

Ξ
G
k−1 +

1
k
||zk||2, Ξ

G
1 = ||z1||2. (3.9)

O segundo critério é a informação de distância, definido como

ζki > ρ
i
k; ∀i ∈ [1,L], (3.10)

onde ζki representa a distância entre a amostra atual zk e o ponto focal da i-ésima nuvem de
dados ξi

ζki = ||zk−ξi||. (3.11)

ρi
k representa a propagação da nuvem de dados e é atualizada da seguinte maneira:

ρ
i
k =

1
2
(
ρ

i
k−1 +ϕ

i
k
)
, ρ

i
0 = 1, (3.12)

e ϕi
k representa a dispersão local da i-ésima nuvem de dados sobre o espaço de dados no k-ésimo

instante de tempo e é expressa como

ϕ
i
k =

√
Ξi

k−||ℸ
i
k||2. (3.13)

Quando ambos os critérios, representados pelas equações (3.5) e (3.10), são satisfeitos,
uma nova nuvem de dados é formada e a nova amostra é definida como seu ponto focal:

ξL+1 = zk, (3.14)

caso contrário, o ponto focal da nuvem de dados mais próxima é atualizado pela nova amostra
de dados:

ξ f = zk; f = arg
L

min
i=1
||zk−ξi||. (3.15)

Durante o aprendizado, a distância entre duas densidades locais de nuvens de dados pode
se tornar baixa. Nesse caso, a regra redundante precisa ser removida. A distância normalizada
dos dados das nuvens duplicadas é expressa como

di
k =

Di j
k

L

∑
j=1

Di j
k

, Di j
k = ||ℸi

k−ℸ j
k||, (3.16)
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sendo i e j definidos como argminL
i=1 minL,i̸= j

j=1 ||ℸi
k−ℸ j

k||. A i-ésima nuvem de dados é removida
se a distância normalizada di

k ficar abaixo de um valor limite de.

Por fim, regras obsoletas são removidas seguindo o critério de utilidade descrito a seguir:

U i
k =

k

∑
l=1

λ
l

k− Ii∗ , i ∈ [1,L], t = 2,3, . . . ,
(3.17)

onde Ii∗ é o instante em que a i-ésima regra nebulosa foi criada. Regras que satisfazem a seguinte
condição são removidas:

SE U i
k < η ENTÃO L← L−1, η ∈ [0,03, 0,1]. (3.18)

3.3 Estimação Paramétrica do Consequente

O consequente de cada regra nebulosa é formado pelo modelo linear no espaço de estados
a seguir:

xk+1|i = Ai
kxk|i +Bi

kuk (3.19a)

yk|i = Ci
kxk|i +Di

kuk, (3.19b)

tendo como parâmetros a serem identificados as matrizes Ai
k, Bi

k, Ci
k e Di

k. Para tanto, é utilizado
o algoritmo ERA que, por sua vez, necessita dos parâmetros de Markov do sistema para cada
regra nebulosa.

3.3.1 Estimação recursiva dos parâmetros de Markov nebulosos

A estimação dos parâmetros do consequente inicia-se com uma versão recursiva nebulosa
do algoritmo OKID, descrito na seção 2.4, a fim de estimar os parâmetros de Markov nebulosos
para cada regra nebulosa. Adicionando e subtraindo Giyk|i ao lado direito da equação (3.19a),
tem-se

xk+1|i = Ai
kxk|i +Bi

kuk +Giyk|i−Giyk|i

=
[
Ai

k +GiCi
k
]

xk|i +
[
Bi

k +GiDi]uk−Giyk|i

= Āi
kxk|i + B̄i

kνννk|i,

(3.20)

sendo

Āi
k =

[
Ai

k +GiCi
k
]
, (3.21)

B̄i
k =

[
Bi

k +GiDi
k −Gi] , (3.22)

νννk|i =

[
uk

yk|i

]
, (3.23)



Capítulo 3. Metodologia Proposta 48

e Gi ∈ Rn×q é uma matriz escolhida para tornar a matriz Āi
k tão estável quanto desejado. A

solução da equação (3.20) é dada por

xk|i =
k

∑
j=1

(
Āi

k
) j−1 B̄i

kνννk− j|i. (3.24)

Substituindo a equação (3.24) na equação (3.19b), tem-se:

yk|i = Ci
kĀi

kx0 +
k

∑
j=1

Ci
k
(
Āi

k
) j−1 B̄i

kνννk− j|i +Di
kuk. (3.25)

Para um valor suficientemente grande de p (k > p), tem-se
(
Āi

k

)p ≈ 0. A equação (3.25) pode
então ser reescrita da seguinte forma:

yk|i =
p

∑
j=1

Ci
k
(
Āi

k
) j−1 B̄i

kνννk− j|i +Di
kuk

=
p

∑
j=1

M̄i
jνννk− j|i +Di

kuk,

(3.26)

onde M̄i
j é o j-ésimo parâmetro de Markov do observador para o sistema linear do consequente

da i-ésima regra nebulosa.

A equação (3.26) tem a seguinte representação matricial (TORRES; SERRA, 2018b):

yk|i = θθθ
i
kφφφ

i
k (3.27)

onde θθθ
i
k =

[
Di

k M̄i
k1
· · · M̄i

kp

]
, com o subíndice k indicando que θθθ

i
k é estimada utilizando os

dados obtidos até o k-ésimo instante de tempo, e φφφ
i
k =

[
uT

k (vk−1|i)T · · · (vk−p|i)T
]T

. Em
batelada, tem-se:

Yk|i = θθθ
i
kΦΦΦ

i
k, (3.28)

onde
Yk|i =

[
yp+1|i yp+2|i · · · yk|i

]
(3.29)

e
ΦΦΦk =

[
φφφ

i
p+1 φφφ

i
p+2 · · · φφφ

i
k

]
. (3.30)

Considerando a equação (3.4), a saída do modelo nebuloso é dada em batelada por:

Ỹk =
L

∑
i=1

θθθ
i
kΦΦΦ

i
kΛΛΛ

i
k, (3.31)

onde

ΛΛΛ
i =


λi

p+1 0 · · · 0

0 λi
p+2 · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · λi
k

 (3.32)
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é a matriz diagonal de ponderação dos valores de pertinência na i-ésima regra e

Ỹk =
[
ỹp+1 ỹp+2 · · · ỹk

]
(3.33)

é o vetor de saída.

A solução do problema de mínimos quadrados é feita utilizando a abordagem local para
garantir a interpretabilidade dos modelos nebulosos obtidos (TORRES, 2018):

θθθ
i
k = ỸkΛΛΛ

i
k
(
ΦΦΦ

i
k
)T
[
ΦΦΦ

i
kΛΛΛ

i
k
(
ΦΦΦ

i
k
)T
]−1

. (3.34)

Com a chegada de uma nova amostra de dados, adiciona-se os termos uk+1 e yk+1 em
(3.34). Dessa forma, tem-se:

θθθ
i
k+1 = Ỹk+1ΛΛΛ

i
k+1
(
ΦΦΦ

i
k+1
)T
[
ΦΦΦ

i
k+1ΛΛΛ

i
k+1
(
ΦΦΦ

i
k+1
)T
]−1

, (3.35)

onde Ỹk+1 =
[
Ỹk yk+1

]
e ΦΦΦ

i
k+1 =

[
ΦΦΦ

i
k φφφ

i
k+1

]
.

A solução da equação (3.35) requer a inversão de uma matriz de dimensões elevadas, o
que pode ser computacionalmente dispendioso e, além disso, induzir erros numéricos (WU et
al., 2015). Para contornar este problema, a equação (3.35) pode ser calculada pelo método dos
mínimos quadrados recursivos, sendo a matriz de covariância dada por:

Pi
k+1 =

[
ΦΦΦ

i
k+1ΛΛΛ

i
k+1
(
ΦΦΦ

i
k+1
)T
]−1

=
[
ΦΦΦ

i
kΛΛΛ

i
k
(
ΦΦΦ

i
k
)T

+φφφ
i
k+1λi

k+1

(
φφφ

i
k+1
)T
]−1

.

(3.36)

Usando o lema da inversão de matrizes, a equação (3.36) pode ser reescrita como:

Pi
k+1 = Pi

k

[
I−

φφφ
i
k+1
(
φφφ

i
k+1
)T Pi

k(
λi

k+1

)−1
+
(
φφφ

i
k+1
)T Pi

kφφφ
i
k+1

]
. (3.37)

Substituindo (3.37) em (3.35), tem-se:

θθθ
i
k+1 = Ỹk+1ΛΛΛ

i
k+1
(
ΦΦΦ

i
k+1
)T
[
ΦΦΦ

i
k+1ΛΛΛ

i
k+1
(
ΦΦΦ

i
k+1
)T
]−1

= θθθ
i
k +
[
yk+1−θθθ

i
kφφφ

i
k+1

] (
φφφ

i
k+1
)T Pi

k(
λi

k+1

)−1
+
(
φφφ

i
k+1
)T Pi

kφφφ
i
k+1

.
(3.38)

Os parâmetros de Markov do observador podem então ser obtidos recursivamente reformulando
as equações (3.37) e (3.38) da seguinte forma:

KW
i
k =

(φφφi
k+1)

T Pi
k(

λi
k+1

)−1
+
(
φφφ

i
k+1
)T Pi

kφφφ
i
k+1

(3.39)

θθθ
i
k+1 = θθθ

i
k +
[
yk+1−θθθ

i
kφφφ

i
k+1

]
KW

i
k (3.40)
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Pi
k+1 = Pi

k
[
I−φφφ

i
k+1KW

i
k
]

(3.41)

Uma vez obtidos os parâmetros de Markov do observador, a partir destes pode-se obter
os parâmetros de Markov nebulosos do sistema. Para a obtenção dos parâmetros de Markov
nebulosos do sistema para a i-ésima regra, é feito o particionamento dos parâmetros de Markov
do observador da seguinte maneira:

θθθ
i
k =

[
M̄i
−1 M̄i

0 M̄i
1 · · · M̄i

p−1

]
(3.42)

onde
M̄i

j = Ci
k
(
Āi

k
) j B̄i

k

=
[
Ci

k

(
Ai

k +Gi
kCi

k

) j (Bi
k +Gi

kDi
k

)
, −Ci

k

(
Ai

k +Gi
kCi

k

) j Gi
k

]
≜
[
M̄i

j
(1), M̄i

j
(2)
]

; j = 0,1,2, · · ·

(3.43)

e

M̄i
−1 = Di

k. (3.44)

Os parâmetros de Markov nebulosos do sistema para a i-ésima regra são então obtidos através da
equação a seguir:

Mi
0 = Di

k

Mi
j+1 = M̄i

j
(1)+

j−1

∑
s=0

M̄i
s
(2)Mi

j−s−1 +M̄i
s
(2)Di

k, j = 0,1,2, · · · .
(3.45)

3.3.2 Realização de auto-sistema

Uma vez obtidos os parâmetros de Markov nebulosos do sistema, é feita a realização de
auto-sistema para cada regra. Para tanto, inicialmente é formada uma matriz de Hankel para cada
regra, utilizando os parâmetros de Markov nebulosos obtidos anteriormente, conforme segue:

Hi
0 =


Mi

1 Mi
2 · · · Mi

γ

Mi
2 Mi

3 · · · Mi
γ+1

...
... . . . ...

Mi
β

Mi
β+1 · · · Mi

β+γ−1

 . (3.46)

A matriz Hi
0 possui dimensões β× γrq, onde r é o número de entradas do sistema, q é o número

de saídas do sistema, γ e β são inteiros de forma que γr ≥ βq.

No intuito de reduzir o número de parâmetros a serem especificados durante a imple-
mentação da proposta, os parâmetros β e γ são determinados de forma automática. Fazendo
β = κr e γ = κq, garante-se γr = βq. Evidentemente, para uma utilização computacionalmente
otimizada dos parâmetros de Markov nebulosos adquiridos, β+ γ−1 = p−1, sendo p o número
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de parâmetros de Markov nebulosos do sistema obtidos na etapa anterior. Tem-se, então:

β+ γ−1 = p−1

κr+κq = p

κ =
p

r+q
. (3.47)

Como κ deve ser um número inteiro, faz-se:

κ = f loor
(

p
r+q

)
, (3.48)

onde o operador f loor(·) arredonda o elemento entre parênteses para o número inteiro mais
próximo menor ou igual a esse elemento. Esta operação, no entanto, dependendo dos valores de
p, q e r, pode resultar em uma utilização não-otimizada dos p parâmetros de Markov nebulosos
identificados. Para uma utilização de fato otimizada dos parâmetros de Markov nebulosos, p

deve ser múltiplo de r+q. Para tanto, faz-se:

p = κ(r+q), (3.49)

sendo κ um número natural não-nulo. Além disso, é recomendável que p seja pelo menos quatro
ou cinco vezes maior que a ordem efetiva do sistema (JUANG et al., 1993), portanto:

κ(r+q)≥ 5n̂

κ ≥ 5n̂
r+q

. (3.50)

Como κ deve ser um número inteiro, faz-se:

κ = ceil
(

5n̂
r+q

)
, (3.51)

onde o operador ceil(·) arredonda o elemento entre parênteses para o número inteiro mais
próximo maior ou igual a esse elemento. Substituindo (3.51) em (3.49), tem-se:

p = ceil
(

5n̂
r+q

)
(r+q). (3.52)

Substituindo (3.52) em (3.48), tem-se:

κ = f loor

ceil
(

5n̂
r+q

)
(r+q)

r+q

= ceil
(

5n̂
r+q

)
. (3.53)

Como β = κr e γ = κq, tem-se:

β = ceil
(

5n̂
r+q

)
r (3.54)
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γ = ceil
(

5n̂
r+q

)
q. (3.55)

As equações (3.52), (3.54) e (3.55) permitem que os parâmetros p, β e γ sejam determi-
nados automaticamente, tendo o usuário que determinar apenas uma estimativa n̂ da ordem do
sistema. Vale ressaltar que a estimativa n̂ não é o limite máximo da ordem do modelo que pode
ser identificado. De fato, a maior ordem do modelo que pode ser identificado é igual ao posto da
matriz Hi

0, dado por βq (JUANG; PHAN, 2001). Assim, a ordem máxima do modelo que pode
ser identificado é:

nmax = βq

nmax = ceil
(

5n
r+q

)
rq.

(3.56)

Utilizando as equações (3.54) e (3.55), Hi
0 possui o seguinte formato:

Hi
0 =


Mi

1 Mi
2 · · · Mi

γ

Mi
2 Mi

3 · · · Mi
γ+1

...
... . . . ...

Mi
β

Mi
β+1 · · · Mi

p−1

 . (3.57)

Uma vez formada a matriz Hi
0, é feita sua decomposição em valores singulares (SVD), como

segue:

Hi
0 = Ri

ΣΣΣ
iSiT , (3.58)

com

ΣΣΣ
i =

[
ΣΣΣ

i
n 0

0 0

]
, (3.59)

na qual 0 são matrizes nulas com dimensões apropriadas e

ΣΣΣ
i
n = diag

[
σi

1, σi
2, · · · , σi

j, σi
j+1, · · · , σi

n

]
, (3.60)

sendo σi
1 ≥ σi

2 ≥ ·· · ≥ σi
j ≥ σi

j+1 ≥ ·· · ≥ σi
n ≥ 0.

A matriz ΣΣΣ
i
n, para cada regra, é então truncada de modo a conter apenas os ni primeiros

valores singulares suficientes para satisfazerem a seguinte equação:

ni

∑
a=1

σ
i
a

n

∑
b=1

σ
i
b

≥ ε, 0 < ε≤ 1. (3.61)

Por conseguinte, formam-se as matrizes Ri
ni

e Si
ni

a partir das primeiras ni colunas de Ri e Si,
respectivamente. Então, tem-se

Hi
0 = Ri

ni
ΣΣΣ

i
ni

Si
ni

T
. (3.62)
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Em seguida, são obtidas as matrizes Pi
β

e Qi
γ, dadas por

Pi
β
= Ri

ni
ΣΣΣ

i
ni

1/2
, (3.63a)

Qi
γ = ΣΣΣ

i
ni

1/2Si
ni

T
. (3.63b)

Então, as matrizes Bi
k e Ci

k são obtidas como segue:

Bi
k = as r primeiras colunas de (3.63b), (3.64a)

Ci
k = as q primeiras linhas de (3.63a). (3.64b)

Para determinar a matriz Ai
k, é formada a matriz de Hankel generalizada Hi

1 da seguinte
forma:

Hi
1 =


Mi

2 Mi
3 · · · Mi

γ+1

Mi
3 Mi

4 · · · Mi
γ+2

...
... . . . ...

Mi
β+1 Mi

β+2 · · · Mp

 . (3.65)

A matriz Ai
k é, então, obtida a partir da seguinte equação:

Ai
k = ΣΣΣ

i
ni

−1/2Ri
ni

T Hi
1Si

ni
ΣΣΣ

i
n
−1/2

. (3.66)

O algoritmo a seguir descreve os passos necessários para a execução da metodologia
proposta.
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Algoritmo 1 Metodologia proposta
1: Parâmetros do algoritmo
2: Informe de, η, n̂ e ε;
3: Inicialização
4: Determine os parâmetros p, β e γ – Equações (3.52), (3.54) e (3.55) ;
5: k = 1; L = 1; ξ1 = zk; ℸG

1 = z1; ΞG
1 = ||z1||2;

6: enquanto zk+1 ̸= /0 faça
7: k = k+1;
8: Atualização dos parâmetros do antecedente
9: Adquira a amostra zk;

10: Atualize a média global (ℸG
k ) – Equação (3.8);

11: Atualize o produto escalar global (ΞG
k ) – Equação (3.9);

12: Determine a densidade global da nova amostra (ϒk) – Equação (3.6);
13: para i← 1 até L faça
14: Determine a densidade global da i-ésima nuvem de dados (γi(G)

k ) – Equação (3.7);
15: fim para
16: Verifique o critério 1 – Equação (3.5);
17: Verifique o critério 2 – Equação (3.10);
18: se critério 1 E critério 2 então
19: Forme uma nova nuvem de dados – Equação (3.14);
20: senão
21: Atualize o ponto focal da nuvem mais próxima – Equação (3.15);
22: fim se
23: Remova regras redundantes – Equação (3.16);
24: Remova regras obsoletas – Equação (3.18);
25: Atualize a densidade local normalizada (λi

k) para cada nuvem de dados – Equação (3.3);
26: Atualização dos parâmetros do consequente
27: Atualize φφφ

i
k, incluindo a nova amostra zk;

28: para i← 1 até L faça
29: Obtenha os parâmetros de Markov nebulosos do observador (θθθi

k) – Equações (3.39),
(3.40) e (3.41);

30: Obtenha os parâmetros de Markov nebulosos do sistema (Mi
j) – Equação (3.45);

31: Construa a matriz de Hankel (Hi
0) – Equação (3.57);

32: Decomponha Hi
0 em seus valores singulares – Equação (3.58);

33: Determine a ordem (ni) do sistema para a i-ésima regra – Equação (3.61);
34: Determine Bi

k e Ci
k – Equações (3.64a) e (3.64a);

35: Forme a matriz de Henkel generalizada (Hi
1) – Equação (3.65);

36: Determine a matriz Ai
k – Equação (3.66);

37: fim para
38: fim enquanto

A execução deste algoritmo resulta na obtenção da densidade local normalizada (λi
k)

para cada nuvem de dados e seus parâmetros do consequente (matrizes Ai
k, Bi

k, Ci
k e Di

k).
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4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Neste capítulo são apresentados resultados experimentais com o objetivo de demonstrar
a aplicabilidade e a eficácia da metodologia proposta nesta dissertação. Esta metodologia é
aplicada na identificação de quatro sistemas dinâmicos. O primeiro é um sistema de tanque,
sendo este um sistema SISO não linear. O segundo é um Robô Aéreo Quadrirotor (RAQ), um
sistema MIMO não linear de dinâmica rápida. O terceiro e o quarto, um evaporador industrial
e uma fornalha para vidro, respectivamente, são casos de referência utilizados para comparar
os resultados obtidos pela metodologia proposta com aqueles obtidos pela aplicação de outras
quatro metodologias.

Para validar a metodologia proposta e avaliar seu desempenho, são utilizadas duas
métricas, sendo a primeira o Erro Médio Quadrático (MSE, do inglês Mean Square Error), dado
por:

MSE =
1
N

N

∑
k=1

(
yi

k− ŷi
k
)2
, (4.1)

onde yi
k é a saída i do sistema real no instante k, ŷi

k é a saída i estimada pelo modelo no instante k

e N é o tamanho do conjunto de dados. A segunda métrica de desempenho utilizada é o Best Fit

Criterion (FIT), dado por:

FIT (%) =

1−

√
∑

N
k=1
(
yi

k− ŷi
k

)2√
∑

N
k=1
(
yi

k− ȳi
)2

×100, com ȳi =
1
N

N

∑
k=1

yi
k, (4.2)

onde yi
k é a saída i do sistema real no instante k, ŷi

k é a saída i estimada pelo modelo no
instante k e N é o tamanho do conjunto de dados.

4.1 Sistema de Tanque

O sistema de tanque utilizado neste estudo é composto por um tanque cilíndrico horizon-
tal, uma bomba com vazão fixa, um reservatório de água, sensores discretos de nível, um sensor
contínuo de nível e uma válvula com um servomotor acoplado a ela para controlar a vazão de
saída do tanque. O sensor contínuo de nível é do tipo capacitivo e sua tensão de saída varia de 0
a 10 volts, proporcionalmente ao nível de líquido no tanque. O tanque e sensores de nível podem
ser visualizados na figura 4.

Neste sistema, uma bomba fornece líquido para o tanque com vazão constante. Como
não é possível controlar a vazão de entrada do tanque, controla-se a vazão de saída deste. Desta
forma, o nível de líquido dentro do tanque varia de acordo com a vazão de saída, ou seja, se a
vazão de saída for menor que a de entrada, o nível de líquido no tanque aumentará, caso contrário,
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Figura 4 – Sistema de tanque.

Fonte: Autor.

este diminuirá. Se ambas as vazões forem iguais, o nível de líquido no tanque permanecerá
constante. A figura 5 exibe o diagrama de blocos do sistema de tanque.

Figura 5 – Sistema de tanque: diagrama de blocos.

Fonte: Autor.

Com a vazão da bomba constante, a coleta de dados de entrada uk e saída yk desta planta
foi realizada com um período de amostragem Ts igual a 10 segundos, sendo a entrada da planta o
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ângulo de fechamento da válvula (0−100%) e a saída o nível de água no reservatório (0−100%).
Foram coletadas 290 amostras de entrada e saída. Os dados coletados estão dispostos nas figuras
6 e 7.

Figura 6 – Sistema de tanque: entrada uk.
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Fonte: Autor.

Figura 7 – Sistema de tanque: saída yk.

50 100 150 200 250

Amostra (k)

0

20

40

60

80

100

Fonte: Autor.

Foram utilizados os seguintes parâmetros durante a inicialização do algoritmo de identifi-
cação: de = 0,1, η = 0,03, n̂ = 4 e ε = 0,5. As amostras 151 a 290 foram utilizadas na etapa de
validação.

À medida em que novas amostras de dados chegam, o número de regras do modelo
evolui, aumentando ou diminuindo para melhor representar o sistema. A evolução do número de
regras do modelo nebuloso evolutivo pode ser vista na figura 8.

Além de atualizar recursivamente seus parâmetros, para cada regra, a ordem do modelo
local no espaço de estados também evolui de forma independente, aumentando ou diminuindo
para melhor representar o sistema local. A figura 9 mostra a característica adaptativa do modelo
local para as regras 1 a 4, enquanto a figura 10 exibe sua característica evolutiva.
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Figura 8 – Sistema de tanque: evolução do número de regras.
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Fonte: Autor.

Figura 9 – Sistema de tanque: Estimação recursiva dos três primeiros elementos da diagonal principal das matrizes
Ai

k|i=1,··· ,4.
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Figura 10 – Sistema de tanque: Ordem do modelo local.
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Fonte: Autor.

Tabela 1 – Sistema de tanque: Índices de desempenho.

Métrica Valor
MSE 0,1004

FIT (%) 99,9594

Embora a ordem estimada do modelo (n̂) informada ao algoritmo durante sua inicializa-
ção tenha sido fixada em 4, esta era apenas uma sugestão, que foi utilizada pelo algoritmo para
determinar automaticamente p, β e γ. A ordem real do modelo local no espaço de estados para
cada regra evoluiu independentemente, assumindo diferentes valores a medida em que os dados
fluíram.

A figura 11 exibe a resposta real do sistema e a saída do modelo estimado, além da
diferença entre elas. A tabela 1 resume os resultados obtidos pela metodologia de identificação
proposta.

Figura 11 – Sistema de tanque: Saída real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Fonte: Autor.

Os resultados apresentados na tabela 1 demonstram que a metodologia proposta é eficaz
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na identificação de sistemas SISO complexos.

4.2 Robô Aéreo Quadrirotor

Nesta seção, é utilizado um conjunto de dados, disponibilizado por Silveira Júnior e
Costa (2018a), coletado de um Robô Aéreo Quadrirotor (RAQ). O sistema, apresentado na figura
12, é um sistema multivariável não linear de dinâmica rápida. Na figura, φr e θr representam
as velocidades angulares de roll e pitch, em rad · s−1, vs é a velocidade de referência vertical,
em m · s−1, e vx, vy e vz são velocidades lineares, em m · s−1, associadas ao movimento lateral
(direita e esquerda), movimento longitudinal (para frente e para trás) e movimento vertical (para
cima e para baixo), respectivamente (SILVEIRA JÚNIOR; COSTA, 2020). Para implementar a
metodologia proposta, foram utilizadas 2500 amostras de dados. As figuras 13 a 18 exibem os
dados de entrada e saída utilizados.

Figura 12 – RAQ: (a) Vista superior; (b) diagrama de blocos.

Fonte: (SILVEIRA JÚNIOR; COSTA, 2020).

Foram utilizados os seguintes parâmetros durante a inicialização do algoritmo de identifi-
cação: de = 0,1, η = 0,03, n̂ = 4 e ε = 0,8. As amostras 1500 a 2500 foram utilizadas na etapa
de validação do modelo.

Ao término da identificação, o modelo possui 2 regras. A evolução do número de regras
do modelo nebuloso evolutivo pode ser vista na figura 19. A ordem final para as duas regras é
13, como pode ser visto na figura 20. A estimação recursiva dos primeiros três elementos da
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Figura 13 – RAQ: Entrada u1.
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Fonte: Autor.

Figura 14 – RAQ: Entrada u2.

500 1000 1500 2000 2500

Amostra (k)

-1

-0.5

0

0.5

1

Fonte: Autor.

Figura 15 – RAQ: Entrada u3.
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Fonte: Autor.
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Figura 16 – RAQ: Saída y1.
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Fonte: Autor.

Figura 17 – RAQ: Saída y2.
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Figura 18 – RAQ: Saída y3.
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diagonal principal da matriz dinâmica Ai
k|

i=1,2 é exibida na figura 21. O resultado da predição
das saídas através do modelo identificado, no intervalo [1500,2500] do conjunto de dados é
ilustrado nas figuras 22 a 24.

Figura 19 – RAQ: Evolução do número de regras.
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Fonte: Autor.

Figura 20 – RAQ: Ordem do modelo local para as regras 1 e 2 (n̂ = 4). Não houveram mudanças na ordem do
modelo local para estas regras no intervalo [1000-2500].
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Fonte: Autor.

Observando as figuras 22 a 24, é possível notar que o modelo obtido apresentou baixo
desempenho. Isso se deve ao fato de que a ordem do modelo sugerida (n̂ = 4) na inicialização do
sistema foi muito baixa para este sistema, o que resultou na utilização de um número insuficiente
de parâmetros de Markov na identificação dos modelos locais no espaço de estados para cada
regra.

Dito isso, uma nova identificação foi realizada, mantendo os mesmos parâmetros do
algoritmo e apenas modificando a ordem sugerida do modelo, fazendo n̂ = 20. A ordem final para
as duas regras é 20, como pode ser visto na figura 25. A estimação recursiva dos três primeiros
elementos da diagonal principal das matrizes dinâmicas Ai

k|
i=1,2 é mostrada na figura 26. O

resultado da predição das saídas através do modelo identificado, no intervalo [1500,2500] do
conjunto de dados é ilustrado nas figuras 27 a 29.
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Figura 21 – RAQ: Estimação recursiva dos três primeiros elementos da diagonal principal das matrizes Ai
k|i=1,2

(n̂ = 4).
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Fonte: Autor.

Figura 22 – RAQ: Saída y1 real e estimada (n̂ = 4). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Fonte: Autor.

Figura 23 – RAQ: Saída y2 real e estimada (n̂ = 4). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Fonte: Autor.
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Figura 24 – RAQ: Saída y3 real e estimada (n̂ = 4). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Fonte: Autor.

Figura 25 – RAQ: Ordem do modelo local para as regras 1 e 2 (n̂ = 20). Não houveram mudanças na ordem do
modelo local para estas regras no intervalo [1000-2500].
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Fonte: Autor.

Figura 26 – RAQ: Estimação recursiva dos três primeiros elementos da diagonal principal das matrizes Ai
k|i=1,2

(n̂ = 20).
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Figura 27 – RAQ: Saída y1 real e estimada (n̂ = 20). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Fonte: Autor.

Figura 28 – RAQ: Saída y2 real e estimada (n̂ = 20). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Figura 29 – RAQ: Saída y3 real e estimada (n̂ = 20). (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro de
estimação.
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Valores maiores de n̂ podem trazer melhores resultados para a identificação do sistema,
ao custo de um aumento no consumo de recursos computacionais. De certa forma, n̂ atua como
um trade-off entre eficácia e custo computacional, mas, à medida que n̂ aumenta além do que
deveria ser a ordem real do sistema, os ganhos desse aumento tornam-se muito pequenos, se
comparados ao aumento do custo computacional. A figura 30 exibe os valores de MSE para
diferentes valores de n̂ e a figura 31 mostra a ordem final do modelo local para cada valor de n̂.

Figura 30 – RAQ: Erro Médio Quadrático para diferentes valores de n̂.
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Fonte: Autor.

Figura 31 – RAQ: Ordem final do modelo local. Isto representa a ordem do modelo local ao término do processo de
identificação para diferentes valores de n̂.
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A tabela 2 exibe os resultados obtidos através da metodologia proposta para os valores
de n̂ = 20, n̂ = 10 e n̂ = 4.
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Tabela 2 – RAQ: Índices de desempenho.

Métrica Saída n̂ = 20 n̂ = 10 n̂ = 4

MSE
y1 6,7406×10−6 5,3988×10−6 0,6837
y2 5,1042×10−6 1,0716×10−5 0,6798
y3 1,1712×10−6 1,5338×10−5 0,6474

FIT (%)
y1 99,9997 99,9997 64,5690
y2 99,9996 99,9992 47,8776
y3 99,9991 99,9880 −404,4430

Fonte: Autor.

Embora o processo de identificação tenha apresentado um desempenho insatisfatório
para n̂ = 4, foram obtidos bons resultados para n̂ = 10 e n̂ = 20. Ao fazer n̂ = 10, bons resultados
foram alcançados, mas aumentar n̂ para 20 (dobrar o valor de n̂) não proporcionou grandes
ganhos para a eficácia do modelo, principalmente considerando o critério FIT. Dito isso, vale
ressaltar que a escolha de n̂ muito alto aumentará principalmente o custo computacional com
poucos ganhos para a eficácia do modelo.

4.3 Evaporador Industrial

Nesta seção, é realizada a identificação de um evaporador industrial de quatro estágios,
utilizado para reduzir o teor de água de um determinado produto (JAFARI; SALIMIFARD;
DEHGHANI, 2014; ZHU et al., 1994). Este é um sistema MIMO com três entradas e três saídas.
As entradas são: fluxo de alimentação para o primeiro estágio do evaporador (u1), fluxo de vapor
para o primeiro estágio do evaporador (u2) e fluxo de água de resfriamento (u3). As saídas são:
teor de matéria seca (y1), fluxo do produto final (y2) e temperatura do produto final (y3). Foram
utilizadas 6000 amostras de dados de entrada e saída. Os dados utilizados foram obtidos em (DE
MOOR, 2018a) e são exibidos nas figuras 32 a 37.

Figura 32 – Evaporador Industrial: Entrada u1.
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Figura 33 – Evaporador Industrial: Entrada u2.
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Figura 34 – Evaporador Industrial: Entrada u3.
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Figura 35 – Evaporador Industrial: Saída y1.
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Figura 36 – Evaporador Industrial: Saída y2.

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000

Amostra (k)

-5

0

5

Fonte: Autor.

Figura 37 – Evaporador Industrial: Saída y3.
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Foram utilizados os seguintes parâmetros durante a inicialização do algoritmo de identifi-
cação: de = 0,1, η = 0,03, n̂ = 4 e ε = 0,8. As amostras 3000 a 6000 foram utilizadas na etapa
de validação.

Ao término da identificação, o modelo possui 5 regras. A evolução do número de regras
do modelo nebuloso evolutivo pode ser vista na figura 38. A ordem final para todos os modelos
locais no espaço de estados é igual a 8, como pode ser visto na figura 39. A estimação recursiva
dos primeiros três elementos da diagonal principal da matriz dinâmica Ai

k|
i=1,··· ,4 é exibida na

figura 40. O resultado da predição das saídas através do modelo identificado, no o intervalo
[3000,6000] do conjunto de dados é ilustrado nas figuras 41 a 43.

A tabela 3 apresenta uma comparação entre os resultados obtidos nesta proposta, os
resultados obtidos por Torres (2018) e os resultados obtidos por Jafari, Salimifard e Dehghani
(2014).
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Figura 38 – Evaporador Industrial: Evolução do número de regras.
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Fonte: Autor.

Figura 39 – Evaporador Industrial: Ordem do modelo local. Não houveram mudanças na ordem do modelo local
para estas regras no intervalo [2000-6000].
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Fonte: Autor.

Tabela 3 – Evaporador industrial: Comparação dos resultados obtidos através da metodologia proposta com os
resultados apresentados em (TORRES, 2018)[1] e (JAFARI; SALIMIFARD; DEHGHANI, 2014)[2].

Métrica Saída Metodologia [1] [2] [2] [2]
Proposta F-ERA Hammerstein Wiener I Wiener II

MSE
y1 0,0005 0,0108 0,0234 0,0781 0,0233
y2 0,0086 0,0212 0,1001 0,2153 0,1261
y3 0,0170 0,0109 0,0204 0,0461 0,0172

FIT
(%)

y1 99,9534 90,0872 85,4225 73,3457 85,4391
y2 99,1077 85,1431 67,7202 52,6547 63,7737
y3 98,3089 89,5791 85,7438 78,5727 86,9015

Fonte: Autor.

Os resultados apresentados na tabela 3 indicam que a metodologia proposta obtém
melhores valores de MSE para as saídas y1 e y2 e melhores valores de FIT para todas as saídas.
Os resultados obtidos demonstram o bom desempenho e a aplicabilidade da metodologia proposta
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Figura 40 – Evaporador Industrial: Estimação recursiva dos três primeiros elementos da diagonal principal das
matrizes Ai

k|i=1,··· ,4.

Fonte: Autor.

Figura 41 – Evaporador Industrial: Saída y1 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 42 – Evaporador Industrial: Saída y2 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Fonte: Autor.

Figura 43 – Evaporador Industrial: Saída y3 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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em sistemas industriais multivariáveis não lineares.
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4.4 Fornalha para Vidro

Nesta seção, um processo de fornalha para vidro é identificado. Este também é um
sistema industrial multivariável não linear. Este sistema possui três entradas, duas entradas
de aquecimento e uma entrada de resfriamento e seis saídas de sensores de temperatura em
uma seção transversal do forno (JAFARI; SALIMIFARD; DEHGHANI, 2014; OVERSCHEE;
MOOR, 1994). Neste processo, 1200 amostras de dados foram utilizadas. Os dados utilizados
foram obtidos em (DE MOOR, 2018b) e são exibidos nas figuras 44 a 52.

Figura 44 – Fornalha para vidro: Entrada u1.

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Amostra (k)

-2

-1

0

1

2

Fonte: Autor.

Figura 45 – Fornalha para vidro: Entrada u2.
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Fonte: Autor.

Foram utilizados os seguintes parâmetros durante a inicialização do algoritmo de identifi-
cação: de = 0,1, η = 0,03, n̂ = 4 e ε = 0,8. As amostras 800 a 1200 foram utilizadas na etapa de
validação do modelo obtido através da metodologia proposta.

Ao término da identificação, o modelo possui 7 regras. A evolução do número de regras
do modelo nebuloso evolutivo pode ser vista na figura 53. A ordem final para todos os modelos
locais no espaço de estados é igual a 11, como pode ser visto na figura 54. A estimação recursiva
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Figura 46 – Fornalha para vidro: Entrada u3.
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Figura 47 – Fornalha para vidro: Saída y1.
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Figura 48 – Fornalha para vidro: Saída y2.
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Figura 49 – Fornalha para vidro: Saída y3.
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Figura 50 – Fornalha para vidro: Saída y4.
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Figura 51 – Fornalha para vidro: Saída y5.
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Figura 52 – Fornalha para vidro: Saída y6.
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dos três primeiros elementos da diagonal principal das matrizes dinâmicas Ai
k|

i=1,··· ,4 é exibida
na figura 55. O resultado da predição das saídas através do modelo identificado, no intervalo
[800,1200] do conjunto de dados é ilustrada nas figuras 56 a 61.

Figura 53 – Fornalha para vidro: Evolução do número de regras.
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Para demonstrar a eficácia da metodologia proposta, a tabela 4 apresenta uma comparação
entre os resultados obtidos nesta proposta com os resultados obtidos por Torres (2018) e os
resultados obtidos por Jafari, Salimifard e Dehghani (2014).
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Figura 54 – Fornalha para vidro: Ordem do modelo local.
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Figura 55 – Fornalha para vidro: Estimação recursiva dos três primeiros elementos da diagonal principal das matrizes
Ai

k|i=1,··· ,4.
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Figura 56 – Fornalha para vidro: Saída y1 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 57 – Fornalha para vidro: Saída y2 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 58 – Fornalha para vidro: Saída y3 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 59 – Fornalha para vidro: Saída y4 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 60 – Fornalha para vidro: Saída y5 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Figura 61 – Fornalha para vidro: Saída y6 real e estimada. (a) comparação entre as saídas real e estimada, (b) erro
de estimação.
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Tabela 4 – Fornalha para vidro: Comparação dos resultados obtidos através da metodologia proposta com os
resultados apresentados em (TORRES, 2018)[1] e (JAFARI; SALIMIFARD; DEHGHANI, 2014)[2].

Métrica Saída Metodologia [1] [2] [2] [2]
Proposta F-ERA Hammerstein Wiener I Wiener II

MSE

y1 0,0496 0,0135 0,0327 0,0280 0,0373
y2 0,0107 0,0204 0,0311 0,0210 0,0246
y3 0,0144 0,0303 0,0313 0,0212 0,0245
y4 0,4168 0,0147 0,1419 0,1684 0,1899
y5 0,0201 0,0351 0,0407 0,0326 0,0365
y6 0,0190 0,0152 0,0473 0,0364 0,0352

FIT
(%)

y1 96,2365 85,6598 74,7545 76,1005 67,3832
y2 99,1056 81,5115 80,3904 78,8191 73,3235
y3 98,7756 77,2783 80,1415 75,5570 73,0043
y4 62,7731 83,7629 33,3666 34,7442 14,3157
y5 98,1541 74,5709 84,2126 83,3281 70,8378
y6 98,4646 84,3339 81,5102 80,4249 70,4023

Fonte: Autor.

Os resultados apresentados na tabela 4 indicam que a metodologia proposta obtém
melhores valores de MSE para as saídas y2, y3 e y5 e melhores valores de FIT para as saídas y1,
y2, y3, y5 e y6. Como os resultados demonstram, a metodologia proposta é capaz de gerar um
modelo do processo real capaz de o descrever de forma satisfatória.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

5.1 Conclusões

Nesta dissertação foi introduzida uma metodologia de identificação de modelo nebuloso
evolutivo com sistemas locais no espaço de estados com ordem variável para lidar com dinâmicas
complexas, não lineares e variantes no tempo. O modelo obtido é capaz de alterar sua estrutura
de forma autônoma de acordo com o fluxo de dados. Além disso, a realização mínima dos
submodelos dos consequentes das regras garante a simplicidade do modelo obtido. Ainda, o
modelo local no espaço de estados é capaz de alterar sua ordem independentemente para cada
regra nebulosa.

A metodologia proposta foi aplicada na identificação de sistemas dinâmicos complexos,
como o sistema de tanque cilíndrico e o robô aéreo quadrirotor. Além disso, a metodologia foi
aplicada em dois casos de benchmark, sendo estes o evaporador industrial e a fornalha para vidro.
Os resultados obtidos apresentam a alta eficácia da metodologia proposta na identificação online

destes sistemas.

5.2 Trabalhos Futuros

A seguir são apresentadas sugestões de trabalhos futuros relacionados à metodologia
proposta nesta dissertação:

• Definir n̂ automaticamente a partir do fluxo de dados;

• Aplicar a metodologia em sistemas de controle nebulosos evolutivos;

• Ampliar a metodologia para sistemas nebulosos tipo-2;

• Realizar uma análise de custo computacional, comparando com outras técnicas de identifi-
cação existentes na literatura.
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