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Resumo
Esta dissertação tem como objetivo principal estudar uma versão do Teorema do Limite
Central para dimensão de medida, quando esta for Gibbs. Estabeleceremos o que acontece
com a medida de log µ

(
B(x, ε)

)
/ log ε quando o raio da bola convencional vai para zero, no

contexto de aplicações não-conformes e uniformemente expansoras do tipo skew product
definidas no toro bidimensional.

Palavras-chave: medida Gibbs, transformação expansora, dimensão, skew-product, teo-
rema do limite central.



Abstract
This dissertation has the main goal to study a version of the Central Limite Theorem for
dimension measure, when it is Gibbs. What happen with the measure log µ

(
B(x, ε)

)
/ log ε

when the radius of the traditional ball goes to zero, in the context of non-conformal
expanding maps of the type skew-product defined in the two-dimensional torus.

Keywords: Gibbs measure, expanding maps, dimension, skew product, central limit
theorem.
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1 Introdução

Introduzidas no início dos anos setenta, no contexto dos Sistemas Dinâmicos, as
medidas de Gibbs desempenham um papel importante na compreensão da Teoria Ergódica
de aplicações hiperbólicas e/ou expansoras. Para essas aplicações, as medidas Gibbs são
estados de equilíbrio para potenciais regulares (Hölder contínuo, por exemplo). Derivar
propriedades estatísticas dessas medidas, como o Teorema do Limite Central, Princípio de
Grandes Desvios tem sido alvo de um grande volume de pesquisas na área. Geralmente,
a abordagem nos casos conformes não possui muitas dificuldades. Porém, ao abordar o
caso não-conforme vários problemas de controle surgem (detalhamos abaixo alguns desses
problemas). Devido a isso, há grandes desafios em estudar o contexto do caso não-conforme.
Visando contribuir para a teoria não-conforme, em [3], os autores Renaud Leplaider e
Benoit Saussol obtem propriedades estatísticas, propõem uma versão do Teorema do
Limite Central para dimensão de medida, e de uma medida específica, a medida Gibbs
que é o estado de equilíbrio de um sistema que é uniformemente expansor.

Nesta dissertação estudaremos o artigo [3], e tentaremos fornecer uma referência
bibliográfica em português dos resultados contidos no mesmo. Mais precisamente, estabe-
leceremos a convergência do limite da medida bola convencional B(x, ε) de centro x e raio
ε, quando o raio se torna cada vez menor, em outras palavras, queremos estudar

lim
ε→0

µ
(
B(x, ε)

)
.

Uma maneira é entender essa convergência através da Teoria de Dimensão em Teoria Ergó-
dica. Nesse caso utiliza-se o conceito de dimensão pontual de uma medida µ, introduzido
por Lai-Sang Young em 1982. Ou seja,

lim
ε→0

log µ(B(x, ε))
log ε . (1.1)

O primeiro problema nessa direção é provar a existência de tal limite. No contexto
das medidas ergódica e hiperbólica, em [4] foi provado que o limite existe e é igual a uma
constante δµ em µ-q.t.p. Portanto, uma estimativa para a bola B(x, ε) será na ordem de
εδµ .

Há uma grande dificuldade em conseguir controles da bola comum B(x, ε), por
termos basicamente um ente puramente topológico. Por isso, outras propriedades são
necessárias, por exemplo, sobre a aplicação (ser conforme é um exemplo delas). No ponto
de vista da Teoria da Medida, em alguns contextos, conseguimos lançar luz sobre o controle
da medida da bola fazendo uma aproximação com a medida da bola dinâmica B(x, n, ε),
que é o conjunto dos pontos y tais que os iterados f j(y) estão a uma distância no máximo ε
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de f j(x) para j = 0, .., n− 1. Neste caso, usamos a propriedade da medida µ ser Gibbs que
basicamente significa que µ(B(x, n, ε)) ≈ e

∑n−1
i=0 φ(fj(x)) onde φ é uma aplicação contínua

de X em R com algum tipo de regularidade (no nosso contexto aqui, Hölder contínua). A
estratégia é encontrarmos o seguinte tipo de inclusão: B(x, n, ε) ⊂ B(x, ε) ⊆ B(x,m, ε′).
A grande dificuldade que reside em obter este tipo de inclusão no caso não-conforme é
exatamente a falta de controle dos iterados da bola B(x, ε), pois difere do caso conforme,
onde os expoentes de Lyapunov são iguais e constantes em todas as direções, onde
após iterações da bola ela continua "redondinha" permitindo as inclusões acima. No caso
não-conforme, o cenário é totalmente distinto pois como os expoentes de Lyapunov são
diferentes em várias direções, o tipo de inclusão que queremos é mais dificultoso. Para
isso, abordaremos o caso de um skew product T (x, y) = (f(x), g(x, y)) pois conseguimos
controles nas fibra verticais (pelo fato do skew product preservá-las) e consideraremos as
aplicações f e g uniformemente expansoras para usarmos o seu formalismo termodinâmico.
Após uma "abordagem termodinâmica", iremos fazer uma abordagem probabilística para
estudar o tipo de convergência que ocorre no limite 1.1. Nesse caso, usaremos o Teorema
do Limite Central e a convergência ocorre em distribuição para a gaussiana. Baseado nas
explanações, há alguns problemas em abertos sobre esse problema. Listamos alguns:

1. A abordagem em [3] é no toro Tn. Em uma variedade qualquer M ainda não há
resultados.

2. O skew-product T (x, y) = (f(x), g(x, y)) é uniformemente expansor. Teríamos o
mesmo resultado para transformações não uniformemente expansora? Exitem estudos
que abordam este caso. Mas a título de informação, a medida não é mais Gibbs e
sim uma versão mais fraca fazendo com que a abordagem seja muito dificultosa.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no capítulo 2 será revistos
alguns conteúdos necessários para a compreensão do resultado principal como a Teoria
Ergódica, Processos de Wiener, Expoente de Lyapunov e Medida Gibbs. No capítulo 3
é apresentado o Teorema Principal e suas consequências, além de um breve roteiro em
3.1 sobre como será feito a demonstração. As seções 3.2 e 3.3 contém a construção da
demonstração do resultado principal.
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2 Preliminares

A história do Teorema do Limite Central iniciou com um trabalho de Moivre em
1733. Laplace descobriu a essência desse resultado em 1810 utilizando o termo "teorema
do limite central para teoria das probabilidades". Georg Pólya utilizou este termo em 1920
no título do seu artigo, que desde então passou a ser amplamente adotado mundialmente.
Hoje, a expressão "teorema do limite central" está associado a uma ampla variedade de
afirmações que envolvem a convergência de elementos aleatórios para uma distribuição
normal ou outra distribuição relacionada (mais detalhes da história em [5]).

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados para a compreensão do teorema
principal desta dissertação, que é uma versão do Teorema do Limite Central.

2.1 Teoria da Medida

Seria interessante ter uma função que medisse o tamanho de qualquer subconjunto
dos reais. A intuição nos faz acreditar que o tamanho do conjunto (1, 3) ∪ (7, 10) seja
igual a 5 (pois o primeiro intervalo tem tamanho 2, e o segundo tamanho 3, logo 2+3=5).
Porém, medir o tamanho de um subconjunto mais complicado, que não seja a união de
intervalos abertos, é uma tarefa difícil. De fato, não existe uma função de R em [0,∞]
com as seguintes propriedades:

(a) µ é uma função de A ⊂ R em [0,∞].

(b) µ(I) = |I| para qualquer intervalo I ⊂ R.

(c) µ
( ∞⋃

k=1
Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak) para cada sequência disjunta A1, A2, · · · de subconjutos de
R.

(d) µ(a+ A) = µ(A) para cada A ⊂ R e cada ponto a ∈ R.

Para medirmos conjuntos mais gerais, deve-se relaxar a condição (a). É onde entram
as σ-álgebras.

Definição 2.1.1. Seja X um conjunto e B ⊂ X. Então B é chamado σ-álgebra em X se
as seguintes condições são satisfeitas:

• ∅ ∈ B;

• Se E ∈ B, então Ec ∈ B;
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• Se E1, E2, · · · é uma sequencia de elementos em B, então
∞⋃

k=1
Ek ∈ B.

Um espaço mensurável é um par ordenado (X,B), onde X é um conjunto e B é
a σ-álgebra em X, os elementos de B são chamados conjuntos mensuráveis. Dados dois
espaços mensuráveis (X,B) e (Y, C), a função f : X → Y é dita mensurável se, e somente
se, f−1(C) ∈ B para todo C ∈ C. A palavra medida pode ser usada no contexto de
comprimento, área ou volume.

Definição 2.1.2 (Medida). Suponha que X é um conjunto e B uma σ-álgebra sob X.
Uma medida sob (X,B) é uma função µ : B → [0,∞] tal que µ(∅) = 0 e

µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
=

∞∑
k=1

µ(Ek) ,

para cada sequência de conjuntos disjuntos E1, E2, ... em B.

Um espaço de medida é uma tripla (X,B, µ) onde X é um conjunto, B é a σ-álgebra
em X, e µ é uma medida em (X,B).

Uma medida é chamada medida de probabilidade no espaço mensurável (Ω,F) se
µ(Ω) = 1. No contexto de probabilidade utilizamos P ao invés de µ. Se P é uma medida
de probabilidade em (Ω,F), então a tripla (Ω,F , P ) é chamado espaço de probabilidade.
Um evento acontece quase certamente se P (A) = 1 ou equivalentemente, se P (Ω \ A) = 0,
com A ⊂ F .

Definição 2.1.3 (Medida invariante). Seja f : M → M uma função mensurável. A medida
µ é chamada invariante por f , ou que f preserva µ, se

µ(f−1(E)) = µ(E)

para todo conjunto mensurável E.

Lema (Borel-Cantelli). Seja {An}∞
n=1 uma sequência de subconjuntos mensuráveis no

espaço de probabilidade (X,B, µ).

(i) Se ∑∞
n=1 µ(An) < ∞, então

µ(lim sup
n→∞

An) = 0.

(ii) Suponha que A1, A2, . . . são independentes. Se ∑∞
n=1 µ(An) = ∞, então

µ(lim sup
n→∞

An) = 1.

Mais detalhes de Teoria da Medida podem ser encontrados em [6].
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2.2 Processos de Wiener

2.2.1 Variáveis aleatórias, esperança e desvio padrão.

Muitas vezes não nos importamos com o resultado de um experimento em si, mas
estamos interessados em alguma consequência desse resultado. Por exemplo, um jogador
pode não estar interessado se a face superior de uma moeda é cara ou coroa, mas sim nas
consequências financeiras de tal resultado. Consequentemente o jogador está interessado
em uma função da consequência do resultado, e não no resultado em si. Tal função é
chamada de variável aleatória (ver [7]).

Mais precisamente, dos conceitos de probabilidade, seja Ω o conjunto formado por
todos os resultados possíveis de um experimento aleatório, e F uma coleção de subconjuntos
de Ω, no qual F é uma σ-álgebra.

Suponha que lancemos uma moeda n vezes. Cada vez em que a face superior for
coroa perdemos um real, e se for cara ganhamos um real. Nesse caso, o espaço amostral é
Ω = {−1, 1}. Lançando a moeda uma vez, a probabilidade de ganhar ou perder dinheiro é
P (−1) = P (1) = 1/2. Como podemos expressar a quantidade ganha após lançar a moeda
n vezes?

Escrevendo ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Ωn, onde wi = 1 se o i-ésimo lançamento for cara, a
quantidade total de dinheiro ganho (ou perdido) após n lançamentos será

S(ω) =
n∑

i=1
ωi .

Então, nossa fortuna é uma função S : Ωn → R. Tal função é chamada variável aleatória.

Definição 2.2.1. Seja E ⊂ R um conjunto enumerável. A função X : Ω → E tal que para
todo x ∈ E {

ω;X(ω) = x
}

∈ F

é chamado variável aleatória discreta. Se E é um intervalo de números reais, então
X é chamado variável aleatória contínua. Se E é não enúmeravel com subconjuntos
enúmeráveis (finito ou infinito), em que cada um dos pontos tem probabilidade maior que
zero, então X é chamada variável aleatória mista.

Frequentemente estamos interessados na probabilidade em que uma variável aleató-
ria atinge um determinado valor, isto é

P ({ω;X(ω) = x}),

para todo x apropriado. Geralmente escrevemos
{
X = x

}
para

{
ω;X(ω) = x

}
, e P (X = x)

para P (
{
ω;X(ω) = x

}
).
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Definição 2.2.2. A função distribuição (densidade) de probabilidade de uma
variável aleatória X, é uma função FX : R → [0, 1] dado por FX(x) = P (X ≤ x) (em
outras palavras, FX(x) é a probabilidade que X assuma valor inferior ou igual a x).

Exemplo 1. Suponha que a variável aleatória X assuma valor 1 com probabilidade 1,
isto é, P (X = 1) = 1. A função distribuição é dada por FX(x) = 1, se x ≥ 1, e FX(x) = 0
se x < 1.

Definição 2.2.3. A função massa de probabilidade de uma variável aleatória X é
uma função f : R → [0, 1], dada por f(x) = P (X = x).

A função distribuição e a função massa podem ser relacionadas por

F (x) =
∑

i:xi≤x

f(xi) .

Definição 2.2.4. O valor médio, ou esperança, ou valor esperado de uma variável
aleatória X com função massa f é definido por

E(X) =
∑

x

xP (X = x),

onde a soma abrange todos os possíveis valores x de X.

A esperança de X é uma média ponderada dos possíveis valores que X pode receber,
com cada valor sendo ponderado pela probabilidade de que X seja igual a esse valor.

Exemplo 2. Suponha que X tome valores −1, 1 e 2 com probabilidades iguais, e considere
uma variável aleatória Y = X2. Claramente, Y toma valores 1 e 4 com probabilidade 2/3
e 1/3 respectivamente. Então E(Y ) = 1 · 2

3 + 4 · 1
3 = 2.

O conceito de variância nos diz o quanto as variáveis aleatórias se dispersam, ou "fogem"
da média E(X).

Definição 2.2.5. Seja X com esperança finita E(X) = µ. A variância var(X) de X é
definida como

var(X) = E
(
(X − µ)2

)
=
∑

x

(x− µ)2P (X = X).

O desvio padrão σ(X) de X é definido como a raiz quadrada da variância,

σ(X) =
√
var(X).

Definição 2.2.6. Uma variável aleatória X tem uma distribuição normal ou distri-
buição gaussiana com parâmetros µ ∈ R, σ2 > 0 se a função densidade de X é dada
por

f(x) = 1
σ

√
2π

exp −(x− µ)2

2σ2 , ∀x ∈ R
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cuja notação é N (µ, σ2). Se µ = 0 e σ2 = 1, então

f(x) = 1√
2π
e− 1

2 x2

é chamado distribuição normal padrão.

Neste caso dizemos que X é uma variável aleatória Gaussiana. O motivo pelo qual
a distribuição normal é importante se tornará evidente no estudo do Teorema do Limite
Central.

Definição 2.2.7. Se X1, X2, X3, . . . é uma sequência de variáveis aleatórias e F1, F2, F3, . . .

suas respectivas função distribuição, então dizemos que Xn converge em distribuição
para X se Fn → F quando n → ∞, escrevemos Xn

D−→ X.

2.2.2 Teorema do Limite Central

Este teorema é de grande importância, aplica-se em muitas situações no qual um
efeito aleatório é a soma de um grande número de fatores aleatórios menores. Alguns
barulhos que ocorrem na natureza tem essa característica.

No geral, este teorema diz que somando um grande número de variáveis aleatórias
independentes com a mesma distribuição, esta soma tem uma distribuição normal padrão,
independentemente da distribuição da soma.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central clássico). Sejam X1, X2, ... Xn variáveis aleatórias
independentes com a mesma distribuição, e com a mesma esperança µ e variância σ2

finitas. Seja Sn = X1 +X2 + ...+Xn. Então

Sn − nµ

σ
√
n

−→ N

onde N é uma variável aleatória com distribuição normal padrão.

Mais detalhes sobre teoria das probabilidades podem ser encontrados em [7],[8], [9] e [10].

2.2.3 Processos estocásticos

Processos estocásticos (ou processos aleatórios) é uma coleção de variáveis aleatórias,
indexadas por um número inteiro ou real, geralmente interpretado como o tempo, lembrando
a evolução de um fenômeno. Este conceito pode ser generalizado para se adaptar a modelos
onde o espaço, não somente o tempo, desempenha um papel importante. Consideraremos
T um subconjunto dos naturais, inteiros, reais ou dos reais não negativos.
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Definição 2.2.8. Um processo estocástico é uma família {Xt}t∈T de variáveis aleatórias
definidas em um mesmo espaço de probabilidade (Ω,F , P ), e tomando valores em algum
espaço mensurável (E, E).

Um processo estocástico é chamado de real (complexo) se os índices tomam valores
em R (C). Caso os índices forem reais não negativos, chamamos processo estocástico de
tempo contínuo, e quando os índices forem N ou Z chamamos processo estocástico de
tempo discreto .

Exemplo 3. Gabriel recebe mensagens de texto a qualquer instante durante o dia. Seja Xt

o número de mensagens de texto recebidas no tempo t. Então o conjunto
{
Xt ; t ∈ [0,∞)}

é um processo estocástico de tempo contínuo.

Duas variáveis aleatórias X, Y são independentes se
{
X ≤ x

}
e
{
Y ≤ y

}
são

eventos independentes, para todo x, y ∈ R.

2.2.4 Processos de Wiener

Uma partícula de pólen suspensa sob um líquido está sujeita a infinitas colisões
com átomos, por isso é impossível observar sua trajetória exata. Com a ajuda de um
microscópio, tem-se a confirmação de que o movimento da partícula é totalmente caótico.
Este tipo de movimento descoberto pelo bontânico Robert Brown, é chamado movimento
Browniano. É necessário fazer aproximações afim de descrever o processo.

A parte formal matemática que descreve esses fatos é chamada Processos de Wiener.
Nos limitaremos ao estudo em dimensão R, assumindo que as três componentes no espaço
determinando o movimento são independentes.

Definição 2.2.9. Processo de Wiener é um processo estocástico {Xt ; t ∈ R+} com as
seguintes propriedades

(a) Todo incremento X(t+s) −Xs tem distribuiçõa normal com esperança 0, e variância
σ2t onde σ é um parâmetro fixado.

(b) Para cada par de intervalo de tempo disjunto [t1, t2], [t3, t4] com t1 < t2 ≤ t3 < t4,
os incrementos Xt4 − Xt3 e Xt2 − Xt1 são variáveis aleatórias independentes com
distribuição normal dada em (a), similarmente acontece para n ∈ N intervalos de
tempo disjuntos.

(c) X0 = 0 e Xt é contínua em t = 0.
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O processo onde σ2 = 1 é chamado processo de Wiener padrão. Qualquer processo
pode ser convertido em um processo padrão Wt definindo Wt = Xt/σ. Quando não há
ambiguidade, escreveremos X(t) ao invés de Xt.

Um estudo mais aprofundado sobre processos estocásticos e processos de Wiener
pode ser feito em [11], [12] e [13].

2.3 Teoria Ergódica

A Teoria Ergódica é o estudo do comportamento de um sistema a longo prazo,
preservando um certo tipo de medida.

Do ponto de vista matemático, seja X o conjunto de todos os estados possíveis de
um sistema durante sua evolução (também chamado de espaço fásico), T : X → X uma
transformação que descreve sua evolução, e µ uma medida de probabilidade definida em X

invariante por T . Então, a quádrupla formada pelo espaço fásico X, pela medida µ, pela
σ-álgebra contendo todos os conjuntos mensuráveis com respeito a µ, e pela transformação
mensurável T preservando µ formam os chamados sistemas dinâmicos preservando medida.

Na transformação T , T (x) é o estado do sistema quando o tempo é 1 (no tempo 0
o sistema estava no estado x), os sucessivos iterados T 2(x), T 3(x), ... nos dão o estado do
sistema nos tempos 2, 3... ou seja, queremos estudar sequência {T n(x)}n∈N que representa
sucessivos estados do sistema ao longo do tempo, onde

T n(x) = T ◦ T ◦ T · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

Esta sequência compõe a trajetoria do ponto x, ou sua órbita. E finalmente, a
medida µ corresponde a uma ação sob os iterados T n(x), que acontece (é preservada)
durante o movimento. Vamos considerar uma quantidade observável f : X → R e estudar
sua evolução no tempo. As quantidades

Sn(f(x)) =
n−1∑
k=0

f(T k(x)) , k ∈ N

são chamadas soma de Birkhoff da função f , e as médias

1
n

n−1∑
k=0

f(T k(x)) , k ∈ N

são chamadas média de Birkhoff de f .

Em 1932, George Birkhoff provou que a sequência 1
n
Sn(f(x)) converge para quase

todo x ∈ X quando f é integrável. Se f é a função característica no conjunto A ⊂ X,
essas médias correspondem a frequência de visitas dos iterados de x no conjunto A, entre
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os tempos 0 e n− 1. Essas frequências convergem, e o limite é o tempo médio que x gasta
dentro de A durante seu movimento, ou simplesmente a média temporal.

Sem dúvida, a maneira ideal de tratar um problema é tentar dividi-lo em vários
subproblemas mais simples do que o inicial. Para estudar a dinâmica de uma transformação,
podemos tentar "quebrar" o espaço X em vários pedaços disjuntos, cada um de medida
zero, e restringir a transformação a cada um desses pedaços. Se isso não for possível, então
o sistema é chamado Ergódico. Mais precisamente, seja (X,B, µ) um espaço de medida,
e T : X → X uma transformação mensurável preservando µ. Dizemos que T é ergódica
com respeito a µ se os únicos conjuntos invariantes são os de medida 0, ou os que tem
complemento 0, isto é se

T−1(A) = A implica µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0.

Quando um sistema é Ergódico, é possível calcular explicitamente o limite das
médias de Birkhoff 1

n
Sn(f). O limite não depende de x, e é obtido medindo f sob X com

respeito a uma medida invariante µ. Logo, podemos dizer que em um sistema ergódico, a
média temporal e a média do espaço coincidem.

O teorema Ergódico de Birkhoff garante que as trajetórias visitem todo o espaço
durante o movimento.

Teorema 2 (Birkhoff). Seja T : M → M uma transformação mensurável e seja µ uma
medida de probabilidade invariante por T . Dada qualquer função integrável φ : M → R, o
limite

φ̃(x) = lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

φ(T k(x))

existe em quase todo ponto x ∈ M . Além disso, a função φ̃ definida desta forma é integrável
e satisfaz ∫

φ̃(x)dµ(x) =
∫
φ(x)dµ(x) e φ̃(T (x)) = φ̃(x).

Se a medida µ for ergódica, então o limite do teorema anterior é constante quase
sempre. Mais informações sobre Teoria Ergódica podem ser encontradas em [14],[15] e [16].

2.4 Dimensão de Hausdorff

Estimamos o tamanho de uma curva pelo seu comprimento, o tamanho de uma
superfície por sua área, o tamanho de um sólido pelo seu volume, mas como medir o
tamanho de um conjunto fractal? (ver [17]).

Uma solução para este problema foi proposta por Felix Hausdorff em 1915. Ele
definiu para cada número real d > 0, uma medida µd de dimensão d como explicaremos
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a seguir. Seja X um subconjunto compacto do Rn. Então para todo ε > 0, existe uma
cobertura finita de X por bolas com raio ε (os centros dessas bolas formam uma ε-rede de
X). Seja N(ε) o menor número de bolas que cobrem X.

É evidente que N(ε) cresce quando ε decresce. Assumindo que existe, o limite

µd(X) = lim
ε→0

N(ε) · εd (2.1)

é chamado d-medida de Hausdorff de X. Se esta medida for diferente de 0 ou ∞, então d
é chamado de Dimensão de Hausdorff de X.

2.5 Topologia de Skorokhod

Um processo estocástico que descreve o faturamento de uma empresa pode possuir
descontinuidades do tipo salto ao comprar bens e vender serviços. Por isso é conveniente
trabalhar em um espaço específico.

O conjunto das funções de cadlag é formado pelas funções simultaneamente con-
tinuas a direita e com limite a esquerda. A topologia no espaço das funções de cadlag,
definida no intervalo unitário [0, 1] é chamado Topologia de Skorokhod. Denotamos por
D([0, 1]) o conjunto das funções de cadlag no intervalo [0, 1], dotado com a topologia de
Skorokhod. A letra D vem de "descontinua" (ver [18]).

Duas funções u e v em D([0, 1]) são chamadas ρ-close se existe λ : [0, 1] → [0, 1] tal
que

1. λ(0) = 0, λ(1) = 1 e λ é crescente;

2. ∀t ∈ [0, 1]; |λ(t) − t| ≤ ρ;

3. ∀t, |u(λ(t)) − v(t)| ≤ ρ.

2.6 Conjunto hiperbólico e partições de Markov

Esta seção tem como objetivo definir uma partição que será a base para apro-
ximarmos a bola convencional por uma espécia de bola dinâmica, no capítulo 3. Seja
f : M → M um difeomorfismo em uma variedade suave M , e seja Λ ⊂ M um conjunto
compacto f-invariante, ou seja, f−1Λ = Λ.
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Figura 1 – Variedade local estável e instável (ver [1]).

Definição 2.6.1. Dizemos que Λ é um conjunto hiperbólico de f se, para cada x ∈ Λ
existe uma decomposição do espaço tangente

TxM = Es(x) ⊕ Eu(x) ,

satisfazendo
dxfE

s(x) = Es(fx) e dxfE
u(x) = Eu(fx)

e existe constantes λ ∈ (0, 1), c > 0 tal que

∥dxf
n|Es(x)∥ ≤ cλn e ∥dxf

−n|Eu(x)∥ ≤ cλn

para cada x ∈ Λ e n ∈ N.

Dado δ > 0, para cada x ∈ M o conjunto

W s
δ (x) =

{
y ∈ M | d

(
fn(x), fn(y)

)
≤ δ, n ∈ N

}
é chamado de variedade local estável, e o conjunto

W u
δ (x) =

{
y ∈ M | d

(
f−n(x), f−n(y)

)
≤ δ, n ∈ N

}
é chamado variedade local instável. Para δ > 0 suficientemente pequeno, W s

δ (x) e W u
δ (x)

são discos suaves tangentes a Es(x) e Eu(x), respectivamente, no ponto x.

Um conjunto hiperbólico Λ é chamado localmente máximo, se existe uma vizinhança
V de Λ tal que Λ = ⋂

n∈Z
fnU .

Um conjunto hiperbólico Λ tem uma estrutura de produto local, se existe δ = δΛ > 0
tal que W s

δ (x) ∩ W u
δ (y) ⊂ Λ para todo x, y ∈ Λ. Dessa estrutura, segue-se que existe

0 < a < δ tal que para x, y ∈ Λ e d(x, y) < a, então W s
δ (x) ∩ W u

δ (y) consiste em um
único ponto z = [x, y]. Pode ser provado que todo conjunto hiperbólico máximo tem uma
estrutura de produto local.
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Figura 2 – Estrutura de produto local (ver [1]).

Teorema 3. Sejam W s
δ (x) e W u

δ (x). Então existe ε > 0 tal que para qualquer x, y ∈ Λ, a
interseção W s

ε (x) ∩W u
ε (y) consiste em no máximo um ponto z = [x, y], e existe δ > 0 tal

que d(x, y) < δ para algum x, y ∈ Λ, então W s
ε (x) ∩W u

ε (y) ̸= ∅.

2.6.1 Partições de Markov

Seja Λ um conjunto hiperbólico localmente máximo, tome ε, δ e [x, y] como no
teorema anterior, fazendo η = ε. O conjunto R ⊂ Λ é chamado retângulo se o diâmetro é
menor do que η/10, e [x, y] ∈ R sempre que x, y ∈ R. Um retângulo é chamado própio se
R = intR. Definiremos

W s
R(x) := W s

η (x) ∩R , x ∈ R

(trocando s pelo u teriamos a definição de W u
R) e a fronteira de R como

∂sR :=
{
x ∈ R | x /∈ intW u

R(x)
}

∂uR :=
{
x ∈ R | x /∈ intW s

R(x)
}
.

Definição 2.6.2. Uma partição de Markov é uma cobertura finita R = R1, . . . , Rn de
Λ tal que

1. Ri = intRi;

2. Λ =
n⋃

i=1
Ri.

3. intRi ∩ intRj = ∅ para i ̸= j;

4. Se x ∈ intRi e f(x) ∈ intRj, então W u
Rj

(
f(x)

)
⊂ f

(
W u

Ri
(x)

)
e f

(
W s

Ri
(x)

)
⊂

W s
Rj

(
f(x)

)
.

Teorema 4. Se R é um retângulo, então ∂R = ∂sR ∪ ∂uR.

Demonstração pode ser encontrada em [19]. Para mais detalhes sobre partições de Markov,
veja [20].
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2.7 Expoente de Lyapunov

2.7.1 Caso unidimensional

Suponha que T é uma aplicação diferenciável definida por partes em X = [0, 1],
isto é, a derivada de T é continua em partes. Para |x − y| ≈ 0 escolha um valor n ∈ N
suficientemente grande, mas não tão grande. Então teremos

|T (x) − T (y)| ≈ |T ′(x)| × |x− y| ,

e
|T n(x) − T n(y)| ≈

n−1∏
i=0

|T ′(T ix)| × |x− y| .

Ao invés de considerarmos produtos, é mais conveniente trabalhar com somas. Calculando
o logaritmo, temos

1
n

log |T n(x) − T n(y)| ≈ 1
n

n−1∑
i=0

log |T ′(T ix)|

(o motivo pelo qual n não pode ser muito grande é que se n → ∞, então T n(x), T n(y)
podem se aproximar um do outro para algum n muito grande, uma vez que X é limitado).
Se µ é uma medida ergódica invariante por T , então o lado direito da última expressão
converge para

∫ 1
0 log |T ′|dµ, pelo teorema ergódico de Birkhoff. Portanto,

∫ 1
0 log |T ′|dµ

mede a velocidade de deivergência de T n.

Definição 2.7.1. O número
∫ 1

0 log |T ′|dµ é chamado expoente de Lyapunov de T (Veja o
Teorema 9.4 em [21]).

2.7.2 Caso multidimensional

O comportamento local de um sistema dinâmico em uma variedade M , sob iterações
de uma função deferenciável T : M → M , pode ser investigado estudando seu diferencial.
Sob o Jacobiano DT (x), uma esfera de raio pequeno centrado em x é transformada
aproximadamente em um elipsoide. Calculando DT (T kx) , k ≥ 1, repetidamente ao longo
da órbita de x, observamos que a imagem da esfera é aproximada por um elipsoide, e
que o comprimento dos semi-eixos crescem exponencialmente. A média dos expoentes de
crescimento são chamados expoentes de Lyapunov, e portanto nos dá a medida de expansão
(ou contração) de um sistema dinâmico. Além disso, o maior expoente coincide com a
velocidade de divergência entre dois pontos próximos.

Definição 2.7.2 (Expoente de Lyapunov). Seja T : M → M uma aplicação diferenciável
entre variedades de Riemann. Para cada x ∈ M , v ∈ TxM , se o limite
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λ(x, v) = lim
n→∞

1
n

log ||D(T n)(x) · v||

existir, então λ(x, v) é o expoente de Lyapunov na direção v. Se µ é f-invariante no espaço
de probabilidade (M,B, µ), então λ(x, v) esta definido para µ−q.t.p x e todo vetor v, o
conjunto {λi(x)} são as taxas de crescimento partindo de x e são chamados expoentes de
Lyapunov de (f, µ) (veja [22]).

Nestas mesmas condições, uma aplicação é dita conforme quando o cojunto {λi(x)}
dos expoentes de Lyapunov é igual a λ, para algum λ > 0. Em particular, isso significa que
f não pode ser invertível. Uma aplicação é chamada não-conforme quando possui vários
valores λ1(x), λ2(x) · · ·λn(x) ∈ {λi(x)}. Isso se traduz em taxas de crescimento diferentes
ao longo das direções saindo de x.

Os expoentes de Lyapunov assumem no máximo n valores distintos em Rn \ {0}.
Seja λ1 < · · · < λr para algum inteiro r ≤ n. Para cada 1 ≤ i ≤ r, o subespaço vetorial

Ei = {v ∈ Rn | λ(v) ≤ λi}

satisfaz
{0} = E0 ⊊ E1 ⊊ ... ⊊ En = Rn,

e é chamado filtração associado à λ.

Definição 2.7.3. A coleção
V = {Ei | i = 0, ... , n}

de subespaços vetorias é chamado filtração de Rn.

Teorema 5 (Oseledets). Seja T : M → M uma aplicação diferenciável preservando uma
medida de probabilidade em M . Então, para quase todo x ∈ M , existem números

λ1(x) > · · · > λk(x)(x)

e uma filtração
TxM = V1(x) ⊃ ...Vk(x)(x) ⊃ Vk(x)+1 = {0} ,

onde
lim

n→+∞
log 1

n
∥ D(T n)(x) · v ∥= λi .

Além disso, temos
(i) DT (x) · Vi(x) = Vi(Tx),
(ii) k(x), λi(x) e Vi(x) dependem mensuravelmente de x,
(iii) k(x), λi(x) e dimVi(x) são constantes ao longo da órbita de T .

Os números λi, 1 ≤ i ≤ k(x), são os expoentes de Lyapunov e dimVi(x) são
chamados multiplicidade dos expoentes. A demonstração pode ser encontrada em [21].
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2.8 Entropia

2.8.1 Entropia de Shannon

Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade. Uma partição P = {Ai; i ∈ N} é
um subconjunto mensurável e enumerável de X, onde µ(⋃∞

i=1 Ai) = 1, e i ̸= j implica
Ai ∩ Aj = ∅. O conjunto P ∨ Q = {Ai ∩Bi;Ai ∈ P , Bi ∈ Q} é também uma partição de
X.

A entropia de Shannon em relação a P mede a quantidade de informação cujo
significado motivaremos a seguir. Seja x um ponto aleatório de X, suponha que a única
informação que temos a respeito de x é que ele está contido em algum Ai ∈ P . Com base
nesta única informação, queremos estabelecer uma medida da quantidade de informações
que x pode nos dar. Quanto menor for a medida de Ai, maior será o ganho de informação,
uma vez que estaremos mais aptos a distinguir x de outro ponto qualquer em P. Além
disso, se soubermos que x pertence a dois conjuntos diferentes, que são multualmente
independentes, então o ganho de informação sera a soma das informações dos dois conjuntos.
A entropia de Shannon de P é definida por

Hµ(P) =
n∑

i=1
−µ(Ai) log µ(Ai) ,

para partições disjuntas P e Q tem-se

Hµ(P ∨ Q) = Hµ(P) +Hµ(Q).

Dizemos que Q é menos fino do que P , quando cada elemento de P está contido em algum
Q, ou cada Bi ∈ Q é união de elementos Ai ∈ P , em notação Q ≺ P .

2.8.2 Entropia de um Sistema Dinâmico

Seja (X,B, µ, f) um sistema dinâmico preservando medida, µ(B) = 1 e seja P =
{A1, A2, ..., Ak} uma partição finita de X. O conjunto f−1(P) = {f−1(Ai) | i ∈ N, i ≤
k} = {x | f(x) ∈ Ai, i ∈ N, i ≤ k} também é uma partição e temos Hµ(f−1P) = Hµ(P).
Para n ∈ N, defina a partição

Pn =
n−1∨
i=0

f−i(P)

cujos elementos são da forma Ai0 ∩ f−1Ai1 ∩ f−2Ai2 ∩ · · · ∩ f−n+1Ain−1 , com ij ∈ {1, ..., k}.
A entropia de f em relação a P é dado por

Hµ(f,P) = lim
n→∞

Hµ(Pn)
n

.
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A entropia de Kolmogorov do sistema (f, µ) é definido por

hµ(f) = sup
P
Hµ(f,P),

onde o supremo é tomado sobre todas as partições com entropia finita. O cálculo de hµ(f)
é raramente feito diretamente da definição, devido a sua dificuldade.

Teorema 6 (Kolmogorov-Sinai). Seja P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn · · · uma sequência não-
decrescente de partições com entropia finita, tais que ⋃∞

n=1 Pn gera a σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis a menos de medida nula. Então

hµ(f) = lim
n→∞

hµ(f,Pn).

Informações mais aprofundadas sobre entropia podem ser encontradas em [22],[23] e [16].

2.9 Formalismo Termodinâmico

2.9.1 Pressão topológica

Seja (X, d) um espaço métrico e T : X → X uma transformação contínua. Para
cada n ∈ N, definiremos uma nova distância em X por

dn(x, y) = max
{
d
(
T k(x), T k(y)

)
: 0 ≤ k ≤ n− 1

}
.

Dado ε > 0, dizemos que o conjunto finito E ⊂ X é (n, ε)-separado se dn(x, y) > ε, para
cada x, y ∈ E com x ̸= y.

Definição 2.9.1. A pressão topológica de uma função contínua φ : X → R (com
respeito a T ) é definida por

P (φ) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup 1
n

log sup
E

∑
x∈E

exp
n−1∑
k=0

φ
(
T k(x)

)
, (2.2)

onde o supremo é tomado entre todos os conjuntos (n, ε)-separado contidos em X.

Uma vez que a função

ε 7−→ lim
n→∞

sup 1
n

log sup
E

∑
x∈E

exp
n−1∑
k=0

φ
(
T k(x)

)
é não decrescente, o limite (2.2) exite quando ε → 0.

A noção de pressão topológica foi intruduzica por David Ruelle, e depois generali-
zada por Peter Walters. Apresentaremos agora uma definição alternativa para a pressão
topológica.
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Teorema 7 (Princípio Variacional). Se T : X → X é uma transformação contínua entre
espaços métricos compactos, e φ : X → R é uma função contínua, então

P (φ) = sup
µ∈M

{
hµ

(
T
)

+
∫

X
φdµ

}
(2.3)

onde M é o conjunto de todas as medidas T -invariante de probabilidade em X.

Quando o supremo é alcançado por uma única medida µ, a chamamos de estado
de equilíbrio de φ.

Definição 2.9.2. Seja φ : X → R uma função contínua, a medida T -invariante de
probabilidade µφ em X é chamado medida de equilíbrio, ou estado de equilíbrio de φ
(em relação à T ) se

P (φ) = hµφ

(
T
)

+
∫

X
φdµφ . (2.4)

Para mais detalhes sobre os assuntos desta subseção veja [1], [24] e [25].

2.10 Medida de Gibbs

As medidas de Gibbs estão relacionadas com o estado de equilíbrio. Enquanto toda
medida de Gibbs invariante no contexto hiperbólico é um estado de equilíbrio, o contrário
nem sempre acontece. Nesta seção veremos que a medida da bola dinâmica está relacionada
com a medida Gibbs. Antes, revisaremos alguns conceitos da Dinâmica Simbólica (veja
[26]).

Seja A um conjunto finito (ou infinito) de símbolos chamado alfabeto, que pode
conter letras a, b, c . . . ou digitos 1, 2, 3 . . . , uma sequência de símbolos de um alfabeto A
é denotado por x = (xi)i∈Z, ou por

x = . . . x−2x−1x0x1x2 . . .

ou
x = (. . . x−2x−1x0x1x2 . . . )

onde cada símbolo xi ∈ A está na coordenada de posição i em x.

O conjunto de todas as coleções de sequências x de um alfabeto A (finito ou infinito)
é denotado por

AZ = {x = (xi)i∈Z : xi ∈ A, ∀i ∈ Z}.

Considerando o alfabeto B = {1, 2, . . . , κ} onde κ ∈ N, a coleção de sequências
unilateral é dada por
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Σ+
κ = {x = (xi)i∈N : xi ∈ B, ∀i ∈ N}.

Dado uma sequência ω = i1i2 · · · ∈ Σ+
κ , defina a função deslocamento σ : Σ+

κ → Σ+
κ

como σ(i1i2 . . . ) = (i2i3 . . . ). Pode-se introduzir uma distancia que torna Σ+
κ um espaço

topológico.

Os m-cilindros C são conjuntos cujas coordenadas iniciais são fixadas, matematica-
mente

Ci1i2...im =
{
(j1j2 . . . ) ∈ Σ+

κ : jl = il para l = 1, ...,m
}
.

Quando o tamanho do cilindro é m, denotamos por |Ci1i2...im| = m.

Existe uma fórmula mais curta para pressão topológica com relação a função
deslocamento.

Teorema 8. Para cada função contínua φ : Σ+
κ → R temos

P (φ) = lim
n→∞

1
n

log
∑

i1...in

exp sup
Ci1...in

n−1∑
l=0

φ ◦ σl.

Demonstração. Veja teorema 3.1.1, livro [24].

Definição 2.10.1 (Medida de Gibbs para a função deslocamento). Dada uma função
contínua φ : Σ+

κ → R, dizemos que a medida de probabilidade µ em Σ+
κ é Gibbs para φ,

se existe K ≥ 1 tal que

K−1 ≤ µ(Ci1...in)
exp

[
−nP (φ) +∑n−1

l=0 φ(σl(ω))
] ≤ K (2.5)

para todo (i1i2 . . . ) ∈ Σ+
κ , n ∈ N e ω ∈ Ci1...in.

Definição 2.10.2 (Bola dinâmica (ver [27])). Seja X um espaço métrico compacto,
f : X → X. A bola de Bowen ou bola dinâmica de centro x, raio ε e ordem n é
definida por

Bn(x, n, ε) = {y ∈ X | d(fk(y), fk(x)) < ε , para 0 ≤ k ≤ n}.

Definição 2.10.3 (Medida de Gibbs, ver [28]). Seja T : X → X uma transformação
contínua entre espaços métricos. Suponha que µ é uma medida de probabilidade em X e
seja ϕ ∈ C(X,R). A medida µ é chamada Gibbs com respeito a ϕ se existem constantes
A,B > 0 e P tal que

A ≤ µ(Bn(x, n, ε))
exp

[
−nP (ϕ) +∑n−1

l=0 ϕ(T l(x))
] ≤ B ∀x ∈ X,n ∈ N.
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O próximo teorema diz que toda medida de Gibbs invariante para a função deslo-
camento é um estado de equilíbrio.

Teorema 9. Se uma medida µ de probabilidade em Σ+
κ é uma medida de Gibbs σ-invariante

para φ, então µ também é um estado de equilíbrio para φ.

Demonstração. Veja teorema 3.4.2, livro [24].

2.11 Outras definições

Definição 2.11.1 (Componente conexo). Um espaço topológico X é dito conexo, quando
X não pode ser representado como união de dois ou mais conjuntos abertos disjuntos e
não-vazios, ou seja, quando não admite outra cisão além da trivial (∅∪X). A componente
conexa de x é o maior subconjunto conexo de X que contém o ponto x.

Definição 2.11.2 (Função Hölder contínua (ver [29])). Seja x0 ∈ D, com D ⊂ Rn limitado
e 0 < α < 1. A função f : D → R é dita Hölder contínua de ordem α se existe uma
constante C > 0 tal que

|f(x) − f(x0)| ≤ C|x− x0|α ,

para todo x ∈ D. Se α = 1, então a função f é dita Lipschitziana.

Definição 2.11.3 (Coomologia). Seja f : X → X uma transformação contínua no espaço
topológico X. Duas funções φ1 : X → R e φ2 : X → R são coomologas em X com relação
a f , ou simplesmente coomologas se existe uma função contínua ψ : X → R tal que

φ1 − φ2 = ψ − ψ ◦ f em X.

Definição 2.11.4 (Skew product). Seja T : X → X uma aplicação no espaço métrico
(X, d). A aplicação T é chamada skew product se é da forma

T (x) = (f1(x1), f2(x1, x2), · · · , fd(x1, · · · , xd))

onde f1, · · · , fd são funções mensuráveis.

Definição 2.11.5 (Aplicação expansora e repulsores). Seja f : M → M uma aplicação
diferenciável em uma variedade suave, e J ⊂ M um conjunto compacto invariante por f ,
ou seja, f−1(J) = J . Dizemos que J é um repulsor de f e que f é expansora em J , se
existe constantes c > 0 e β > 1 tal que

∥ dxf
n(v) ∥≥ cβn ∥ v ∥

para todo x ∈ J , n ∈ N, e v ∈ TxM .
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Definição 2.11.6 (Aplicação uniformimente expansora (ver [30])). Seja T : M → M uma
aplicação entre variedades compactas suave de Riemann. Dizemos que T é uma aplicação
uniformemente expansora se existe constantes c, β > 0 tal que para todo x ∈ M , todo
v ∈ TxM e todo n ≥ 0, temos

∥ dxT
n(v) ∥≥ βecn ∥ v ∥ .

As transformações expansoras carregam uma característica importante: a distorção
limitada, que será útil para termos o controle sobre o tamanho de uma partição de Markov
fibrada no capítulo 3.

Lema (Distorção limitada). Dizemos que uma transformação expansora T tem distorção
limitada se existe C > 0, α > 0 tal que∣∣∣∣∣ |det(T ′(x))|

|det(T ′(y))| − 1
∣∣∣∣∣ ≤ C ∥ T (x) − T (y) ∥α

onde x, y estão na mesma partição.

Definição 2.11.7 (Medida conforme). Seja T uma transformação mensurável no espaço
(X,B, µ). A medida µ é chamada conforme para a função β : X → R+, se para cada
E ∈ B onde T age como isomorfismo mensurável, tem-se

µ(T (E)) =
∫

E
β(ξ)µ(dξ).

Definição 2.11.8 (Medida hiperbólica). Seja T : M → M um difeomorfismo. Dizemos
que a medida µ invariante por T é hiperbólica (com respeito a T ) se todos os expoentes
de Lyapunov são não-nulos em todo ponto, isto é, se

lim
n→∞

1
n

log ||D(T n)(x)v|| ≠ 0

para todo v ∈ TxM e todo x no conjunto de medida completa.

Definição 2.11.9 (Dimensão pontual (ver [31])). Seja µ uma medida de probabilidade,
e B(x, ε) a bola de centro x e raio ε. A dimensão pontual ou local da medida µ no
ponto x é definida como

δµ := lim
ε→0

log µ(B(x, ε))
log ε

se o limite existir. Se δµ = d, então para ε pequeno a medida da bola é da escala de
µ(B(x, ε)) ≈ εd.

A dimensão pontual é uma Dimensão de Hausdorff, de 2.1 podemos chegar na
fórmula anterior.
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3 Resultado principal

O teorema principal possue uma semelhança com o Teorema do Limite Central
clássico de probabilidade apresentado na seção 2.2.2, veremos que o log da medida da
bola tradicional será transformado em um somatório. Esta dissertação focará no caso em
duas dimensões no toro bidimensional, porém o artigo [3] trabalha no toro em qualquer
dimensão. Defina π(x, y) = x como a projeção na primeira coordenada. Nosso teorema
principal é

Teorema principal. Seja T : T2 → T2 uma aplicação expansora de classe C2 da forma
T (x, y) = (f(x), g(x, y)). Seja φ uma função hölder contínua de T2 em R. Seja µφ o
estado de equilíbrio associado a φ, e δ := δµφ sua dimensão de Hausdorff, assumindo que∫

log |f ′ ◦ π|dµφ <
∫

log |∂g
∂y

|dµφ. Então existe um número real σ ≥ 0 tal que o processo

log µφ(B((x, y), εt)) − tδ log ε√
− log ε

, t ∈ [0, 1] (3.1)

converge sob D([0, 1]) em distribuição sob a lei de µφ para o processo σW (t), onde W é o
processo de Wiener padrão. Além disso, a variancia σ2 é zero se, e somente se, µφ é a
única medida invariante absolutamente contínua , ou equivalentemente, φ é coomologo a
− log | detDT |.

A hipótese
∫

log |f ′ ◦ π|dµφ <
∫

log |∂g
∂y

|dµφ significa que estamos tratando com o
caso não-conforme (Lema 2). Consideraremos a pressão topológica P (φ) como sendo zero,
isso pode ser percebido trocando φ por φ menos a pressão.

Corolario 1 (Teorema do Limite Central). Com as mesmas hipóteses e notações, a família
de variáveis aleatórias.

log µφ(B((x, y), ε)) − δ log ε√
− log ε

converge em distribuição para a distribuição gaussiana N (0, σ2).

3.1 Estapas da demonstração

Na seção 3.2.1 será mostrado que o toro T2 pode ser visto como um quadrado
unitário [0, 1] × [0, 1], então as contas serão feitas neste quadrado. Uma bola tradicional em
T2 é topologicamente um retângulo contido em [0, 1] × [0, 1]. Iremos considerar um skew
product da forma T (x, y) = (f(x), g(x, y)) expansora que a cada iteração preserva linhas
verticais, usaremos na seção 3.2.2 um tipo de partição para aproximar a bola tradicional
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por uma "espécie" de bola dinâmica (cilindro hiperbólico) com a seguinte inclusão:

Cε′ ⊂ B(x, ε) ⊆ Cε′′ .

Isso nos habilitará a trocar o processo

Nε(t) = log µφ(B((x, y), εt)) − tδ log ε√
− log ε

, t ∈ [0, 1],

pelo processo
N ′

ε(t) = log µφ(Cεt(x, y)) − tδ log ε√
− log ε

, t ∈ [0, 1].

Na seção 3.2.6, utilizando argumentos dinâmicos e ergódicos reduziremos o problema para
o estudo de convergência um processo da forma

N ′′
ε (t) =

Snεtϕ1 + Smεtϕ2√
− log ε

, t ∈ [0, 1], (3.2)

onde nε e mε são tempos aleatórios que dependem do ponto considerado.

Então, na Seção 3.3 utiliza-se argumentos da Teoria das Probabilidades para provar
a convergência deste último processo. Estes argumentos são, de alguma maneira, gerais e
independentes das funções ϕ1 e ϕ2.

Os autores Leplaideur e Saussol mencionam que o uso da topologia de Skorohod
talvez não seja necessário. Parece útil porque o processo estudado a priori é descontínuo.
Entretanto, note que o limite do processo é contínuo em quase todo ponto. Portanto a
convergencia é uniforme. Porém, o espaço das funções de cadlag munido com a norma
da convergência uniforme não é separável, o que pode causar alguns problemas, como os
citados por Billingsley em [32]. Os autores preferem então trabalhar em D([0, 1]).

O método em [3] se aplica para o caso dos repulsores conforme, e no caso de
difeomorfismos entre superfícies do Axioma A. De agora em diante, assumiremos que
T (x, y) := (f(x), g(x, y)) e φ satisfaz as hipóteses do teorema principal.

3.2 Redução a uma soma de variáveis aleatórias não homogênea

3.2.1 Toro como um quadrado

Para descrever o toro, vamos começar com o plano. Considere como idêntico todos
os pontos cujas coordenadas diferem por um inteiro. Isto é, o ponto (α, β) no plano é
considerado como o ponto (α + 1, β), (α + 5, β + 3), e, no geral (α, β) é o mesmo que
(α +M,β +N) onde M,N ∈ Z. Denotaremos [α, β] como o conjuntos de todos os pontos
equivalentes à (α, β) sob esta relação. Mais precisamente, (x, y) ∼ (x′, y′) acontece se, e
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somente se, x− x′ e y − y′ são números inteiros que geram uma relação de equivalência
sob pontos no plano. O toro é portanto o conjunto de todas as classes de equivalência
nesta relação.

Geometricamente, considere o quadrado unitário [0, 1]2. Sob a relação do parágrafo
anterior, somente os pontos da fronteira do quadrado precisam ser considerados. De fato,
a fronteira superior y = 1 pode ser considerado o mesmo que a fronteira inferior y = 0,
similarmente ocorre com as fronteiras do lado direito (x = 1) e esquerdo (x = 0). Quando
isto acontece, o quadrado se torna primeiro um cilindro, e depois um toro como na figura 3

Figura 3 – Obtendo o toro de um quadrado (ver [2]).

3.2.2 Partições de Markov fibrada

Das hipóteses do teorema principal, existe uma partição de Markov para o toro
T2. Preferimos trabalhar com partições mais simples. Enfatizamos que "partição" é aqui
entendido como um conjunto de medida nula µφ-mensurável.

Considere a projeção π : T2 → T, π(x, y) = x. As propriedades principais dessas
partições são listadas no Lema abaixo (consideraremos

◦
Ri = intRi).

Lema 1. Para todo (x0, y0) ∈ T2, e para cada n ≥ 1 existe uma partição finita Rn de T2

em subconjuntos própios de Markov Ri tal que

(1) Cada elemento Ri de Rn é um conjunto própio.

(2) Para cada elemento Ri de Rn, T n(Ri) = T2 e T ◦
|Ri

é injetiva.

(3) Se Ri e Rj são elementos diferentes de Rn, então π(
◦
Ri) ∩ π(

◦
Rj) = ∅ ou π(

◦
Ri) =

π(
◦
Rj).

(4) A fronteira ∂Rn é aplicado por T n em S0.

(5) Pn = π(Rn).

(6) T k(Rn) = Rn−k para k ≤ n.
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Figura 4 – Partição de Markov com f e g posuindo grau 2.

(7) Cada elemento Pi de Pn é um intervalo fechado.

(8) Para cada elemento Pi de Pn, fn(Ri) = T e f ◦
|Pi

é injetiva.

(9) Se Pi e Pj são elementos diferentes de Pn, então
◦
Pi ∩

◦
Pj = ∅.

(10) A fronteira ∂P é aplicado por fn em S0.

(11) fk(Pn) = Pn−k para k ≤ n.

Demonstração. Escolha (x0, y0) ∈ T2 e considere o conjunto S0(x0, y0) = S0 =
(
{x0} ×

T
)

∪
(
T × {y0}

)
. E para cada n ≥ 1, seja Rn = Rn(x0, y0) a coleção das componentes

conexas Rn,i(x0, y0) de T−n(T2 \ S0) ou seja, Rn =
kn⋃
i=1

Rn,i(x0, y0). Claramente, Rn é uma
partição em T2. Semelhantemente, podemos definir uma partição em T, denotaremos por
Pn = Pn(x0), como a coleção de componentes conexos de f−n(T \ {x0}).
(1) Da forma como Rn é definido, temos que Rn =

kn⋃
i=1

Rn,i(x0, y0) onde o número de
elementos kn da partição é limitado superiormente pelo produto (∂fn + 1)(∂gn + 1). Então
Ri := Rn,i(x0, y0) ⊂ Rn.
(2) Este item decorre decorre diretamente da definição de Rn, pois sendo T um difeomor-
fismo local, os subconjuntos Ri são regiões de injetividade.
(3) Suponha que π(

◦
Ri) ∩ π(

◦
Rj) ̸= ∅. Seja x ∈ π(

◦
Ri) ∩ π(

◦
Rj). Então, pedaços da linha

vertical que contém pontos da forma (x, y) estão em Ri e Rj (lembrando que Ri ∩Rj = ∅).
E como Ri, Rj são conjunto abertos e o skew product T preserva fibras verticais (os bordos
verticais de Ri e Rj são projetado em dois pontos) temos que π(

◦
Ri) = π(

◦
Rj).

(4) Este item segue diretamente da definição da partição Rn.
(5) Note que os elementos da partição Rn que pertencem ao mesmo retângulo vertical
(isso significa que os seus bordos verticais estão contidos em uma mesma linha vertical)
são projetados em um mesmo segmento (elemento) de Pn e isso é exatamente o que diz o
item (3) acima. Então, podemos considerar somente um representante de cada retângulo
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vertical. Mais precisamente,

π(Rn) = π(
kn⋃
i=1

Ri) =
⋃

π(Ri)∩π(Rj)=∅
π(Ri) =

⋃
Pi = Pn .

(6) Note que, pela definição, para cada n ≥ 2 cada partição Rn é formado pela imagem
inversa T−1(Rn−1), ou seja, T (Rn) = Rn−1. Logo, por indução em k, temos T k(Rn) = Rn−k

para k ≤ n.
(7) Pelos argumentos do item (5), as linhas horizontais que compõem o bordo de Ri são
projetadas no interior de cada Pi, e as linhas verticais do bordo são projetadas em seus
pontos extremais, fazendo com que Pi sejam intervalos fechados.

(8) Similar ao item (2).

(9) Suponha por absurdo que
◦
Pi ∩

◦
Pj ≠ ∅. Escolhendo x ∈

◦
Pi ∩

◦
Pj, este elemento é a

projeção de algum y ∈ Ri, Rj que está contido em Rn, um absurdo pois pela definição
2.6.2 item 3 cada Rk é disjunto.

(10) Similar ao item (4).

(11) Similar ao item (6).

Após a demonstração do Lema 1, nota-se que a partição Rn possui propriedades
quase que markovianas, no sentido de possuir algumas propriedades típica de uma partição
de Markov. E que a quantidade de elementos da partição depende do grau das aplicações
f e g possuem, ilustrado na figura 4.

A fronteira da partição ∂Rn terá um papel importante. Para um ponto (x, y) fixado
e um inteiro n, a fronteira de Rn(x, y) é denotado por ∂Rn(x, y). Ela é a união da fronteira
vertical ∂vRn(x, y) com a fronteira horizontal ∂hRn(x, y). A fronteira vertical é exatamente
a união de dois segmentos verticais (suas projeções por π é a união de dois pontos diferentes).
A fronteira horizontal é a união de duas curvas "relativamentes" horizontais. A ideia de
utilizar essa partição está em substituir a bola comum B(x, ε) por algum elemento Ri

conveniente da partição Rn.

3.2.3 Expoente de Lyapunov e geometria da partição

Sejam f : T → T e g : T2 → T funções de classe C1, definiremos para todo n ∈ N

Fn(x, y) =
n−1∏
j=0

|f ′ ◦ f j ◦ π(x, y)| , Gn(x, y) =
n−1∏
j=0

|∂g
∂y

◦ T j(x, y)|, (3.3)
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onde Fn significa a derivada da n-ésima iteração de f

F1 = f ′
(
f 0(π(x, y))

)
= f ′

(
f 0(x)

)
= f ′(x) = (f 1(x))′

F2 = f ′(f 0(x)) · f ′(f 1(π(x, y))) = f ′(x)f ′(f(x)) = f ′(f(x))f ′(x) = (f 2(x))′

F3 = f ′(f 0(x))·f ′(f 1(π(x, y)))·f ′(f 2(π(x, y))) = f ′(f(x))f ′(x)·f ′(f 2(x)) =
[
f
(
f 2(x)

)]′
= (f 3(x))′

...

Fn = (fn(x))′ ,

e Gn é o produto das derivadas parciais na direção vertical.

Lema 2. Seja T : T2 → T2 como no teorema principal. Existe uma decomposição invariante
T(x,y)T2 = Eu(x, y)⊕Euu(x, y) definida para µ-q.t.p. (x, y). Os dois expoentes de Lyapunov
associados a (T, µ) são λu :=

∫
log |f ′(x)|dµφ(x, y) e λuu :=

∫
log |∂g

∂y
(x, y)|dµφ(x, y).

Demonstração. Pela definição de derivada,

logFn = log
(∣∣∣∣∣

n−1∏
j=0

f ′ ◦ f j ◦ π
∣∣∣∣∣
)

= log
[∣∣∣(f ′ ◦ f 0 ◦ π) · (f ′ ◦ f 1 ◦ π) · · · (f ′ ◦ fn−1 ◦ π)

∣∣∣]
=
[∣∣∣ log

(
f ′ ◦ f 0 ◦ π

)
+ log

(
f ′ ◦ f 1 ◦ π

)
+ · · · + log

(
f ′ ◦ fn−1 ◦ π

)∣∣∣]
=

n−1∑
j=0

log
(∣∣∣f ′ ◦ f j ◦ π

∣∣∣) =
n−1∑
j=0

log[
∣∣∣f ′(f j(π(x, y)))

∣∣∣] .
Pelo teorema ergódico de Birkhoff, temos para µ-q.t.p. (x, y)

lim 1
n

n−1∑
j=0

log[
∣∣∣f ◦ f j ◦ π(x, y)

∣∣∣] = lim 1
n

n−1∑
j=0

log
(∣∣∣f ′ ◦ f j(x)

)∣∣∣) =
∫

log |f ′(x)|dµφ = λu ,

similarmente concluímos que para µ-q.t.p. (x, y)

lim 1
n

logGn(x, y) = lim
∫

log
∣∣∣∣∣∂g∂y

∣∣∣∣∣dµφ = λuu , onde λu ≤ λuu.

Então, a série

U(x, y) = −
∞∑

k=0

Fk

Gk+1

∂g

∂x
◦ T k(x, y)

converge para µ-q.t.p. (x, y). Com efeito, pela definição de expoentes de Lyapunov em
µφ-q.t.p. (x, y), temos que Fn é da ordem eλun, isto é, Fn ≈ eλun e de maneira análoga
Gn ≈ eλuun. Logo,

|U(x, y)| ≈
∞∑

k=0

|eλuk|
|eλuu(k+1)|

∣∣∣∣∣∂g∂x ◦ T k(x, y)
∣∣∣∣∣ .
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Como por hipótese, λu < λuu e
∣∣∣ ∂g

∂x
◦ T k(x, y)

∣∣∣ é limitado, pelo teste da razão temos que
a série |U(x, y)| converge absolutamente. Definimos os seguintes espaços em µϕ-q.t.p.
(x, y) ∈ T2

Eu(x, y) =
 1
U(x, y)

 , Euu(x, y) =
0
1

 ,
não é difícil verificar que T T2 = Eu ⊕ Euu em µϕ-q.t.p. (x, y) ∈ T2. Um pouco mais
complicado é verificar que essa decomposição é invariante. De fato, note que

DT (x, y) =
 ∂f

∂x
(x) 0

∂g
∂x

(x, y) ∂g
∂y

(x, y)

 ,

então

DT (x, y)
(

1
U(x, y)

)
=

 ∂f
∂x

(x) 0
∂g
∂x

(x, y) ∂g
∂y

(x, y)

( 1
U(x, y)

)

=
( ∂f

∂x
(x)

∂g
∂x

(x, y) + ∂g
∂y

(x, y) ◦ U(x, y)

)
= ∂f

∂x
(x)
(

1
U ◦ T (x, y)

)

e ainda,

DT (x, y)
(

0
1

)
=

 ∂f
∂x

(x) 0
∂g
∂x

(x, y) ∂g
∂y

(x, y)

(0
1

)

=
(

0
∂g
∂y

(x, y)

)
= ∂g

∂y
(x, y)

(
0
1

)
.

Em geral, por indução, temos que para n ≥ 1

DT n(x, y)
(

1
U(x, y)

)
=

n−1∏
k=0

f ′ ◦ fk ◦ π(x, y)
(

1
U ◦ T n(x, y)

)
e

DT n(x, y)
(

0
1

)
=

n−1∏
k=0

∂g

∂y
◦ T k(x, y)

(
0
1

)
.

Resta provar que λu e λuu são dois expoentes de Lyapunov de T em relação à
a medida µφ. Como as duas direções, os espaços unidimensionais Eu e Euu são DT -
invariantes e as expansões ao longo dessas direções são exatamente λu e λuu, pelo Teorema
de Oseledets λu e λuu são os expoentes de Lyapunov da medida µφ.
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Lembrando que o nosso objetivo é usar "espécies" de bolas dinâmicas através das
partições Rn para substituirmos a bola B((x, y), ε). Ter o total controle das bordas dessa
partição é de suma importância. Como T é um skew product, temos esse controle nas
bordas verticais. Porém, o mesmo pode não acontecer com as horizontais ∂hRn. Note
que se o ponto (x, y) pertence a ∂hRn, então (x, y) também pertence a ∂hRm para todo
m ≥ n, pois a cada iteração T n o número de fronteiras aumenta.

O próximo Lema nos fornece um controle nessas bordas através de estimativas de
suas inclinações usando um propriedade interessante das transformações expansoras: a
propriedade de distorção limitada. Denotamos Tx,y,n a inclinação da tangente em ∂hRn no
ponto (x, y).

Lema 3. Para cada n ∈ N e µφ quase todo ponto (x, y), existe um número real A∂h(x, y)
tal que para todo (x′, y′) em ∂hRn(x, y), temos

|Tx′,y′,n| ≤ A∂h(x, y).

Demonstração. Assumimos que a decomposição invariante está definida em (x, y). Para
(x′, y′) em ∂hRn(x, y), defina a sequência de somas parciais da série U

Un := −
n−1∑
k=0

Fk(x′, y′)
Gk+1(x′, y′)

∂g

∂x
◦ T k(x′, y′).

Denote por (α, β) = (D(x′,y′)T
n)−1(1, 0). Então (α, β) é tangente ao bordo ∂hRn(x, y) no

ponto (x′, y′). Além disso, temos

DT n =
 Fn 0
−GnUn Gn

 .
Com efeito, provaremos por indução

DT =
 ∂f

∂x
0

∂g
∂x

∂g
∂y

 =
 ∂f

∂x
0

∂g
∂y

(
∂g
∂y

)−1 ∂g
∂x

∂g
∂y

 =
 F1 0

−G1U1 G1

 .

Suponha que temos para k ≤ n− 1

DT k =
 Fk 0

−GkUk Gk

 ,

então

DT k+1 = DT (T k) ·DT k =
 F1 ◦ T k 0

−G1 ◦ T k · U1 ◦ T k G1 ◦ T k

 Fk 0
−GkUk Gk


=

 F1 ◦ T k · Fk 0
−G1 ◦ T k · U1 ◦ T k · Fk −G1 ◦ T k ·GkUk G1 ◦ T k ·Gk

 .
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Não é difícil verificar que F1 ◦ T k · Fk = Fk+1 e G1 ◦ T k ·Gk = Gk+1 e

−G1 ◦ T k · U1 ◦ T k · Fk −G1 ◦ T k ·GkUk = −∂g

∂y
◦ T k

(
−F0 ◦ T k

G1 ◦ T k
· ∂g
∂x

◦ T k · Fk +Gk · Uk

)
=

= −∂g

∂y
◦ T k

(
−1 ·Gk

Gk+1
· ∂g
∂x

◦ T k · Fk +Gk · Uk

)
=

= −Gk · ∂g
∂y

◦ T k · Uk −Gk · ∂g
∂y

◦ T k · Fk

Gk+1
· ∂g
∂x

◦ T k =

= −Gk+1(Uk − Fk

Gk+1
· ∂g
∂x

◦ T k) = Gk+1Uk+1.

Logo,

(DT n)−1 =
 1

Fn
0

Un

Fn

1
Gn


e então (α, β) = ( 1

Fn
, Un

Fn
).

Portanto, a inclinação de
(

α
β

)
na base canônica é

β

α
= Un .

Pelo lema de distorção limitada na seção 2.11, existe uma constante AT tal que para todo
(x′′, y′′) ∈ Rn(x, y) temos

1
AT

|Un(x, y)| ≤ |Un(x′′, y′′)| ≤ AT |Un(x, y)|.

Usamos essas duas desigualdades para (x′, y′) e temos |Tx′,y′,n| ≤ AT |Un(x, y)|.
Como a sequência Un(x, y) converge para U em quase todo ponto (x, y), implica que ela é
limitada. E com isso, o lema está provado.

Graças a este Lema, podemos garantir que cada elemento Ri da partição de Markov
pode conter uma bola B((x, y), ε) (ver figura 3).

3.2.4 Aproximação de Markov multi-temporal da bola tradicional

No objetivo de efetuarmos aproximações da bola B((x, y)), ε), definimos os seguintes
números:

Definição 3.2.1. Seja ε um número real positivo

(i) Denotamos por nε(x, y) o maior inteiro k tal que Gk(x, y)ε ≤ 1.

(ii) Denotamos por mε(x) o maior inteiro k tal que Fk(x)ε ≤ 1.
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Figura 5 – O Lema 3 evita situações como esta.

O número nε é o tempo onde ocorre a máxima expansão de Gk(x, y), e mε é o
tempo em que a função Fk(x) atinge a expansão máxima que é 1, pois estamos no quadrado
unitário.

Lema 4. Existe uma constante c > 0 tal que

c ≤ Fmε(x)(x)ε ≤ 1, e c ≤ Gnε(x,y)(x, y)ε ≤ 1.

Demonstração. A demonstração segue diretamente das definições de Fm, Gn e das defi-
nições dos tempos nε e mε (Definição 3.2.1), juntamente com o fato das funções f ′ e ∂g

∂y

serem limitadas, pois são contínuas definidas em um compacto. Considerando que cf ≤ f ′

e cg ≤ ∂g
∂y

basta tomar c := min{cf , cg}.

Lema 5. Para µφ quase todo ponto (x, y) temos limε→0
nε(x,y)
− log ε

= 1
λuu e limε→0

mε(x)
− log ε

= 1
λu .

Em particular, temos nε(x, y) ≪ mε(x) (quando ε → 0) para µφ q.t.p (x, y).

Demonstração. Pelo Lema 4, existe c > 0 tal que c ≤ Fmε(x)ε ≤ 1. Daí

c ≤ Fmε(x)ε ≤ 1 ⇐⇒ log c ≤ logFmε(x)ε ≤ log 1

⇐⇒ log c ≤ logFmε(x) + log ε ≤ 0

⇐⇒ log c− log ε ≤ logFmε(x) ≤ − log ε

⇐⇒ 1
mε

(log c− log ε) ≤ log 1
mε

Fmε(x) ≤ − 1
mε

log ε

⇐⇒ lim
ε→0

mε(x)
logFmε(x)

= lim
ε→0

mε(x)
− log ε .

Pelo Lema 2, quando n → ∞, temos
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λu = lim
n→∞

1
n

logFn(x) ⇐⇒ 1
λu

= 1
limn→∞

1
n

logFn(x)

= lim
n→∞

1
log Fn(x)

n

= lim
n→∞

n

logFn(x) .

Em particular, para a subsequência mε(x) (aqui ε está se aproximando de zero),

1
λu

= lim
mε(x)→∞

mε(x)
logFmε(x) ,

e como ε → 0 quando mε(x) → ∞, então

1
λu

= lim
ε→0

mε(x)
− log ε.

Analogamente, concluímos que

1
λuu

= lim
ε→∞

nε(x, y)
− log ε .

Pela hipótese do Lema 2, para µφ q.t.p (x, y)

λu(x, y) < λuu(x, y) ⇐⇒ 1
λu(x, y) >

1
λuu(x, y)

⇐⇒ lim
ε→0

mε(x)
− log ε > lim

ε→0

nε(x, y)
− log ε =⇒ mε(x) > nε(x, y) .

Como as transformações f, g são expansoras e a taxa da expansão horizontal é
bem mais lenta que a taxa de expansão vertical (conforme hipótese do Lema 2) para
ε cada vez mais próximo de zero, o tempo mε(x, y) será muito maior que nε(x). Logo,
mε(x) ≫ nε(x, y).

Definiremos agora "cilindro hiperbólico" que será uma boa aproximação da bola
convencional B((x, y), ε).

Definição 3.2.2. A aproximação multi-temporal da bola é

Cε := Rnε(x,y)(x, y) ∩ π−1
(
Pmε(x)(x)

)
.

Note que esta aproximação possui um formato de cilindro cuja base (curvas suaves)
é bem mais curta e as laterais (linhas verticais) longas (veja figura 6). É "multi-temporal"
porque envolve dois tempos nε e mε.
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Figura 6 – Cilindro hiperbólico com f e g de grau 2.

Lema 6. Seja (x, y) um ponto fixado em T2. A aplicação T nε(x,y) é uma bijeção de
◦

Rnε(x,y) ∩ {x} × T em fnε(x,y)(x) × (T \ {y0}).

Demonstração. Sabendo que Rn = ⋃
i∈N

Ri e que
◦
Ri ⊂ Ri, temos como consequência

◦
Rn = ⋃

i∈N

◦
Ri ⊂ Rn. Pelo item (2) do Lema 1, T é injetiva de

◦
Ri em T2, então T n é também

injetiva do interior de Rn em T2. Como a fibra vertical
◦

Rn ∩ {x} × T está contida em
◦

Rn, fnε(x,y)(x) × (T \ {y0}) está contido em T2 e o skew product T (x, y) preserva fibras,
então T n é injetiva de

◦
Rn ∩ {x} × T em fn(x) × (T \ {y0}) ⊂ T2. Em particular, para

n = nε(x, y), segue o resultado.

O próximo Lema nos dá um controle do comprimento horizontal e vertical de cada
elemento Ri da partição de Markov fibrada, e consequentemente do cilindro hiperbólico.

Lema 7. Existe uma constante D > 0 tal que para µφ quase todo ponto (x, y) tem-se
diamPmε(x) ≤ Dε e diam(Rnε(x,y) ∩ {x} × T) ≤ Dε.

Demonstração. Para a primeira desigualdade precisamos controlar a distorção de Pmε(x).
Pelo Teorema do Valor Médio, existe um y ∈ Pmε(x)(x) tal que

diam Pmε = fmε [diamPmε(x)]
(fmε)′(y) ≤ 1

(fmε)′(y) .
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Lembrando que (fmε)′(y) = Fmε(y) ≥ c
ε
, usando a propriedade de distorção limitada e a

injetividade de fmε(x) em Pmε(x) temos que para todo x′, y′ ∈ Pmε(x)

1
D′ ≤ (fmε)′(x′)

(fmε)′(y′) ≤ D′.

Logo,

diam Pmε ≤ D′

(fmε)′(x′) = D′

Fmε(x′) ≤ D′

c
· ε = D1ε.

Para a outra desigualdade, o segmento vertical Rnε(x,y)(x, y)∩({x} × T) não precisa
estar contido em uma bola dinâmica, pois o seu "comportamento" é dado pela aplicação g,
que é expansora.

Consideremos o segmento vertical que passa em x e que está contido em Rnε(x, y),
ou seja o conjunto ({x} × T) ∩ Rnε(x, y). Pelo Teorema do Valor Médio, esse segmento é
expandido por T nε por um taxa Gnε(x, y′), com (x, y′) nesse segmento.

Então, pelos mesmos argumentos acima (nesse caso distorção limitada de g e pela
injetividade de T nε nessa fibra), temos

diam Rnε(x, y) ≤ T nε(diam Rnε(x, y))
Gnε(x,y)(x, y′)

≤ D′′

Gnε(x,y)(x, y) ≤ D′′

c
· ε = D2ε.

Para finalizar a demonstração do Lema, basta tomar D = max{D1, D2}.

Daqui em diante usaremos a linguagem da teoria das probabilidades. Considerare-
mos constantes aleatórias ou processos aleatórios sob o espaço de probabilidade (T2,B, µφ),
onde B é a σ-álgebra de Borel. A parte aleatória depende do ponto (x, y) escolhido em T2

com respeito a medida µφ. Processos são funções em t ∈ [0, 1]. Escreveremos nε e mε ao
invés de nε(x, y) e mε(x).

O próximo Lema é muito importante, pois nos habilitará a trocar a bola convencional
pelo cilindro hiperbólico multi-temporal.

Lema 8. Existe (x0, y0) ∈ T2 tal que o seguinte acontece:
Existe uma constante c < 1 positiva em quase todo lugar, e uma função cε > 1 satisfazendo
cε = O(| log ε|) (que significa |cε| ≤ M | log ε|, para algum M ∈ R) em uma vizinhança de
ε = 0, e em µφ q.t.p tal que para cada ε > 0,

Ccε(x, y) ⊂ B((x, y), ε) ⊂ Ccε(x,y)ε(x, y).
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Demonstração. Seja (x′, y′) ∈ Cε(x, y). Pela primeira parte do Lema 7 e Lema 3, Cε(x, y)
está contido em uma "gravata borboleta" de tamanho vertical menor do que Dε ≤
Dε+ 2A∂h(x, y)Dε (ver figura 6). Logo, dado ε > 0,

Cε(x, y) ⊂ B
(
(x, y), D(1 + 2A∂h(x, y))ε

)
⊂ B

(
(x, y), 2D(1 + 2A∂h(x, y))ε

)
.

Definindo c := 1
2D(1+2A

∂h (x,y)) , então Ccε(x, y) ⊂ B((x, y), ε) pois cε < ε implica ncε > nε

e mcε > mε. Para obter a outra inclusão, precisamos controlar a distância entre o ponto
(x, y) e a fronteira de Cε(x, y).

Afirmamos que é possível obter x0, y0 tal que

µφ(B(∂R, r)) ≤ a.r , ∀r > 0 ,

onde a = 8∥DT∥∞. De fato, uma vez que µφ é uma medida de probabilidade, existe
x0, y0 tal que µφ(B(x0, r) × T) ≤ 4r e µφ(T × B(y0, r)) ≤ 4r (mais detalhes em [33],
demonstração Lema 3).

Temos B(∂R, r) = B(T−1S0, r) ⊂ T−1B(S0, ∥DT∞∥r). Logo, pela invariância da
medida obtemos µφ(B(∂R, r)) ≤ µφ(B(S0, ∥DT∥∞)) ≤ ar. Agora, mostraremos que para
µφ−q.t.p a órbita não se aproxima da fronteira ∂R tão rapidamente.

Pelo lema de Borel-Cantelli e pela invariância de µφ, a afirmação implica que existe
N = N(x, y), finito em quase todo lugar, tal que para todo n ≥ N temos d(T n(x, y), ∂R) >
1/n2. Além disso, a distâcia dN(x, y) := d((x, y), ∂RN) é não nula em quase todo lugar
uma vez que ∪N

n=0S0 tem medida nula. Note que

DT n =
 Fn 0
−GnUn Gn

 .
Logo, para µφ q.t.p (x, y) teremos

sup
Rn(x,y)

|DT n| = sup
Rn(x,y)

max{|Fn| + | −GnUn| , |Gn|} ≤ |Fn| + | −Gn||Un|

≤ |Gn| + |Gn||Un|

= (1 + |Un|)|Gn|

≤ κ(x, y)|Gn|
onde a constante κ > 1 é finita em quase todo lugar.

Seja ρn = 1
n2κ|Gn| . Seja n suficientemente grande tal que ρn < dN (x, y). Por indução

temos B((x, y), ρn) ⊂ Rn(x, y). De fato, suponha que para algum N ≤ k ≤ n− 1 tem-se
B((x, y), ρn) ⊂ Rk(x, y). Uma vez que a imagem T kB((x, y), ρn) está contida na bola
B((x, y), κ|Gk|ρn), que não intersecta a fronteira ∂R, obtemos B((x, y), ρn) ⊂ Rk+1(x, y).
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Tomando n = nε (quando ε é suficientemente pequeno) obtemos

B((x, y), ρε) ⊂ Rnε(x, y).

Um argumento similar usando a função f e a partição P nos dá, para alguma sequência
ρ′

m = 1
m2κ′|Fm| que

B(x, ρ′
mε

) ⊂ Pmε(x).

Unindo as duas últimas inclusões, para ε > 0 suficientemente pequeno temos

B((x, y),min(ρnε , ρ
′
mε

)) ⊂ Cε(x, y). (3.4)

Para obtermos a inclusão B((x, y), ε) ⊂ Ccεε(x, y), reescreveremos (3.4) em função
da variável α ao invés de ε

B((x, y),min(ρnα , ρ
′
mα

)) ⊂ Cα(x, y).

Agora queremos inverter a expressão em α e ε: dado ε, existe α tal que min(ρnα , ρ
′
mα

) = ε.
Portanto,

B((x, y), ε) ⊂ Ccεε(x, y)

onde cε = α
ε
.

Note que podemos sempre assumir que as constantes κ a κ′ são maiores que 1.
Então, o Lema 4 diz que α é muito maior do que ε. Isto mostra que nε(x, y) e mε(x) são
respectivamente maiores do que nα(x, y) e mα(x). Assumindo por exemplo que ρα = ε, de
cε = α

ε
teremos

ρα = ε = α

cε

= 1
n2κ|Gα|

=⇒ cε = n2
ακ|Gmα|α.

Novamente, usando os Lemas 4 e 5 concluímos que

cε ≤ κ̃(x, y)| log ε|,

para alguma constante κ̃ finito em quase todo lugar.

Observação 1. Uma consequência direta do Lema 8 é que a expressão log cε

| log
1
4 ε|

é limitada
superimormente quando ε ∈ (0, 1

2 ].

3.2.5 A medida projetada é Gibbs

Definiremos a medida projetada νφ = π∗µφ em T por

νφ(A) := µφ(A× T).

Como T é uma aplicação fibrada em T2, a medida νφ é f-invariante. O objetivo dessa seção
é provar que νφ é uma medida Gibbs (isso vem de [34] e [35]).
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Figura 7 – Cilindro hiperbólico inserido na "gravata borboleta".

Definição 3.2.3 (Aplicação amalgamação). Sejam A,B dois alfabetos finitos, com
Card(A) > Card(B), e π : A → B uma aplicação sobrejetora (amalgamação) que se
extende à aplicação π : AN → BN (usamos a mesma letra para ambos) tal que (πa)n = (πan)
para todo n ∈ N. A aplicação π é contínua e também é uma aplicação fator de AN em BN.

Lembrando que a variação é varnϕ = supC supx,y∈C |ϕ(x) − ϕ(y)| onde o supremo é
tomando entre todos os cilindros C de posto n.

Teorema 10 (Chazottes-Ugalde). Seja π : AN → BN uma aplicação amalgamação e
φ : AN → R um potencial com variação decrescente exponencialmente: varn(φ) ∈ O(e−qn),
para algum q > 0. Então a medida µφ ◦ π−1 é Gibbs com suporte BN, para um potencial
ψ : BN → R com variação exponencialmente estendida: varn(ψ) ∈ O(e−c

√
n) para algum

c > 0.

Utilizando o vocabulário e a notação desta dissertação teremos:

Proposição 1. Existe uma função ψ que satisfaz:

(i) A variação de ψ é exponencialmente estendida.

(ii) A medida νφ é Gibbs para (T, f) associado ao potencial ψ.

Observação 2. Sem perda de generalidade, estabeleceremos a pressão de ψ com respeito
a (T, f) como zero. Em particular, temos hνφ(f) = −

∫
ψ ◦ πdµφ.
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3.2.6 Medida da bola como soma de Birkhoff

Notação. Para duas variáveis aleatórias aε e bε, usaremos a notação aε ≈ bε significando
que existe ε̃ > 0 tal que para µφ-q.t.p (x, y),

sup
0<ε<ε̃

|aε(x, y) − bε(x, y)| < +∞.

Vamos relembrar a definição do processo principal

Nε(t) = log µφ(B((x, y), εt)) − tδ log ε√
− log ε

, t ∈ [0, 1].

Pela regularidade da medida, Nε é cadlag. Queremos mostrar a convergencia de Nε na
topologia de Skorohod em [0, 1].

Agora, definiremos outro processo

N ′
ε(t) = log µφ(Cεt(x, y)) − tδ log ε√

− log ε
, t ∈ [0, 1].

Lema 9. Se o processo N ′
ε converge em distribuição sob D([0, 1]) para um processo de

Wiener cuja variância é σ2, então Nε converge em distribuição para o mesmo processo.

Demonstração. Observe que o processo Nε tem invariância de escala

Nε(t) =
√

2Nε2(t/2), ∀t ∈ [0, 1].

Uma vez que por si só o processo de Wiener possui a mesma invariância de escala, e a
aplicação w(·) 7→

√
2w(·/2) é contínua, é suficiente mostrar a convergência em distribuição

do processo Nε sob D([0, 1/2]).

Sejam c e cε como no Lema 8. Para cada ε < 1/e4 no conjunto

Ω0
ε := {log c ≥ −(log 1

ε
) 1

4 }

e para t ≤ 1/2, temos

Nε(t) ≥
log µφ(Ccεt(x, y)) − tδ log ε√

− log ε
↑

pois Ccεt(x, y) ⊂ B((x, y), εt), Lema 8.

≥
log µφ(Cexp(− log1/4 1

ε )εt(x, y)) − tδ log ε
√

− log ε
↑

pois exp c ≥ exp log c ≥ exp
(

− log1/4 1
ε

)
= εlog−3/4 1

ε .
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≥
log µφ(C

εlog−3/4 1
ε εt

(x, y)) − tδ log ε
√

− log ε
− δ log−1/4 1

ε

↑

pois δ log−1/4 1
ε
> 0.

= N ′
ε

(
t+ log−3/4 1

ε

)
− δ log−1/4 1

ε
=: Uε(t)

Por outro lado, no conjunto Ω1
ε =

{
log cη ≤ log1/8 1

ε
log1/4 1

η
, ∀η ∈ (0, 1

2)
}
, e para

t ∈ [log−5/8 1
ε
, 1/2] temos

Nε(t) ≤
log µφ(Ccεt εt(x,y)) − tδ log ε

√
− log ε

↑

pois B((x, y), εt) ⊂ Ccεt εt(x,y), Lema 8.

≤
log µφ

(
C

ε− log−5/8 1
ε εt

(x, y)
)

− tδ log ε
√

− log ε
↑

pois cεt ≤ exp
(

log1/8 1
ε

log1/4 1
εt

)
≤ ε− log−5/8 1

ε .

≤ N ′
ε

(
t− log−5/8 1

ε

)
+ δ log−1/8 1

ε

↑

pois log−1/8 1
ε
> 0.

Note que para t ∈ [0, log−5/8 1
ε
), e uma vez que µ é uma medida de probabilidade, o

processo Nε(t) é limitado por

Nε(t) ≤ 0 − tδ log ε√
− log ε

≤ δ log−1/8 1
ε
.

Defina

Vε := δ log−1/8 1
ε

+


N ′

ε

(
t− log−5/8 1

ε

)
se t ≥ log−5/8 1

ε
,

0 caso contrário.

Para qualquer ε < 1/e2 em Ω0
ε ∩ Ω1

ε, temos a seguinte limitação sob [0, 1/2]:

Uε ≤ Nε ≤ Vε.
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A medida de Ω0
ε ∩ Ω1

ε vai para 1 (veja Observação 1), e ambos Uε, Vε convergem
em distribuição para o mesmo processo. Podemos concluir a demonstração aplicando o
Teorema do sanduíche para processos.

Graças a este lema, é suficiente mostrar a convergência em distribuição do processo
(N ′

ε(t))t∈[0,1].

O Lema chave abaixo relaciona a medida do cilindro hiperbólico multi-temporal
com uma soma de Birkhoff não homogênea. Este é o momento onde usamos a propriedades
da medida Gibbs e sua projeção.

Lema 10. A seguinte aproximação acontece:

log µφ(Cε(x, y)) ≈ Snε(φ− ψ ◦ π)(x, y) + Smε(ψ ◦ π)(x, y).

Demonstração. Lembre-se que Cε := Rnε(x, y) ∩ π−1
(
Pmε(x)

)
. Dado ε0 > 0, seja

Ω(ε0) := {(x, y) ∈ T2 : ∀ε ≤ ε0 , mε(x) ≥ nε(x, y)}.

Pela definição 2.11.7, a medida µ é conforme para e−β, com β = Snεφ e T nε é injetora em
Cε pelo Lema 1 item (2), então

µφ(T nεCε) =
∫

Cε

e−Snε φdµφ ⇐⇒ log µφ(T nεCε) = log
( ∫

Cε

e−Snε φdµφ

)
Uma vez que Cε está contido no cilindro Rnε , o lema de distorção nos dá

log µφ(T nεCε) ≈ log
(
e−Snε φ

∫
Cε

dµφ

)
log µφ(T nεCε) ≈ log e−Snε φ + log

∫
Cε

dµφ

log µφ(T nεCε) ≈ −Snεφ+ log µφ(Cε)

log µφ(Cε) ≈ Snεφ(x, y) + log µφ(T nεCε)

em Cε. Além disso, o Lema 6 implica T nεCε = T nε(Rnε ∩ π−1(Pmε)) = π−1(fnεPmε), e
pelo item (11) do Lema 1, obtemos fnεPmε(x) = Pmε−nε(fnε(x)). Então

log µφ(T nεCε) = log µφ

(
π−1

(
[Pmε−nε(fnε(x))]

))
.

Usando a propriedade que a medida projetada é Gibbs (Teorema 10)

log µφ(T nεCε) = log νφ

(
Pmε−nε(fnε(x))

)
≈ Smε−nεψ ◦ fnε(x) .
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Logo,
log µφ(Cε) ≈ Snεφ+ Smε−nεψ ◦ π ◦ T nε = Snεφ+ (Smεψ ◦ π − Snεψ ◦ π)

= Snε(φ− ψ ◦ π) + Smε(ψ ◦ π)

é verdade em Ω(ε0). A conclusão segue de µφ(Ω(ε0)) → 1 quando ε0 → 0 pelo Lema 5.

Denotaremos as entropias intermediárias por huu = hµφ(T ) − hνφ(f) e hu = hνφ(f).
Uma vez que a pressão de (T, φ) e (f, ψ) são zeros, obtemos (pela Observação 2)

hu = −
∫
ψ ◦ πdµφ, huu = −

∫
φdµ+

∫
ψ ◦ πdµφ = −

∫
(φ− ψ ◦ π)dµφ. (3.5)

Lema 11. Com a notação anterior, obtemos a seguinte fórmula para a dimensão pontual:
huu

λuu
+ hu

λu
= δ

Demonstração. Devido aos lemas 5, 8 e 10 tem-se para µφ-q.t.p (x, y)

lim
ε→0

log µφ(Cε)
log ε = lim

ε→0

Snε(φ− ψ ◦ π) + Smε(ψ ◦ π)
log ε

= lim
ε→0

nε

nε

Snε(φ− ψ ◦ π)
log ε + lim

ε→0

mε

mε

Smε(ψ ◦ π)
log ε

= lim
ε→0

nε

log ε
Snε(φ− ψ ◦ π)

nε

+ lim
ε→0

mε

log ε
Smε(ψ ◦ π)

mε

= − lim
ε→0

nε

− log ε
Snε(φ− ψ ◦ π)

nε

− lim
ε→0

mε

− log ε
Smε(ψ ◦ π)

mε

= − 1
λuu

lim
ε→0

Snε(φ− ψ ◦ π)
nε

− 1
λu

lim
ε→0

Smε(ψ ◦ π)
mε

= − 1
λuu

∫
(φ− ψ ◦ π)dµφ − 1

λu

∫
(ψ ◦ π)dµφ.

Usando a equação (3.5) na última igualdade, obtemos o resultado, uma vez que é uma
constante, e portanto necessariamente a dimensão de Hausdorff δ da medida µφ. Aqui,
recuperamos que a dimensão pontual da medida µφ existe para µφ-q.t.p (x, y), e é cons-
tante.

Estabeleceremos δuu = huu

λuu , δ
u = hu

λu e defina as funções

ϕ1 = φ− ψ ◦ π + δuu log ∂g
∂y
, ϕ2 = ψ ◦ π + δu log f ′ ◦ π.

Pela equação (3.5) e pelo Lema 2 temos
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∫
ϕ1dµφ =

∫
(φ− ψ ◦ π)dµφ +

∫
δuu log ∂g

∂y
dµφ = −huu + δuu

∫
log ∂g

∂y
dµφ

= −huu + huu

λuu
λuu

= 0
e
∫
ϕ2dµφ =

∫
(ψ ◦ π)dµφ +

∫
δu log(f ′ ◦ π)dµφ = −hu + δu

∫
log(f ′(x))dµφ

= −hu + hu

λu
λu

= 0.

Proposicao 1. Se as funções ϕ1 e ϕ2 são ambas coomologas a zero, então φ é coomologa
a − log | detDT |, valendo também a volta.

Demonstração. Suponha que ϕ1 e ϕ2 são coomologo a zero, ou seja, coomologos ao potencial
zero. Uma vez que ϕ2 é T-coomologa a zero, ψ − δu log |f ′| é f-coomologa a zero, logo ψ é
f-coomologa a −δu log |f ′|. Portanto a f-pressão de −δu log |f ′| é zero. Uma vez que f é
uniformemente expansora, isso implica que δu = 1.

Temos que ϕ1 é coomologa a − log |f ′|−δuu log | ∂y
∂f

|. Uma vez que detDT = f ′ ◦π ∂g
∂y

,
obtemos que φ é coomologa a − log | detDT | + (1 − δuu) log |∂g

∂y
|. Mas a convexidade da

pressão nos dá

0 = PT (φ) ≥ PT (− log | detDT |) + (1 − δuu)
∫

log
∣∣∣∣∣∂g∂y

∣∣∣∣∣dµφ = (1 − δuu)λuu.

Logo δuu ≥ 1. Por outro lado, δu + δuu = δ ≤ 2 implica que δuu = 1, provando o resultado.
A recíproca é imediata.

Defina o processo

N ′′
ε (t) :=

Snεtϕ1 + Smεtϕ2√
− log ε

, t ∈ [0, 1].

Agora estamos habilitados a relacionar a convergência dos dois processos.

Lema 12. Existe uma constante finita C0 < +∞ quase sempre tal que

sup
t∈[0,1]

|N ′
ε(t) −N ′′

ε (t)| ≤ C0√
− log ε

para qualquer ε > 0.

Demonstração. Pelo Lema 11 temos δ = δuu + δu, então pelo Lema 4 temos

−δ log ε ≈ δu logFmε + δuu logGnε .
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Esta relação, junto com o fato de que logFmε = Smε log f ′ ◦ π e logGnε = Snε log ∂g
∂y

, e o
Lema 10 nos dá

log µφ(Cε(x, y)) − δ log ε ≈

≈ Snε(φ− ψ ◦ π)(x, y) + Smε(ψ ◦ π)(x, y) + δu logFmε+

+ δuu logGnε

≈ Snε(φ− ψ ◦ π)(x, y) + Smε(ψ ◦ π)(x, y) + δuSmε log f ′ ◦ π+

+ δuuSnε log ∂g
∂y

≈ Snε

(
φ− ψ ◦ π + δuu log ∂g

∂y

)
+ Smε(ψ ◦ π + δu log f ′ ◦ π)

= Snεϕ1 + Smεϕ2 .

Portanto, existe uma constante C0 finita em quase todo lugar sob T2 tal que para qualquer
ε e t ∈ [0, 1], temos

|N ′
ε(t) −N ′′

ε (t)| =
∣∣∣∣∣ log µφ(Cεt(x, y)) − tδ log ε√

− log ε
−
Snεtϕ1 + Smεtϕ2√

− log ε

∣∣∣∣∣ ≤ C0√
− log ε

.

Podemos então trocar N ′
ε(t) por N ′′

ε (t), para completar a demonstração do teorema
principal, nos resta provar a convergência do processo N ′′

ε para um processo de Wiener
(possivelmente degenerado). Uma vez que ϕ1 e ϕ2 tem boas regularidades e são centrados,
é conhecido que suas somas de Birkhoff obedecem um teorema do limite central. Entretato
o problema surge agora. Os tempos nε e mε não são constantes, mas dependem do ponto.

3.3 Princípio de invariância, mudança do tempo aleatório

O princípio de invariância consiste em uma aproximação de toda trajetória do
processo (Snϕ1) e (Smϕ2) por um movimento browniano, e isto é o que precisamos em
um primeiro momento. Então, uma mudança de tempo aleatório no processo nos dará
de volta N ′′

ε . Observe que é suficiente mostrar a convergência em distribuição ao longo
da subsequência ε = e−k, que é a convergência do processo Xk = N ′′

e−k na topologia de
Skorohod.

3.3.1 Princípio de invariância

Seja ϕ : T2 → R2 definida por ϕ = (ϕ1, ϕ2). A função ϕ tem decaimento da variação
varnϕ na intensidade da função exponencial extendida. Logo, definindo Snϕ = (Snϕ1, Snϕ2),
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o teorema central do limite vale para Snϕ. Denote por Q a matriz limite de covariância de
1√
n
Snϕ. Defina o processo Yk por

Yk(t) = 1√
k

(S⌊kt⌋ϕ+ (kt− ⌊kt⌋)ϕ ◦ T ⌊kt⌋).

Denotamos por C (respectivamente por C2) o espaço C([0, 1],R) (respectivamente C([0, 1],R2))
munido com a topologia da convergência uniforme.

O princípio de invariância fraco para vetores abaixo, ou Teorema do Limite Central
funcional vetorial, é um teorema folclórico (um resultado que por muito tempo foi aceito sem
ter sido provado). Este teorema é uma consequência imediata do princípio de invariância
quase certo para vetores [36].

Teorema 11. O processo Yk converge em distribuição no espaço C2, para um movimento
browniano de duas dimensões B = (Bt)t∈[0,1] com matriz de covariância Q.

Demonstração. Note que B (e também Yk) é contínua, logo a topologia de Skorohod
coincide com a topologia da convergência uniforme.

Escrevendo Q = UAU∗ para alguma matrix ortogonal U e A = diag(σ2
1, σ

2
2), temos

que W := U∗B = (σ1W1, σ2W2), onde W1 e W2 são dois processos independentes de
Wiener padrão.

3.3.2 Mudança do tempo aleatório e conclusões

Se nε e mε não dependem do ponto, e independentes do processo (Yk), então a
conclusão vem como consequência do teorema anterior, mas essas independências são
geralmente falsas. Uma boa estratégia é fazer uma mudança de tempo aletório neste
processo. Seguimos a linha do autor Billingsley ([[32], Teorema 14.4]). Aqui faremos um
pouco diferente: estaremos no caso em duas dimensões, e sem a necessidade da topologia
de Skorohod.

3.3.2.1 Existência do limite de distribuição

Lembre-se que λuu e λu são os dois expoentes de Lyapunov de T . Fixe a > 1/λu.
Seja Yk,i, i = 1, 2, as coordenadas do processo Yk. Seja Zk o processo em C(|0, a]2,R2)
definido por

Zk(t1, t2) = (Yk,1(t1),Yk,2(t2))

para qualquer (t1, t2) ∈ [0, a]2. Seja ν̃k(t) = (nε−kt ,mε−kt). As funções reais ν̃k,i(t), i = 1, 2,
não são contínuas em t. Definimos νk,i(t) como a função contínua obtida de ν̃k,i(t) por
uma interpolação linear nos pontos de descontinuidade do tipo salto. Então νk,i é contínua
em partes, e coincide com ν̃k,i nos pontos de salto.
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Seja θ1 = 1/λuu, θ2 = 1/λu e defina a variável aleatória Φk (que será a mundaça
aleatório do tempo) tomando valores em C([0, 1], [0, a]2) por

Φk(t) =

(nε−kt/k,mε−kt/k) se νk,1(1)/k ≤ a e νk,2(1)/k ≤ a ,

(t/λuu, t/λu) caso contrário.

Seja γ : C([0, 1],R2) → C([0, 1],R) definida por γ(u)(t) = u1(t) + u2(t). Note que

Xk = γ(Zk ◦ Φk) +O

(
1√
k

)
,

sempre que a condição na definição de Φk vale (ambos os tempos são menores do que a),
o que acontece eventualmente quase sempre.

Lema 13. Os processos ( n
εt1

− log ε
)t1∈[0,1] e ( m

εt2
− log ε

)t2∈[0,1] convergem em probabilidade sob a
lei de µφ em C, respectivamente, para ( t1

λuu ) e ( t2
λu ).

Demonstração. Pelo Lema 5, para quase todo ponto tem-se limε→0
nε

− log ε
= 1

λuu , então
n

εt1
− log ε

converge para ( t1
λuu ). Uma vez que este processo é positivo e não decrescente para t1,

segue-se pelo teorema de Dini que a convergência é uniforme. Logo o processo converge
quase sempre em C, portanto em probabilidade. O mesmo acontece para mε.

Pelo Lema 13, a aplicação Φk converge quase sempre em norma uniforme para uma
aplicação determinística Φ, definida por Φ(t) = (θ1t, θ2t) para qualquer t ∈ [0, 1]. Defina a
aplicação contínua h de C([0, 1],R2) em C([0, 1]2,R2) por

h(y)(t1, t2) = (y1(t1), y2(t2)), y ∈ C([0, a],R2).

Lema 14. O processo (Zk) converge em distribuição sob a lei de µφ para Z = h(B).

Demonstração. Lembrando que Y(t) = 1√
k
(S⌊kt⌋ϕ + (kt − ⌊kt⌋)ϕ ◦ T ⌊kt⌋) e Zk(t1, t2) =

(Yk,1(t1),Yk,2(t2)), temos h(Yk)(t1, t2) = (Yk,1(t1),Yk,2(t2)). Pela continuidade de h junto
com o Teorema 11, concluímos que Zk converge em distribuição para h(B).

Uma vez que Zk converge em distribuição para Z, e Φk converge em probabilidade
para (um determinístico) Φ, a dupla (Zk,Φk) converge para (Z,Φ) ([32], Teorema 3.9]).
Pela continuidade da composição, concluimos que Zk ◦ Φk converge em distribuição para
Z ◦ Φ. Novamente pela continuidade e pelo Lema 14 obtemos

Xk = γ(Zk ◦ Φk) +O

(
1√
k

)
=⇒ N ′′

e−k ≈ γ(h(B) ◦ Φ).
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3.3.2.2 O limite é um processo de Wiener

Para completar a demonstração nos resta caracterizar o processo limite X . Denote
a matriz de transferência por U = (uij). Note que θ1 < θ2. Para qualquer t ∈ [0, 1] temos

X (t) = γ(h(B) ◦ Φ)(t)

= h1(UW)(θ1t, θ2t) + h2(UW)(θ1t, θ2t)

= u11σ1W1(θ1t) + u12σ2W2(θ1t) + u21σ1W1(θ2t) + u22σ2W2(θ2t)

= (u11 + u21)σ1W1(θ1t) + (u12 + u22)σ2W2(θ1t)

+ u21σ1(W1(θ2t) −W1(θ1t)) + u22σ2(W2(θ2t) −W2(θ1t)).

Pela independência do processo Wi e pela independência dos seus incrementos, obte-
mos que X (t) é novamente um processo de Wiener, e sua variância é

σ2 := varX (1)

= ((u11 + u21)σ1)2θ1 + ((u12 + u22)σ2)2θ1 + (u21σ1)2(θ2 − θ1)

+ (u22σ2)2(θ2 − θ1).

Observação 3. A variância é nula se e somente se

u11σ1 + u21σ1 = 0

u12σ2 + u22σ2 = 0 ⇐⇒ U

σ1

σ2

 = 0,

u21σ1 = 0

u22σ2 = 0

no qual é equivalente a σ1 = σ2 = 0 uma vez que a matriz U é invertível. Isto é equivalente
ao fato da matriz de covariância Q ser igual a zero, o que acontece se, e somente se, ambos
ϕ1 e ϕ2 forem coomologos a zero. Então, usamos a proposição 1.

Finalmente temos a conclusão: o processo Nε converge na topologia de Skorohod
para um processo de Wiener N com variância σ2.
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