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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal estudar uma versao do Teorema do Limite
Central para dimensao de medida, quando esta for Gibbs. Estabeleceremos o que acontece
com a medida de log M(B (x, 5)) /log e quando o raio da bola convencional vai para zero, no
contexto de aplicagdes nao-conformes e uniformemente expansoras do tipo skew product

definidas no toro bidimensional.

Palavras-chave: medida Gibbs, transformagao expansora, dimensao, skew-product, teo-

rema do limite central.



Abstract

This dissertation has the main goal to study a version of the Central Limite Theorem for
dimension measure, when it is Gibbs. What happen with the measure log [L(B (, 5)) /loge
when the radius of the traditional ball goes to zero, in the context of non-conformal

expanding maps of the type skew-product defined in the two-dimensional torus.

Keywords: Gibbs measure, expanding maps, dimension, skew product, central limit

theorem.
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1 Introducao

Introduzidas no inicio dos anos setenta, no contexto dos Sistemas Dinamicos, as
medidas de Gibbs desempenham um papel importante na compreensao da Teoria Ergddica
de aplicagoes hiperbdlicas e/ou expansoras. Para essas aplicagoes, as medidas Gibbs sao
estados de equilibrio para potenciais regulares (Holder continuo, por exemplo). Derivar
propriedades estatisticas dessas medidas, como o Teorema do Limite Central, Principio de
Grandes Desvios tem sido alvo de um grande volume de pesquisas na area. Geralmente,
a abordagem nos casos conformes nao possui muitas dificuldades. Porém, ao abordar o
caso nao-conforme varios problemas de controle surgem (detalhamos abaixo alguns desses
problemas). Devido a isso, hd grandes desafios em estudar o contexto do caso nao-conforme.
Visando contribuir para a teoria nao-conforme, em [3], os autores Renaud Leplaider e
Benoit Saussol obtem propriedades estatisticas, propoem uma versao do Teorema do
Limite Central para dimensao de medida, e de uma medida especifica, a medida Gibbs

que ¢ o estado de equilibrio de um sistema que é uniformemente expansor.

Nesta dissertacao estudaremos o artigo [3], e tentaremos fornecer uma referéncia
bibliografica em portugués dos resultados contidos no mesmo. Mais precisamente, estabe-
leceremos a convergéncia do limite da medida bola convencional B(x,¢) de centro x e raio

€, quando o raio se torna cada vez menor, em outras palavras, queremos estudar

lig (B ).

Uma maneira é entender essa convergéncia através da Teoria de Dimensao em Teoria Ergo-
dica. Nesse caso utiliza-se o conceito de dimensdao pontual de uma medida v, introduzido

por Lai-Sang Young em 1982. Ou seja,

i 08 #(B(z,€))
e—0 logg

(1.1)

O primeiro problema nessa direcao é provar a existéncia de tal limite. No contexto
das medidas ergddica e hiperbdlica, em [4] foi provado que o limite existe e ¢ igual a uma
constante 6, em p-q.t.p. Portanto, uma estimativa para a bola B(x,¢) serd na ordem de

g%

H4 uma grande dificuldade em conseguir controles da bola comum B(z,¢), por
termos basicamente um ente puramente topolégico. Por isso, outras propriedades sao
necessarias, por exemplo, sobre a aplicacao (ser conforme é um exemplo delas). No ponto
de vista da Teoria da Medida, em alguns contextos, conseguimos lancar luz sobre o controle
da medida da bola fazendo uma aproximagiao com a medida da bola dindmica B(z,n,¢),

que é o conjunto dos pontos y tais que os iterados f7(y) estdo a uma distancia no maximo &
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de f7(x) para j = 0,..,n — 1. Neste caso, usamos a propriedade da medida p ser Gibbs que
basicamente significa que p(B(z,n,¢)) ~ eXico #@) onde ¢ € uma aplicacao continua
de X em R com algum tipo de regularidade (no nosso contexto aqui, Holder continua). A
estratégia ¢ encontrarmos o seguinte tipo de inclusao: B(z,n,e) C B(x,e) C B(x,m,¢’).
A grande dificuldade que reside em obter este tipo de inclusao no caso nao-conforme é
exatamente a falta de controle dos iterados da bola B(z,¢), pois difere do caso conforme,
onde os expoentes de Lyapunov sao iguais e constantes em todas as dire¢oes, onde
apoés iteracgoes da bola ela continua "redondinha' permitindo as inclusoes acima. No caso
nao-conforme, o cenario é totalmente distinto pois como os expoentes de Lyapunov sao
diferentes em varias direcoes, o tipo de inclusao que queremos é mais dificultoso. Para
isso, abordaremos o caso de um skew product T'(z,y) = (f(z), g(x,y)) pois conseguimos
controles nas fibra verticais (pelo fato do skew product preserva-las) e consideraremos as
aplicagoes f e g uniformemente expansoras para usarmos o seu formalismo termodinamico.
Apobs uma "abordagem termodindmica', iremos fazer uma abordagem probabilistica para
estudar o tipo de convergéncia que ocorre no limite 1.1. Nesse caso, usaremos o Teorema
do Limite Central e a convergéncia ocorre em distribuicao para a gaussiana. Baseado nas

explanagoes, ha alguns problemas em abertos sobre esse problema. Listamos alguns:

1. A abordagem em [3] é no toro T". Em uma variedade qualquer M ainda nao ha

resultados.

2. O skew-product T'(x,y) = (f(x),g(z,y)) é uniformemente expansor. Teriamos o
mesmo resultado para transformagoes nao uniformemente expansora? Exitem estudos
que abordam este caso. Mas a titulo de informacao, a medida nao é mais Gibbs e

sim uma versao mais fraca fazendo com que a abordagem seja muito dificultosa.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2 sera revistos
alguns conteidos necessarios para a compreensao do resultado principal como a Teoria
Ergédica, Processos de Wiener, Expoente de Lyapunov e Medida Gibbs. No capitulo 3
¢é apresentado o Teorema Principal e suas consequéncias, além de um breve roteiro em
3.1 sobre como sera feito a demonstragao. As segoes 3.2 e 3.3 contém a construgao da

demonstragao do resultado principal.
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2 Preliminares

A histéria do Teorema do Limite Central iniciou com um trabalho de Moivre em
1733. Laplace descobriu a esséncia desse resultado em 1810 utilizando o termo "teorema
do limite central para teoria das probabilidades". Georg Pélya utilizou este termo em 1920
no titulo do seu artigo, que desde entao passou a ser amplamente adotado mundialmente.
Hoje, a expressao "teorema do limite central" estd associado a uma ampla variedade de
afirmacoes que envolvem a convergéncia de elementos aleatérios para uma distribuicao

normal ou outra distribuigdo relacionada (mais detalhes da histéria em [5]).

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados para a compreensao do teorema

principal desta dissertagao, que é uma versao do Teorema do Limite Central.

2.1 Teoria da Medida

Seria interessante ter uma func¢ao que medisse o tamanho de qualquer subconjunto
dos reais. A intuigdo nos faz acreditar que o tamanho do conjunto (1,3) U (7,10) seja
igual a 5 (pois o primeiro intervalo tem tamanho 2, e o segundo tamanho 3, logo 24+3=5).
Porém, medir o tamanho de um subconjunto mais complicado, que nao seja a uniao de
intervalos abertos, é uma tarefa dificil. De fato, nao existe uma funcao de R em [0, oo

com as seguintes propriedades:

(a) p é uma funcao de A C R em [0, oo.
(b) u(I) = |I| para qualquer intervalo I C R.

(c) ,u( G Ak) = § u(Ayg) para cada sequéncia disjunta A, Ay, - -+ de subconjutos de
k=1 k=1
R.

(d) p(a+ A) = p(A) para cada A C R e cada ponto a € R.

Para medirmos conjuntos mais gerais, deve-se relaxar a condigao (a). E onde entram

as o-algebras.

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto e B C X. Entao B é chamado o-dlgebra em X se

as sequintes condicoes sao satisfeitas:

e e B;

e Se E € B, entio E° € B;
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(o ¢]
e Se By, FEs, -+ ¢ uma sequencia de elementos em B, entdao \J Ej € B.
k=1
Um espago mensurdvel é um par ordenado (X, ), onde X é um conjunto e B é
a o-algebra em X, os elementos de B sao chamados conjuntos mensurdveis. Dados dois
espagos mensuraveis (X, B) e (Y,C), a fun¢ao f: X — Y é dita mensurdvel se, e somente
se, f71(C) € B para todo C' € C. A palavra medida pode ser usada no contexto de

comprimento, area ou volume.

Definigao 2.1.2 (Medida). Suponha que X é um conjunto e B uma o-dlgebra sob X.
Uma medida sob (X, B) é uma fungao p: B — [0,00] tal que u(h) =0 e

“(,Q E) - > ).

para cada sequéncia de conjuntos disjuntos Ey, Es, ... em B.

Um espago de medida é uma tripla (X, B, ;) onde X é um conjunto, B é a o-dlgebra

em X, e u é uma medida em (X, B).

Uma medida é chamada medida de probabilidade no espago mensuravel (€2, F) se
1(€2) = 1. No contexto de probabilidade utilizamos P ao invés de p. Se P é uma medida
de probabilidade em (€2, F), entdo a tripla (2, F, P) é chamado espaco de probabilidade.
Um evento acontece quase certamente se P(A) = 1 ou equivalentemente, se P(Q2\ A) = 0,
com A C F.

Definigao 2.1.3 (Medida invariante). Seja f : M — M uma fungao mensurdvel. A medida

W € chamada invariante por f, ou que f preserva i, se

para todo conjunto mensurdvel E.

Lema (Borel-Cantelli). Seja {A,}5°, uma sequéncia de subconjuntos mensurdveis no

espaco de probabilidade (X, B, ).

(1) Se Y02, 1(Ay) < oo, entao
p(limsup A,,) = 0.

n—oo

(i1) Suponha que Ay, Aa, ... sao independentes. Se Y00 | (A,) = oo, entao

p(limsup 4,,) = 1.

n—oo

Mais detalhes de Teoria da Medida podem ser encontrados em [6].
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2.2 Processos de Wiener

2.2.1 Variaveis aleatoérias, esperanca e desvio padrao.

Muitas vezes nao nos importamos com o resultado de um experimento em si, mas
estamos interessados em alguma consequéncia desse resultado. Por exemplo, um jogador
pode nao estar interessado se a face superior de uma moeda é cara ou coroa, mas sim nas
consequéncias financeiras de tal resultado. Consequentemente o jogador esta interessado
em uma funcao da consequéncia do resultado, e nao no resultado em si. Tal funcgao é

chamada de variavel aleatéria (ver [7]).

Mais precisamente, dos conceitos de probabilidade, seja €2 o conjunto formado por
todos os resultados possiveis de um experimento aleatério, e F uma cole¢ao de subconjuntos

de €2, no qual F é uma o-algebra.

Suponha que lancemos uma moeda n vezes. Cada vez em que a face superior for
coroa perdemos um real, e se for cara ganhamos um real. Nesse caso, o espago amostral é
1 ={—1,1}. Lancando a moeda uma vez, a probabilidade de ganhar ou perder dinheiro é
P(—1) = P(1) = 1/2. Como podemos expressar a quantidade ganha apés langar a moeda

n vezes?

Escrevendo w = (wy, ...,w,) € €,, onde w; = 1 se o i-ésimo langamento for cara, a

quantidade total de dinheiro ganho (ou perdido) apés n langamentos serd

Sw) = w;.
i=1
Entao, nossa fortuna é uma funcao S : 2, — R. Tal funcao é chamada varidvel aleatoria.

Definicao 2.2.1. Seja E C R um conjunto enumerdvel. A func¢io X : Q) — E tal que para
todo x € £

{w;X(w) :x} eF
¢ chamado varidvel aleatoria discreta. Se E é um intervalo de niumeros reais, entdo
X € chamado varidvel aleatoria continua. Se E ¢ ndo enumeravel com subconjuntos

entmerdveis (finito ou infinito), em que cada um dos pontos tem probabilidade maior que

zero, entdo X € chamada varidvel aleatoria mista.

Frequentemente estamos interessados na probabilidade em que uma variavel aleato-

ria atinge um determinado valor, isto é
P({w; X (w) = z}),

para todo x apropriado. Geralmente escrevemos {X = x} para {w; X(w) = x}, e P(X =x)
para P({w; X(w) = :c})



Capitulo 2. Preliminares 17

Definigdo 2.2.2. A fung¢do distribuicdo (densidade) de probabilidade de uma
variavel aleatoria X, é uma fungio Fx : R — [0,1] dado por Fx(z) = P(X < z) (em

outras palavras, Fx(x) é a probabilidade que X assuma valor inferior ou igual a x).

Exemplo 1. Suponha que a variavel aleatoria X assuma valor 1 com probabilidade 1,
isto é, P(X = 1) = 1. A funcao distribuigao é dada por Fx(z) =1,se x > 1, e Fx(z) =0
se x < 1.

Definicao 2.2.3. A funcdo massa de probabilidade de uma varidvel aleatoria X €
uma fungio f: R — [0,1], dada por f(x) = P(X = x).

A funcao distribuicao e a fun¢do massa podem ser relacionadas por
Flz)= > f(z;).
1 <x
Definicao 2.2.4. O walor médio, ou esperanca, ou valor esperado de uma varidvel

aleatoria X com fungdo massa f é definido por
E(X)=> zP(X =x),
onde a soma abrange todos os possiveis valores x de X.

A esperanca de X é uma média ponderada dos possiveis valores que X pode receber,

com cada valor sendo ponderado pela probabilidade de que X seja igual a esse valor.

Exemplo 2. Suponha que X tome valores —1,1 e 2 com probabilidades iguais, e considere
uma varidvel aleatéria Y = X?2. Claramente, Y toma valores 1 e 4 com probabilidade 2/3
e 1/3 respectivamente. Entdo E(Y) =1-2+44.3=2.

O conceito de variancia nos diz o quanto as variaveis aleatérias se dispersam, ou "fogem"

da média F(X).

Definicao 2.2.5. Seja X com esperanga finita E(X) = p. A varidncia var(X) de X €

definida como

var(X) = E((X = p)*) = Y (x — p)*P(X = X).

T

O desvio padrao o(X) de X ¢é definido como a raiz quadrada da varidancia,

o(X) = /var(X).

Definicao 2.2.6. Uma varidvel aleatoria X tem uma distribuicdo normal ou distri-
buicdo gaussiana com parametros ;1 € R, 02 > 0 se a funcio densidade de X ¢é dada

por

957 Ve eR
o
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cuja notagao é N(ju,0?). Se =0 e o> = 1, entdo

¢ chamado distribuica@o normal padrao.

Neste caso dizemos que X é uma varidvel aleatoria Gaussiana. O motivo pelo qual
a distribuicdo normal é importante se tornard evidente no estudo do Teorema do Limite
Central.

Definicao 2.2.7. Se X1, X5, X3,... € uma sequéncia de varidveis aleatorias e Fy, Fy, F3, . ..
suas respectivas fungdo distribuicao, entdo dizemos que X,, converge em distribuicao

D
para X se F, — F quando n — oo, escrevemos X, — X.

2.2.2 Teorema do Limite Central

Este teorema é de grande importancia, aplica-se em muitas situagoes no qual um
efeito aleatério é a soma de um grande nimero de fatores aleatérios menores. Alguns

barulhos que ocorrem na natureza tem essa caracteristica.

No geral, este teorema diz que somando um grande niimero de variaveis aleatorias
independentes com a mesma distribuicao, esta soma tem uma distribui¢do normal padrao,

independentemente da distribuicao da soma.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central cldssico). Sejam X1, Xo, ... X, varidveis aleatorias
independentes com a mesma distribuicio, e com a mesma esperancga | e variancia o>

finitas. Seja S, = X1 + Xo + ... + X,,. Entdo

Sp —np
ovn

onde N € uma varidvel aleatoria com distribuicao normal padrao.

— N

Mais detalhes sobre teoria das probabilidades podem ser encontrados em [7],[8], [9] e [10].

2.2.3 Processos estocasticos

Processos estocdsticos (ou processos aleatérios) é uma colegao de varidveis aleatérias,
indexadas por um niimero inteiro ou real, geralmente interpretado como o tempo, lembrando
a evolugao de um fenomeno. Este conceito pode ser generalizado para se adaptar a modelos
onde o espago, nao somente o tempo, desempenha um papel importante. Consideraremos

T um subconjunto dos naturais, inteiros, reais ou dos reais nao negativos.
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Definicao 2.2.8. Um processo estocdstico é uma familia { X, }ier de varidveis aleatorias
definidas em um mesmo espago de probabilidade (2, F, P), e tomando valores em algum

espago mensurdvel (E,E).

Um processo estocastico é chamado de real (complexo) se os indices tomam valores
em R (C). Caso os indices forem reais nao negativos, chamamos processo estocastico de
tempo continuo, e quando os indices forem N ou Z chamamos processo estocastico de

tempo discreto .

Exemplo 3. Gabriel recebe mensagens de texto a qualquer instante durante o dia. Seja X;
o numero de mensagens de texto recebidas no tempo ¢. Entao o conjunto {Xt ;te(0,00)}

é um processo estocastico de tempo continuo.

Duas variaveis aleatérias X, Y sao independentes se {X < x} e {Y < y} sa0

eventos independentes, para todo x,y € R.

2.2.4 Processos de Wiener

Uma particula de pdlen suspensa sob um liquido esta sujeita a infinitas colisoes
com atomos, por isso ¢ impossivel observar sua trajetéria exata. Com a ajuda de um
microscopio, tem-se a confirmacgao de que o movimento da particula é totalmente cadtico.
Este tipo de movimento descoberto pelo bontanico Robert Brown, é chamado movimento

Browniano. E necessario fazer aproximacoes afim de descrever o processo.

A parte formal matematica que descreve esses fatos é chamada Processos de Wiener.
Nos limitaremos ao estudo em dimensao R, assumindo que as trés componentes no espago

determinando o movimento sao independentes.

Definigao 2.2.9. Processo de Wiener é um processo estocdstico {X;;t € Ry} com as

sequintes propriedades

(a) Todo incremento X 45y — X tem distribuicoa normal com esperanca 0, e varidncia

%t onde o é um par@metro fizado.

(b) Para cada par de intervalo de tempo disjunto [t1,ts], [ts,ts] com t; <ty < t3 < ty4,
os incrementos X, — Xy, e Xy, — Xy, Sao varidveis aleatorias independentes com
distribuicio normal dada em (a), similarmente acontece para n € N intervalos de

tempo disjuntos.

(¢) Xo=0 e X; é continua em t = 0.
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O processo onde 02 = 1 é chamado processo de Wiener padrao. Qualquer processo
pode ser convertido em um processo padrao W; definindo W; = X;/o. Quando nao héa

ambiguidade, escreveremos X (t) ao invés de Xj.

Um estudo mais aprofundado sobre processos estocasticos e processos de Wiener
pode ser feito em [11], [12] e [13].

2.3 Teoria Ergodica

A Teoria Ergodica é o estudo do comportamento de um sistema a longo prazo,

preservando um certo tipo de medida.

Do ponto de vista matematico, seja X o conjunto de todos os estados possiveis de
um sistema durante sua evolu¢ao (também chamado de espago fasico), T': X — X uma
transformacao que descreve sua evolugao, e y uma medida de probabilidade definida em X
invariante por 7. Entao, a quadrupla formada pelo espago fasico X, pela medida pu, pela
o-algebra contendo todos os conjuntos mensuraveis com respeito a u, e pela transformagao

mensuravel T" preservando p formam os chamados sistemas dinamicos preservando medida.

Na transformagao T', T'(z) é o estado do sistema quando o tempo é 1 (no tempo 0
o sistema estava no estado ), os sucessivos iterados T?(x), T3(x), ... nos dao o estado do
sistema nos tempos 2, 3... ou seja, queremos estudar sequéncia {T"(x)},en que representa

sucessivos estados do sistema ao longo do tempo, onde

T (zx)=ToToT---oT.

n vezes

Esta sequéncia compoe a trajetoria do ponto z, ou sua orbita. E finalmente, a
medida g corresponde a uma agao sob os iterados T"(z), que acontece (é preservada)
durante o movimento. Vamos considerar uma quantidade observavel f : X — R e estudar

sua evolucao no tempo. As quantidades

n—1

Su(f(@)) = > f(T*(x)) k€N

k=0
sao chamadas soma de Birkhoff da funcao f, e as médias
1 n—1
~ > J(T*) k€N
" k=0
sao chamadas média de Birkhoff de f.

Em 1932, George Birkhoff provou que a sequéncia %Sn( f(x)) converge para quase
todo z € X quando f é integravel. Se f é a fun¢ao caracteristica no conjunto A C X,

essas médias correspondem a frequéncia de visitas dos iterados de x no conjunto A, entre
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os tempos 0 e n — 1. Essas frequéncias convergem, e o limite é o tempo médio que x gasta

dentro de A durante seu movimento, ou simplesmente a média temporal.

Sem duvida, a maneira ideal de tratar um problema ¢é tentar dividi-lo em varios
subproblemas mais simples do que o inicial. Para estudar a dindmica de uma transformacao,
podemos tentar "quebrar" o espago X em varios pedacos disjuntos, cada um de medida
zero, e restringir a transformacao a cada um desses pedagos. Se isso nao for possivel, entao
o sistema é chamado Ergddico. Mais precisamente, seja (X, B, 1) um espaco de medida,
e T : X — X uma transformacao mensuravel preservando p. Dizemos que T' é ergddica
com respeito a i se os Unicos conjuntos invariantes sao os de medida 0, ou os que tem

complemento 0, isto é se

T '(A)=A implica pu(A)=0 ou u(A°) =0.

Quando um sistema é Ergddico, é possivel calcular explicitamente o limite das
médias de Birkhoff 15,(f). O limite ndo depende de , e ¢ obtido medindo f sob X com
respeito a uma medida invariante p. Logo, podemos dizer que em um sistema ergodico, a

média temporal e a média do espago coincidem.

O teorema Ergddico de Birkhoff garante que as trajetérias visitem todo o espago

durante o movimento.

Teorema 2 (Birkhoff). Seja T : M — M uma transformacao mensurdvel e seja i uma
medida de probabilidade invariante por T'. Dada qualquer fungdao integravel o : M — R, o
limaite |

ﬂ)lmisz>>

n—oo n,

existe em quase todo ponto x € M. Além disso, a fung:ao @ definida desta forma é integrdvel

e satisfaz

/so s /90 Jdu(z) e H(T(x)) = @(z).

Se a medida p for ergddica, entao o limite do teorema anterior é constante quase

sempre. Mais informagoes sobre Teoria Ergédica podem ser encontradas em [14],[15] e [16].

2.4 Dimensao de Hausdorff

Estimamos o tamanho de uma curva pelo seu comprimento, o tamanho de uma
superficie por sua area, o tamanho de um soélido pelo seu volume, mas como medir o

tamanho de um conjunto fractal? (ver [17]).

Uma solucao para este problema foi proposta por Felix Hausdorff em 1915. Ele

definiu para cada nimero real d > 0, uma medida g de dimensao d como explicaremos
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a seguir. Seja X um subconjunto compacto do R". Entao para todo € > 0, existe uma
cobertura finita de X por bolas com raio € (os centros dessas bolas formam uma e-rede de

X). Seja N(g) o menor nimero de bolas que cobrem X.
E evidente que N (€) cresce quando € decresce. Assumindo que existe, o limite

pa(X) = lim N(e) - & (2.1)

e—0

é chamado d-medida de Hausdorff de X. Se esta medida for diferente de 0 ou oo, entao d
¢é chamado de Dimensdo de Hausdorff de X.

2.5 Topologia de Skorokhod

Um processo estocastico que descreve o faturamento de uma empresa pode possuir
descontinuidades do tipo salto ao comprar bens e vender servigos. Por isso é conveniente

trabalhar em um espago especifico.

O conjunto das fungoes de cadlag é formado pelas fungoes simultaneamente con-
tinuas a direita e com limite a esquerda. A topologia no espaco das funcoes de cadlag,
definida no intervalo unitario [0, 1] é chamado Topologia de Skorokhod. Denotamos por
D([0,1]) o conjunto das fungoes de cadlag no intervalo [0, 1], dotado com a topologia de
Skorokhod. A letra D vem de "descontinua' (ver [18]).

Duas fungoes u e v em D([0, 1]) sdo chamadas p-close se existe A : [0,1] — [0, 1] tal

1. AX(0) =0, A(1) =1 e X é crescente;
2. Vt € [0,1]; |A(t) —t| < p;

3.V, [u(\(t) — v(t)] < p.

2.6 Conjunto hiperbdlico e partices de Markov

Esta se¢ao tem como objetivo definir uma particdo que serd a base para apro-
ximarmos a bola convencional por uma espécia de bola dinamica, no capitulo 3. Seja
f: M — M um difeomorfismo em uma variedade suave M, e seja A C M um conjunto

compacto f-invariante, ou seja, f~1A = A.
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Figura 1 — Variedade local estavel e instavel (ver [1]).

Definicao 2.6.1. Dizemos que A é um conjunto hiperbdlico de f se, para cada x € A

existe uma decomposicao do espago tangente
T.M = E*(z) ® E*(z),
satisfazendo
d:fE*(z) = E°(fx) e dofE"(z) = E*(f2)

e existe constantes \ € (0,1), ¢ > 0 tal que
ldo f" | E*(@)]| < eX™ e |[dof " [E*(2)]| < cA”
para cada x € A en € N.

Dado ¢ > 0, para cada z € M o conjunto
W;(z) = {y e M|d(f"(x), f"(y)) <0, n € N}

¢é chamado de variedade local estdvel, e o conjunto

W) = {y € M|d(f"(x). f"(4)) <6, n €N}

¢ chamado variedade local instdvel. Para 6 > 0 suficientemente pequeno, Wg(z) e Wi (x)

sao discos suaves tangentes a E*(x) e E¥(z), respectivamente, no ponto z.

Um conjunto hiperbdlico A é chamado localmente mdximo, se existe uma vizinhanga

Vde A tal que A = N fU.

nez
Um conjunto hiperbélico A tem uma estrutura de produto local, se existe § = 5 > 0
tal que Wg(z) N Wi (y) C A para todo z,y € A. Dessa estrutura, segue-se que existe
0 < a < 0 tal que para z,y € A e d(z,y) < a, entao Wi(x) N Wy (y) consiste em um
tnico ponto z = [z, y]. Pode ser provado que todo conjunto hiperbdlico maximo tem uma

estrutura de produto local.
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Wi(y)

Figura 2 — Estrutura de produto local (ver [1]).

Teorema 3. Sejam Wi(x) e Wi (x). Entao existe € > 0 tal que para qualquer x,y € A, a
interse¢ao W2 (x) N W2(y) consiste em no mdximo um ponto z = [x,y|, e existe 6 > 0 tal
que d(z,y) < 6 para algum x,y € A, entdo W2(x) N WX(y) # @.

2.6.1 Particoes de Markov

Seja A um conjunto hiperbélico localmente méximo, tome ¢, ¢ e [z, y] como no
teorema anterior, fazendo 7 = . O conjunto R C A é chamado retingulo se o diametro é
menor do que 1/10, e [z,y] € R sempre que z,y € R. Um retangulo é chamado prépio se
R = int R. Definiremos

Wg(z) =Wi(z)NR, v €R

(trocando s pelo u teriamos a definicao de W}) e a fronteira de R como
R = {x ER|x¢int Wﬁ(x)}
O"R:={xeR|x¢intWix)}.

Definicao 2.6.2. Uma particgo de Markov é uma cobertura finita R = Ry, ..., R, de

A tal que
1. R; =1int R;;
2. A= R

3. int R; Nint R; = & para i # j;

4. Sex € it R; e f(x) € int Ry, entio Wy, (f(x)) C f(Wﬁi(:c)) e f(Wf%(:c)) C
Wi, (f(x).

Teorema 4. Se R € um retangulo, entdio OR = 0°R U 0" R.

Demonstragao pode ser encontrada em [19]. Para mais detalhes sobre parti¢oes de Markov,
veja [20].
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2.7 Expoente de Lyapunov

2.7.1 Caso unidimensional

Suponha que 7' é uma aplicagao diferencidvel definida por partes em X = [0, 1],
isto é, a derivada de T' é continua em partes. Para |x — y| ~ 0 escolha um valor n € N

suficientemente grande, mas nao tao grande. Entao teremos

T(x) = T(y)| = |T" ()] x & =yl

T"(2) — T"(y)| ~ ] IT'(T'2)]| |z — o]

i=0
Ao invés de considerarmos produtos, ¢ mais conveniente trabalhar com somas. Calculando

o logaritmo, temos

n—1
“log | T (2) = T'(y)] ~ 3 log [1'(7')

(o motivo pelo qual n ndo pode ser muito grande é que se n — oo, entdo T"(x), T"(y)

podem se aproximar um do outro para algum n muito grande, uma vez que X é limitado).

Se 1 é uma medida ergddica invariante por 7', entao o lado direito da tltima expressao

converge para [, log |T’|du, pelo teorema ergédico de Birkhoff. Portanto, f, log |T"|du

mede a velocidade de deivergéncia de T".

Definigdo 2.7.1. O nimero [, log|T"|du é chamado expoente de Lyapunov de T (Veja o
Teorema 9.4 em [21]).

2.7.2 Caso multidimensional

O comportamento local de um sistema dinamico em uma variedade M, sob iteragoes
de uma funcao deferenciavel T': M — M, pode ser investigado estudando seu diferencial.
Sob o Jacobiano DT(x), uma esfera de raio pequeno centrado em x é transformada
aproximadamente em um elipsoide. Calculando DT (T*x) , k > 1, repetidamente ao longo
da orbita de x, observamos que a imagem da esfera é aproximada por um elipsoide, e
que o comprimento dos semi-eixos crescem exponencialmente. A média dos expoentes de
crescimento sao chamados expoentes de Lyapunov, e portanto nos da a medida de expansao
(ou contragao) de um sistema dindmico. Além disso, o maior expoente coincide com a

velocidade de divergéncia entre dois pontos préximos.

Definigao 2.7.2 (Expoente de Lyapunov). Seja T : M — M wuma aplicagio diferencidvel

entre variedades de Riemann. Para cada x € M, v € T, M, se o limite
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Az,v) = lim llog | D(T™)(x) - vl

n—oo n,

existir, entao \(x,v) € o expoente de Lyapunov na diregio v. Se p € f-invariante no espago
de probabilidade (M, B, 1), entio A(z,v) esta definido para p—q.t.p x e todo vetor v, o

conjunto {\;(x)} sdo as taras de crescimento partindo de x e sio chamados expoentes de

Lyapunov de (f, p) (veja [22]).

Nestas mesmas condigoes, uma aplicagio é dita conforme quando o cojunto {\;(x)}
dos expoentes de Lyapunov é igual a A, para algum A > 0. Em particular, isso significa que
f nao pode ser invertivel. Uma aplicacao é chamada nao-conforme quando possui varios
valores Aj(x), Aa(z) - - A\u(2) € {\i(x)}. Isso se traduz em taxas de crescimento diferentes

ao longo das direcoes saindo de x.

Os expoentes de Lyapunov assumem no maximo n valores distintos em R™ \ {0}.

Seja A\; < --- < A\, para algum inteiro r < n. Para cada 1 < i < r, o subespaco vetorial
satisfaz
{0}=FEyCE, C ... CE,=R"
e é chamado filtracao associado a .
Definigao 2.7.3. A colegio
de subespacos vetorias é chamado filtragcao de R™.

Teorema 5 (Oseledets). Seja T': M — M wuma aplicagao diferencidvel preservando uma

medida de probabilidade em M. Entdo, para quase todo x € M, existem numeros
)\1($) > e > )\k(x)(lt)

e uma filtracdo
ToM =Vi(2) D .. Vi) (%) D Vi1 = {0},

onde .
lim log— || D(T")(x)-v [|= X\ .
n

n—-4o0o

Além disso, temos
(i) DT(x) - Vi(z) = Vi(Tz),
(i) k(x), \i(x) e Vi(z) dependem mensuravelmente de x,

(ii7) k(x), \j(x) e dimV;(x) sdo constantes ao longo da drbita de T.

Os ntmeros \;, 1 < i < k(z), sdo os expoentes de Lyapunov e dimV;(x) sao

chamados multiplicidade dos expoentes. A demonstracdo pode ser encontrada em [21].
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2.8 Entropia

2.8.1 Entropia de Shannon

Seja (X, B, ) um espago de probabilidade. Uma particaio P = {A;;i € N} é
um subconjunto mensuravel e enumeravel de X, onde pu(U2; 4;) = 1, e i # j implica
A;NA;=0. O conjunto PV Q ={A,NB;; A; € P, B; € Q} ¢ também uma partigao de
X.

A entropia de Shannon em relagdo a P mede a quantidade de informagao cujo
significado motivaremos a seguir. Seja x um ponto aleatério de X, suponha que a tnica
informagao que temos a respeito de x é que ele esta contido em algum A; € P. Com base
nesta Unica informacao, queremos estabelecer uma medida da quantidade de informacoes
que x pode nos dar. Quanto menor for a medida de A;, maior serd o ganho de informacao,
uma vez que estaremos mais aptos a distinguir = de outro ponto qualquer em P. Além
disso, se soubermos que x pertence a dois conjuntos diferentes, que sao multualmente
independentes, entao o ganho de informacao sera a soma das informacoes dos dois conjuntos.
A entropia de Shannon de P é definida por

n
H,(P) = Z —u(A;) log pu(Ai)

i=1

para particoes disjuntas P e O tem-se
H,(PVvQ)=H,(P)+ H.Q).

Dizemos que Q é menos fino do que P, quando cada elemento de P esta contido em algum

Q, ou cada B; € Q é uniao de elementos A; € P, em notagao Q < P.

2.8.2 Entropia de um Sistema Dindmico

Seja (X, B, i1, f) um sistema dindmico preservando medida, u(B) =1 e seja P =
{Ay, Ay, ..., A} uma partigao finita de X. O conjunto f~}(P) = {f~1(4;) | i € N,i <
k} ={z| f(z) € A;,i € N,i <k} também é uma parti¢do e temos H,(f~'P) = H,(P).
Para n € N, defina a particao

P =\ £7(P)
=0

cujos elementos sdo da forma A, N f~1A, N f2A, NN f" A comi; € {1,...,k}.
A entropia de f em relagio a P é dado por
H n
Hy(f,P) = Tim 2P

n—o0 n
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A entropia de Kolmogorov do sistema (f, i) é definido por
hu(f) = sup H,(f,P),

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes com entropia finita. O célculo de h,(f)

¢é raramente feito diretamente da definicao, devido a sua dificuldade.

Teorema 6 (Kolmogorov-Sinai). Seja P; < Py < -+ < P, -+ uma sequéncia nao-
decrescente de particoes com entropia finita, tais que ;- Pp gera a o-dlgebra dos conjuntos

mensuraveis a menos de medida nula. Entdao

hy(f) = 1im 7, (f, Pr)-

n—oo

Informagoes mais aprofundadas sobre entropia podem ser encontradas em [22],[23] e [16].

2.9 Formalismo Termodinamico

2.9.1 Pressao topoldgica

Seja (X, d) um espago métrico e T': X — X uma transformacao continua. Para

cada n € N, definiremos uma nova distancia em X por
d,(z,y) = max {d(Tk(x),Tk(y)) 0<k<n-— 1}.

Dado ¢ > 0, dizemos que o conjunto finito £ C X é (n, ¢)-separado se d,(z,y) > €, para
cada x,y € E com x # y.

Definicdo 2.9.1. A pressdo topolégica de uma fung¢io continua ¢ : X — R (com

respeito a T') é definida por

1 n—1
P(p) = lim lim sup —logsup > exp » go(Tk(x)), (2.2)
n E k=0

—0n—oo
° zel =

onde o supremo é tomado entre todos os conjuntos (n,e)-separado contidos em X .

Uma vez que a fungao

n—1
e — lim sup 1 logsup > exp > @(T’%x))
nmee Tn 2€E k=0

¢ nao decrescente, o limite (2.2) exite quando € — 0.

A nocgao de pressao topoldgica foi intruduzica por David Ruelle, e depois generali-
zada por Peter Walters. Apresentaremos agora uma definicdo alternativa para a pressao

topoldgica.
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Teorema 7 (Principio Variacional). Se T': X — X ¢é uma transformagdo continua entre

espagos métricos compactos, e ¢ : X — R é uma funcao continua, entao

P(p) = sup {hM(T) + /X WL} (2.3)

HeEM

onde M € o conjunto de todas as medidas T-invariante de probabilidade em X.

Quando o supremo ¢ alcancado por uma tnica medida p, a chamamos de estado

de equilibrio de .

Definicao 2.9.2. Seja ¢ : X — R uma funcao continua, a medida T-invariante de
probabilidade pi, em X é chamado medida de equilibrio, ou estado de equilibrio de ¢
(em relagio a T) se

Plg) = hu (T) + [ o, (2.4

Para mais detalhes sobre os assuntos desta subsegao veja [1], [24] e [25].

2.10 Medida de Gibbs

As medidas de Gibbs estao relacionadas com o estado de equilibrio. Enquanto toda
medida de Gibbs invariante no contexto hiperbdlico é um estado de equilibrio, o contrario
nem sempre acontece. Nesta secdo veremos que a medida da bola dindmica esta relacionada
com a medida Gibbs. Antes, revisaremos alguns conceitos da Dindmica Simbdlica (veja
26]).

Seja A um conjunto finito (ou infinito) de simbolos chamado alfabeto, que pode
conter letras a,b,c... ou digitos 1,2,3..., uma sequéncia de simbolos de um alfabeto A

é denotado por x = (;);ez, ou por
X = ... 20_129T1T2 ...
ou
z=(...x 00 1T0T122...)
onde cada simbolo x; € A estd na coordenada de posicao ¢ em .

O conjunto de todas as cole¢oes de sequéncias z de um alfabeto A (finito ou infinito)
¢é denotado por
AP ={z = (2)icz - w: € A, Vi € L},

Considerando o alfabeto B = {1,2,...,k} onde k € N, a colegdo de sequéncias

unilateral é dada por
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E: = {g = (xi)iEN T € B, Vi € N}

Dado uma sequéncia w = iyiy - - - € X, defina a fungdo deslocamento o : 7 — ¥t
como o (iyly...) = (izisz...). Pode-se introduzir uma distancia que torna X} um espago

topologico.

Os m-cilindros C sao conjuntos cujas coordenadas iniciais sdo fixadas, matematica-

mente

cil’ig...im = {(]1]2 .. ) I~ E: :jl =1 para [ = 1,...,m}.

Quando o tamanho do cilindro é m, denotamos por |C;,i,. i,.| = m.

Existe uma férmula mais curta para pressao topoldgica com relacao a funcgao

deslocamento.

Teorema 8. Para cada fungio continua ¢ : X7 — R temos
n—1

1
P(p) = lim —log > exp sup > poo.

n—oo
n i1.mrin i1.in 1=0

Demonstragio. Veja teorema 3.1.1, livro [24].

]

Definigdo 2.10.1 (Medida de Gibbs para a funcao deslocamento). Dada uma fungao
continua ¢ : X — R, dizemos que a medida de probabilidade i em 3F é Gibbs para ¢,
se existe K > 1 tal que

1(Ci,.i,)
exp[—nP((p) + 31 (ot (W»}

K< <K (2.5)

para todo (iyiz...) € X neNeweCCy, i -

Defini¢ao 2.10.2 (Bola dindmica (ver [27])). Seja X um espago méltrico compacto,
f: X — X. A bola de Bowen ou bola dinamica de centro x, raio € e ordem n €

definida por
Bu(z,n,e) = {y € X | d(f*(y), ff(x)) <e, para 0 <k <n}.

Definigao 2.10.3 (Medida de Gibbs, ver [28]). Seja T : X — X wma transformagdo
continua entre espacos métricos. Suponha que p € uma medida de probabilidade em X e

seja ¢ € C(X,R). A medida v é chamada Gibbs com respeito a ¢ se existem constantes
A, B >0 e P tal que

e (Bl <)

< ; <B VreXnel.
exp|-nP() + Lis) o(T!(x))]
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O préximo teorema diz que toda medida de Gibbs invariante para a funcao deslo-

camento é um estado de equilibrio.

Teorema 9. Se uma medida p de probabilidade em ¥ € uma medida de Gibbs o-invariante

para @, entao p também é um estado de equilibrio para .

Demonstragdo. Veja teorema 3.4.2, livro [24]. O

2.11 Outras definicoes

Defini¢ao 2.11.1 (Componente conexo). Um espago topoldgico X é dito conexo, quando
X nao pode ser representado como unido de dois ou mais conjuntos abertos disjuntos e
nao-vazios, ou seja, quando nao admite outra cisio além da trivial (UX). A componente

conexa de x é o maior subconjunto conexo de X que contém o ponto x.

Definicao 2.11.2 (Fungao Holder continua (ver [29])). Seja o € D, com D C R™ limitado
el < a<l1. A fungio f : D — R é dita Holder continua de ordem « se existe uma
constante C' > 0 tal que

[f(x) = f(wo)| < Cla — xo|*,

para todo x € D. Se a = 1, entao a funcgao f é dita Lipschitziana.

Definigao 2.11.3 (Coomologia). Seja f : X — X uma transformagio continua no espago
topologico X . Duas funcoes o1 : X — R e 5 : X — R sdo coomologas em X com relagdo

a f, ou simplesmente coomologas se existe uma fungio continua v : X — R tal que

p1—pa=1p—tpof em X

Definigao 2.11.4 (Skew product). Seja T': X — X wma aplica¢io no espago métrico
(X,d). A aplicagio T é chamada skew product se é da forma

T(z) = (fi(z1), f2(21,22), -+, fa(w1, -+, 2a))

onde f1,---, fq sdo fungoes mensurdveis.

Definigao 2.11.5 (Aplicagdo expansora e repulsores). Seja f: M — M uma aplicagdo
diferencidvel em uma variedade suave, e J C M um conjunto compacto invariante por f,
ou seja, f~H(J) = J. Dizemos que J é um repulsor de f e que f é expansora em J, se

existe constantes ¢ > 0 e 8 > 1 tal que

| do f"(0) [[Z 8™ || 0]

para todox € J,n €N, eve T, M.
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Defini¢ao 2.11.6 (Aplicagao uniformimente expansora (ver [30])). Seja T : M — M uma
aplicacao entre variedades compactas suave de Riemann. Dizemos que T' é uma aplicacao
uniformemente expansora se existe constantes ¢, § > 0 tal que para todo x € M, todo
veT,M etodon >0, temos

| T () [|= Be™ || v || -

As transformagoes expansoras carregam uma caracteristica importante: a distor¢ao
limitada, que sera ttil para termos o controle sobre o tamanho de uma particaio de Markov

fibrada no capitulo 3.

Lema (Distor¢ao limitada). Dizemos que uma transformagao expansora T tem distor¢do

limitada se existe C' > 0, a > 0 tal que

— 1< T() =T() |

|det(T"(y))]

onde x,y estdo na mesma particdao.

‘WMTQM

Definigao 2.11.7 (Medida conforme). Seja T uma transformagdo mensurdvel no espago
(X,B,1). A medida p é chamada conforme para a funcio 5 : X — Ry, se para cada

E € B onde T age como isomorfismo mensurdvel, tem-se

W(T(E) = [ Be)u(de)

Definigao 2.11.8 (Medida hiperbélica). Seja T : M — M um difeomorfismo. Dizemos
que a medida p invariante por T € hiperbdlica (com respeito a T ) se todos os expoentes

de Lyapunov sao ndao-nulos em todo ponto, isto é, se
li L log || D(T™ 0
Jim ~log||D(T") ()| £
para todo v € T, M e todo x no conjunto de medida completa.

Definigao 2.11.9 (Dimensao pontual (ver [31])). Seja p uma medida de probabilidade,
e B(x,e) a bola de centro x e raio €. A dimensdo pontual ou local da medida ;1 no

ponto x € definida como
1 B
5 iy EA(B(E.9)
e—0 ]Qgg

se o limite existir. Se 0, = d, entdo para € pequeno a medida da bola é da escala de
p(B(z,¢)) ~ .

A dimensao pontual é uma Dimensao de Hausdorff, de 2.1 podemos chegar na

fé6rmula anterior.
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3 Resultado principal

O teorema principal possue uma semelhanca com o Teorema do Limite Central
classico de probabilidade apresentado na secao 2.2.2, veremos que o log da medida da
bola tradicional sera transformado em um somatoério. Esta dissertacao focard no caso em
duas dimensées no toro bidimensional, porém o artigo [3] trabalha no toro em qualquer
dimensao. Defina 7(z,y) = & como a projegao na primeira coordenada. Nosso teorema

principal é

Teorema principal. Seja T : T? — T? uma aplicacio expansora de classe C* da forma
T(z,y) = (f(x),9(z,y)). Seja ¢ uma fungao hilder continua de T? em R. Seja u, o
estado de equilibrio associado a @, € 6 := 0, sua dimensdo de Hausdorff, assumindo que

[log|f" om|du, < [log |g—Z|d,u¢,. Entao existe um nimero real o > 0 tal que o processo

log i, (B((z,y),€")) — tdloge
Vv —loge ’

converge sob D([0,1]) em distribuicio sob a lei de ji, para o processo oW (t), onde W € o
2

te0,1] (3.1)

processo de Wiener padrao. Além disso, a variancia o° é zero se, e somente se, [, € a

unica medida invariante absolutamente continua , ou equivalentemente, ¢ é coomologo a
—log | det DT|.

A hipétese [log|f’ o w|du, < [log |<%|d'u¢’ significa que estamos tratando com o
caso nao-conforme (Lema 2). Consideraremos a pressao topolégica P(¢) como sendo zero,

isso pode ser percebido trocando ¢ por ¢ menos a pressao.

Corolario 1 (Teorema do Limite Central). Com as mesmas hipdteses e notagoes, a familia

de varidaveis aleatorias.
log 1, (B((z,y),€)) — dloge

v—loge

converge em distribuicio para a distribui¢io gaussiana N(0,c?).

3.1 Estapas da demonstracao

Na secao 3.2.1 serd mostrado que o toro T? pode ser visto como um quadrado
unitério [0, 1] x [0, 1], entdo as contas serao feitas neste quadrado. Uma bola tradicional em
T? ¢ topologicamente um retangulo contido em [0, 1] x [0, 1]. Iremos considerar um skew
product da forma T'(z,y) = (f(z), g(x,y)) expansora que a cada iteragdo preserva linhas

verticais, usaremos na sec¢ao 3.2.2 um tipo de particao para aproximar a bola tradicional
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por uma "espécie’ de bola dindmica (cilindro hiperbélico) com a seguinte inclusao:
C. C B(l‘,é) C C.n.

Isso nos habilitara a trocar o processo

_ logu,(B((7,y),¢")) —tdloge

N(t
(®) —loge

t €[0,1],

pelo processo
N'(t) = log p,(Cet (x,y)) — t6 loge’
v—loge

Na secao 3.2.6, utilizando argumentos dinamicos e ergddicos reduziremos o problema para

t €0,1].

o estudo de convergéncia um processo da forma

Sn le + Sm ¢2
N’ (t) = — ! t 1 2
6( ) \/ng ) E [07 ]7 (3 )

onde n. e m, sao tempos aleatérios que dependem do ponto considerado.

Entao, na Secao 3.3 utiliza-se argumentos da Teoria das Probabilidades para provar
a convergéncia deste ultimo processo. Estes argumentos sao, de alguma maneira, gerais e

independentes das fungoes ¢ e ¢o.

Os autores Leplaideur e Saussol mencionam que o uso da topologia de Skorohod
talvez nao seja necessario. Parece 1til porque o processo estudado a priori é descontinuo.
Entretanto, note que o limite do processo é continuo em quase todo ponto. Portanto a
convergencia é uniforme. Porém, o espago das fungoes de cadlag munido com a norma
da convergéncia uniforme nao é separavel, o que pode causar alguns problemas, como os

citados por Billingsley em [32]. Os autores preferem entdo trabalhar em D([0, 1]).

O método em [3] se aplica para o caso dos repulsores conforme, e no caso de
difeomorfismos entre superficies do Axioma A. De agora em diante, assumiremos que

T(xz,y) := (f(x),g(x,y)) e  satisfaz as hip6teses do teorema principal.

3.2 Reducao a uma soma de variadveis aleatérias nao homogénea

3.2.1 Toro como um quadrado

Para descrever o toro, vamos comecar com o plano. Considere como idéntico todos
os pontos cujas coordenadas diferem por um inteiro. Isto é, o ponto (a, ) no plano é
considerado como o ponto (a + 1,0), (a+ 5,8+ 3), e, no geral («, 5) é o mesmo que
(+ M, 3+ N) onde M, N € Z. Denotaremos [«, 5] como o conjuntos de todos os pontos

equivalentes a (o, 3) sob esta relagdo. Mais precisamente, (z,y) ~ (z',y’) acontece se, e
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somente se, r — 2’ e y — ' sao nimeros inteiros que geram uma relacao de equivaléncia
sob pontos no plano. O toro é portanto o conjunto de todas as classes de equivaléncia

nesta relacao.

Geometricamente, considere o quadrado unitdrio [0, 1]2. Sob a relacio do pardgrafo
anterior, somente os pontos da fronteira do quadrado precisam ser considerados. De fato,
a fronteira superior y = 1 pode ser considerado o mesmo que a fronteira inferior y = 0,
similarmente ocorre com as fronteiras do lado direito (z = 1) e esquerdo (x = 0). Quando

isto acontece, o quadrado se torna primeiro um cilindro, e depois um toro como na figura 3

<

—

Figura 3 — Obtendo o toro de um quadrado (ver [2]).

3.2.2 Particoes de Markov fibrada

Das hipoteses do teorema principal, existe uma particao de Markov para o toro
T?2. Preferimos trabalhar com particoes mais simples. Enfatizamos que "particao' é aqui

entendido como um conjunto de medida nula ,-mensuravel.

Considere a projecio 7 : T?> — T, 7(z,y) = z. As propriedades principais dessas

partigoes sao listadas no Lema abaixo (consideraremos éz = int R;).
Lema 1. Para todo (xo,y0) € T?, e para cada n > 1 existe uma particio finita R, de T?
em subconjuntos propios de Markov R; tal que

(1) Cada elemento R; de R, é um conjunto propio.

(2) Para cada elemento R; de R, T"(R;) =T? e T . € injetiva.

|R;

(3) Se R; e R; sao elementos diferentes de R, entdo W(}O%Z) N W(éj) =g ou W(}%Z) =
(8;).

(4) A fronteira OR,, € aplicado por T™ em Sy.
(5) P =7m(Ry).

(6) T*(R,) = Ru_i para k < n.
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S0 Ry 5 7 Ry 3
L / S -
T = S <
j _ ,| | T ““sq\_ T—Z 5 7\‘\ F\
. ‘, | - L C‘J ~ | ._LSD
P,(xy) < ~ )L g ir ‘_ \\
L t X f <
O = 1 O « 1 ©
Particdo R, Particdo R,

Figura 4 — Particao de Markov com f e g posuindo grau 2.

(7) Cada elemento P; de P, é um intervalo fechado.

(8) Para cada elemento P; de P,, f"(R;) =T e f‘;)_ ¢ injetiva.

o

(9) Se P; e P; sao elementos diferentes de P, entdo é NP =0.
(10) A fronteira OP é aplicado por f™ em Sy.

(11) f*(P,) = Pu_y para k < n.

Demonstragio. Escolha (zg,1yo) € T? e considere o conjunto Sy(zo,yo) = So = ({xo} X

']T) U (T X {yo}). E para cada n > 1, seja R,, = R, (x0,y0) a colegdo das componentes

kn,

conexas R, ;(zo,yo) de T-"(T?\ Sp) ou seja, R, = U Ryi(z0,v0). Claramente, R,, é uma
i=1

particdo em T?. Semelhantemente, podemos definir uma particao em T, denotaremos por

P, = Pn(xg), como a colegdo de componentes conexos de T\ {xo}).
(1) Da forma como R, ¢ definido, temos que R,, = U R,.i(z0,70) onde o nimero de

elementos k,, da particao é limitado superiormente pelo produto (Of"+1)(0g™+ 1). Entao
R, = R, (%0, y0) C R

(2) Este item decorre decorre diretamente da defini¢do de R, pois sendo T" um difeomor-
fismo local, os subconjuntos R; sao regioes de injetividade

(3) Suponha que W(I%Z) N ﬁ(éj) # (). Seja © € W(R )N 7T(R ). Entao, pedagos da linha
vertical que contém pontos da forma (z,y) estdo em R; e R; (lembrando que R; N R; = ().
E como R;, R; sao conjunto abertos e o skew product 7" preserva fibras verticais (os bordos
verticais de R; e R; sao projetado em dois pontos) temos que W(Rl) = ﬂ(éj).

(4) Este item segue diretamente da definigao da partigdo R,,.

(5) Note que os elementos da particio R,, que pertencem ao mesmo retadngulo vertical
(isso significa que os seus bordos verticais estao contidos em uma mesma linha vertical)
sdo projetados em um mesmo segmento (elemento) de P, e isso é exatamente o que diz o

item (3) acima. Entao, podemos considerar somente um representante de cada retdngulo



Capitulo 3. Resultado principal 37

vertical. Mais precisamente,

T(Ry) = W(gRi) - U aR)=UP=nP,.

7(R;)Nm(R;)=0

(6) Note que, pela definigao, para cada n > 2 cada particdo R,, é formado pela imagem
inversa T-Y(R,_1), ouseja, T(R,) = R,_1. Logo, por indugio em k, temos T*(R,,,) = Rp_
para k < n.

(7) Pelos argumentos do item (5), as linhas horizontais que compéem o bordo de R; sdo
projetadas no interior de cada P;, e as linhas verticais do bordo sdo projetadas em seus

pontos extremais, fazendo com que P; sejam intervalos fechados.
(8) Similar ao item (2).

(9) Suponha por absurdo que R N PJ # (). Escolhendo z € R N 15]-, este elemento € a
projecao de algum y € R;, R; que esta contido em R,,, um absurdo pois pela defini¢ao

2.6.2 item 3 cada Ry ¢ disjunto.
(10) Similar ao item (4).
(11) Similar ao item (6).

]

Apés a demonstracao do Lema 1, nota-se que a particdo R,, possui propriedades
quase que markovianas, no sentido de possuir algumas propriedades tipica de uma particao
de Markov. E que a quantidade de elementos da particao depende do grau das aplicacoes

f e g possuem, ilustrado na figura 4.

A fronteira da particdo OR,, terd um papel importante. Para um ponto (z,y) fixado
e um inteiro n, a fronteira de R, (x,y) é denotado por IR, (z,y). Ela é a unido da fronteira
vertical 9"R,,(x,y) com a fronteira horizontal "R, (z,y). A fronteira vertical é exatamente
a unido de dois segmentos verticais (suas proje¢oes por 7 é a uniao de dois pontos diferentes).
A fronteira horizontal é a uniao de duas curvas "relativamentes" horizontais. A ideia de
utilizar essa partigdo estd em substituir a bola comum B(z,e) por algum elemento R;

conveniente da particao R,,.

3.2.3 Expoente de Lyapunov e geometria da particao

Sejam f: T — Te g:T? — T funcoes de classe C*, definiremos para todo n € N

n—1 ) n—1 a ]
Fo(wy) =TI 1f o ffom(zy)l, Gulz,y)=]] Iaonj(x’y)L (3.3)
j=0

Jj=0



Capitulo 3. Resultado principal 38

onde F), significa a derivada da n-ésima iteracao de f
Fo=f'(f(n(z,y) = £ (@) = F@) = (@)

Fy = f(f°(@)) - f/(fi(n(a,y) = f'@)f (f@) = F(f@)f' (@) = (f(x))
= (@) £ (F () (P y) = £(f@)f (@) (@) = [f(2@)]

/!

= (f*(2))’

Fo=(f"(z)),

e G, é o produto das derivadas parciais na dire¢ao vertical.

Lema 2. Seja T : T? — T? como no teorema principal. Existe uma decomposicao invariante
TiwyT? = E*(x,y)® E"(z,y) definida para p-q.t.p. (z,y). Os dois expoentes de Lyapunov
associados a (T ) sio N i= [ log | f'(x)|dp,(x,y) e X = [ log| 2(x,)ld, (. ).

Demonstracao. Pela definicao de derivada,

)

—log[[(f' o fPom)- (f'oflom)--(f o f " om)
= Hlog(f’ofoo7r> +10g<f'oflo7r) ---—|—log(f’of"_1 o7r)H

= Eélog(\f’ o flon|) = m(z, )]

Pelo teorema ergddico de Birkhoff, temos para p-q.t.p. (x,y)

oT

n—1
log F}, = log ( !
=0

lim — Zlog’f f]owary)‘—hm Zlog(

)= [Tog|f (@)ldus = X"
similarmente concluimos que para p-q.t.p. (x,y)

lim — logG (r,y) = hm/log

idﬂw A onde A < A"
Entao, a série

S 8g
Gk+1 Ox

U(z,y) = o T*(z,y)
converge para p-d.t.p. (z,y). Com efelto, pela definicao de expoentes de Lyapunov em

AUn A¥n

Ho-q.t.p. (z,y), temos que F, é da ordem e* ™, isto é, F,, =~ e* " e de maneira analoga

uu
~ 2", Logo,

00 )\“k:
~ k
iC Y ‘ Z | )\uu(k+1 ‘ oT (l’ 3/)’
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Como por hipotese, A\* < \"* e ‘% o Tk (x, y)‘ é limitado, pelo teste da razao temos que

a série |U(x,y)| converge absolutamente. Definimos os seguintes espacos em fi4-q.t.p.

(z,y) € T?
1

) = U(z,y)

L Bz, y) = m ,

nao ¢ dificil verificar que TT? = E* @& E" em pu4-q.t.p. (z,y) € T2 Um pouco mais

complicado é verificar que essa decomposi¢ao é invariante. De fato, note que

() X
. _ Ox
DT (x,y) (gg@,y) gg(:c,y)) 7

entao

P00 ) - (X(yi S:Z@w?)(”(;’y))

- <§g<x7y> + zggi(f)y) : U<:c,y>> - gi(” (U o T1<x,y>>

T

e ainda,

( o () o)(o)
(x,y) Hw,y) ) \1
(3;;(2,11)) = Gy @

Em geral, por inducéo, temos que para n > 1

DT (z,y) (U(; y)> = nli[ Foffon(z,y) (U 5 T}l(m y>>

0\ "='ayg 0
o1t (1) = T 5o 74 (7).
1 im0 Oy 1

Resta provar que A* e A** sao dois expoentes de Lyapunov de T' em relacdo a
a medida p,. Como as duas diregdes, os espagos unidimensionais E* e E" sao DT-

invariantes e as expansoes ao longo dessas dire¢oes sao exatamente \* e A**, pelo Teorema

de Oseledets A\* e A** sao os expoentes de Lyapunov da medida .
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Lembrando que o nosso objetivo é usar "espécies" de bolas dindmicas através das
partigoes R,, para substituirmos a bola B((z,y),¢). Ter o total controle das bordas dessa
particao é de suma importancia. Como 7' é um skew product, temos esse controle nas
bordas verticais. Porém, o mesmo pode ndo acontecer com as horizontais 9"R,,. Note
que se o ponto (z,y) pertence a 9"R,,, entdo (z,y) também pertence a 9"R,, para todo

m > n, pois a cada iteragao T™ o numero de fronteiras aumenta.

O préximo Lema nos fornece um controle nessas bordas através de estimativas de
suas inclinagoes usando um propriedade interessante das transformacoes expansoras: a

propriedade de distor¢ao limitada. Denotamos 7, ,, a inclinacao da tangente em 0"R,, no

ponto (z,y).

Lema 3. Para cada n € N e pu, quase todo ponto (x,y), existe um nimero real Agn(x,y)

tal que para todo (2',y') em O"R,(z,y), temos

’7;/:9/»”’ S Aah (x7 y) :

Demonstragio. Assumimos que a decomposicao invariante estd definida em (z,y). Para

(2,y') em 0"R,(x,y), defina a sequéncia de somas parciais da série U

—1 /o)

5 Fk('r,y) ag ko ot 1
U, =— g ————oT"(x,y).

k=0 Gk—i—l(x/ay/) Ox ( y)

Denote por (o, ) = (D) T™) 7 (1,0). Entdo (a, 3) ¢ tangente ao bordo "R, (z,y) no

ponto (z’,y'). Além disso, temos

E, 0
-G,U, G,

DT" =

Com efeito, provaremos por inducao

DT (gﬁ 0) ( o (J) ( Fi 0)
=\ a9 o — | ag(ag\ tag o - '
b)) ey g) oo e

Suponha que temos para k <n — 1

F;
DTk = b 0 :
—GkUk Gk
entao

k
DT*' = DT(T") - DT* = FioT 0 Fo 0
—G1 9 Tk : U1 o Tk G1 9 Tk —GkUk Gk

B FyoTk. F, 0
—GhoTF - UjoTk -Fy—GioTr-GU, GioTF- -G |~
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Nao ¢é dificil verificar que Fy o T* - [}, = Fi 1 e G o TF - G), = Gjyq €

) FyoTk 0
—GLoT" U oTF - Fy— Gy oTF-GlUy = —22 w<_00 g

Tkﬂ+ka>:

8y G, o TF Oz
= ———=oT"|— . oT” . F =

dy ° < Gri1 ox bt Gr- Uy

dg k dg ko Fr 39 k _

= — oT — oT" . oT

G- dy U= G Ay Grs1 O

F; 0

= _Gk+1(Uk - k J o Tk) = Gk+1Uk+1~

Gr1 Ox

Logo,

L0
n\—1 __ n
o= (1)
F7L G’!L
).

Portanto, a inclinagao de (g) na base canonica é

“11‘5

e entao (a, f) = (%

5y,
(0%

Pelo lema de distorcao limitada na se¢do 2.11, existe uma constante Ar tal que para todo
(", y") € R,(z,y) temos

1

A7T|Un<x>y>‘ S ’Un(iﬂll,y”)' S AT|Un(x7y)‘

Usamos essas duas desigualdades para (z/,y') e temos |Tp 0| < Arp|U,(x,y)|.
Como a sequéncia U, (z,y) converge para U em quase todo ponto (z,y), implica que ela é

limitada. E com isso, o lema estd provado.

]

Gracas a este Lema, podemos garantir que cada elemento R; da particao de Markov

pode conter uma bola B((z,y),e) (ver figura 3).

3.2.4 Aproximacao de Markov multi-temporal da bola tradicional

No objetivo de efetuarmos aproximagoes da bola B((x,y)), €), definimos os seguintes

numeros:

Definicao 3.2.1. Seja ¢ um nimero real positivo

(i) Denotamos por n.(x,y) o maior inteiro k tal que Gy(z,y)e < 1.

(7i) Denotamos por me(z) o maior inteiro k tal que Fy(z)e < 1.
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B o9,

y | (9, £)
L

\/\ R, 059)

NETSNN-

1 T ARRK

URY
0 - 1 <

Figura 5 — O Lema 3 evita situagdes como esta.

O ntmero n. é o tempo onde ocorre a maxima expansao de Gi(z,y), e m. é o
tempo em que a fun¢ao F(z) atinge a expansao maxima que é 1, pois estamos no quadrado

unitario.
Lema 4. FExiste uma constante ¢ > 0 tal que

c<Fh@@e<l, e c<Ghaylx,y)e <1

Demonstracio. A demonstragao segue diretamente das defini¢oes de F,,, GG, e das defi-
nigoes dos tempos n. e m. (Definigdo 3.2.1), juntamente com o fato das fungoes f’ e g—f}
serem limitadas, pois sdo continuas definidas em um compacto. Considerando que ¢; < f

dg R :
ecy < gl basta tomar ¢ := min{cy, ¢, }.

]
Lema 5. Para p1, quase todo ponto (x,y) temos lim._,o Tfifgys) = /\% e lim._, Tfo(gi = )\%

Em particular, temos n.(z,y) < m.(z) (quando ¢ — 0) para pi, q.t.p (z,y).
Demonstragio. Pelo Lema 4, existe ¢ > 0 tal que ¢ < F,_ ;)¢ < 1. Dai

c < Fpne <1 <= logc<logF, (e <logl
<= logc <log F,,_(z) +loge <0

<= logc—loge <log F},.(») < —loge

1 1 1
< —(logc—1loge) <log —F, ) < ——loge
mE mE mE
ey ) @)
e—0 log Fooy 90— log e

Pelo Lema 2, quando n — oo, temos
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1 1 1
A" = lim —log F, = — =
oo 08 (z) At limy, e %log F,(x)

= 1li 71
= 11m
n=co log Fn(x)
n

I -
= lim ———.
n— log F,,(x)

Em particular, para a subsequéncia m.(x) (aqui € esta se aproximando de zero),

1 Y me(x)

AU me(x)—00 log Fms (SC) ’
e como £ — 0 quando m.(z) — oo, entao

1 . me(x)

P —loge’

Analogamente, concluimos que

1 emy)
Auwe - e—oo —Joge

Pela hipétese do Lema 2, para p, q.t.p (z,y)

Lo 1
Xe(z,y) — Av(z,y)
ma(x) > hm ne’;‘ (1’" y)

e=0 —loge =0 —loge

Az y) < AN(z,y) <=

= me(z) > n(z,y).

Como as transformacoes f, g sdo expansoras e a taxa da expansao horizontal é
bem mais lenta que a taxa de expansao vertical (conforme hipotese do Lema 2) para

e cada vez mais proximo de zero, o tempo m.(x,y) serd muito maior que n.(x). Logo,

me(z) > n.(z,y).

Definiremos agora "cilindro hiperbdlico" que sera uma boa aproximacao da bola

convencional B((z,y),¢).

Definicao 3.2.2. A aproximacao multi-temporal da bola é

C.:= Rng(;r,y) (x,y) N 7! (Pms(x)(:c)).

Note que esta aproximagao possui um formato de cilindro cuja base (curvas suaves)

é bem mais curta e as laterais (linhas verticais) longas (veja figura 6). E "multi-temporal”

porque envolve dois tempos n. e m..

]
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Particao R, Particio R,
- 1
N
_.——-\_/‘_““—‘_ﬂ_/a——"_———-«_/—’_\-__ IRy e g T \
M
saghENl Eii
MEEA
\/'_\L_//_'\,/'\l_/—- "

R3(x,y)

|
\‘||
‘ |
71
A
&
P
=
<
—
=]

KA
~~~
N
~

=~
—
~—

X

ReAiTATiabE
,,|/;//7/—%1L/§§; I/I /

o I s A O /:/
Px) < %L ) <

C=Rs(xy)N H‘l(?4(x)) =

Figura 6 — Cilindro hiperbdlico com f e g de grau 2.

Lema 6. Seja (x,y) um ponto fizado em T?. A aplicagio T"Y) é uma bijecio de
Roc(e) Nz} x T em fre9)(z) x (T\ {yo}).

Demonstracio. Sabendo que R, = U R; e que }%Z C R;, temos como consequéncia
iEN
R, = U R; C R,. Pelo item (2) do Lema 1, T" é injetiva de R; em T2, entdo T™ é também
i€EN

injetiva do interior de R,, em T?. Como a fibra vertical R N {z} x T esta contida em
Ron, fre@) () x (T \ {yo}) esta contido em T? e o skew product T(x,y) preserva fibras,
entdo T™ é injetiva de R, N {z} x T em f"(z) x (T \ {yo}) C T2 Em particular, para

n = n.(z,y), segue o resultado. ]

O préximo Lema nos da um controle do comprimento horizontal e vertical de cada

elemento R; da particdo de Markov fibrada, e consequentemente do cilindro hiperbdlico.

Lema 7. Eziste uma constante D > 0 tal que para p1, quase todo ponto (x,y) tem-se
diamP,_ () < De e diam(Ry,_(zy) N{z} x T) < De.

Demonstragio. Para a primeira desigualdade precisamos controlar a distorgao de P,,_(z).

Pelo Teorema do Valor Médio, existe um y € P,y () tal que

freldiamP,, (7)) < 1
(fme)y(y) = () (y)

diam P, =
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Lembrando que (f™¢)(y) = Fn.(y) > ¢, usando a propriedade de distorcao limitada e a
injetividade de f™¢(x) em P, () temos que para todo ',y € Py, (x)

me\/ oo/
LG g
D= (fm)(y)
Logo,
D’ D’ D’
diamP,,. < = < — g = Dae.

(fme) (@) Fa () ~ ¢

Para a outra desigualdade, o segmento vertical R,,_z ) (z, y)N({z} x T) nao precisa
estar contido em uma bola dindmica, pois o seu "comportamento' é dado pela aplicacao g,

que é expansora.

Consideremos o segmento vertical que passa em x e que estd contido em R,,_(z,y),
ou seja o conjunto ({x} x T) NR,,_(z,y). Pelo Teorema do Valor Médio, esse segmento ¢é

expandido por 7" por um taxa G,_(x,y’), com (z,y") nesse segmento.

Entao, pelos mesmos argumentos acima (nesse caso distor¢ao limitada de g e pela

injetividade de T™ nessa fibra), temos

T" (diam R, (x,y))

diam R, (z,y)

Gng (z,y) (LU, y/>
D// D//
< —— < =D
Gng (z,y) (JI, y) c
Para finalizar a demonstragao do Lema, basta tomar D = max{Dy, Ds}. O

Daqui em diante usaremos a linguagem da teoria das probabilidades. Considerare-
mos constantes aleatérias ou processos aleatérios sob o espago de probabilidade (T?, B, ),
onde B ¢ a o-dlgebra de Borel. A parte aleatéria depende do ponto (%) escolhido em T?
com respeito a medida fi,. Processos sao fungoes em t € [0, 1]. Escreveremos n. e m, ao

invés de n.(x,y) e me(x).

O préximo Lema é muito importante, pois nos habilitara a trocar a bola convencional

pelo cilindro hiperbélico multi-temporal.

Lema 8. Existe (x9,90) € T? tal que o sequinte acontece:

Existe uma constante ¢ < 1 positiva em quase todo lugar, e uma funcao ¢. > 1 satisfazendo
¢. = O(|loge|) (que significa |c.| < M|logel|, para algum M € R) em uma vizinhanga de
e=0, e em u, q.t.p tal que para cada € > 0,

Cgs<$>y) C B((z,y),¢) C ng(x,y)e(x,y).
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Demonstracio. Seja (x',y") € C.(x,y). Pela primeira parte do Lema 7 e Lema 3, C.(x,y)
estd contido em uma "gravata borboleta’" de tamanho vertical menor do que De <
De + 2Apn(x,y)De (ver figura 6). Logo, dado € > 0,

Ce(w,y) € B((x,y), D(1 + 245 (x,9))e) € B((,y),2D(1+ 2401 (,1))e).

Definindo ¢ := 7 entao Cee(z,y) C B((x,y),e) pois ce < ¢ implica ng > n.

1
2D(14+2A4h (z,y)
e mq > m.. Para obter a outra inclusao, precisamos controlar a distancia entre o ponto

(x,y) e a fronteira de C.(z,y).

Afirmamos que é possivel obter xg, yo tal que
po(B(OR, 7)) <ar, Vr>0,

onde a = 8||DT||o. De fato, uma vez que p, é uma medida de probabilidade, existe
To, Yo tal que py,(B(xo,7) X T) < 4r e puy(T x B(yo,7)) < 4r (mais detalhes em [33],

demonstragao Lema 3).

Temos B(OR,r) = B(T 'Sy, r) C T7'B(Sy, ||DTx||r). Logo, pela invaridncia da
medida obtemos pu,(B(OR, 7)) < p,(B(So, || DT||o0)) < ar. Agora, mostraremos que para

it,—q.t.p a orbita ndo se aproxima da fronteira OR tao rapidamente.

Pelo lema de Borel-Cantelli e pela invariancia de p,, a afirmacao implica que existe
N = N(z,y), finito em quase todo lugar, tal que para todon > N temos d(T"(z,y),0R) >
1/n?. Além disso, a distacia dy(z,y) := d((z,y),0Ry) é nao nula em quase todo lugar

uma vez que UY_, Sy tem medida nula. Note que

E, 0
-G,U, G,

DT" =

Logo, para p, q.t.p (z,y) teremos

sup |DT"| = sup max{|Fy,|+|— GuUp|, |Gul} < |Fo| + | = Gyul|Us|
Rn(z,y) Rn(z,y)

<|Gy| + |Gyl |Us|
= (1 +|Un])|Gl
S H($,y>|Gn|

onde a constante x > 1 ¢ finita em quase todo lugar.

Seja p, = m Seja n suficientemente grande tal que p,, < dy(x,y). Por indugao

temos B((z,¥), pn) C Ru(z,y). De fato, suponha que para algum N < k <n — 1 tem-se
B((z,y), pn) C Ri(x,y). Uma vez que a imagem T*B((z,y), p,) estd contida na bola

B((z,v), k|Gk|pn), que nao intersecta a fronteira OR, obtemos B((x,y), pn) C Ri+1(x,y).
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Tomando n = n. (quando ¢ é suficientemente pequeno) obtemos

B((%,y),pe) C Ru.(2,y).

Um argumento similar usando a funcao f e a particao P nos d4, para alguma sequéncia
P = e Aue
Bz, pl,.) € P (1),

Unindo as duas ultimas inclusoes, para € > 0 suficientemente pequeno temos

B((z,y), min(py., pr,.)) C Ce(z, y). (3-4)

Para obtermos a inclusao B((x,y),e) C Cz..(x,y), reescreveremos (3.4) em fungao
da varidvel o ao invés de ¢
B((z,y), min(pn,, pry,)) C Calz,y)-

Agora queremos inverter a expressao em « e e: dado ¢, existe a tal que min(py,,, o}, ) = €.

Portanto,
B((I, y)7 8) - 055€<x7 y)
onde ¢; = ¢
Note que podemos sempre assumir que as constantes x a k' sdo maiores que 1.

Entéo, o Lema 4 diz que « é muito maior do que ¢. Isto mostra que n.(x,y) e m.(z) sdo

respectivamente maiores do que n,(x,y) e mq(z). Assumindo por exemplo que p, = ¢, de

C. = 2 teremos
€

Q 1 _
Pa = E = a = m — C¢ :ni/ﬁl‘Gma|OA

Novamente, usando os Lemas 4 e 5 concluimos que
¢ < &(z,y)|logel,

para alguma constante & finito em quase todo lugar. O

Observacgao 1. Uma consequéncia direta do Lema 8 é que a expressao ‘logifi é limitada
log4 e

superimormente quando e € (0, 5.

3.2.5 A medida projetada é Gibbs

Definiremos a medida projetada v, = m,u, em T por

Vp(A) i= pp(A X T).

Como T é uma aplicagao fibrada em T?, a medida v, é f-invariante. O objetivo dessa se¢do

é provar que v, ¢ uma medida Gibbs (isso vem de [34] e [35]).
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Figura 7 — Cilindro hiperbdlico inserido na "gravata borboleta'.

Definigao 3.2.3 (Aplicagdo amalgamacgao). Sejam A, B dois alfabetos finitos, com
Card(A) > Card(B), e m : A — B uma aplicagao sobrejetora (amalgamagio) que se
extende a aplicagio m : AN — BN (usamos a mesma letra para ambos) tal que (ra), = (ra,)

para todo n € N. A aplicacio m é continua e também é uma aplicacio fator de AN em BY.

Lembrando que a variagio é var,¢ = supg sup, ,ec |¢(r) — ¢(y)| onde o supremo é

tomando entre todos os cilindros C' de posto n.

Teorema 10 (Chazottes-Ugalde). Seja m : AN — BY uma aplica¢do amalgamacdo e
¢ : AN — R um potencial com variagio decrescente exponencialmente: var,(¢) € O(e™ ™),

1

para algum q > 0. Entao a medida p, on= é Gibbs com suporte BN, para um potencial

Y : BY — R com variagio exponencialmente estendida: var,(v) € O(e=V™) para algum

c>0.

Utilizando o vocabulario e a notagao desta dissertacao teremos:

Proposicao 1. FExiste uma fungdo 1 que satisfaz:

(i) A variagao de ) € exponencialmente estendida.
(7t) A medida v, é Gibbs para (T, f) associado ao potencial 1.

Observagao 2. Sem perda de generalidade, estabeleceremos a pressao de ¢ com respeito

a (T, f) como zero. Em particular, temos h,,,(f) = — [ o mdy,.
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3.2.6 Medida da bola como soma de Birkhoff

Notagao. Para duas variaveis aleatérias a. e b., usaremos a notagao a. ~ b. significando

que existe £ > 0 tal que para p,-q.t.p (z,v),

sup |ac(z,y) — be(z, )| < +oc.

O<e<é

Vamos relembrar a definicdo do processo principal

_ logp,(B((7,y),¢")) —tdloge
N V/—loge ’

Pela regularidade da medida, N. é cadlag. Queremos mostrar a convergencia de N. na

N(t) t€0,1].
topologia de Skorohod em [0, 1].

Agora, definiremos outro processo

1 , 51
V() = e re(Calry)) —tologe ) g )

v —loge

Lema 9. Se o processo N! converge em distribui¢io sob D([0,1]) para um processo de

Wiener cuja variancia é 0%, entdo N, converge em distribuicdo para o mesmo processo.

Demonstracao. Observe que o processo N, tem invaridncia de escala
N.(t) = V2N.-(t/2), Vte[0,1].

Uma vez que por si s6 o processo de Wiener possui a mesma invariancia de escala, e a
aplicagio w(+) — v/2w(-/2) é continua, é suficiente mostrar a convergéncia em distribuigao
do processo N, sob D([0,1/2]).

Sejam ¢ e €. como no Lema 8. Para cada € < 1/e* no conjunto

1
Q2 := {logc > —(log g)%}

e para t < 1/2, temos

v—loge

N.(t) > log 11, (Ceet (2, y)) — tdloge

T
pois Ceet(z,y) C B((,y),€"), Lema 8.

S log :ucp(cexp<710g1/4 i)st (ZE, y)) —tdloge
- v—loge
/]\

1
pois exp ¢ > explogc > exp <— log!/* ) —
9

Z‘:log*‘q’/‘l % ]
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- v—loge a
/I\

1
pois dlog™ /4 = > 0.
€

1
dlog M4 =
€

Por outro lado, no conjunto Q! = {logé77 < logl/gilogIM%, Vn € (O,l)}, e para

2
t € [log™®® 1,1/2] temos
< log :ucp(CEEzat(x,y)) —td log €

Na(t) \/ng

T

pois B((z,y),e") C Cz,ct(a,y), Lema 8.

log 11, (C’E_logs/% Et(x, y)) —tdloge
v—loge

<

1

1 1
pois ¢t < exp <log1/8 = log!/* t) < g log
3 3

—5/8 1
€ .

1 1
< N! (t — log~°/8 ) + dlog~l/8 =
5 5

/]\

1
pois logfl/8 ->0.
€

Note que para t € [0,log_5/ 8 é), e uma vez que p ¢ uma medida de probabilidade, o

processo N.(t) é limitado por

0—tdloge <

NA(t) < = <

1
Slog™V/8 =
€

Defina

£

1 N’ (t —log—®/8 1) set>log /81,
V.o:=6dlog /82 + : :
€ 0 caso contrario.

Para qualquer £ < 1/e% em Q2N QL temos a seguinte limitagdo sob [0,1/2]:

Us < Ne < Ve
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A medida de QY N Q! vai para 1 (veja Observagio 1), e ambos U., V. convergem
em distribui¢cdo para o mesmo processo. Podemos concluir a demonstragao aplicando o

Teorema do sanduiche para processos.

O

Gracas a este lema, é suficiente mostrar a convergéncia em distribui¢ao do processo
(NZ(t))eepo,)-

O Lema chave abaixo relaciona a medida do cilindro hiperbdélico multi-temporal
com uma soma de Birkhoff nao homogénea. Este ¢ o momento onde usamos a propriedades

da medida Gibbs e sua projegao.

Lema 10. A seguinte aproximacao acontece:
log p1,(Ce(,y)) = Sn.(p = ¥ om)(2,y) + S (U 0 7) (2, y).
Demonstragio. Lembre-se que C. :=R,_(z,y) N 7! (Pms (:1:)) Dado g9 > 0, seja
Qleo) := {(x,y) € T?: Ve < &g, me(z) > n(z,y)}.

Pela definicao 2.11.7, a medida p é conforme para e™”, com 3 = S,,_p e T" é injetora em

C. pelo Lema 1 item (2), entao

po(TC;) = /C e_s"f“’duso > logp,(T"C;) = log</c e_s"s“"d,u‘»

5 €

Uma vez que C; esta contido no cilindro R,,_, o lema de distor¢ao nos da

log 1, (T C.) & log (e~ "< /C 5 dp,)
log u, (1T C:) ~ log e e 4 log/ djty
Ce

log 1, (T C) & —S,,.p + log pu,(C-)
log 1,(Ce) & Sy p(,y) + log py (T C)

em C.. Além disso, o Lema 6 implica T"C. = T"(R,,. N7 Y(Ppn.)) = 7 (" Ppn.), €
pelo item (11) do Lema 1, obtemos f"P,, () = Pp.—n.(f"(x)). Entao

log 11, (T"<C;) = log py, (W‘l ([P, . (£ (x))])) -

Usando a propriedade que a medida projetada é Gibbs (Teorema 10)

log j1,,(T" C.) = 10g vy (Pon, . (f"*(2))) % S, t0 © f*().
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Logo,
log:“%(CE) R Sn.p+ Sm.—np omo T =S5, p+ (Smsw om— S, o 7T)

= Sn.(p—¢om) + Sp.(Pom)

é verdade em €(gy). A conclusao segue de ji,(€2(9)) — 1 quando £y — 0 pelo Lema 5.

]

Denotaremos as entropias intermediarias por h** = hy, (T') — h,,(f) e h* = h, (f).

Uma vez que a pressao de (7, ¢) e (f, 1) sdo zeros, obtemos (pela Observagao 2)

n=— [Yordu,, h=- [edu+ [pomdu,=— [(p—vomdu,.  (35)

Lema 11. Com a notacao anterior, obtemos a sequinte formula para a dimensdo pontual:

huu hu

— 4+ — =4

Demonstragio. Devido aos lemas 5, 8 e 10 tem-se para fi,-q.t.p (z,y)

e—0 log € e—0 log IS
oy RSl b0m) L me S, (o)
e—0n, log e e=0m,. loge
:hm Te Sn5<¢_¢oﬁ) +hm me Sme(l/}oﬂ-)
e—0loge Ne =0 log e me

n Sulp—vom o m. Su(wom)

= —lim — lim
e—=0 — log € Ne e—=0 — log € Me
1 S, (¢ — 1 Sm
1 Sulp-twem) 1. S.(om
AUt e—0 Ne A% =0 Mg
1

1
— 5 [ —vomdu, -+ [(Wom)dp,.

Usando a equagao (3.5) na ultima igualdade, obtemos o resultado, uma vez que é uma
constante, e portanto necessariamente a dimensao de Hausdorff 6 da medida p,. Aqui,
recuperamos que a dimensao pontual da medida p., existe para p,-q.t.p (z,y), e é cons-
tante. O

uu u
Estabeleceremos 0" = 42§ = 22

e defina as fungoes

0
¢1:so—wo7r+6““1oga§, ¢o=1pom—+06"log f or.

Pela equacao (3.5) e pelo Lema 2 temos
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huu
+ )\uu

=0
e

[ dadus = [0 o+ [ 6 10g(f" 0 My = " + 8 [ og(f'(x))d,
u hu u

= 0.

Proposicao 1. Se as fungoes ¢1 e ¢o sao ambas coomologas a zero, entdo ¢ € coomologa

a —log|det DT|, valendo também a volta.

Demonstracao. Suponha que ¢ e ¢o sao coomologo a zero, ou seja, coomologos ao potencial
zero. Uma vez que ¢ é T-coomologa a zero, ¢ — 6“log | f'| é f-coomologa a zero, logo 1 é
f-coomologa a —d“log |f'|. Portanto a f-pressdo de —d§"log|f’| é zero. Uma vez que f é

uniformemente expansora, isso implica que 0* = 1.

Temos que ¢ é coomologa a — log | f'| — 0" log |gy| Uma vez que det DT = f’o7r 2,
obtemos que ¢ é coomologa a —log |det DT'| + (1 — 0"*) log | 85 |. Mas a convexidade da

pressao nos da

0= Pr(p) > Pr(—log|det DT|) + (1 — 5" / log

|du¢ (1 — oue)pue,

Logo 6** > 1. Por outro lado, 0% + 6** = § < 2 implica que §** = 1, provando o resultado.

A reciproca é imediata. [

Defina o processo

Snst ¢1 + Smst ¢2
vV—loge

Agora estamos habilitados a relacionar a convergéncia dos dois processos.

N(t) == e [0, 1].

Lema 12. FExiste uma constante finita Cy < +00 quase sempre tal que
C
sup |N/(t) — N!(t)] < ——=

tefoa] v—loge

para qualquer € > 0.

Demonstracio. Pelo Lema 11 temos § = §** + §*, entao pelo Lema 4 temos

—dloge =~ 0"log F),,. + 0" log G,



Capitulo 3. Resultado principal 54

Esta relagdo, junto com o fato de que log F,,,. = S, log f' o e logG,,. = S, log g—g, eo

Lema 10 nos da

log 1, (Ce(z,y)) — dloge =
~ Sy (¢ —vom)(z,y) + Sy (Y om)(z,y) + 6" log Fr +
+ 0" log G,
~ Sp. (o =Y om)(x,y) + Sy (Y o m)(x,y) + 0", log f o m+

dg
5SS og —2
+0""S,, log dy
Jg

%Sn€<g0—wo7r+5uulogay> + S (Y om+ 6" log f o)

= Sp. 91+ S P2 -
Portanto, existe uma constante Cj finita em quase todo lugar sob T? tal que para qualquer

eete|0,1], temos

log 1, (Cet(x,y)) — tdloge B Sn 1+ Sm_, 02
v—loge v—loge

Co
— V—loge

INI(t) = NZ(1)] =

]

Podemos entao trocar N/(t) por N”(t), para completar a demonstragdo do teorema
principal, nos resta provar a convergéncia do processo N/ para um processo de Wiener
(possivelmente degenerado). Uma vez que ¢; e ¢o tem boas regularidades e sdo centrados,
é conhecido que suas somas de Birkhoff obedecem um teorema do limite central. Entretato

o problema surge agora. Os tempos n, e m, nao sao constantes, mas dependem do ponto.

3.3 Principio de invariancia, mudanca do tempo aleatério

O principio de invaridncia consiste em uma aproximacao de toda trajetéria do
processo (Sp¢1) e (Spmpe) por um movimento browniano, e isto é o que precisamos em
um primeiro momento. Entao, uma mudanca de tempo aleatorio no processo nos dara
de volta N!. Observe que ¢ suficiente mostrar a convergéncia em distribuigdo ao longo
da subsequéncia € = e, que é a convergéncia do processo X, = N ", na topologia de
Skorohod.

3.3.1 Principio de invariancia

Seja ¢ : T? — R? definida por ¢ = (¢1, ¢2). A funcdo ¢ tem decaimento da variagao

var,¢ na intensidade da fungao exponencial extendida. Logo, definindo S,,¢ = (S,¢1, Snds),
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o teorema central do limite vale para S, ¢. Denote por () a matriz limite de covariancia de

ﬁSngzﬁ. Defina o processo Yy por
1

Vi

Denotamos por C (respectivamente por C3) o espago C([0, 1], R) (respectivamente C'([0, 1], R?))

Vi(t) (Sike)@ + (kt — [kt]) o THH).

munido com a topologia da convergéncia uniforme.

O principio de invariancia fraco para vetores abaixo, ou Teorema do Limite Central
funcional vetorial, ¢ um teorema folclorico (um resultado que por muito tempo foi aceito sem
ter sido provado). Este teorema é uma consequéncia imediata do principio de invariancia

quase certo para vetores [36].

Teorema 11. O processo Vi converge em distribuicdio no espaco Co, para um movimento

browniano de duas dimensoes B = (B.)icp,1) com matriz de covaridncia Q.

Demonstragio. Note que B (e também )y) é continua, logo a topologia de Skorohod

coincide com a topologia da convergéncia uniforme.

Escrevendo Q = UAU* para alguma matrix ortogonal U e A = diag(o?,03), temos
que W := U*B = (oyW;,02Ws), onde W, e W, sdo dois processos independentes de
Wiener padrao. O

3.3.2 Mudanca do tempo aleatério e conclusdes

Se n. e m. nao dependem do ponto, e independentes do processo ()y), entao a
conclusao vem como consequéncia do teorema anterior, mas essas independéncias sao
geralmente falsas. Uma boa estratégia é fazer uma mudanga de tempo aletorio neste
processo. Seguimos a linha do autor Billingsley ([[32], Teorema 14.4]). Aqui faremos um

pouco diferente: estaremos no caso em duas dimensoes, e sem a necessidade da topologia

de Skorohod.

3.3.2.1 Existéncia do limite de distribuicao

Lembre-se que A** e A" sdo os dois expoentes de Lyapunov de T'. Fixe a > 1/A\".
Seja Vi, © = 1,2, as coordenadas do processo V. Seja Zj o processo em C(|0,a)?, R?)
definido por
Zi(ti,t2) = (Via(t1), Vea(ta))

para qualquer (t1,t2) € [0,a]?. Seja Dg(t) = (no—w, mo—x:). As fungdes reais vy ;(t), i = 1,2,
nao sao continuas em ¢. Definimos v ;(¢) como a fungdo continua obtida de 7 ,(t) por
uma interpolagao linear nos pontos de descontinuidade do tipo salto. Entao v} ; é continua

em partes, e coincide com 7 ; nos pontos de salto.
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Seja 0y = 1/A", 05 = 1/A" e defina a varidvel aleatoria @ (que serda a mundaga

aleatério do tempo) tomando valores em C([0, 1], [0, a]?) por

(Ne—re [k, me—re [K)  se v 1(1)/k <aevo(l)/k<a,

D (t) =
(L/ A"t/ AY) caso contrario.

Seja v : C([0,1],R?) — C([0,1], R) definida por y(u)(t) = u;(t) + uz(t). Note que

1
sempre que a condigdo na definigdo de ®; vale (ambos os tempos sdo menores do que a),

0 que acontece eventualmente quase sempre.

Lema 13. Os processos (Tgs)tle[o 1 e (%ﬁ;g)tﬁm’l] convergem em probabilidade sob a
lei de p, em C, respectivamente, para (55) e (5%).

Demonstmgao Pelo Lema 5, para quase todo ponto tem-se lim. .o — logz—: = /\%, entao

—=L converge para (52 ). Uma vez que este processo é positivo e niao decrescente para ¢y,

l ga Auvu

segue-se pelo teorema de Dini que a convergéncia é uniforme. Logo o processo converge

quase sempre em C, portanto em probabilidade. O mesmo acontece para m.. O

Pelo Lema 13, a aplicacao @ converge quase sempre em norma uniforme para uma
aplicacdo deterministica ®, definida por ®(t) = (0:t, Ot) para qualquer ¢ € [0, 1]. Defina a
aplicagao continua h de C([0,1],R?) em C([0,1]?,R?) por

h(y)(t,t2) = (11 (1), 1a(t2)), v € C([0, a], R?).

Lema 14. O processo (Z) converge em distribuiciao sob a lei de p, para Z = h(B).

Demonstra¢io. Lembrando que Y(t) = ﬁ(SWyb + (kt — |kt])p o T e Zp(ty, 1) =
(Vi1(t1), Vi a(te)), temos h(Vi)(t1,t2) = (Via(t1), Ve2(t2)). Pela continuidade de b junto

com o Teorema 11, concluimos que Zj converge em distribuigao para h(B). [

Uma vez que Z; converge em distribuicao para Z, e ¢, converge em probabilidade
para (um deterministico) ®, a dupla (2}, ®x) converge para (Z,®) ([32], Teorema 3.9]).
Pela continuidade da composicao, concluimos que Z; o ¢, converge em distribuicao para

Z o ®. Novamente pela continuidade e pelo Lema 14 obtemos

1
Xk:’y(Zkofl)k)—i—O( — NéLk %’}/(h<8)0q))

i)
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3.3.2.2 O limite é um processo de Wiener

Para completar a demonstracao nos resta caracterizar o processo limite X'. Denote

a matriz de transferéncia por U = (u;;). Note que 6y < 0. Para qualquer ¢ € [0, 1] temos
X(t) = v(h(B) 0 @)(t)
= h1(UW)(01t, 02t) + ho(UW)(61t, 65t)
= up oy Wi (01t) + w1202 Wa(b1t) + w2101 Wi (0at) + ugeooWo(bat)
= (u11 + u1)o1 Wi (61t) + (u12 + uga) oo Wa(bit)
+ ugy o1 (W1 (0at) — Wi(011)) + ugeoa(Wa(Oat) — Wa(61t)).

Pela independéncia do processo W, e pela independéncia dos seus incrementos, obte-
mos que X (t) é novamente um processo de Wiener, e sua variancia é

o? = varX(1)
= ((u11 + U21)01)291 + ((u12 + u22)02)291 + (U2101)2(92 — )
+ (U220'2>2<92 — ‘91)

Observacao 3. A wvariancia € nula se e somente se

U1101 + U2101 = 0

01
U109 + Uge0y = 0 — U = 0,
02
U2101 = 0
U29092 — 0

no qual é equivalente a 01 = 09 = 0 uma vez que a matriz U é invertivel. Isto é equivalente
ao fato da matriz de covariancia @ ser igual a zero, o que acontece se, e somente se, ambos

@1 e ¢ forem coomologos a zero. Entao, usamos a proposicio 1.

Finalmente temos a conclusao: o processo N. converge na topologia de Skorohod

para um processo de Wiener N com variancia o2.
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