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Resumo

A quebra de simetria de Lorentz e seus possiveis efeitos em sistemas fisicos tem sido tema
de investigacOes recorrentes na atualidade, dentro de um programa de fisica de precisao para
estabelecimento dos limites da validade desta simetria. Tais estudos ndo se restringem apenas
a teoria de campos ou contextos de altas energias, uma vez que abarcam também sistemas da
fisica da matéria condensada, definidos em baixissimas energias. Neste trabalho realizamos uma
revisdo sobre o modelo de Kronig-Penney (KP) quantico, primeiramente tratado por meio da
equagao de Schrodinger. Depois, abordamos o modelo de KP quantico-relativistico, tratado por
meio da equacdo de Dirac. Apresentamos uma revisdo sobre os setores fotonico e fermionico do
MPE, abordamos o cerne do modelo de KP, versdao nao-relativistico e relativistica, obtendo as
relacoes de bandas de energia para ambos. Verificamos que, em se tratando do modelo de KP
relativistico os efeitos acarretam em uma reducdo das bandas de energia, quando comparada ao
caso nao relativistico. O mesmo ocorre para os "gaps"entre as bandas, mas de uma forma menos
significativa. Em seguida, buscamos investigar os efeitos de um termo de violagdo da simetria de
Lorentz (VSL), definido no contexto do setor fermionico do Modelo Padrao Estendido de Colladay
& Kostelecky, sobre esse sistema. Especificamente, consideramos a equacao de Dirac modificada
pelo termo axial de VSL, 1b#y5yH1h, onde b representa o vetor de violagao. Em seguida, iniciamos
o desenvolvimento do modelo de Kroning-Penney na presenga do termo de VSL, onde consideramos
as configuragoes "timelike"e "spacelike"do campo de fundo, b*. Como passo inicial, obtemos as
solugoes espionoriais de particula livre da equagao de Dirac correspondente. Em seguida, usamos
tais espinores para obter as relacoes de banda de energia do modelo KP relativistico modificado
pelo termo de quebra. Verificamos que esse procedimento torna-se particularmente simples para
um caso unidimensional, p = (0,0,0,p,), para a configuracdo "spacelike"do campo de fundo,
b = (0,0,0,b,), para o qual a relacdo de bandas de energia possui a mesma estrutura geral
daquela sem VL, mas com fatores I' modificados, dependentes do vetor de quebra b, definidos
neste trabalho. Por fim, ainda resta analisar como os fatores de VSL afetam a largura das bandas

e dos "gaps"entre as bandas.

Palavras chave: Violacao de Lorentz, Modelo de Kronig-Penney, Bandas de energia



Abstract

The breaking of Lorentz symmetry and its possible effects on physical systems has been a
topical issue in actual investigations, belonging to a precision program for establishing the limits
of this symmetry in nature. These studies are not constrained to the field theory or high energy
systems, since they also involve other areas, like condensed matter physics. In this work we revisit
the Kronig-Penney model, first addressed by means the Schrodinger equation, and second by
means of the Dirac equation in its quantum-relativistic version. We revise the nonrelativistic and
relativistic Kronig-Penney model, achieving the energy bands relations to both cases. We verify
that in the case of relativistic KP model the effects entail in an energy band reduction, if compared
to the non-relativistic case. The same happens to gaps but in a less significant way. In the sequel,
we investigate the effects of the Lorentz-violating term, ¥b“vy;y*1), belonging to the fermionic
sector of the SME of Colladay & Kostelecky, on the Kronig-Penney model. Here, b* represents
the Lorentz-violating backgroud. As an initial step, we obtain the associated free particle spinor
solutions of the modified Dirac equation. We use such spinors to develop the KP model with
Lorentz violation and achieve the modified band relations. We verify that the procedure become
specially simplified for the unidimensional case, p = (0,0, 0, p,), for the spacelike configuration of
the background, b = (0,0,0,b,). The energy band relation has the same general structure from
that obtained without LV, with the difference that dimensionless quantity I', defined in that work,
carries now the dependence on the Lorentz-violating term. It still misses to analyse how the LV

terms affects the band energy structure.

Key-words: Lorentz Violation, Kronig-Penney Model, Energy Bands



2.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Lista de Figuras

Grafico para os valores de vacuo do modelo ¢* onde foi considerado para (a) e

(b), respectivamente, as condigoes m > 0em < 0. . . . . .. .. ... ... ... p. 26

Grafico esquemadtico para os niveis de energia de metais, semi-metais, e semi-

condutores. Retirado da Ref. [11] . . . . . ... ... . .. oo 0L p.37

Plot de cosx + ﬁ sinz para o modelo de Kronig-Penney unidimensional com
potencial delta. O lado esquerdo de (4.38) tem valores no intervalo [—1,1]. O
lado direito é representado pela curva. Nota-se que a equagdo de Schrodinger é
satisfeita nas regides onde a curva estd na regidao delimitada pelas retas paralelas

a abscissa. [Grafico retirado de Ref. [9]] . . . . .. . ..o p.42

O grafico (a) é referente a relacao de dispersao para o elétron livre em fungao do
numero de onda k. O gréfico (b) mostra, para a rede unidimensional cristalina, as
energias permitidas e o gap que separa a primeira zona de Brillouin da segunda.

Figura retirada da Ref. [11] . . . ... .. ... o Lo p.44

Distribuicao de densidade para as ondas estacionarias e progressivas na rede

cristalina. . . . .. L p. 45
Potencial periédico para o modelo de Kronig-Penney. [Retirado da Ref. [11]] . . . p.46

Gréfico ilustrativo do lado esquerdo da expressao 4.79, limitada pelos valores 41,
que permite entender regioes permitidas (entre os valores -1 e +1) e proibidas

(além dos valores -1 ou +1 ). |Figura retirada da Ref. [11]] . . . . . .. ... ... p.49
Potencial degrau com particulas incidentes e refletidas. Figura baseada na Ref. [24] p.53

Gréfico representativo da série de potenciais para o modelo de Kronig-Penney.
As regites 1 e 2 sdo regides com e sem potencial, respectivamente. Temos que o
tamanho da célula unitaria é "a"e a largura do pogo é "I". Figura retirada da

Ref. [[24]] - - - - o o o o p. 56

INustragao da largura de bandas de energia, como funcao da constante de rede,
para as duas bandas de energia do modelo de KP relativistico representadas por
(x) e (+). Neste gréfico, a constante de rede a ¢ variavel, b = 10~5a e o potencial

dado por Vob = 4.1095 x 10~%. Figura retirada do cap. 9 da Ref. [ [24]]. . . . . . p. 60



4.10 Bandas de energia para o modelo de KP relativistico unidimensional com a =

5.1

5.2

2.3

2Xc, b= 1.5 x 1072\, com ¢ sendo o comprimento de onda de Compton. A
curva em pontos indica a expressao nao relativistica, enquanto a curva em cruzes
indica a expressao relativistica. Comparando ambos os casos, percebemos uma

reducdo na largura da banda. |Gréfico retirado da Ref. [24]] . . . . ... ... ..

Particulas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" —Vj. As

regides I e II indicam regides com auséncia e presenca de potencial. . . . . . ..

Gréfico com para o modelo de KP com uma série de pogos de potenciais com
a a constante de rede e [ a largura do pogo. As regides I e Il sdo regides com

V(z) =0e V(zx) = —Vp, respectivamente. Figura retirada da Ref. [24]. . . . . . .

Particulas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" —Vj. As

regides I e II indicam regides sem e com potencial. . . . . . . ... ... ... ..



1

2

Sumadrio

Introducio

Simetrias, simetria de Lorentz, grupo de Lorentz, quebra de simetria

2.1 Simetrias na fisica e quantidades conservadas . . . . . . . . ... ...

2.2 Simetria de Lorentz e grupo de Lorentz . . . . . . . . ... ... L.

2.2.1 Representacoes espinorais do grupo de Lorentz . . . . . . . ... ... ..
2.3 Quebra espontanea de simetria: potencial ¢* . . . . .. L.

Violacao da simetria de Lorentz e Modelo Padrao Estendido
3.1 Setor eletromagnéticodo MPE . . . . . ... . oo 0oL
3.2 Setor fermionicono MPE . . . . . . ...

3.2.1 Limite nao relativistico para o setor fermiénico do MPE . . . . . . .. ..

Bandas de energia para o modelo de Kronig-Penney(1D) quantico e quantico-

relativistico

4.1 Potenciais periédicos na equagdo de Schrodinger . . . . . . ... ..o L.

4.1.1 Modelo de Kronig-Penney com potencial § . . . . . .. ... .. ... ...

4.2 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Peney(1D) ndo relativistico com

potencial do tipo degrau . . . . . . . .. Lo

4.2.1 Modelo de Kronig-Penney nao-relativistico e a relagao para as bandas de

ENETEIA . . . . . ..o
4.3 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Penney(1D) relativistico . . . . . . .
4.3.1 Relagdo para as bandas de energia permitidas . . . . . . .. .. ... ...

4.4 Matriz de espalhamento relativistica: uma deducao alternativa . . .. ... . ..

11

14

.14

.16

.20

.24

.27

.28

.30

.34

.36



5 Modelo de Kronig-Penney relativistico e unidimensional na presenga de

violagao de Lorentz

5.1 Introducdo . . . . . . . . . L e

5.2 Solugbdes de particula livre . . . . . . . oo Lo
5.2.1 Configuracao de "background"tipo-tempo . . . . . . .. .. ...
5.2.2 Configuragao de "background"tipo-espaco . . . . . . .. .. ...

5.3 Modelo de KP em configuragao de campo fundo puramente tipo-espago . . . . . .
5.3.1  Relacdo para as bandas de energia permitidas . . . . .. ... ... ...

5.4 Modelo de KP em configuragao de campo fundo puramente tipo-tempo . . . . . .

6 Conclusoes

Apéndice A - Equacido de Dirac

Referéncias Bibliograficas

.65

.65

.66

.67

.71

.72

e

.79

.84

.85

.89



1 Introducao

A percepcéo e idéia de simetria vem de muito tempo atrds, mais precisamente das civiliza-
¢Oes antigas que notavam regularidades e padrdes caracteristicos inerentes a natureza, com tais
simetrias como inspiracao na construcao de obras de artes, construcoes arquitetonicas etc. Mais
adiante com outras civilizacoes como a grega, o estudo da simetria foi tomando mais forma e sendo
mais aprofundado, como por exemplo no estudo de figuras geométricas. Na Ref. [2| temos que no
Timeu de Platdo é apresentado uma descri¢do para os elementos naturais usando poliedros regu-
lares, onde o fogo teria a forma de tetraedo regular, a terra a forma de um cubo, a 4gua a forma de
um icosaedro e o universo um dodecaedro regular. Além do mais estas figuras foram usadas para

uma descricao fisica da arquitetura planetaria no livro "Mysterium Cosmographicum"de Kepler.

Em um concepcao morderna temos que além da beleza e harmonia o conceito de simetria se
fudamenta em uma relacao de igualdade, ou seja, o objeto em estudo deve apresentar suas mesmas
caracteristicas sendo invariante ao realizarmos algumas operacoes sobre ele. Na geometria temos
que certas formas apresentam invaridncia devido a algumas trasformacoes ou operacdes. Estas
transformacdes estao incluidas em uma area da matemética chamada teoria de grupos. Um grupo
geralmente esta associado a alguma simetria e operacoes de simetria. Na fisica vemos que suas leis
possuem invariancia sobre certas transformagoes de simetrias continuas e que essa invariancia leva
a conservacao de grandezas fisicas segundo o teorema de Noether. Na relatividade de Einstein
temos a simetria de Lorentz que diz que as leis da fisica sdo invariantes para observadores em
referenciais inerciais. O grupo relacionado a esta simetria é o grupo de Lorentz do qual podemos
derivar a equacao de Dirac que é uma equacdo quantica relativistica que descreve férmions. Em
teorias modernas como a do Modelo Padrao (MP), que é uma teoria quantica relativistica de
campo e que descreve as forcas fundamentais da natureza, temos que sua caracterizacao é dada

pelos grupos SU(3) x SU(2) x U(1).

Um outro viés do estudo de simetria é o caso de quebra de simetria de onde novas simetrias
sao reveladas e que objetos de estudos que sdo invariantes sobre a transformacao de simetria
inicial ndo apresentam mais esta invaridncia. Na fisica a quebra de simetria pode ocorrer de
duas formas: esponténea e explicita. A quebra espontanea ocorre quando o estado fundamental
ou de minima energia de um sistema fisico ndo € mais invariante sob operacoes de simetrias da
condicdo inicial do sistema. Exemplos de quebra de simetria espontanea é o caso do potencial
#*, mecanismo de Higgs etc. Ja na quebra de simetria explicita sao adicionados & mao termos,
geralmentes tensores ou vetores nomeados como campos de fundo, advindos de uma quebra de
simetria de uma teoria numa escala de maior energia. Espera-se que estes termos tenham valor
esperado diferente de zero, ou seja, (0|7#|0) # 0*. Como exemplo de quebra esponténea em uma

teoria € o que foi desenvolvido por Kostelecky e Colladay na Ref [3]. Neste trabalho foi prosposto



1 Introducdo 12

termos de violacdo de simetria de Lorentz e CPT que posteriormente foram adicionados ao MP
formando o Modelo Padrao Estendido (MPE) que é uma modificagdo do Modelo Padrao com a
inclusao dos termos de quebra de simetria de Lorentz e CPT e sendo uma teoria mais completa.
Um destes termos é o b* referente ao setor fermionico do MPE e que é objeto de estudo neste
trabalho, como foi desenvolvido e detalhado no capitulo 2. Desde a formulacdo do MPE muitos
trabalhos foram desenvolvidos com respeito & quebra de simetria de Lorentz e CPT a fim de
restringir o valores dos campos de fundo e em transicoes 15-2S do hidrogénio e anti hidrogénio,
como proposto nas Ref. [15], [19], [4]. Os efeitos dos termos de viola¢do de simetria podem ser
discutidos também no contexto de sistemas de matéria condensada (grafenos, redes opticas etc)
como proposto na Ref. [29] onde se analisa o tunelamento de Klein para a equagido modificada de
Dirac com o campo de fundo b*. Neste trabalho, como pode ser visto no capitulo 4, realizamos
um estudo da equacao de Dirac modificada com o termo de campo de fundo b* para o modelo de
Kronig-Peney de uma rede cristalina unidimensional da qual analisaremos as relacoes de bandas de
energia devido & introducao deste termo. Temos também que o estudo dos termos de violagao de
Lorentz pode ser feito em teorias quanticas nao relativisticas, como na teoria quéntica ondulatoria
de Schrodinger. Isto é feito considerando o caso de limite nao relativistico no setor fermiénico do
MPE, abordado em Ref. [26]. Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos neste limite em sistemas de
matéria condensada [13]. Outros trabalhos como na Ref. [12] propréem que a violagdo de Lorentz

se manifeste na mecanica quantica nao relativistica.

Um outro objeto de estudo neste trabalho, desenvolvido no capitulo 3, é o modelo de Kronig-
Penney para uma cristal unidimensional, com o objetivo de encontrar a relagao para as bandas de
energia permitidas desse cristal. Estes apresentam uma periodicidade nos ions que os constituem,
possuindo uma simetria translacional. O modelo de Kronig-Penney (KP) é proposto na teoria de
elétrons quase livres onde ocorre a interacao destes com os ions da rede. No modelo de elétrons
livres ndo era considerado a influéncia dos fons e muitos fenémenos como o surgimento de bandas
e "gaps'de energia e a consequente propriedade de ser um condutor, semi-condutor ou isolante de
um metal ndo eram explicadas. Como veremos, as bandas e os "gaps'"de energia sao causados por
reflexbes de Bragg na rede cristalina. Ainda no capitulo 3 desenvolvemos o modelo de Kronig-
Penney para um potencial de tipo § e do tipo poco, obtendo as relagdes para as bandas de energia
e verificando que para este 1ltimo, no limite em que o potencial tende ao infinito e que a largura da
barreira tende a zero, ele equivale ao resultado obtido no potencial 4. Além do mais analisamos
o caso do modelo de KP relativistico onde verificamos que as bandas de energia apresentam a
mesma estrutura das obtidas anteriormente com a diferenca de que a relacdo de banda possui
uma quantidade adimensional I', que é definida como uma razao que envolve os momentos e a
energia. Outra diferenca importante é que os efeitos relativisticos levam a redugdo relativistica

da largura das bandas e dos "gaps".

Por fim, no capitulo 4, e como principal objetivo deste trabalho, desenvolvemos o modelo de
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KP quéntico-relativistico com introducao do termo de violagao de Lorentz b* na equagao de Dirac
(equagao de Dirac modificada). Usamos do procedimento do capitulo 3 para encontrar as bandas
de energia para este caso. Primeiramente, iniciamos o capitulo 4 com o vetor de fundo do tipo
tempo b* = (bo, O), obtendo a relagdo para as bandas de energia. Em seguida trabalhamos com
o vetor de fundo do tipo espago b* = (0,b), obtendo a relagdo para as bandas de energia deste
caso. Por uma analise dos resultados iniciais vemos que as relagoes para as bandas de energia no
caso tipo tempo apresentam uma estrutura de banda diferente das obtidas no capitulo anterior,
agora com a presenca do termo b°. No caso tipo espaco vemos que apresentam a mesma estrutura
das bandas obtidas no capitulo 3 com a diferenga de que a quantidade adimensional I" tem uma

composicao diferente com o termos b.
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2 Simetrias, simetria de Lorentz, grupo de
L orentz, quebra de simetria

Pela definicdo na Ref. [8] "uma coisa é simétrica se alguém puder submeté-la a uma deter-
minada operagdo e esta coisa parecer exatamente a mesma apos esta operacao”". A histoéria e
estudo da simetria comeca com os gregos, indicando inicialmente uma relacao de comensurabili-
dade. Além da comensurabilidade, que se tornou uma propriedade mais especifica da simetria,
outras propriedades se tornaram importantes para o conceito de simetria como harmonia, belaza

e unidade, Ref. [2].

Por conhecimento histérico, cientifico, factual, e por observagao ao nosso redor, podemos notar
que a simetria se faz presente em diversas areas do conhecimento, assim como na prépria natureza
em si. No que diz respeito as ciéncias humanas, temos a utilizacdo da simetria nas artes plasticas
em geral, arquitetura, misica, etc. sendo um elemento importante na busca do belo e da harmonia
nessas areas. Nas ciéncias exatas, simetria é introduzida como um aspecto caracteristico de alguns
sistemas naturais ou abstratos. Na fisica existem diversas simetrias importantes como: invariancia
translacional no espago e no tempo, invaridncia rotacional etc. Como um exemplo temos as
estruturas cristalinas periédicas com simetrias translacionais em que a mesma configuragdo de
rede é observada ao nos deslocarmos para uma célula seguinte do cristal ou ao fazermos uma
determinada rotagdo em relacdo a algum eixo que passa por essa célula. Além destes tipos temos
muitas outras simetrias, que caracterizam propriedades geométricas de campos e quantidades
vetoriais tais como as axiais, radiais, centrais. Existem também as simetrias das leis da fisica sob
algumas transformagoes. Existem as simetrias discretas do teorema CPT, relacionadas a carga,
paridade e tempo. A simetria do principio da relatividade, estabelecida por Einstein em 1905, é
um marco na historia da fisica e configura um novo tipo de simetria , que é hoje denominada de

simetria de Lorentz, sendo uns dos elementos de estudo do presente trabalho.

2.1 Simetrias na fisica e quantidades conservadas

As simetrias e o seu estudo desempenham um papel importante na fisica pois estao direta-

mente relacionadas a quantidades fisicas conservadas ou invariantes. Pelo teorema de Noether
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temos que para cada simetria continua em fisica existe uma lei de conservacdo. As simetrias
dos sistemas fisicos podem ser classificadas em continuas e discretas. Como simetrias continuas
temos a homogeneidade do espaco ou do tempo, que garatem, respectivamente, a conservacao do
momento e da energia. Temos também a isotropia do espaco que leva a conservacao do momento
angular e as simetrias de '"gauge"e a simetria de Lorentz. Como exemplo de simetrias discre-
tas temos as simetrias C (carga), P (paridade) e T (tempo) importantes em sistemas quanticos

relativisticos como aqueles descritos pela equacao de Dirac, que é invariante sob C, P e T.

Iniciamos, como exemplo, mostrando que as operacoes de translacao e rotacao aplicadas na
segunda lei de Newton garantem a homogeneidade e isotropia do espacgo para esta lei. Conside-
rando dois observadores que estdo nos sistemas inerciais A e B com B a uma distancia d de A,
tomando A como a origem. Queremos saber se a mesma lei fisica em consideragdo se apresenta
da mesma forma para o observador B transladado. Considerando que ambos medem um forga,
restrita na direcao x, em um ponto P a uma distancia x de A e distante X =z — d de B, temos

que as forcas medidas por A e B si0, respectivamente

F, = mf;f, (2.1)
Fx = mcgt); (2.2)

Substituindo o valor de X em (2.2), obtemos
N ) N Fy, (2.3)

= Mm—-
dt? dt?
0 que demonstra que para o observador B a segunda lei de Newton se comporta da mesma

forma para o observador em A. Dizemos entdo que esta lei é invariante perante uma operacao de

translacao e portanto é homogénea no espago.

Verificamos agora com se d4 a transformacdo da segunda lei de Newton sob a operacado de
rotacao. Consideramos os mesmos observadores A e B com o sistema referencial na mesma origem
e com B rotacionado por um angulo 6 em relagao a abicissa de A. Temos que a relagio de

transformacao entre as coordenadas de cada observador é dada por

x = xmcosf+ysinb, (2.4)
y = ycosh —xsind, (2.5)
z = z (2.6)
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A relacdo entre as componentes da forca para os dois observadores é dada por

F, = Fycosf+ Fysin6, (2.7)
Fé = F,cosf — F,sin0, (2.8)
F, = F.,. (2.9)

Diferenciando as equagoes (2.4), (2.5) e (2.6) em relacdo ao tempo e depois multplicando pela

massa, sabendo que o angulo 6 é constante, obtemos

2, 2 2
m% = Cjﬁ;ﬁ cos 0 + m(jltg sin 6, (2.10)

%y d?y d?
md—t'z = mﬁ cos ) — md—f sin 6, (2.11)
7 = = (2.12)

Como as equagoes (2.7), (2.8) e (2.9) podem ser escritas da seguinte forma

d? d?
F. = dtf cost + — T 4 sin 6, (2.13)
d%y d?
Fé = WCO s — TZSIDQ (214)
/ d*z
F, = — 2.1
z dt2 ’ ( 5)

comparando os lados direitos de (2.10) até (2.15) temos que para o observador B rotacionado a

segunda lei de Newton é preservada, mostrando assim a sua caracteristica isotropica.

2.2 Simetria de Lorentz e grupo de Lorentz

Antes de abordamos a violacdo de simetria de Lorentz, precisamos explanar sobre esta si-
metria e suas propriedades. A simetria de Lorentz consiste na invaridncia das leis fisicas sob
as transformacdes de Lorentz, como inicialmente demonstrado por Lorentz para as equagoes de
Maxwell. O mesmo vale para a equacdo de Dirac e eletrodindmica quéntica, assim como para
as outras teoria do Modelo Padrao das interacoes fundamentais. No fundo, tal invarianica é o
cerne do principio da relatividade, um dos postulados da Teoria da Relatividade Restrita (TRR),

enunciados por Einstein em 1905. A TRR est4 alicercada nos postulados abaixo [24]:

1. Todos os referenciais sfo equivalentes, de modo que as leis fisicas sdo escritas na mesma

forma em todos os referenciais.

2. A velocidade da luz no vacuo assume o mesmo valor, ¢, em todos os referenciais inerciais,

sendo uma constante universal.

As transformacgoes de coordenadas entre dois referenciais inerciais, S e S’, sdo dadas através
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da seguinte relacao:

aH = AP 2V + P (2.16)
com ,
ox'H
A= ST 2.1
v g (2.17)

onde AL s3o os elementos da matriz de Lorentz, A, e ¢ ¢ o paramentro de translacio, sendo estas
transformacoes pertecentes ao grupo de Poincaré. Com (¥ = 0, temos as transformagdes do grupo
de Lorentz. Importante mencionar que estas transformacoes deixam invariante a distdncia entre

dois pontos no espaco de Minkowski, medida por referenciais diferentes, ou seja,
ds® = ds". (2.18)

Podemos demonstrar que no espaco de Minkoswki as transformacoes de Lorentz deixam invariante

o intervalo relativistico assim como a métrica g,,,, aqui definida por

Juv = (1,-1,—-1,-1). (2.19)

Sabemos que
ds* = gudatda, (2.20)
ds? = gagdmlada:lﬁ = gagAZ‘AEda:“dx’j, (2.21)

obtemos pela comparagao da Eq. (2.20) com (2.21), que
9apNIA] = gy, (2.22)
que se escreve também na forma matricial,
ATgA =g, (2.23)

onde A é a matriz do grupo Lorentz, que possui uma estrutura do tipo O(1,3). A relacdo (2.23)

nos diz que o tensor métrico g, ¢ invariante sob as transformacoes de Lorentz.

Tomando o determinante de relagao (2.23), temos
det g = det(ATgA) = det(A)? det(g), (2.24)

o que implica em

det A = +1, (2.25)

que determina os dois tipos de transformagoes de Lorentz: as proprias (det A = +1) e as improprias

(det A = —1).
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Da Eq. (2.23), com u =0 e v = 0, temos
2
(9" =1+ (af)" (2.26)
k

0 que é compativel com ‘Ag‘ > 1. Podemos entao fazer a seguinte classificacdo para as transfoma-

¢oes de Lorentz:

det(A) = 41, A > +1 (propria ortécrona), (2.27)
det(A) = 41, AJ < —1 (propria ndo-ortécrona), (2.28)
det(A) = —1, A > +1 (impropia ortocrona), (2.29)
det(A) = —1, A) < —1 (imprépria ndo-ortocrona), (2.30)

com (2.27) pertencendo ao subgrupo Ll e (2.28), (2.29) e (2.30) aos subconjuntos LY, LT LY | res-
pectivamente. Destes subconjuntos somente Ll forma um grupo ou subgrupo propriamente, e serd
estudado com mais detalhes ao encontrarmos os seus geradores. Como exemplo transformacoes
associadas a L1 temos as rotacgbes espaciais proprias e os "boosts"de pseudo rotacoes. O grupo
Ll apresenta 6 parametros idependentes: 3 associados as trés rotacoes espaciais e 3 associados

aos "boosts". Os subconjuntos, Li, LT_, L} ndo constituem grupos propriamente ditos.

Para a construcao do geradores do grupo Ll, fazemos a seguinte proposta
A = el (2.31)
onde L é uma matriz 4 x4 e A € Ll. Tomando o determinante da expressao (2.31),
det A = 1 = det(e'") = 77D (2.32)

vemos que Tr(L) = 0 e as matrizes L devem ser reais. Para conhecer outras caracteristicas das

matrizes L, trabalhamos com a relacao (2.23), multiplicando-a por g. Temos assim que

gA g = gg = 14xa, (2.33)
As matrizes L e A satisfazem,
gL'g = -L,
(gL)T = —gL. (2.34)

0 que permite inferir que L deve ser simétrica no setor temporal, Ly; = L;g, € antisimétrica no
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setor espacial, L;; = —Lj;, além de ter trago nulo, ou seja,

0 Lot Loz Lo
L 0 L L
I — 10 12 13 . (235>
Loy —Loy 0  Los

Lsp —Ls1 —Lsz O
Os elementos da primeira coluna e da primeira linha sdo simétricos e correspondem aos boosts,

enquanto o restante corresponde as rotagoes no espago. Podemos agora determinar os geradores,

comecando pelos geradores de boosts a partir da expressao

48ABoosts

Ki = —i— 2, (2.36)
Ccom
0100 0010 000 1
1000 0000 0000
K, = K, = VK, = (2.37)
0000 1000 0000
0000 0000 1000

Para as rotacOes espaciais usamos a mesma relagdo dada em (2.36) com a diferenga que agora

usamos as matrizes de rotacao A,otecao, Obtendo assim

00 0 000 0 0 0 00
00 0 0 000 —1 0 0 10

Jp = = g = (2.38)
00 1 000 0 0 -1 0 0
00 —1 0 010 0 0 0 00

Podemos generalizar Apoosts € Arotacao Para boosts em uma dire¢ao abritraria dada pelo vetor 3

e para rotacao em torno de eixo qualquer, n, respectivamente, dados por

A Boosts (B) = eik~®’ (239)

Arota(;&o (9) = eiJ~ﬁ0’ (240)
Ccom

© =3 = (tanh ™ B). (2.41)

Temos assim que uma transformacao geral do subgrupo de Lorentz L1 podem ser definidas como

A= ABoosts (5) Arotagao (9) — A= ei(k'8+J'ﬁ9). (2.42)
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Para os geradores K; e J;, temos as seguintes relacoes de comutagao

(K, K] = —igijudi,
i, K] = ieijnKg,
[JZ', Jj] = isijk,’Jk- (2.43)

As relagoes de comutacao (2.43) podem ser desacopladas usando as seguintes relagoes

1

A = §(J—I—z’K), (2.44)
1

B = §(J—iK), (2.45)

obtendo as novas relacoes de comutagao

[Ai, Ajl = deijiAr,

[Bi, Bj| = icijkDx,

[A4;,B;] = 0. (2.46)

Estas relagdes de comutacao satisfazem a algebra do grupo SU(2), portanto podemos pensar no

grupo de Lorentz como um produto tensorial de SU(2) @ SU(2).

2.2.1 Representacoes espinorais do grupo de Lorentz

Estudaremos agora as representacoes espinorais do grupo de Lorentz e verificaremos que esta
representacao junto com os subgrupo Ll levam & equacgdo de Dirac. Devido a estrutura SU(2) ®
SU(2) do subgrupo Ll podemos rotular um par de nameros quanticos, (j,j’), correspondentes
aos autovalores do operador momento angular, com A associado a je B a j'. Paraj’=0, B=0
e

J=14iK, com (j,0). (2.47)

Para j =0, tem-se A=0¢e
J=—iK, com (0, j'). (2.48)

Pela equivaléncia entre os grupos SO(3) e SU(2) temos que para J — % estes grupos apresentam

a mesma algebra de Lie. Para as relagoes (2.47) e (2.48) obtemos

K = 4%, com (4,0) , (2.49)

K = z% com (0, 7). (2.50)

Para as representagoes (j,0) e (0, j') temos dois tipos de espinores: do tipo I, com

, 5!
1 1 o o

= (=0 J=— 3 K=—i— 2.51

J 27 (27 )_> 2_> 127 ( )
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com a seguinte transformacao

Para o espinor do tipo II temos

1 1 o o
== )=J==—>K=i- 2.
J=3 073) 5 g (2.53)
tendo a seguinte transformacao
n— 1 = dEOHTA0), _ e(—%-@—&-i%ﬁ@)m (2.54)

com ( e 7 sendo os espinores. As transformacoes (2.52) e (2.54) podem ser escritas como

¢ = M, (2.55)
n = Nn, (2.56)
com
M = ¢i(580-i50) (2.57)
N = (i(§00+i5-0) (2.58)

Temos que as matrizes M e N pertence ao grupo SL(2, C), possuem determinante 1 e seus 4
elementos sdo complexos, onde (4,0) e (0, ;') ndo sdo equivalentes por N e M nao possuir uma

transformacao de similaridade do tipo

N=SMs. (2.59)
No entando existe uma outra transformacao que é valida, dada por

N =aMa™, (2.60)

com

a = —ios. (2.61)

Do que foi obtido vemos que existem dois tipos de espinores, I e II, constituindo a representacao

espinoral do grupo Ll.

Trabalharemos agora com bi espinor para a obtencao da equacdo de Dirac. Antes disto
devemos falar sobre o operador paridade P que tem como caracteristica a reversdo da orientacao

espacial do eixos coordenados, ndo valendo esta operacdo para vetores axiais, que sdo pseudo-
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vetores e nao sao alterados por esta transformacao. Como exemplo de aplicagdo de P temos

r — -r, (2.62)
v = v, (2.63)

- —-K, (2.64)
J — J, (2.65)

nao alterando o gerador J devido a sua natureza axial. Temos também que a operagdo de paridade

pode ser aplicada a espinores do tipo I e II,
o (2.66)

Temos que a operacdo de paridade cria uma correspondéncia direta entre as representacoes (0, %)

e (%, 0). Podemos assim fazer um tratamento unificado dos espinores ¢ e 1 pelo uso de 4-espinores:

W= : (2.67)

sendo que ( e 1 possuem duas componentes cada. As trasformacoes de Lorentz para os espinores

¢é dada por
¥ = =AY, (2.68)
onde
\ ei(g-ﬁeﬂg-@) 0 (2.69)
- 0 oi(§00+i5-©) '

Podemos agora construir a equacao de Dirac. Consideramos que ¢ — ¢p e n — ¢, com R
indicando "Right "e L indicando "Left ". Consideramos também um boost puro, ou seja, com

0 = 0. Temos assim que

br — Or=e2%pp, (2.70)
o, — o, =e 2%, (2.71)

Trabalhamos inicialmente com (2.70). O termo e7'© pode ser escrito como

ez® = cosh(%) +io - B(i Sinh(%)), (2.72)
o que leva a
, © s O
O = COSh(E) +o- 6(81nh(§)) p- (2.73)
Se considerarmos que
¢ r(0), representando uma particula em repouso (p=0), (2.74)

®r(p), representando uma particula em movimento (p # 0), (2.75)
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a equagao (2.70) pode ser escrita como

- [

Va4 o p E;ﬁ4¢ﬂm (276)

E

Frlp) = +m+”?]%m» 2.77)

[2m (E + m)]?

com

cosh® = 7, (2.78)

sinh® = ~p3,

E
S (2.79)

&, (p) = E+m‘”31%m» (2.80)
2m (E + m)]2

Temos que, para a particula em repouso, ndo se pode definir a posicao do spin sobre o momento

que é nulo, levando a seguinte condigao

61(0) = 91,(0), (2.81)
o que nos d4 as seguintes equacdes:
6plp) = - 1E+o Bl o(r). (2.52)
6u(0) = - [E 0 plop(r). (2.83)

Podemos escrever (2.82) e (2.83) em uma forma matricial

-m  E+4o-p)\ [¢r(p)

=0. (2.84)
E-o-p -m ¢r(p)
Podemos escrever a matriz 4 x 4 de (2.84) da seguinte forma
—m E+o-p ,
="E +'p; — mlygs = v*py — m. (2.85)

E—-o-p —-m

Temos assim que, substituindo (2.85) em (2.84) obtemos

(Y'pu —m) ¥(p) =0, (2.86)
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com
0 1
P = 22, (2.87)
loxos 0O
. 0 —o
- (). (2.9
ot 0

A equacao (2.86) é a equagao de Dirac, obtida das transformagoes de espinores ¢p(p) e ¢ (p) sob

acao do grupo de Lorentz LL. Para particulas de massa m = 0, temos as seguintes equagoes

(E+o-p)érlp) = 0, (2.89)
(E—a-p)orlp) = 0, (2.90)

que sao as equagoes de Weyl com ¢p(p) e ¢ (p) sendo os espinores de Weyl e caracterizados por
serem auto estados do operador helicidade o - p, operador que fornece a projecao do spin sobre o

momento. Temos que, para m = 0, E' = p, as aquagoes (2.89) e (2.90) ficam escritas como

(E+o-p)¢or(p) = 0= (o-D)drlp) =—dr(p), (2.91)
(E+0o-p)or(p) = 0= (0-D)or(p) = drp), (2.92)

de onde vemos que ¢p(p) tem helicidade +1, enquanto ¢r(p) possui helicidade —1.

2.3 Quebra espontanea de simetria: potencial ¢*

Assim como existem sistemas simeétricos na natureza, a quebra das simetrias ¢ um fendmeno
que também se mostra presente em varios sistemas fisicos. A chamada quebra espontanea de
simetria ocorre quando o sistema fisico passa a exibir uma outa configuragao apos esta quebra,
como na transicao de fase do ferromagnetismo do modelo de Ising, onde se observa a geracdo de
uma magnetizacao M (em direcao aleatoria) quando a temperatura do material é reduzida abaixo
da chamada temperatura critica. A direcdo do vetor M passa entdo a designar uma dire¢io
preferencial, o que implica na quebra da isotropia espacial apos a transi¢ao de fase [10], [17]. A
quebra espontinea de simetria ocorre também na fisica de particulas, onde o mecanismo de Higgs
é responsavel por gerar massa para as particulas do modelo padrao, associada ao valor esperado
no vacuo do campo escalar. Na quebra espontinea de simetria o vicuo ou o estado fundamental
do sistema trabalhado nao compartilha a simetria deste, ou seja, ndo permanece invariante pela
simetria da lagrangeana dada. Em resumo, numa quebra espontinea de simetria, um sistema,
inicialmente simétrico, sofre uma transicdo de fase, tornando-se menos simétrico e passando a
manifestar os efeitos da quebra de simetria. Uma outra forma de considerar violacdo de simetrias
é partindo de lagrangeanas que ja contém, de fnicio, em seu bojo, os termos de quebra da simetria.

Neste caso, dizemos que a quebra de simetria ocorre de forma explicita.
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No préximo capitulo, apresentaremos alguns elementos do Modelo Padrao Estendido de Kos-
telecky & Colladay, uma extensao do Modelo Padrao (MP), gerada através da inclusao de tensores
de violacao da simetria de Lorentz na lagrangeana do MP. Em sua concepcao, tais tensores sao
gerados através de uma quebra espontinea de simetria de Lorentz, que ocorre numa teoria de cam-
pos primordial, na escala de altissimas energias (escala de Planck). Apos tal quebra, tais tensores,
gerados como valores esperados no vacuo, sao acoplados aos campos fisicos do MP, formatando
uma lagrangeana com quebra explicita da simetria de Lorentz. Parte desta lagrangena, atinente

aos setores fotonico e fermidnico, serd apresentada no proximo capitulo.

Para um visualizacao melhor de como ocorre a quebra espontanea de simetria, usaremos o
modelo com potencial ¢*, exemplo geralmente abordado em teoria classica de campos [22], onde

consideramos um sistema com campo escalar ¢ real, definido pela seguinte lagrangeana:
1
L= 50,60"6 = V(6), (2.93)
com
1 90, Ay
V(9) = gm7¢" + 197, (2.94)
sendo A > 0 e £ é invariante sob a operagdo de simetria
¢ — —o¢. (2.95)
A energia total relacionada a este modelo é dada por
1 1 1 A
B [ (50007 +5 @07 + st + ") s (2.96)

de onde queremos obter o estado fundamental, ou seja, uma configuracio de campo ¢ com minimo
de energia. No estado fudamental temos que ¢ é independente do tempo e homogéneo no espaco,

ou seja,

o = 0, (2.97)
O = 0, (2.98)

restando apenas a analise das derivadas primeiras e segundas do potencial V(¢). Fazemos a

primeira derivada, dada por

dv (¢
dfb ) _ ¢ (m*+\¢?) =0, (2.99)
que fornece os seguintes pontos de extremizacao:
¢ = 0, (2.100)
2
m
(90)? = - (2.101)

Como A > 0 devemos analisar os caso para o qual m? > 0 e m? < 0. Comecando pelo primeiro

caso (m? > 0), temos que ¢; = 0 constitui o tnico ponto extremo, pois de acordo com a Eq.
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(2.101), ¢4 se torna imaginério, contradizendo a defini¢cdo anterior de que os campos sdo reais.

Realizando a segunda derivada do potencial, avaliada sobre no ponto ¢, obtemos,

(dQV(cé)
de¢?

) =m? 4+ 3\¢7 =m? > 0. (2.102)
$=¢1

Vemos entao que ¢; ¢ um ponto de minimo, como visto na Fig. (2.1), sendo compativel com a

simetria da lagrangeana sob a transformagao (2.95).

Vamos agora examinar a condi¢do m? < 0. Neste caso, a segunda derivada do potencial, ao

ser avaliada no extremo ¢, = 0, fornece

<d2v(¢)
do?

) =m? 4+ 3\ = m? <0, (2.103)
6=,

mostrando que agora se trata de um ponto de maximo. No segundo ponto de extremizagdo, dado

na Eq. (2.101), a derivada segunda vale:

(dQV(cb)
de?

> =m? 4+ 3)\¢3 = —2m? > 0, (2.104)
$=0,

o que configura condi¢do de minimo de potencial. Tal condicao, na verdade, demarca dois pontos

sobre o eixo do campo ¢, dados abaixo:

U

= 4+—
d)2:|: )\7

(2.105)
onde foi feito u?> = —m? > 0. Vemos que os pontos (2.105) representam o estado fundamental do
campo ¢. A Fig. (2.1) ilustra o perfil do potencial A¢*. As excitacdes desta teoria, definidas em
torno do estado de vacuo, nao sdo invariantes sob operacdo a ¢ — —¢, configurando a quebra

de simetria espontanea do modelo em questdo. Maiores detalhes sobre esse processo podem ser

encontrados no capitulo 5 da Ref. [22].

’ V() Vig)

@ ] i )

Figura 2.1: Grafico para os valores de vacuo do modelo ¢* onde foi considerado para (a) e (b), respecti-
vamente, as condigoes m > 0e m < 0.
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3 Viwolacao da simetria de Lorentz e Modelo
Padrao Estendido

E fato conhecido que a simetria de Lorentz é a simetria subjacente da teoria da relatividade
restrita e uma baliza fundamental das modernas teorias quéantico-relativisticas. A violagdo de
simetria de Lorentz (VSL) foi proposta por Kostelecky e Samuel inicialmente no contexto de
Teoria de Cordas [26], num regime de altissimas energias, nas proximidades da escala de Planck.
Neste regime, existe a possibilidade da quebra espontanea da simetria de Lorentz, que ao ocorrer,
gera valores esperados no vacuo de quantidades tensoriais. Tais quantidades atuam como campos
de fundo (de natureza tensorial), fixos no espaco-tempo, que entdo se acoplam aos campos fisicos
do Modelo Padrao (MP). Os termos de acoplamento campo-de-fundo-campo-fisico sdo aqueles que
sao adicionados a estrutura do MP usual, compondo assim o chamado Modelo Padrao Estendido
(MPE) [4]. E também conhecido que os termos de VSL podem ou nao violar a simetria CPT, de
modo que podem ser classificados em termos CPT-pares ou CPT-impares. Este modelo constitui
o principal arcabouco teérico para avaliar as consequéncias da violacdo da simetria de Lorentz
na atualidade, em todos os setores do MP, incluindo fétons, férmions, 1éptons e hadrons. De
outra forma, podemos dizer que hé termos de VSL nos setor eletromagnético e de Dirac, podendo
tambem ser inseridos na teoria eletrofraca de Weinberg-Salam e na interacao forte dos quarks e
hadrons (cromodinémica quantica). A VSL implica no aparecimento de dire¢oes privilegiadas no

espaco-tempo, que conferem comportamentos anisotrépicos aos sistemas fisicos considerados.

O MPE preserva diversas propriedades importantes do MP, como a conservacdo da energia
e do momento (invariéncia translacional do espago-tempo), a simetria de calibre dos setores ele-
tromageético, eletrofraco e forte, SU(3) x SU(2) x U(1), a renormalizacdo das interagoes (em sua
versao minima). Preserva também a simetria de Lorentz do ponto de vista do referencial do
observador. Como se sabe, existem dois tipos de transformagtes de Lorentz: a transformacao
do observador e da particula. Na transformacdo do observador, o campo de fundo se transforma
covariantemente, como um vetor ou tensor genuino, de modo que os termos constituidos como
contragoes tensoriais com os campos fisicos, resultam em escalares de Lorentz. Seja K, um tensor
de VSL, fixo no espaco-tempo, pertencente & estrutura do MPE. Ao ser contraido com o campo
eletromagético, forma a seguinte estrutura invariante de calibre e invariante de Lorentz: K, F'*".

Sado termos deste tipo que compdem a lagrangeana do MPE. No entanto, sob a transformagao
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no referencial das particulas, o campo de fundo nao se transforma como vetor ou tensor genuino,

gerando contracoes tensoriais que nao sao invariantes de Lorentz.

A densidade lagrangeana do MPE pode ser escrito como
Lype =Lyp+Lrv + .. (3.1)

onde Lp;p corresponde a densidade lagrangeana do MP minimo e Ly representa os termos de
violacdo de Lorentz e CPT, composta por escalares de Lorentz, no referencial do observador,
constituidos por contragoes entre os tensores de VSL e os campos fisicos. A seguir, vamos

apresentar alguns elementos essenciais do setor de fétons e setor de férmions do MPE.

3.1 Setor eletromagnético do MPE

Podemos comecar apresentando os termos de VSL no setor U(1) eletromagnético

1 1 1
—ZFWF“” — —uap (Kap) AVFP — 1 (Kr)

L= 1

g FPFP, (3.2)

pro

onde F),, & o tensor do campo eletromagnético, A” é o 4-potencial que representa o campo eletro-
magnético, (Kap)!" = (Kar), (Kap)") é um campo vetorial de fundo CPT-impar, e (KF) uap
é o campo tensorial de fundo CPT-par, que possui 19 termos independentes. A eletrodinamica
CPT-impar, constituida pelo termo €,,03 (Kar)" A”F a8 foi primeiramente estudada por Carroll-

Field-Jackiw [23], sendo regida pela seguinte lagrangeana:

1 1
Lodd = —ZFWFW — o (Kap)" AVF8 — A, JH, (3.3)

podendo ser escrita também na forma de componentes, fazendo (Kap)" = VH,
1 0i ij 1 0 i mlm i A0 mlm i Al 0m
Loda = —7 (2FoF" + FyFY) - 5 [eoﬂmv ATF™ 4 e VIAO R L 9eq0 ViALR } . (3.4)

ou ainda,

zoddzl(EQ—B2)+%[VO(A-B)—AO(V.B)—V-(AxE)], (3.5)

\V]

601237

onde usamos €pijo3 = 1 = — e

Foi = E*, Fiyp = €1k Br, (3.6)

sendo E* e B* as componentes do campo elétrico e magnético, respectivamente.

Usando a equagado de Euler-Lagrange,

oL ., oL
94, 79 (0,4,)

=0, (3.7)
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obtemos a equacao de movimento,

O F"™ + (K ap)y PP = J°, (3.8)
onde FoB = %eaﬁ“”FW é o tensor dual do campo eletromagnético. As equagoes de Maxwell
modificadas séo

V-E-V-B = p, (3.9)
-0 E+VxB-VB+VXxE = J. (3.10)

A lagrangeana CPT-par foi estudada em detalhes na Ref. [28], sendo dada por

1
4

1

FuuF" = 2 (KF) ag FW RS — A, JH, (3.11)

*Ceven = -

O tensor (KF),,,s tem as simetrias do tensor de Riemann

(KF)achp + (KF)aprﬁ + (KF)agoﬁp = 07 (312)
(KF)aprp == (KF)Vapgp ) (KF)ancp == (KF)aycpp ) (KF)aprp = (KF)proa/ ? (313)

e um duplo traco nulo
(Kp)™ 5 = 0. (3.14)

Assim, este tensor possui 19 componentes independentes, 9 das quais ndo geram birrefringéncia.
Esta lagrangeana pode ser escrita em termos das componentes dos campos elétrico e magnético,
ou seja,

1

1 . ' - |
Loven = =7 @FF" + FyF'7) = 1 [4(Kr)ou; FUFY + 2 (Kp)oy,, FUF™

0ilm

(K i FF™ ] (3.15)

Usando as relacoes (3.6), a (3.15) resulta em

1 1 o .
Leven = 5 (E*-B?) — 1 [4 (KF)oioj E'E? + 2 (KF)gjim €impE BY + (KF) gpim EabqflmquBp] ,
(3.16)
ou melhor,
1 1 o .
Leven = 5 (E*-B?) + 3 [(KDE)M E'E + (kpB)y, E'BY — (kuB) g, Bqu] : (3.17)

onde escrevemos as componentes do tensor (Kr) em termos de 4 matrizes 3 x 3,

(kpe)s (kmB), (kpB), (KHE). (3.18)
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onde
1
(Kr)ojor = —3 (KDE)j » (3.19)
(KF)oitm €mp = (KDB)p » (3.20)
(KF) apim €abg€imp = 2 (KHB) 4p (3.21)

Sabemos que o campo elétrico é impar sob paridade (E — —E), enquanto o campo magnético
¢ par (B — B). Desta forma, as matrizes (kpg) e (kgp) sdo pares sob paridade, enquanto as

matrizes (kpp) e (kgp) sdo P-impares.

3.2 Setor fermidénico no MPE

O setor fermidnico do MPE foi inicialmente densenvolvido por Colladay e Kostelecky na
Ref. [3], consistindo na implementacdo de termos CPT-pares e CPT-impares e violadores da
simetria de Lorentz, na teoria de Dirac, mantendo a estrutura de calibre e renormalizacdo da

teoria. A densidade lagrangeana para o setor fermidnico é dada por

L= %&FV?W — DM, (3.22)

sendo 1 o espinor de Dirac, e
IV = "+ %y, +d"ysy, + e’ +if v + %g’\‘“’a,\u, (3.23)
M = m+aly, + 0"y + %HWJ’“’. (3.24)

As quantidades tensoriais g™, c* | d* e, f¥, a*, b, H, wv representam os campos de fundo que
estao acoplados aos campos fisicos e que violam CPT e a simetria de Lorentz no referencial das
particulas. Estas termos estdo inseridos na lagrangeana (3.22) de forma explicita. Os termos em
(3.23) sao adimensionais enquanto os termos em (3.24) possuem dimensao de massa igual a 1, ou

seja,
] = [ =1 === "] =0, (3.25)

[@"] = [b]=[Hu]=1. (3.26)

Podemos escrever a lagrangeana de Dirac na sua forma extensa,
P-4 - - — DTS R
L= S (0770 + ™, 0 o+ A, D o+ €V o+ if 5 O
1 Apv <5> — — Ml — bV 7 _1’ %
590N 80y | — P — aF P = B Yysy — SYH o, (3.27)

Da equagdo de Euler-Lagrange, obtemos a equagdo de Dirac modificadada com os termos de
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violagao,
(irvo, — M)y = 0. (3.28)

Quanto & questao da violagdo da simetria CPT, a lagrangeana (3.22) contém termos CPT-pares e
CPT-impares. Portanto, nem todos os termos que violam a simetria de Lorentz, violam a simetria
CPT. Os termos de violacdo de rank-1 ou rank-3 (a#, b, e*, f*, g*") sdo CPT-impares, enquanto
aqueles de rank-2 (", d", H,,,) sdo CPT-pares. O ntmero de indice par ou impar indica termos

CPT-pares ou impares.

Um detalhe importante é que nem todos termos na lagrangeana (3.22) violam de fato a
simetria de Lorentz. O ponto é que alguns termos de violagao sao absorvidos sob uma redefinicao

dos campos, caso do termo a*v,,. Considerando a densidade de Lagrangeana de Dirac modificada

pelo termo @au'y“w,
L= i{ﬁ’y”@,ﬂﬁ - mﬂ”ﬁ - a;ﬂ_ﬁ’Y“T/A (3.29)

a0 implementar a redefini¢do espinoral,
P — e~y (3.30)
obtemos

= iﬂ")/uau (eiiauw"d}) - mﬂ”/’ - (ZMZJ’Y‘%D,
= @’Y“aw + il_U’Y“auw - m&w - a;ﬂ_pp)’ul/]?
= Wpy*O — m, (3.31)

recuperando a densidade lagrangeana de Dirac inicial convencional, sem os termos de violacdo.
Uma analise aprofundada sobre a redefinicao de campos é encontrada na Ref. [5], que apresenta

mais detalhes sobre os termos falso-violantes do setor fermiénico.

O termo de VSL, cujos efeitos serdo avaliados neste trabalho em um sistema tipico da fisica
da matéria condensada, é o campo de fundo b, presente na estrutura axial, z_ﬂb#%’y“z/z, e que leva

a seguinte equacao de Dirac modificada:
(iv*0y — bHysy" —m) ¢ = 0. (3.32)

Assim como foi obtida no Apéndice A a relacao de dispersdo e as solucdes espinorais de onda plana,
para a equacao de Dirac pura, podemos fazer o mesmo para a Eq. (3.32). Para isto, iniciamos

com a eq (3.32) escrita no espago dos momentos,

(V'pu = buvsy* —m)v = 0, (3.33)
(p—vsb—m)y = 0. (3.34)
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Multiplicando a Eq. (3.34) pelo operador

(p—sb+m), (3.35)

obtemos
[p* —m® = b* + 5 (pb — Bp)] © = 0, (3.36)
onde usamos pp = p?. Por fim, multiplicando (3.36) por

[p? —m? — 6% — 5 (pb — Bp)] , (3.37)

usando
pb+bp=2(p-b), (3.38)

encontramos a relacao de dispersao desta teoria,
(p° —m® —2)% + 4p%0> —4(p - b)* = 0. (3.39)
Para obtermos as energias podemos considerar, separadamente, o caso em que o campo de

fundo b* é puramente tipo-tempo, b* = (bg,0), ou puramente tipo-espaco, b* = (0,b). As ener-

gias, respectivamente, para estes dois casos, sao dadas por

E = +/p2+m?+ b+ 2p| (3.40)

o\ 1/2
E = + p2—|—m2—|—b2:|:2<m2b2+(b-p)> . (3.41)

As solugbes espinorais podem ser encontradas fazendo-se a seguinte defini¢do para o 4-espinor ) :

b=, (3.42)
P2

onde ¢, e @,y 820 bi-espinores. Inserindo (3.42) na eq. (3.33) e, sabendo que (3.33), pode ser
escrita como

(a-p—E+myy—bpy" +b X)) =0, (3.43)

temos que, ao escrever os termos de (3.43) na forma matricial, esta equacao fornece duas equagoes

espinorais acopladas

(E—m—0o-b)p,+(bo—0-p)y, = 0, (3.44)
(c-p—by)py+(—E—m+0o-b)p, = 0. (3.45)

Podemos resolver as Eqgs. (3.44) e (3.45) de modo a deixar ¢, em funcao de ¢, € py em funcao
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de ¢, da seguinte forma:

o = V;;[(Em)a.p<Em>bobo<a-b>+b~p+z’<a~d>m, (3.46)
Py = %[(E+m)a'-p—(E—i—m)bo—bo(a"b)+b'P+i(U'd)]%01v (347)
1

comd=bxp,e

W = (E+m)*—b? (3.48)
Wi = (E—m)*—b2 (3.49)

Pela equacao de Dirac, observando o 4-espinor v, podemos escrever suas solucdes espinorais ge-

nericamente na seguinte forma:

U
b =N : (3.50)
ByU

com N sendo a constante de normalizacao, ¢; = U, e Bg sendo o operador matricial dado por:

1
By = W[(E%—m)o"p—(E+m)b0—bo(a'~b)+b-p+i(0'-d)]. (3.51)
1
Retonaremos & questao das solucées de particula livre deste modelo no capitulo 5 desta dissertacao.

Desde a formulagao do MPE, muitos trabalhos foram e continuam sendo desenvolvidos a res-
peito da quebra de simetria de Lorentz e CPT. Na Ref. [4], elementos bésicos do MPE foram
analisados, mostrando que algumas caracteristicas importantes das teorias de campos usuais per-
manecem inalteradas, tais como a conservacgao de energia-momento e invaridncia translacional, a
invariancia de calibre, a covaridncia no referencial do observador. E também esperado a positivi-
dade de energia, e preservacao da causalidade, etc... Na Ref. [1], a estabilidade e causalidade sao

preservadas.

Além destes trabalhos, podemos destacar outros, que visam restringir os valores dos campos de
fundo de acordo com dados experimentais conhecidos. No trabalho [15] é mostrado que no limite
nao relativistico o campo de fundo a* nao contribui para efeitos quantitativos dos niveis de energia
do hidrogeénio, diferente do termo b* em que ha uma contribui¢do. A Ref. [19] explora os efeitos
da violacao das simetrias de Lorentz e CPT na espectroscopia do hidrogénio e do anti-hidrogénios
analisando as transi¢des 15-2S e transi¢oes hiperfinas, podendo assim estabelecer limites superiores
sobre a magnitude dos campos de fundo. Um outro trabalho [18], investigou os efeitos de violagao
CPT sobre a fisica do momento magnético andémalo, no contexto de eletrodinamica quéntica.
Podemos citar também o trabalho [18] que envolve os dados sobre a estrutura hiperfina do mton
e 0 seu momento magnético anémalo, usando-os para restringir com mais precisdo a magnitude

dos campos de fundo.

Os efeitos dos termos de violagdo de simetria podem ser discutidos também no contexto de
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sistemas de matéria condensada (grafenos, redes dpticas etc), como proposto pelo trabalho [29],
onde se analisa o tunelamento de Klein para a equacao de Dirac modificada pelo campo de fundo
b*. No presente trabalho, como pode ser visto nos proximos capitulos, realizaremos um estudo da
equagao de Dirac modificada pelo termo de campo de fundo b* sobre o modelo de Kronig-Penney
sobre uma uma rede cristalina unidimensional, da qual analisaremos as relagoes de bandas de

energia devido a introducao deste termo.

3.2.1 Limite nao relativistico para o setor fermiénico do MPE

O estudo do limite ndo relativistico de uma teoria relativistica é de grande interesse, pois é
esperado que neste regime a teoria possa fornecer resultados ja conhecidos de uma teoria quantica,
além de permitir estudar sistemas quénticos sem que seja descartado os efeitos relativisticos.
Um exemplo deste procedimento, usual em livros de mecénica quéntica relativistica, é o caso da
equacao de Pauli, obtida quando fazemos o limite nao relativistico da equacao de Dirac na presenca
de um campo eletromagnético externo, ou seja, quando consideramos p? << m?, edy << m,
obtemos a equagao de Pauli, que é a equagdo de Schrodinger com o termo de interagdo magnética
(o - B). Da equacao de Pauli, vemos que o fator giromagnético de spin ¢ dado por g5 = 2, o dobro

do valor do fator giromagnético orbital (g; = 1), explicado primeiramente pela teoria de Dirac.

O caso do limite nao relativistico do setor fermionico foi abordado na Ref. [27], fornecendo o
seguinte Hamiltoniano nao relativistico:

2

I
Hyp = 2&+A+Bcﬂ+c + Dy +E pka+F PiPE7
m
ppkpl pipEpio’
+G3kl : +Ijklij7 (3.52)

onde os coeficientes de VSL, que surgem do limite nao relativistico do setor fermiénico do MPE,

estao dados abaixo:

A = ag + —mcgy — meg, (3.53)
1 1
Bj = =bj + mdjo — gmejuguio + 5€jxHw, (3.54)
Cj =—a; +m (Coj + Cj()) + me;, (355)
1
Dy = bodjr, — m(djk + dood ji.) — Mekim (2gmlj + gmoo5ﬂ> — &, (3.56)
1
Ejr = m ( —¢jk = 5¢0 ) » (3.57)
1 1 1
Fji = |m(doj + djo) — 3 bj +mdjo + 3 MEjkigmn0 + §€jszmn Okt

1

1
+5 <bz + 2m5jkl9mn0> Ok — mEjkt (gmok + gmoko) » (3.58)
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1
ijl = 5 (ajdkl — mejékl) y (3.59)
1 1
Ijklm = 5 (—b05jm + mdmj + €jman0) Opr + <—mdjk — 2m5knpgnpj> 5lm:| . (3.60)

O Hamiltoniano (3.52) constitui ponto de partida para possiveis estudos da violacdo da sime-
tria de Lorentz em sistemas quanticos da matéria condensada, como na Ref. [13], que examina
efeitos da violacao de Lorentz na mecinica quantica nao relativistica, especificamente conectadas
com correspondéncias com as interagdes spin-orbita do tipo Rashba e Dresselhaus. Na Ref. [12],
examina-se a interacdo spin-6rbita Rashba, que possui vasta aplicagdo em spintroénica. Verifica-se
que ao considerar o termo H,, na equagao de Dirac em seu limite nao relativistico, constatamos
que existe uma relacdo entre o termo de violagdo de Lorentz com a interacao spin-6rbita tipo
Rashba. Na Ref. [21], é realizada uma anéalise do termo de violagao de Lorentz do setor fermionico
na presenca de um termo CPT-par, zl)d’“’%vuw. No regime nao relativistico, é analisado o pro-
blema de fases geométricas em elétrons confinados em anéis unidimensionais, sendo demonstrado
que os coeficientes de violagdo da simetria de Lorentz podem gerar fases geométricas (na ausén-
cia de campo eletromagnético), similares aquelas produzidos pela interagdo Rashba e Dresselhaus

nestes sistemas.

Assim como apresentamos elementos principais dos setores foténico e fermiénico do MPE, as
lagrangeanas do setor eletrofraco e do setor forte, envolvendo campos com estrutura de calibre
nao Abeliana, podem também ser discutidas. Vide Refs. [3], [4], [26]. Como tais termos ndo serdo

abordados nesta dissertacdo, ndo serao apresentados.
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4 Bandas de energia para o modelo de
Kronig-Penney(1D) qudntico e
qudntico-relativistico

Sabe-se que o modelo de elétrons livres explica muito das propriedades fisicas da matéria
condensada, tais como capacidade térmica, condutividade térmica, susceptibilidade magnética
etc. No entanto este modelo nao explica outras propriedades ou caracteristicas dos soélidos, tais
como a diferenca entre condutores, semicondutores e isolantes, a existéncia de valores positivos
para o coeficiente Hall, etc... [11]. Faz-se assim necesséario o desenvolvimento de um novo modelo
que explique tais propriedades, conhecido como modelo de elétrons quase livres, na presenca de
uma rede periédica em um cristal ou um sélido. Esta rede geralmente apresenta simetria de
translacdo entres seus pontos e cada ponto pode ser identificado como um fon. Temos assim
que, no modelo de elétrons quase livres, devemos levar em consideracdo a interagao dos elétrons
de conducao com potenciais peridédicos caracteristicos da sucessao de fons que compdem a rede

cristalina.

Como sabemos, os elétrons em um cristal estdo organizados em bandas de energia e o modelo
de elétrons quase livres afirma que estas bandas estdo separadas por faixas proibidas de energia,
regido, no espaco das energias, que nenhum elétron pode ocupar. A explicagdo para um sélido
ser isolante, condutor ou semicondutor, estd no fato de uma banda de energia ter seus estados

completamente preenchidos ou quase preenchidos, como pode ser visto na Fig.(4.1).

Neste capitulo, abordaremos o modelo de Kronig-Penney, quantico (com potencial § e poten-
cial tipo degrau) e quantico-relativistico, para uma rede cristalina unidimensional. Este modelo
leva em conta a presenca de potenciais periddicos, caracteristicos do modelo de elétrons quase
livres. Como principal objetivo, queremos encontrar as relacoes de banda de energia para este

modelo no contexto de equacao de Schrédinger e de Dirac.
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Figura 4.1: Grafico esquematico para os niveis de energia de metais, semi-metais, e semi-condutores. Retirado
da Ref. [11]

4.1 Potenciais periédicos na equacao de Schrodinger

A maioria do metais apresentam uma estrutura cristalina composta por ions que estao organi-
zados de forma periddica em sua rede cristalina. Esta periodicidade espacial faz com que o metal
apresente simetrias, como a simetria translacional, com tal periodicidade levando as chamadas
bandas de energia, que sao regides onde os elétrons ocupam determinados estados de energia,
como foi mencionado no inicio do capitulo. Junto com as bandas de energia, a periodicidade
acarreta no aparecimento dos "gaps", que s2o regides proibidas para os elétrons e que separam
as regioes de bandas permitidas. A fim de estudar estes metais e encontrar uma relacdo para as
bandas de energia, consideramos o modelo de Kronig-Penney que introduz potenciais periédicos
na equagao de Schrodinger. Antes de estudarmos este modelo precisamos compreender como se
dé a introducao da periodicidade no formalismo quéntico, o que ocorre através do teorema de

Bragg.

Cada ion da rede deve contribuir para o potencial ao longo da mesma. Devido & periodicidade
da estrutura cristalina, que organiza os fons e dtomos do material, o potencial deve apresentar
periodicidade, ou seja,

V(z+a) =V(x), (4.1)

onde a é a constante ou parametro de rede. Com o potencial possuindo esta propriedade e,
sabendo que o termo de energia cinética nao é alterado pela translacdo x — x + a, devemos ter
que o Hamiltoniano do sistema (H = K +V') permanega invariante sob tal translacao, uma vez que

21.2 .~ . ~ .
K = %, sendo A?k? o momento da onda. Para regides sem potencial a solucio para particula
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livre é dada por

U(z) = e, (4.2)
com )y
hk
E=—-. 4.
- (4.3)

Se fizermos * — = + a em (4.2), obtemos
U(z + a) = @t = gthag (), (4.4)

notando que a fungao de onda transladada difere da funcao de onda ¥(x) por um fator de fase

e¢'*@, Tomando o médulo quadratico de (4.4), que é referente 4 densidade de probabilidade,
U (z +a)|* = [¥(2), (4.5)

vemos que a denside de probabilidade permanece invariante ao deslocarmos a func¢do de onda de
um sitio da rede cristalina para outro, ndo havendo distin¢do em fazer medida de um observavel

em um sitio ou outro, pois sao equivalentes por translagao.

Podemos tratar de maneira mais formal o que foi explanado acima. Considerando um operador

D, que translada uma func¢ao por uma distancia a, temos

A

Dof(z) = f(z +a). (4.6)
A invariancia de H quanto & translacio leva a comutacio dos operadores H e ﬁa, ou seja:
[H,D,] = 0. (4.7)

Queremos encontrar os autovalores do operador D, quando aplicado em ¥(x), que satisfaz

Da¥(x) = \¥(z). (4.8)
Para encontrar o valor de A4, fazemos
lA)faDaf(l') = lA)faf(:L' + CL) = f($>7 (49>
que comparando com
D_oDaU(2) = A\aD_¥(z) = AA_aU(x), (4.10)
fornece
AaA_q =1,

0 que é compativel com

Ao = €', (4.11)
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Pela relacao de comutacio (4.7), temos que ¥(z) ¢ autoestado de H e D,. Definindo
u(z) = e W (x), (4.12)

temos que

Dou(z) = eI D (1) = e D00 (1) = ¢ (2) = u(z), (4.13)

notando que u(x) é uma fungao perioédica que se comporta como u(z + a) = u(z). O resultado

acima mostra que um autoestado que é autoestado simultineo de H e D, dever ser da forma
U(x) = e"u(x), (4.14)

com u(x) periddico. Fungdes com esta periodicidade, sdo conhecidas como fungoes Bloch. Te-
mos entdo que as fungoes de Bloch sdo as solugdes da equagdo de Schriodinger para potenciais

periodicos.

4.1.1 Modelo de Kronig-Penney com potencial

Este modelo consiste em uma série de potenciais tipo funcio delta, situados em posicées x
que guardam entre si relagoes de periodicidade, ou seja, * = na, com n sendo um inteiro. O

potencial é entao escrito como
V(x d(z— 4.15
2m a. Z (z = na) ( )

com a sendo a constante de rede e A uma quantidade adimensional. Temos V(z) = 0, para
T # na e a solucio serda aquela para particula livre. Propomos que para a regiao R,, definida
por (n—1)a <z < na, e Ry41, definida em na < x < (n+ 1), as solucdes de particulas "livres"

sejam dadas, respectivamente, por

U,(z) = Apsink(r —na)+ B,cosk(x —na), (4.16)
Vyti(x) = Appisink(z—(n+1)a)+ Bppicosk(x—(n+1)a). (4.17)

A continuidade da func¢ao de onda em z = na implica em V,,11(na) = ¥, (na), ou seja,
— Apasin (kna) + By, cos (kna) = By,. (4.18)

A condigao de descontinuidade para potenciais tipo delta, V = Vpd (x — a), é

a-+e
(du> — <du> = Vo/ dzd (z — a).
dx ate dzr ) ,_. a—e
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Para o caso atual, em x = a, temos

du du 2m\ [oTE 2mA
<dx)a+5 — (dx>a5 = /aE dzd (x —a)u(z) = 2 u(a), (4.19)
que pode ser generalizada para * = a
dv, dv, na+e
( “) - () = A/ dad (z — na) U, (z), (4.20)
dx na+e dx na—e a Jna—e
o que leva a
Apti cos (ka) + Bpyq sin(ka) — kA, = ABn (4.21)
a

Podemos escrever os coeficientes A, 1 e By+1 em funcao de A, e B,,. Para isso multiplicamos

(4.18) por sin(ka) e (4.21) por (cos ka)/k, e fazemos a subtracao dos resultados, obtendo

Apt1 = A, cos (ka) + (g cos (ka) — sin (ka)) By, (4.22)
com
A
9= (4.23)

Para B, multiplicamos (4.18) por cos(ka), e (4.21) por (sin(ka)) /k. Somamos os resultados,
obtendo
By+1 = (gsin (ka) + cos (ka)) By, + Ay, sin (ka) . (4.24)

Reescrevendo (4.16) como
U, (z) =Apsink[(x+a) — (n+1)a] + Bycosk[(x +a) — (n+1)], (4.25)

vemos que (4.25) é igual a (4.17) se fizermos z — x + a em (4.17). Dado isto, pela exigéncia do

teorema de Bloch, (4.14), obtemos:
(2 + a) = 10Ty (z + a) = 199y (1) = 9%y (z) = €190 (), (4.26)

ou seja, devemos ter

\I/n-l-l(x + CL) = eiqa\pn(x), (427)

expressao esta que relaciona as fun¢oes de onda nas regides R, e R,11 e fornece as seguintes

relacoes entre as amplitudes:

Appr = €494, (4.28)
Bni1 = €9B,, (4.29)

Substituindo (4.28) e (4.29) em (4.22) e (4.24), obtemos

Ay (eiq“ —cos (ka)) = By (gcos(ka)—sin (ka)), (4.30)
B, ("% — (gsin (ka) + coska)) = Ay sin(ka). (4.31)
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Para uma solugdo néo trivial, devemos ter A, e B, # 0, o que implica em
(eiqa — cos (ka)) (eiq“ — (gsin(ka) + cos (ka))) = sinka (g cos (ka) — sin (ka)) (4.32)
ou na seguinte forma:
e2iaa _ 9 (cos (ka) + gsin (k:a)) et 41 =0, (4.33)

Se escrevermos as exponenciais de (4.33) em termos de seno e cosseno, separando as partes real e

imaginaria, obtemos duas relagoes:

cos(2ga) — 2 cos(ka) cos(qa) — gsin(ka) cos(qa) +1 = 0, (4.34)
sin(2qa) — 2 cos(ka) sin(ka) — gsin(ka) sin(ga) = 0. (4.35)

Usando as seguintes identidades trinogonométricas:

1
cos®(qa) = B (1 + cos2qa), (4.36)
sin(2ga) = 2sin(qa) cos(qa), (4.37)

nas relacoes (4.34) e (4.35), respectivamente, vemos que ambas se reduzem a

A
cos qa = cos ka + — sin ka, (4.38)
2ka

que é a relagdo nos fornecera as bandas de energia. Vemos que o lado esquerdo de (4.38) esta

sempre limitado por £1, o que restringe os possiveis valores de energia

k%h?

Temos assim que, onde nao ha solucgao de (4.38), sdo as regides proibidas de energia ou os "gaps"que
separam as bandas de energia. Podemos ver, para a equagio (4.38), na Fig.(4.2), as regioes onde
as bandas de energia sao permitidas, ou seja, regioes limitadas entre £1 na qual a curva descrita
pelo lado direito de (4.38) nao excede este limite. Fora deste limite, caracterizado pelos retangulos,

sao as regioes de "gap".
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Figura 4.2: Plot de cosz + % sinz para o modelo de Kronig-Penney unidimensional com potencial delta. O
lado esquerdo de (4.38) tem valores no intervalo [—1,1]. O lado direito é representado pela curva. Nota-se que
a equacao de Schrodinger é satisfeita nas regides onde a curva esta na regiao delimitada pelas retas paralelas a
abscissa. [Grafico retirado de Ref. [9]]

4.2 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Peney(1D) nao
relativistico com potencial do tipo degrau

Como dito anteriormente, o modelo de elétrons livres nao é suficiente para explicar o apa-
recimento de bandas e "gaps'de energia, pois despreza o efeito dos ions, que compoem a rede
cristalina. O modelo de Kronig-Penney leva em consideragao um potencial periédico devido aos
fons que formam a estrutura cristalina periédica. Nesta secao, discutimos um pouco mais sobre
como se da o surgimento das bandas e gaps de energia e sua relacdo com a reflexdo de Bragg,
usando desta vez um potencial tipo degrau periédico. Finalizaremos obtendo a relagdo para as
bandas de energia deste modelo. Antes de abordarmos este modelo e obtermos a relagdo para as
bandas de energia permitidas, devemos ter um melhor entendimento de como surgem as bandas

e gaps de energia.

No modelo de elétrons livres, as funcoes de onda dos elétrons apresentam caracteristicas de

ondas progressivas, sendo definidas usualmente por
(1) ~ eFikr, (4.40)

sendo k o vetor de onda. Para o caso do modelo de elétrons quase livres, quando ocorre a reflexao
de Bragg, nao teremos mais solucoes de ondas progressivas simplesmente. Teremos superposicoes
de ondas progressivas que formam padroes estacionarios (ondas estacionérias) das ondas eletro-

nicas, que levam ao aparecimento dos "gaps" no espectro de energia, também conhecido como
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bandas proibidas. Esta reflexdo ocorre devido a condicdo de reflexdo de Bragg,
2dsin @ = nA, (4.41)

onde d é o espagamento entre os planos paralelos da rede, 6 o dngulo de incidéncia das ondas em
relacdo aos planos e A o comprimento das ondas incidentes, sendo n um inteiro. Esta condicao
pode ser enunciada de outra forma de modo a relacionar o vetor de onda k e o vetor da rede
reciproca G,

(k+G)* = k2, (4.42)
ou da forma

G?*-2k-G =0, (4.43)

dado que G ¢ —G funcionam equivalentemente como vetor da rede reciproca. Podemos fazer uma
analise da relagdo G - (G — 2k) = 0, considerando que k e G sao paralelos ou antiparalelos, o que

leva & condicao

1 nm
k=4+-G=4+—, 4.44
5 . (4.44)
de modo que escrevemos o vetor de rede reciproca na forma
2
Gl ==, (4.45)
a

com a sendo a constante de rede. Temos que as primeiras reflexdes ocorrem para n = 1, ou seja,
0

k=+4+—, (4.46)
a

que demarca também a 1* banda proibida ou gap. Para n = 1 a regido entre —7 e 47 constitui a
primeira zona de Brillouin, que é uma célula de Wigner-Seitz da rede reciproca. Notamos que os
" " di de Brillouin. Val It i ist t
gaps'separam as diversas zonas de Brillouin. Vale ressaltar que, assim como existe outros gaps
de energia, existem outras zonas de Brillouin para valores inteiros de n. O grafico (4.3) ilustra
configuracao de energia para o modelo de elétrons livres (a) e quase livres (b), mostrando para

este ltimo a disposicao das bandas e gaps de energia.
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Figura 4.3: O grafico (a) é referente a relagdo de dispersdo para o elétron livre em fungido do numero de
onda k. O gréfico (b) mostra, para a rede unidimensional cristalina, as energias permitidas e o gap que
separa a primeira zona de Brillouin da segunda. Figura retirada da Ref. [11]

Para um entendimento mais detalhado das bandas e "gaps'de energia, precisamos fazer uma
analise das ondas estacionérias nos cristais. Podemos definir as ondas estacionarias a partir das
ondas progressivas que nao satisfazem a condicao de Bragg. Pela defini¢ao em (4.40), fazemos

uma combinacdo linear das ondas que se propagam para a esquerda e direita, tendo assim

i(z) = e +e Ve = 2cos(7%), (4.47)
Polz) = e —e T =2 sin(%). (4.48)

Verificamos que a densidade de probabilidade associadas as ondas apresentadas na (4.47) e (4.48)

(@) = deos’(T), (4.49)
(@) = 4sin’(Z), (4.50)

indica uma distribuicao de elétrons varidvel na rede cristalina peridédica com concentracdo nas
proximidades dos pontos em que |1 (x)| = 1 ou |[¢)y(z)| = 1. Esse cenario difere da densidade de

probabilidade da onda progressiva, para a qual vale
‘\I’(.T)|2 — eikmefik:x — 1’

o que é compativel com uma distribuigdo constante de cargas. Pelo gréafico (4.4), considerando
o ponto zero (x = 0) da rede cristalina sobre um ion da rede, temos que neste ponto um valor
méaximo da fungao (4.49), indicando uma grande probabilidade de que elétrons estejam nessa
regido, na qual a funcio (4.50) é minima ou nula. A medida em que nos afastamos dos ions, a
densidade |1, (z)|? decresce enquanto a densidade |¢5(x)|> aumenta, tornando-se maxima para
x = §. Esse processo se repete por toda a rede cristalina. Se analisamos a energia potencial, vemos
que sera maior nas proximidades dos ions. Como a funcdo v, (z) é compativel com o acimulo de
elétrons nas regioes proximas aos fons, gerard uma energia potencial média menor (mais negativa,

maior em modulo) que aquela associada com 1, (x), que acumula elétrons na regiao entre os fons.
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Definindo €1 e €2 como as energias médias nas regides em cada regido, temos que em modulo

le1| > |e2|, de onde podemos definir as seguintes relagoes

lel] = e+ Ae, (4.51)
lea] = & — Ae. (4.52)

onde Ae é o acréscimo ou decréscimo de energia em relacao a energia das ondas progressivas ¢;.

Se fizermos a diferenca de energia entre €1 e €9 obtemos
le1] — |ea| = 2Ae = ¢4, (4.53)

onde €, € a energia do gap (gerado pela diferenca de energia), sendo a causa da descontinuidade de
energia no gréafico (4.3b). Portanto, o surgimento dos gaps de energia se dé pela presenga de ondas

estacionarias que surgem devido as reflexdes de Bragg na rede cristalina e acumulam elétrons em

regioes de energia potencial maior ou menor. Como visto acima , para o mesmo valor de k = 7,

obtém-se dois valors para energia correspondente ao limie superior da primeira banda de energia

e ao limite inferior da segunda, respectivamente.

Densidade de probabilidade p

T al®

e

\/\\/\/\/ \/\/\/\/ Onda progressiva
FANVANVAVANAAVAAN

T

Figura 4.4: Distribuicao de densidade para as ondas estacionarias e progressivas na rede cristalina.

4.2.1 Modelo de Kronig-Penney nao-relativistico e a relacao para as bandas
de energia

A construcao do modelo de Kronig-Penney nao relativistico se da pelo uso de potenciais

periddicos do tipo degrau, no contexto da equacao de Schrodinger

R d2y

g gge T U@ =B, (4.54)

cujas solucdes podem ser apresentadas na forma da fungao de Bloch,

U(r) = u(r)e'ar, (4.55)
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onde u(r) é a amplitude da fungao de Bloch, que compartilha da periodicidade da rede, ou seja
u(r+T) = u(r), (4.56)

sendo T' o vetor de translacdo que preserva a rede. O teorema de Bloch, cuja forma matemética
foi apresentada em (4.14), pode ser enuciado da seguinte forma: "As autofung¢des da equagao de
onda para uma particula submetida a um potencial periédico sao dadas como o produto de uma
onda plana e’KT

e (4.56), obtemos

por uma fun¢ao ug(r) dotada da periodicidade da rede cristalina" [11]. De (4.55)

U(r +T) = u(r + T)e'T ) — y(r)eaTe T = y(r)eldT, (4.57)

notando que as fungoes de onda ¥(r + T') e ¥(r) sao iguais a menos de uma diferenca de fase

e'@T Vale notar que a equacdo (4.57) ¢ a generalizacao da equacio (4.14) em 3-dimensdes.

Voltando & equacao de Schrodinger, podemos encontrar as solu¢des para as regioes com e sem
potencial U(x). Observando a Fig. (4.5) para o potencial periddico tipo degrau, temos que na

regiao 0 < x < a, onde a ¢é a constante de rede, U(z) = 0, e a solugdo é dada por

Y(x) = Ae™® + Be~ke (4.58)
com
omE
k2 = 7; . (4.59)

Na regiao a < x < a+b, U(z) = Uy, a solucao é dada por

V(x)p, = CeM® + De™M17, (4.60)
com
om (Uy — E)
k2 = s (4.61)
L U
Uy
{ath) b 0 a a+h x—>

Figura 4.5: Potencial perioédico para o modelo de Kronig-Penney. [Retirado da Ref. [11]]



4.2 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Peney(1D) ndo relativistico com potencial do tipo degraud?

Nas fronteiras em = = 0 e x = a, temos as seguintes condigdes de contorno para a continuidade

das funcées de onda

(0) = i, (0), (4.62)
M| 0 = M| 0 (4.63)
dr "~ de |

Uela) = vy, (0) (464)
iy, (2) o diy, (@)
) - 9

que fornecem as seguintes equagoes

A+B = C+D, 4.66
ik(A—B) = k(C—D),
Aeika_'_Be—ika — C@k1a+D6_kla7

Z'k(Aeika _ Befika) _ kl(ceik1a . Deiikla),

4.67

(4.66)
(4.67)
(4.68)
(4.69)

Devemos agora implementar a propriedade da fun¢do de Bloch definida em (4.57). Temos que a

periodicidade da rede é
T=a+", (4.70)

de modo que a solucdo na regido —b < x < 0 deve ser igual a solucdo na regido a < x < a+b, a
menos de um fator de fase, ou seja,

Up(a<z<a+b) =V (—b<az<0)e@th)

Esta equacao pode ser considerada para dois pontos especificos, x = —b e x = a, pertecentes as

duas regioes mencionadas, ou seja:
Up(a) = Uy, (—b)ell@th), (4.71)

Temos assim que as equagoes (4.68) e (4.69) serdo reescritas usando a condi¢ao da fungao de Bloch

(4.71),

Aeika 4 pe—ika  _ (Ce—k1b+Dek1b> 6z‘q(a+b)7 (4.72)
ik(Ae*® — Be7™) = ki (CeMb — Deib)eialatt) (4.73)

que sdo as novas equagoes, junto com (4.66) e (4.67), que usaremos para encontrar a relagdo para
as bandas de energia. Para que haja um solucdo além da trivial para as equagoes
(4.66), (4.67), (4.72) e (4.73), o determinante da matriz, escrita para os coeficientes de A, B, C

e D, seja nulo. Realizando o procedimento para encontrar a solucdo nao trivial, encontramos a
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seguinte relacao

kP —k
(211614?) sinh (k1) sin (ka) + cosh (k1b) cos (ka) = cosq(a + b), (4.74)
1

que pode ser escrita como

P kb sinh (k1b) . B
<l<:a - 2> “mb sin ka 4 cosh (k1b) cos ka = cos ¢(a + b), (4.75)
com )
k
pP= 12b“. (4.76)

As equagoes transcendentais (4.74) e (4.75) sao as relagdes para as bandas de energia permitidas
onde g é o vetor de onda da fun¢ao de Bloch. Podemos simplificar (4.75) considerando o limite
em que o potencial das barreiras do tipo degrau é muito elevado (U(z) — o0), e a sua largura
(b — 0) muito pequena, transformando o modelo em uma série de potenciais J, semelhante ao que
foi discutido na secao (3.1). Por estas consideracdes P ainda é finito. Neste limite, vale k; >> k

e k1b << 1. Temos assim

Jim, W _ 1 (4.77)
k}ibrgo cosh(k1b) = 1, (4.78)

resultando em
il sin ka + cos ka = cos qa. (4.79)

ka
A relacdo (4.79) é uma equacdo transcendental e, portanto, a visualizacdo das suas solugoes é
realizada através de graficos. Nota-se que a equagao (4.79) tem a mesma estrutura e forma da
equacao (4.38) obtida na segao (3.1), o que era esperado, uma vez que o limite das equacoes (4.77)
e (4.78) reproduz o caso do potencial (4.15), com a diferenca que em (4.79) temos o termo ﬁ, que
assim como ﬁ em (4.38) é adimensional. Uma anéalise desta equacdo é feita na Ref. [L1] onde se
considera P = 37”, gerando o perfil do grafico (4.6). Nota-se as regioes das energias permitidas e

os gaps de energia nos limites da zona de Brillouin.
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Figura 4.6: Gréfico ilustrativo do lado esquerdo da expressao 4.79, limitada pelos valores 1, que permite
entender regides permitidas (entre os valores -1 e +1) e proibidas (além dos valores -1 ou +1 ). [Figura
retirada da Ref. [11]]

Pelo grafico (4.6) vemos que o ponto em que A = kqa = 7 corresponde ao fim da primeira
zona, de Brillouin e inicio da regido de gap, que termina no ponto B. Considerando que os pontos
A e B do grafico acima diferem por um valor A, ou seja, B > A com B = kga = 7+ A, podemos
inferir a energia correspondente ao gap em questao dada por

(2) -

Wk3 Rk R
Bgop = Ep—Ep= "2 "L=_"

2m 2m  2m
m[A2  27A Th2A
Bgar zm[z z]k’mfz (4.80)

Uma anélise do grafico (4.6) juntamente com o grafico de relagao de dispersao, (4.2b), reafirma
o que foi dito antes quanto ao inicio do gap no ponto A de onde percebemos por (4.2b) um
curvatura na parabola ou inicio da descontinuidade na energia € devido a proximidade com o fon

da rede em k = Z. Temos que Ej, na figura (4.2b) corresponde & energia calculada em (4.80).

4.3 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Penney(1D) re-
lativistico

Nesta secao, desenvolveremos o modelo de Kronig-Penney relativistico para um soélido uni-
dimensional, com base nas Refs. [24], [14], [6]. Consideremos potenciais V < 2mc?, onde m é
massa de repouso da particula (elétron). A escolha de V' < 2mc? tem a conveniéncia de evitar
as interpretacoes associadas ao paradoxo de Klein [24]. Para desenvolver o modelo em questao,
primeiramente desenvolveremos a equacao de Dirac unidimensional e entao resolveremos para o
caso do potencial do tipo degrau com objetivo de encontrar as matrizes de espalhamento. Por
altimo, usaremos as solugoes obtidas em um método que leva em conta uma série de potenci-

ais tipo degrau, de modo a ter um sistema de rede periddica, onde o ferramental do modelo de
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Kronig-Penney pode ser aplicado. O desenvolvimento desta secdo serd baseada na equagao de

Dirac unidimensional, independente do tempo, que preserva a dindmica apenas no eixo-z, ou seja

(—ichay0p +mc?B+ V) W = EV, (4.81)
onde ay, e 3 sdo as matrizes de Dirac, definidas como
0 001 10 0 O
0010 01 0
oy = B = (4.82)
0100 0 0 -1 0
10 00 00 0 -1
Definindo a funcao de onda espinoral ¥ de quatro componentes como
U1 V1
V2l Ve | e, (1.83
V3 V3
Yy Yy
a equagao (4.81) pode ser lida como
mc? +V — E 0 0 —ich ¥y
0 mc2+V - E —icﬁa% 0 Yo | 0
0 —icﬁa% -mc>+V - F 0 P3 ,
—ich2 0 0 —mc2+V -FE/) \y,
de onde obtemos as seguintes equagoes:
) )
—Zcﬁ%@m +mc*p, — (E-=V)y, = 0, (4.84)
0
—icho—thy + mctpy — (E—V)py = 0, (4.85)
0
—icho 1y - mc*ipy — (B —V)py = 0, (4.86)
—icﬁaiwl —mc*p, — (E-V)y, = 0, (4.87)

que podem ser condensadas em uma Unica equacao, para espinores bidimensionais, escrita na

forma
) 0 9
—ichoy—¢ +mco,p=(E—-V)o, (4.88)
ox
com
¢ _ ¢1 ou QZS _ ¢2 7 (489)
(N V3
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onde 0, e 0, sao as matrizes de Pauli. A equagao (4.88) é uma equagao de Dirac bidimensional
nos espinores (fomulada numa base matricial (2x2) e dependente apenas de 1 dimensao espacial,

portanto unidimensional neste aspecto. Podemos reescrever (4.88) explicitamente na forma de

componentes
2o Lo ¢ ¢
—ich o +me? = (E-V) ,
L 0 \gz02 0 -1/ \¢ o
—ich2
" 3;% e [ ) = oy [ (4.90)
—ichg; ¢, — ¢y o
onde fazemos a escolha
¢ = o) (4.91)
by
Podemos entao obter duas equagoes acopladas
. ad)Q /
—ich—= = (E' -V 4.92
(2e 8:1: ( ) ¢17 ( )
—z‘chgqsl = (E'+2mc®—V) ¢y, (4.93)
x
onde usamos a redefini¢ao
E' = E —mdc.

Para desacoplar (4.92) e (4.93), derivamos (4.92) em relacdo a x e substituimos em (4.93)

2070,

2
— h*c 522

= (E'=V) (E'+2mc* = V) ¢,. (4.94)
Derivando agora (4.93) e substituindo em (4.92), obtemos

2
— h%Q% = (E'-V) (E' +2mc* = V) ¢;. (4.95)

As equagtes (4.94) e (4.95) podem ser escritas compactamente como

82¢](2) (E, — V) (E, + 2m02 — V) 9
o2 e = ki 5 (4.96)

com

12 (E'=V)(E'+2mc*—V)
[ h262 )

onde para as regides 1 (V(z) =—=Vy) e 2 (V(x) =0), como ilustrado na Fig. (4.7), a relacdo

(4.97)

(4.97) fica definida respectivamente como

b = (E' 4+ Vo) (B + 2me? + V)
1 = h2c2 )

E' (E" + 2mc?)

(4.98)
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com o indice j = 1,2 indicando as duas componentes do espinor e ¢ a regidao onde as equacoes

sao validas, no caso regido com ou sem potencial, sendo k1 # ko se o potencial na regiao 1 for

diferente do potencial na regiao 2. As solugoes para as equacoes (4.92) e (4.93) sao dadas por

b1y = Oél(i)eikix‘*‘ﬁl(i)e_ikix,

—ik;x

Gy = Qo€+ Bygpye

Derivando a Eq. (4.101) em relacao a coordenada =,

0924

—ich o

= CﬁkiQQ(i)emix - Cﬁk‘@ﬂg(i)e_ikix.
Usando este resultado junto com a Eq. (4.100) na Eq. (4.92), temos
chikion(p €™ — chikiBoe ™" = (E' = V) (m(neikiz + Bl(i)e_ikil") :

o que fornece

(E'-V)
Bowy = — ik B
(E'-V)
Q23i) = chk; Q1(i)-

Realizando o mesmo procedimento, agora para a Eq. (4.93), encontramos

(B +2me® — V)

51(1‘) = - chk; 52(1')7
(E’ +2mc? — V)
Q16 = chk; Q(i)-

(4.100)
(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

Com os coeficientes By(;) € ay;), dados na equagdes (4.103) e (4.104), a equagio (4.101) é escrita

na forma

T

Pogiy = Xal(i)eikix - X51(z‘)€_iki .

(4.107)
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Regido 1 Regido 2
V(0)=0 X
( ) x=0
Bype ™ ay(g)e™
Onda refletida = — E—
Ql\l]‘fimx I‘SJ[QJE—N{QT
Onda incidente ——» - —
V=-\o
V(x)

Figura 4.7: Potencial degrau com particulas incidentes e refletidas. Figura baseada na Ref. [24]

As equagoes (4.100) e (4.101) ficam entao

Sr) = a@e™ T + Brpe (4.108)
¢2(i) = Xial(z')eikix_Xiﬁl(i)eiikim, (4.109)
onde /
E -V
;= : 4.11
X = ok (4.110)

notando que os coeficientes ag(;) e By(;) foram escritos em termos de (4.103) e (4.104). Podemos

especificar a expressao (4.110) para o potencial da Fig. (4.7), como

B E/—F‘/E) B El
XUZ Tk 0 X2 T Ghiky

(4.111)

Podemos usar as solucoes (4.108) e (4.109) para encontrar as matrizes de espalhamento para
uma barreira do tipo degrau, exibida na Fig. (4.7). Consideramos elétrons incidindo sobre esta
barreira, temos para a regiao 1, (i = 1, V(z) = Vp), e para a regidao 2, (i = 2, V(z) = 0). Temos

que impor a condigao de continuidade entre as duas regioes,

$1(1)(0) _ $1(2)(0)
Po(1)(0) Po(2)(0)

Esta condicio é estabelecida especificando a solucao (4.108) na regido 1 e na regiao 2, levando a

(4.112)

seguinte equacao matricial

+ L P , (4.113)

X1%1(1) —X151(1) X2%1(2) —X2ﬁ1(2)

ai(1) 51(1) _ a1(2)
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que se reflete em duas equagoes:
oy By = o) + B (4.114)
Xionny — X1Bi1) = XaQi(2) — X2Pi2): (4.115)

Para obter a matriz de espalhamento realizamos o seguinte procedimento: primeiro multiplicamos

a equagao (4.114) por x4 e reescrevemos a equagao (4.115), ou seja,

X2 (041(1) + 51(1)) = X2 (041(2) + 51(2)) ) (4.116)

X101 — X1Piy = Xe2) — X2P1(2)- (4.117)

Somando (4.116) e (4.117)

a1y (X1 + X2) + 811y (X2 — X1) = 2X201(2),

e dividindo por x5, obtemos

1
i) = o) L+ 1) + Biy (1 =T, (4.118)
com /
_xi_ (B 4+ W) ke
r= o= ( = > = (4.119)

Considerando a Eq. (4.111), (4.98) e (4.99), temos

/ E'(E' + 92 2
r — (E +/V0> (E' + 2me?) , (4.120)
T ) T %) (B T 2 1)
(E —mc? + V) (E + mc?)
I = . 4.121
\/(E —me?) (E 4+ mc? + V) ( )

Realizando o mesmo procedimento, para obter () em termos dos coeficientes ay1)y e Sy,

encontramos:
1
Br) = 3010 (1 =T) + Bio) 1 +T). (4.122)

As relacoes (4.118) e (4.122) podem ser agrupadas na forma matricial

=3 ) (4.123)
Bi(2) (1-TI) 1+7T) By
onde
1({(1+T) (1-T
R l(0+D) (A-T) (4.124)
2\1-1) (1+0D)
¢ a chamada matriz de espalhamento, que possui como inversa
1 1+17) (I'-1
Rl1=_— ( ) ( ) (4.125)
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A matriz de espalhamento R conecta os coeficientes da solugao espinorial definida na regiao 1
aos coeficientes da solugao definida na regidao 2, ou seja, a matriz R permite fazer a passagem da

solugdo espiniorial entre regides adjacentes, submetidas a potenciais distintos.

4.3.1 Relagao para as bandas de energia permitidas

O modelo de Kronig-Penney para um sélido unidimensional tem como caracteristica o arranjo
em série de potenciais tipo degrau de modo a formar uma série de pogos de potencial em cadeia.
Para encontrarmos a relacao para as bandas de energia, construiremos um operador que ira trans-
ladar a funcéo de onda através da rede cristalina. Podemos tomar como ponto de partida, para
organizacao da matriz R, as func¢oes de onda espioriais (4.108) e (4.109), definidas nas regioes 1

e 2 do potencial da fig. (4.7), aqui reorganizadas na seguinte forma:

P = J(l)eiklm/h + L(l)efiklx/ﬁ, (4.126)
¢2 = J(Q)ei]wx/ﬁ + L(Q)e_ika/h, (4.127)

onde J(1), Ji2y, L(1), L(2) sao espinores, definidos por

Jo = [M0), 1, = [P0 (4.128)
() » (i) :
Qa4 Ba
Em funcao destes espinores, vale a seguinte relacdo matricial
Jo\  [Ru Riz) [N (4.129)
Lo Ry Roa) \Li)’
com
Ri1 R
R— A2 7 (4.130)
Ro1 R

sendo R a matriz de espalhamento obtida anteriormente. De posse destas matrizes, definimos o

estado
J eikim/h
Py = © (4.131)

L(i)e—ikix/fz

que representa a posi¢do da particula nas regices 1 ou 2. O proximo procedimento é definir
um operador de transferéncia que ird transladar a funcdo de onda por uma distancia d sem que
ultrapasse a descontinuidade entre as regides. Tal matriz é definida por

eikjd 0

T, = ) (4.132)
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que aplicada a funcdo de onda espinorial (4.131), fornece

eikid O J . eikix J . eiki(ﬂ?+d)
Tud, = ‘ O = O . (4.133)

0 efzk,‘d L(z) efzkix L(z) efzki (z+d)
A matriz de espalhamento (4.124) é responsavel por mover a funcdo de onda para outra regiao da
rede (com potencial distinto). Isso, somado & matriz de translagao T, ¢ possivel definir um opera-

dor que permite determinar a fun¢do de onda em qualquer ponto da rede, dada uma configuracao

anterior, proposto na forma,

Go=T,R T, |R. (4.134)
V(x)
&
F F'
IIl.."'{bt'.}:l::l * » = X

Figura 4.8: Grafico representativo da série de potenciais para o modelo de Kronig-Penney. As regioes 1
e 2 sao regioes com e sem potencial, respectivamente. Temos que o tamanho da célula unitaria é "a"e a
largura do pogo é "I". Figura retirada da Ref. [ [24]]

Pela figura (4.8) podemos descrever como o operador G, atua sobre a fungao de onda. Con-
sideremos a fun¢do de onda na primeira regiao 1 do Fig. (4.8), mais especificamente no ponto
F. Aplicando o operador (G, nesta funcdo, temos que o primeiro termo, R, leva esta fungao da
regiao 1 para a 2 (sem potencial). Na borda inicial da regido 2 temos que o segundo termo, T,_,
transladard esta fungdo por uma distancia a — [ até a outra borda desta regido, sem que ultrapasse
a descontinuidade. O termo R™! levara a funcio de onda da regido 2 para a regido 1 e o termo
Ty, deslocara a fun¢do por uma distancia b até o ponto F’, posi¢cdo equivalente a do inicio do
procedimento mas, em outra célula unitaria. Por este processo, temos que este operador atua da

seguinte forma:

Gy, 1 = P11 (4.135)

onde os fndices I e IT indicam a primeira e a segunda célula unitéria. Por estarmos trabalhando

com uma rede peridédica, podemos impor o teorema de Bloch abordados, nas se¢bes anteriores
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deste capitulo,

e P 1 = Py 11 (4.136)
Substituindo (4.135) em (4.136),
Gadpyr = €MDy 1 (4.137)
que € lida na forma matricial
Carr Carz J(i)eikpx = ¢lha J(i)eikp"” ) (4.138)
Gaz1 Gaza) \ Lgye *»® Lgye e
com
G, = € Gz (4.139)
Ga21 Ga22

Fazendo x = 0 em (4.138), que é a fronteira entre a regides com e sem potencial, obtemos

Ga11J) + Gar2L; , Ji
) £ Ga2b) | i [ 60 ) (4.140)
Ga21J(i) + Ga22 L3 L
ou simplesmente,
Ga — elna Ga
e 2] =o. (4.141)
Gan1 Gaaz — e

Uma possivel solucao, além da trivial, para estas equagoes é impor que o determinante (A) da
matriz dos coeficientes de A,y e B, seja igual a zero, o que leva a

A = (Gar—€") (Gazz — €") — Ga21Gar2

A = P — (Gar1 + Ga) €M 4+ Ga11Ga22 — Ga12Ga21 = 0. (4.142)
Multiplicando (4.142) por e~ e usando a definicdo de cosseno em termos de ntimeros complexos

obtemos

2 cos pna — e—iua - (Gall + Ga22) + (GanGagg — GalgGagl) e_i“a = 0. (4.143)

A equagao (4.143) fornece

1 1
cospa = o (Ga11 + Ga22) = iTr(Ga), (4.144)
Ga11Gaz2 — Ga12Ga21 = det G, =1, (4.145)

onde a expressao (4.144) é a relacdo para as bandas de energia permitidas. Para calculd-la com-

pletamente devemos encontrar os valores de G411 € Gao0. Para isto, voltamos a expressao (4.134)
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e escrevemos a sua forma matricial que é dada por

Ga1 G 1 kil 1+1) (-1
S I , 1+D) (=1 (4.146)
Geo1 Gueoo 4r 0 ekl (F — 1) (1 + F)
tka(a=1) 0 1+T) (1-T
| ° | N | TR
0 e"#2le=D I\ (1-T) 1+T)
Calculamos as matrizes comecando pelas duas primeiras
ettt 0 (14+I) (I'—1) (14+TD)eMt (I —1)ekt (4.148)
0 e l)] \(D=1) (1+T) (T — 1)kl (14 T)eikal | '
Multiplicando o resultado em (4.148) pela terceira matriz de (4.146), escrevemos:
Gall Ga12 B 1 (1 + F) eiklleikg(a—l) (F _ 1) eikzlle—z‘kQ(a—Z) (1 + F) (1 _ F)
Gao1  Gaoo 41 (—1) e—tk1l gika(a—1) (1+71) e—ik1lo—ika(a—1) (1-T) (1+T1)
(4.149)
Realizando todas multiplicacoes matricias, encontramos:
1 . .
Ga1 = Eemll [(1 +1)2 el (P — 1)? e_ZkQ(a_l)} ) (4.150)
1 2\ Jikil [ jika(a—1 —ika(a—1
Gaz = o (1-1%)e® [ez 2(a—l) _ o—ika(a >} , (4.151)
1 2\ —ikil [ —ika(a—1 ik (a—1
Gant = o (1=T%) el [mhalenh _ cifalo=] (4.152)
1 , : .
Gy = pe ™ [(1 4 I)2etke(amd) (1 r)%lkz(a*l)} . (4.153)

Podemos simplificar cada termo das componentes acima. Comecando por Gg11 € G422, escrevemos

L ikyt 2 2 *
Gan = g™ [(1+T7 +20) A= (1417 —20) A7], (4.154)
L ik 2 x 2
Gago = e " [(14T7 +20) A" — (1417 - 2T) 4], (4.155)
com
A =cosky(a—1)+isinky(a—1), A" =cosks(a—1)—isinky(a—1). (4.156)

Simplificando (4.154) e (4.155), resulta

Go1 = %eikll [2F coska(a—1)+i (1 + Fz) sin ks (a — l)] ,
Ga22 = %e_ikll [2F coska(a—1)—i (1 + FQ) sin ko (a — l)] )

Os termo G,12 e Ggo1 podem ser escritos como

Gao = % (1 —T2) e sin ky(a — 1), (4.157)
Ga21 = —2% (1 =T2%) e ™lsinky(a — 1) = Gy (4.158)
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notamos que Gg11 = G99 € Ga12 = G9;. Com a obtencao dos termos, podemos calcular a relagao

(4.144) para as bandas de energia permitidas

1 .
cospa = Eemll [2T cos ka(a — 1) +i (1 + F2) sinka(a — 1)]
L ik : 2
+Ee Y [2T coska(a — 1) — i (1 4+ T?) sinka(a — )], (4.159)
1
cospa = o ([T coskilcoska(a —1) —2 (1 + I'?) sin k1 Isin ko (a — D)),  (4.160)
rt4r

cos pa = cos kil coska(a — 1) — sin kqlsin ko (a — 1), (4.161)

2r

onde o fator I' (em unidades naturais) é dado por:

F:\/(E—m—i-‘/b)(E—i-m) (4.162)

(E—m)(E+m+Vp)

A equagdo (4.161) ¢ a relacdo para as bandas de energia permitidas para a rede unidimensional
trabalhada. O lado esquerdo desta equacao possui valores entre =1 e o lado direito pode assumir
valores maiores que o lado esquerdo, representando regides onde nao existem solucoes para as
funcoes de onda, sendo, portanto, regioes de bandas de energia proibidas. Vemos que na expressao
(4.161) é apresentada a mesma estrutura da relacdo de banda obtida na Ref. [25]. Em relagio a
Ref. [7] a Eq. (4.161) apresenta um resultado diferente, creditado ao potencial distinto adotado

na mesma, no caso um tipo potencial 9.

Os efeitos relativisticos ndo sdo muito perceptiveis quando consideramos a dimensdo usual
dos parametros de rede de materiais cristalinos. Para ilustrar melhor os efeitos relativisticos
sobre a estrutura de bandas, é preciso considerar a constante de rede e a largura do potencial na
escala do comprimento de onda de Compton, uma escala menor que a tipica da fisica da materia
condensada, mas compativel com a maior energia dos efeitos relativisticos. Pela Fig. (4.9) notamos
que a largura das bandas tende a sofrer uma redugado devido aos efeitos relativisticos, assim como
os gaps. Podemos ver mais detalhadamente estes efeitos (relativisticos) analisando o grafico da
Fig. (4.10), construido para as duas bandas de energia mais baixas, conforme os parametros

especificados para a largura da banda em fungao da constante de rede e com potencial fixo.
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Figura 4.9: Ilustracao da largura de bandas de energia, como funcao da constante de rede, para as duas
bandas de energia do modelo de KP relativistico representadas por (x) e (4). Neste grafico, a constante
de rede a & variavel, b = 10~ %a e o potencial dado por Vpb = 4.1095 x 10~%. Figura retirada do cap. 9 da
Ref. [ [24]]

Tais efeitos relativisticos podem ser observados em um material real sobre as bandas de mais

alta ordem, cujos paramétros associados sao menores que as bandas iniciais.
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Figura 4.10: Bandas de energia para o modelo de KP relativistico unidimensional com a = 2A\¢, b =
1.5 x 1072 \¢, com A¢ sendo o comprimento de onda de Compton. A curva em pontos indica a expressao
ndo relativistica, enquanto a curva em cruzes indica a expressao relativistica. Comparando ambos os casos,
percebemos uma redugdo na largura da banda. [Grafico retirado da Ref. [24]]

4.4 Matriz de espalhamento relativistica: uma deducgao alterna-
tiva

Nesta secdo, vamos mostrar que podemos obter a mesma matriz de espalhamento relativistica
da secdo (3.3) por um caminho potencialmente mais simples, que toma como ponto de partida a

equacao de Dirac
(iv"0,, + m)¥ = 0, (4.163)

e o Hamiltoniano de Dirac para particula livre que pode ser lido na forma,
H=oa p++'m, (4.164)

que satisfaz a equacéo independente do tempo, HU = EV, onde

v= (7], (4.165)
X

¢é o espinor de Dirac. Na forma matricial a equacdo de Dirac livre é dada por

m (o
P (7)1 =£e(7], (4.166)

o-p —m X X
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fornecendo duas equacoes acopladas para espinores de duas componentes:

(E-=m)p = (o-p)X, (4.167)
(E+m)x = (o p)e. (4.168)

Fazendo-se ¢ = U no espinor (4.165) e, usando as Eq. (4.168), a solucao para a particula livre é

dada por

U
(o-p) U

E+m

)

U(x,t) =N e~ (i/M(Et=px) (4.169)
sendo N a constante de normalizacdo. Podemos obter a matriz de espalhamento para uma par-
ticula incidente sobre uma barreira negativa de "altura"—Vj, usando as solugoes de onda plana.
Adotaremos uma barreira unidimensional com um particula deslocando-se na direcao-z com p, # 0
e py = py = 0 (movimento unidimensional no eixo-z). O potencial é o mesmo da se¢ao (4.3), ilus-
trado na Fig. (4.7): na regido (1), temos V(z) = —Vp, na regidao 2 temos que V(z) =0 e o

momento sera pa,.

Na regiao (1), temos V(z) = —Vj, e o momento sera p;,, dado por:

Pz = \/(E + V)% —m2, (4.170)

A solucao para esta regido ¢ uma combinagao linear da onda incidente, e1%/hcom a onda refletida,

e~ 12/l Degta forma, escrevemos

U , U .
U =A em#/h 4 B e~ m/h, (4.171)
O2zP1z U —02z2P1z U
E+m+Vy E4+m+Vy

Na regiao 2 temos que V(z) = 0 e o o momento sera ps,, dado por
P2z = VE? —m?. (4.172)

A solucdo nesta regido também consiste numa superposicdo de ondas progressivas para a direita

(e'P22/") e para a esquerda (e~2#/"), ou seja,

U

U . .
v=C| e D A (4.173)
ErmU Fim U
Usando a condigao de continuidade
4(0) = W3(0), (4.174)
leva & seguinte equagao matricial:
U U U U
A +B =C + D , (4.175)

ol o'U BU B'U
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na qual
0:P1z / —02zP1z
_— =" 4.176
C T Erm+v T Erm+ W (4.176)
02P2z — bo / —0:P2z
— . 4.1
b E+m ’ b E+m (4.177)
A Eq. (4.175) leva as seguintes equagoes
(A+B)U = (C+D)U, (4.178)
(Aa+BdYU = (CB+Dp)U, (4.179)
ou melhor
A+B = C+ D, (4.180)
Ao+ Bd = Cp+Dp. (4.181)

Para desenvolver as Eqs. (4.180) e (4.181), precisamos langar mao da natureza matricial do

operador,
P 0
OzPz = >
0 —Dz
de modo que a Eq. (4.181) escreve-se como
1 0 — 0
A D1z +B b1z
E+m+ VO 0 —D1z 0 b1z
_ 1 C b2z 0 +D —D2z 0 :
E+m 0 —D2z 0 b2z
de onde obtemos a seguinte relacao
E+m+V,
A-B =|C-D
[ ]plz [ ]sz < E+m >

Usando-se a definicao,

T D1z E+m
_ E+m+V,
YP1z = D2z E+m )

reescrevemos a Eq. (4.185) na forma

[A - B]plz = [C - D] YP1z-

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

(4.186)

(4.187)

(4.188)

Precisamos expressar os coeficientes C' e D em termos dos coeficientes A e B. Para isso, vamos
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inicialmente usar

D=A+B-C, (4.189)

que ao ser substituido na expressao (4.188), apos simplificagoes fornece:
C= ;Y[A(1+7)+ (v—1)B]. (4.190)
Da mesma forma, substindo C' = A+ B— D na expressao (4.188), apds simplificagoes encontramos
D= 217[,4(7— 1)+ B(y +1)]. (4.191)
Estes resultados podem ser compilados na forma matricial
C A

5 = [R] N (4.192)

onde R é matriz de espalhamento, dada por

L (149 y=1) _1(1/y+1 1-1/y (4193)

R_i
2y -1 1+ 2 1-1/y 1/v+1
0 0

cuja inversa €
1 {1+ 1-
R =_ v 7, (4.194)
2\1 -5 144

onde o fator v estd dado na Eq. (4.186). Vamos agora mostrar que a matriz (4.193) é a mesma
obtida na se¢do anterior. Para isso, precisamos mostrar que o fator 1/ contido na matriz (4.193),

coincide com o fator I' da matriz (4.124). Considerando os momentos (4.170) e (4.172), temos

\/(E—m)(E—i-m) E+m+V,
T ¢<E+Vo—m><E+vo+m>< il (1.195)
5 \/(E —m)(E+m+ Vp) .

VE+Vo —m)(E+m)

—~

Comparando este resultado com a expressao (4.162), percebemos claramente que vale a relagao

=T, (4.197)

N

o que torna a matriz (4.193) equivalente a (4.124). Concluimos assim que esse método de abor-

dagem é equivalente ao da secao anterior.
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5 Modelo de Kronig-Penney relativistico e
unidimensional na presenca de violacao de
Lorentz

5.1 Introducao

Neste capitulo, vamos explorar os efeitos da violagdo da simetria de Lorentz sobre o modelo
de Kronig-Penney relativistico, usando a abordagem apresentada no capitulo anterior. Especifica-
mente, estamos interessados no efeito do seguinte termo CPT-odd (b,,), axial, pertecente ao setor
fermidnico

L = YPy'buysib, (5.1)

que implica na equacao de Dirac modificada

(17" O — m +4"buys)Y = 0, (5.2)
("0 — bysy" —m)yp = 0. (5.3)

Da lagrangeana (5.1), podemos encontrar a interagao Hamiltoniana associada ao termo de VSL,
Hry = vovubu%. (5.4)

O Hamiltoniano de Dirac para particula livre, na presenca deste termo, pode ser lido na forma,

H=a-p+1"m—b°+b X (5.5)

que rege a equacao de Dirac independente do tempo, HU = EU, na qual

¢ o espinor de Dirac.
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5.2 Solucoes de particula livre

Nesta se¢do, iremos focalizar na obtencao de solugdes de particula livre para a Eq. (5.3), que
serao usadas em um sistema tipico da fisica da matéria condensada, o modelo de Kronig-Penney.

Para isto, iniciamos com a eq (3.32) escrita no espaco dos momentos,

(V'pu = buvsy —m)y = 0, (5.7)
(p—rsb-—m)y = 0, (5.8)

que também pode ser escrista na forma,
(@ p+myy—by’ +b )¢ = Exp. (5.9)

Multiplicando a Eq. (5.8) pelo operador (}7) —vsb+ m) , obtemos

[p* —m? = b® + 5 (pb — Bp)] v = 0, (5.10)

onde usamos pp = p?. Por fim, multiplicando (5.10) por

[p* —m® = b* — 5 (pb — Bp)] , (5.11)
e usando

pb+bp=2(p-b), (5.12)
encontramos a relacdo de dispersdo desta teoria,
(0% —m? —b%)° + 4p°0> — 4(p - b)> = 0. (5.13)

Para obtermos as energias, podemos considerar a expressao acima, separadamente, no caso em que
o campo de fundo b* ¢ puramente tipo-tempo, b* = (bg, 0) , ou puramente tipo-espaco, b* = (0, b).

As energias, respectivamente, para estes dois casos, sdo dadas por

E = £/p2+m?+ b+ 2p| (5.14)

1/2
E = j:\/p2+m2+b2j:2<m2b2+(b-p)2) . (5.15)
Para encontrar as solugoes espinorais, fazemos uso da seguinte prescrigao para o 4-espinor v :

=", (5.16)
P2
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onde ¢, e pq sao bi-espinores. Inserindo (3.42) na eq. (5.7), encontramos duas equagoes espinorais

acopladas

(E-m—-0o-b)p,+(o—0-p)p; = 0, (5.17)
(c-p—by)py+(—E—m+o-b)p, = 0. (5.18)

Podemos resolver as Egs. (3.44) e (3.45) de modo a deixar ¢; em funcdo de ¢, € ¢y em funcao

de ¢, da seguinte forma:

1

P = @[(E—m)o'-p—(E—m)bo—bo(a"b)+b’p+i(a'd)}@2v (519)
0y = %[(E-Fm)ahp—(E—i—m)bo—bo(d-b)+b'p+i(0"d)}§01v (5.20)
i

comd=bxp,e

WZ=(E+m)*—b% Wi=(E-m)>-b (5.21)

Pela equacao de Dirac, observando o 4-espinor v, podemos escrever suas solucdes espinorais ge-

nericamente na seguinte forma:

v=n| U |ewm@—rpn (5.92)
ByU

com N sendo a constante de normalizacao, ¢; = U, e Bg sendo o operador matricial dado por:

1 .
By = W[(E+m)0'-p—(E+m)b0—b0(0'-b)+b~p+z(o-~d)]. (5.23)
1
Ha aqui uma importante ressalva a mencionar: nem todo espinor U, do tipo 2 x 1, pode ser usado
na solucdo (5.22). O ponto ¢ que o espinor U agora é auto-estado de uma expressao matricial
que nao possui a estrutura de matriz identidade, como ocorre no caso usual (Lorentz-invariante).

Observando as Eqgs. (5.19), (5.20) e, considerando ¢, = U, notamos que vale:
U = B ByU, (5.24)

onde

31:MZQ[(E+m)0-p—(E+m)bo—bo(0'b)+b'P+i(U'd)}- (5.25)

5.2.1 Configuragao de "background"tipo-tempo

Para o caso puramente tipo-tempo, b* = (bg,0), a eq. (5.9) reduz-se a

(a0~ p+myg—bon®) ¥ = E, (5.26)
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onde o operador H = (a “p+myy— b075) ¢ dado explicitamente na forma:

mo 0 p.—bo Py — Z'py
0 m z + 1 —p, — b
- 0 Peiby TP TR0 (5.27)
Pz — bO Px — 1Py —my 0
| Pz + ipy —p. —bo 0 —mo |
As equacdes anteriores sao simplificadas & forma:
(E—m)ey+(bo—0-plpy = 0, (5.28)
(- p—bo)pr —(E+m)p, = 0, (5.29)
ou simplesmente,
S (5.30)
Y1 = (E _ m) p 0] ¥2, .
1
= —|lo-p—5b . 5.31
Substituindo a Eq. (5.31) na Eq. (5.30), temos:
1
1 = m[mp—bo] [P —bo] 1, (5.32)
1 2, 12
ou simplesmente,
U=MU, (5.34)
com
_ 2, 12

A Eq. (5.34) mostra que o espinor U procurado precisa ser um auto-estado do operador matricial

M. No caso geral, p = (pg, Dy, =), este operador escreve-se na forma:

1 2403 —2b —2bg(py — i
M= 5 5 p 0 bopz ) 0(12% py) (536)
(E? —m?) —2bo(pz +ipy) P+ b5 + 2bop-
Entdo, fica claro, que a pratica usual de propor U = ou U = nao pode ser

0
aplicada aqui sem as devidas verificacbes. Podemos ainda considerar casos particulares, que serdao

de interesse nesta dissertacao. Um caso particular importante é o movimento unidimensional no
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eixo-x, p = (ps,0,0), para o qual a matriz M reduz-se a

1 2403 —2b
M — ﬁ px 0 Opl' 5 (537)
(B2 =m?) | —2bop, p2 + b2
cujos auto-espinores sao
1 -1
U= ou U= : (5.38)
1 1

Outro caso particular interessante ¢ o movimento unidimensional no eixo-z, p = (0,0, p,), para o

qual temos:
1 24+ b3 —2b 0
M — ﬁ pz 0 OpZ (539)
(E? —m?) 0 p? + b2 + 2bgp.
cujos auto-espinores sao simplesmente
1 0
U= ou U= . (5.40)

Podemos usar esses resultados preliminares atinentes ao spinor U, do tipo 2 x 1, para construir os

espinores 4 x 1 que satisfazem a equacdo de Dirac modificada, e possuem a forma geral:

U

=N e~ (/M) (El=p-x) (5.41)
ByU
onde N ¢ a constante de normalizacao e
B L bo) (5.42)
=—|o-p—byl. .
2 (E+m) P %
1 —b —1
B2 _ Dz ‘ 0 (pCE Zpy) (543)
(E+m) (pz +1ipy)  —p2 —bo
Para o caso particular p = (0,0, p,), esse espinor tem a estrutura:
1 0
0 1
u- =N ou uy =N , (5.44)
Q*(pz - bO) 0
0 _Q-‘r (pz + bO)

onde Qi = (E1 £ 'm)_1 , € satisfazem relagio de autovalores Hu4+ = Fyu4, com autovalores:

E, = :I:\/p2—|—m2+b%:|:2b0\p|. (5.45)

Podemos mostrar que essas mesmas solugdes podem também ser obtidas por diagonaliza-

¢do direta do hamiltoniano do problema. De fato, considerando a Eq. (5.26), restrita ao caso



5.2 Solugoes de particula livre 70

particular, p = (0,0, p.), cujo hamiltoniano é,

[ mo 0 Pz — bo 0 ]
0 0 —p, — b
H = mo p 0 ) (546)
Dz — bo 0 —my 0
i 0 —Pz — bo 0 —myo ]

1 1
0 0
Uy = N pa—bo , U = N —patbo 5 (547)
E_+m E_—m
0 0
com autovalores
B = £\/p2 +m? + 03 — 2bop., (5.48)
e os autoespinores,
0 0
1 1
uz =N ou ug =N , (5.49)
0 0
Pz+bo _ Pz+bo
Ei—m Ei+m
com autovalores
E, = i\/pg +m? + b + 2byp.. (5.50)

Estas solucoes apresentam uma peculiaridade importante: apresentam dependénciaem Ey e F_,
que por sua vez dependem de p.. Neste caso, cabe avaliar o que ocorre quando fazemos a reversao
p, — —pz, procedimento usual para retratar a onda plana que se propaga no sentido negativo

do eixo-z (em problemas de barreira de potencial). Considerando, p = (0,0, —p.), 0 hamiltoniano

torna-se _ _
mo 0 —Dz — b() 0
0 m 0 —p, — b
H= 0 P==0%0 1 (5.51)
—Pz — bo 0 —myo 0
0 —p= — bo 0 —myg

As solugbes correspondentes sdo os seguintes auto-espinores:

1 1
0 0
! I
U1 o N _ pz+bO ’ u2 o N pz+b0 ’ (552)
Ei+m Eyr—m
0 0

com autovalores

E, = i\/pg +m? + b + 2bgp., (5.53)
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e 0s autoespinores,
0 0
!/ 1 / 1
us = N ou uy =N , (5.54)
0 0
—pz+bo pz—bo
E_—m E_+m
com autovalores
B = +\/p2 +m? + 1 — 2bop.. (5.55)
Usaremos as solucoes (5.47) e (5.52) nas aplicagoes ao modelo de Kronig-Penney.
5.2.2 Configuragao de "background'"tipo-espago
Para o caso puramente tipo-tempo, b* = (0,b), a eq. (5.9) reduz-se a
(a-p+myy+b-X)yY = Ey, (5.56)
onde o operador H = (- p +myy + b - X) é dado na forma 2 x 2,
m+o-b o-
H= P (5.57)
o-p -m+o-b
ou explicitamente na forma 4 x 4:
m-+b, by — iby Dz Pz — ipy
o by +1iby m—0b, pi+ip, —Ds (5.58)

Dz Pz — Z.py —-m+b, by — iby

| Pzt iy —p, by +iby —m —b,

Os auto-espinores desta matriz sGo muito complicados, mas simplificam-se adequadamente quando

tratamos o caso unidimensional p = (0,0, p,), com b = (0,0, b,). Neste caso, o hamiltoniano reduz-

se a: _ )
m + b, 0 o 0
0 m—b 0 —
H— z Y& :
pZ O —m + bz 0
i 0 —p, 0 —m — b, |
cujos auto-espinores sao:
1 0
1
uy = N , U2 = N s
Pz 0
FEo+m
0 Dz

(5.59)

(5.60)
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com autovalores,

E=+ (W+ bz) , (5.61)

e
1 0
0 1
usz = N , U4 = N > (5.62)
_ Dz O
Eo—m
0 _ Dz

Eo+m

com autovalores,

E—+ (W— bz) , (5.63)

com Eg = +/p? + m?2. E ainda importante comentar que as auto-energias obtidas aqui enquadram-
se adequadamente no padrao da expressdao (5.15). De fato, particularizando a expressao (5.15)

para o caso aqui estudado, temos:

E = j:\/p§+m2+b§j:2\bz\(m2 +p2)Y2 (5.64)

E = i\/(\/mibz>2. (5.65)

5.3 Modelo de KP em configuragao de campo fundo puramente
tipo-espaco

Iniciaremos montando a matriz de espalhamento adotando uma configuracao de potencial um
pouco distinta da que foi adotada no capitulo anterior. Com intuito de maior simplicidade, tra-
balharemos com uma configuragao puramente tipo-espago particular, ou melhor, b* = (0,0,0,b,).

As solugoes correspondentes constam nas Eqs. (5.60) e (5.62). Dentre estas, escolhemos:

u =N : (5.66)

com autovalor,

E= (\/pg T m? bz) . (5.67)

Podemos obter a matriz de espalhamento para uma particula incidente sobre uma "barreira'de

altura —Vj (Fig. (5.3)) usando as solu¢oes de onda plana na presenga do termo de violagao de Lo-
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rentz bg. Nesta abordagem usaremos uma barreira unidimensional com uma particula deslocando-
se na dire¢ao-z, ou seja, p = (0,0,p.) - movimento unidimensional no eixo-z. Na regiao (I), temos
V(z) = 0, e 0o momento seré p1., e a solugdo para esta regido é uma combinagao linear da onda

incidente, e1%/" ¢ refletida, €'#/" com momento p = (0,0, —p1.) . Desta forma, temos para a

regiao I:
E? =m? 4+ p + b2 + 2b,/p? + m2, (5.68)
1 1
\I’I = A O eiplz/h + B 0 efiplz/ii
Plz __Piz ’
Eo+m Eo+m
0 0
Na regiao I temos que V(z) = =V e 0 0 momento seré p2,. A solu¢ao nesta regido também uma

superposicao de ondas progressivas incidente (e722/) e refletida (e="2?/"), ou seja,

1 1
0 . 0 ,
=0 N e/ 4 D o e P2/ (5.69)
EotmtVo ~ Eotmiv
0 0
com
(E +Vp)* = m? 4 p? 4+ b2 + 2b./p2 + m2. (5.70)
V(z)
u . Tttt TT z
Regiaol { Regidoll
A | Vo SF
e_ l e_
aQaDd—_b :Qcﬂcﬁ

Figura 5.1: Particulas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" —Vp. As regides I e IT indicam
regides com auséncia e presenca de potencial.

Usando a condicao de continuidade



5.3 Modelo de KP em configuracao de campo fundo puramente tipo-espaco 74

U (0) = ¥yr(0), (5.71)
obtemos a seguinte equacao matricial:
A+B=C+ D, (5.72)
na qual
Al ) B )—c(—2= ) -D(—L=_), (5.73)
Eo+m Ey+m Eo+m+V Eo+m+ V)

Note que agora os momentos p;, e pa, serdo obidos das relagdes de dispersao (5.68) e (5.70) escritas

nas regioes 1 e 2, ou seja,

P = \/(E —b.)% —m?2, (5.74)
P2 = \/(EJrVo—bz)2 — m2. (5.75)
A Eq. (5.73) leva a seguinte equagao
z Ey+m

A—B:(C—D)i(w)), (5.76)
A-B=(C-D)7, (5.77)

onde 5
T (m ) 7)

2+m?2+m
T = <p2> Lz . (5.79)
D1z VPE+m2+m+ 1
Precisamos expressar os coeficientes C' e D em termos dos coeficientes A e B. Para isso, vamos

inicialmente substituir

D=A+B-C, (5.80)
na expressao (5.77), obtendo:
AQ1+7T)-B(1-T7)=2YC.
C= 2 A(1+T)=—B1-T) (5.81)
o2 27 ' '

Substituindo agora C' = A + B — D na expressao (5.77), apos simplificagdes, encontramos:

A(1=7)—=B(1+7)=—2Dps. T, (5.82)
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1 1
D= AT~ 1]+ = B[L+7]. (5.83)

Estes resultados podem ser expressos na forma matricial

C 1 (147 T-1 A
D 2Y\r-1 1+7) \B
com a matriz de espalhamento dada por
1 (1+7 YT-1 1{1/Y+1 1-1/7
== / / , (5.85)

20 \r—1 1+7v) 2\1-1r 1/T+1

cuja inversa é

1{147T 1-7
R1=2 , (5.86)
2\1-7T 1+7

com Y dado na Eq. (5.78). Note que a matriz R obtida tem a mesma genérica da matriz (4.193)
da secdo (4.4), com v — Y. E interessante pontuar que no presente caso a matriz R leva da regido
sem potencial para a regiao com potencial, o que é oposto ao cenério explorado no capitulo 4.
Isso explica o fato de termos agora

Y =1/y, (5.87)

com ~ dado na Eq. (4.196).

5.3.1 Relacao para as bandas de energia permitidas

Como estabelecido no Ref. [24], a relacdo para as bandas de energia permitidas é obtida
através da aplicacdo do teorema de Bloch & funcao que representa o estado da particula na rede

cristalina. Ao impor o teorema de Bloch, G¢; = ¢, obtemos a seguinte relacdo:

1 1 A
CoS pa = §(G11 + G22) = 5TT(G)7 (588)

onde G171 e Gag sao as componentes da diagonal principal da matriz G, que executa a translagao
da funcao de onda da particula de um ponto a outro da rede, separados pelo parametro de rede.

No presente caso, particularizado pelo potencial exibido na Fig. (5.2), a matriz G serd dada por

G =T, ;R 'T|R, (5.89)

com R e R™! sendo as matrizes de espalhamento, 7) e T,_; as matrizes de translacio entres

potenciais constantes, definidas por
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eip2! 0

T, = i (590)
0 e P2
eipl(a—l) 0

To_p = 0 (a1 . (5.91)

Note que essa é a matriz que cumpre agora o propésito de transladar a fungdo de onda da particula
do ponto inicial, I, ao ponto final, F, exibidos na Fig. (5.2), e separados pelo parametro de rede

a.

| h

| hl
JII JII [|II]I|1

Vo 1- ‘

L
k4

:-q—h-
o
-
1

d

Figura 5.2: Grafico com para o modelo de KP com uma série de pocos de potenciais com a a constante
de rede e [ a largura do pogo. As regides I e II sdo regides com V(xz) = 0 e V(x) = —Vj, respectivamente.
Figura retirada da Ref. [24].

Como ja visto anteriormente, a matriz G tem a funcdo de transladar a funcao de onda entre
as células unitarias vizinhas para uma posi¢ao equivalente ao inicio do deslocamento, tal qual foi
explicado no capitulo anterior, e agora adaptado ao potencial da Fig. (5.2). Considere a funcao
de onda inicialmente definida no ponto I. Aplicando o operador G nesta funcio, termos que o
primeiro termo, R, leva esta funcao da regido 1 (sem potencial) para a regiao 2 (com potencial
—Vb), mais precisamente para a borda inicial da regiao 2. Agora entra em cena o segundo termo,
Ty, que translada esta fungdo por uma distancia [ até a outra borda regido 2, sem ultrapassar a
descontinuidade. O termo R~! levara a funcdo de onda da regido 2 para a regido 1 (na mesma
borda). O termo T,_; desloca a fungao por uma distancia (a — ) até a outra borda & direita
da regidao 1, chegando ao ponto F), que dista do ponto I inicial pelo parametro a, mas em outra

célula unitaria. Podemos escrever a matriz de espalhamento (5.86) na forma mais geral (apenas
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por questdo de maior generaliade de calculo):

1 [ C+AY —D+ AY
- o o (5.92)
2Y\—-C+BY D+ BY
cuja inversa é:
1(D+YB D-TA
RI1=Z|" - 1. (5.93)
2\C-YB C+7T1A

Portanto, a matriz (5.89) é montada da seguinte forma:

G—¢ etpi(a—l) 0 D+YB D-TA\ [eP2l ¢ C+TA —D+7TA
0 emwile=) | \ C-TB C+TA 0 e | \_¢+TB D+TB |’
(5.94)

onde
1

ﬁ.

Multplicando as 4 matrizes em (5.94), obtemos os elementos:

¢ = (5.95)

G = gemrlad [eiml (é n TA) (D B) eipel (m - D) (é - TB)} , (5.96)
Gy = gemr(a [eiml - e—iml} (D +Y ) (TA D) (5.97)
Go1 = Eemrla=l) [eip?l - e_iml} ( ) (C + Tfl) , (5.98)
Gay = Eemimi(aD) [eiml (—é +TB (D - TA) + eipal (D + TB) (é + TA)} . (5.99)
onde
G = % (g: g:) . (5.100)

Gi11 = 56"”1(“4) [T (fl + B) (C’ + D) cos(pal)+

isin(pal) (Y (B - A) (é D) +2CD + 27 AB)} (5.101)

Goy = fe*ipl(afl) [T (121 + B) (C’ + N) cos(pal)
—isin(pol)[YT < 3 — /Nl) ( o ]j) +2CD + ZTQAB} , (5.102)
Gz = 266D [j5in(pyl] (D + TB) (M - D) , (5.103)
Go = 26~ [jsin(pal] (é - TB) ((5 n TA) , (5.104)

De acordo com tais resultado, observamos que G117 = G3,, de modo que
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Tr(G) = %h%ﬁ+§)@NJﬂaMmUmWMA—UH%%@+T<B<®(é—ﬁ)

+202AB) sin(py(a — 1)) sin(pal) (5.105)

A relagao das bandas de energia permitidas é dada pela Eq. (5.88). Como no presente caso, temos

A=B=C=D =1, resulta em
Tr(G) = 2¢ [4T cos(pal) cos(pi(A — 1)) + 2(1 + Y?)sin(p;(a — 1)) sin(pgl)] .

de modo que encontramos a seguinte expressdao para as bandas de energia permitidas:

cos pua = & [4T cos(pal) cos(p1 (A — 1)) + 2(1 4+ T?)sin(py (a — 1)) sin(pgl)} :

A simplificacao desta expressao fornece

(1472 . :
cos pa = cos(lpa) cos(pi(a — 1)) + T [sin(p1(a — 1)) sin(p2)], (5.106)
que faz o papel da expresao (4.161) na presenca do campo de fundo o = (0,0,0,b,), com T —
I'. Lembrando que agora vale:
b2z Ey+m
T=""" ). 5.107
pu<%+m+%> ( )

Na auséncia de violagdo de simetria de Lorentz (b, = 0), as Eqgs. (5.74) e (5.75) sdo reduzidas a

pr. = VE?—m2 (5.108)
P2 = ¢w+%f—m% (5.109)
levando o fator (5.78) a forma:
(E4+m)(E+Vy—m)
Ty = . 5.110
0 \/(E—i—m—i-Vo)(E—m) ( )

O resultado (5.106) assim se reduz a

(1+713) . :
cos pa = cos(lp2) cos(pi(a — 1)) + T sin(Ip2) sin(p1(a — 1)). (5.111)
0
Esta expressdo pode ser comparada a Eq. (4.161),
1412 :
cos pua = cos kil coska(a — 1) — sin k1l sin ko(a — 1), (5.112)

2r
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onde

F:\/(E—m—FVO)(E-l-m) (5.113)

(E—=m)(E4+m+ V)
Percebemos que o resultado (5.106) torna-se analogo ao resultado (4.161) quando lembramos que

k1 = p2 e ka = p1, pelo fato de estarmos trabalhando agora com um potencial distinto do capitulo

anterior.

Resta ainda comentar que a relacdo de bandas obtida, Eq. (5.106), depende do fator de
violacdo de Lorentz (b,), que estd dentro dos momentos. Vide Egs. (5.74) e (5.75). Cabe ainda

investigar como a dependéncia implicita no fator b, altera as relacoes da banda de energia.

5.4 Modelo de KP em configuracao de campo fundo puramente
tipo-tempo

Assim como fizemos no caso tipo-espago, vamos proceder no caso tipo-tempo, b* = (b, 0),
adotando também uma configuragdo particular mais simples para o momento, p = (0,0,p,). As
solucoes correspondentes constam nas Egs. (5.47) e (5.52). Dentre estas, escolhemos para as

ondas progressivas:

1 1

0 0
u1(p:) = ooty |0 mp) =N (5.114)

E_+m Eiim
0 0
com autovalor

E. = \/p2+m?+ 85— 2bop., (5.115)
Ey = \/p§ +m? + b§ + 2bop. (5.116)

Sabemos que neste caso, a energia da particula livre ou na presenca de um potencial constante V{

¢é dada, nas regioes I e II, respectivamente, por

E* = m?® 4 p? + b3 — 2bop., (5.117)
(E+V0)* = m?+p?+ 05— 2bop. (5.118)

Podemos obter a matriz de espalhamento para uma particula incidente sobre uma "barreira'de
altura —V{ (Fig. (5.3)) usando as solucoes de onda plana na presenga do termo de violagao de Lo-
rentz by. Nesta abordagem usaremos uma barreira unidimensional com uma particula deslocando-
se na direc¢ao z, ou seja, p = (0,0,p,) - movimento unidimensional no eixo-z. Na regido (I), temos
V(z) = 0, e 0o momento serd pi,, ¢ a solu¢do para esta regidao é uma combinacdo linear da onda

incidente - €12/ ¢ refletida - e~"P1%/" com momento p = (0,0, —p1.) . Desta forma, escrevemos:
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1 1
0 ip12/h 0 —ip1z/h
Ur=A eP* + B e P1EN (5.119)
plz_bO _plz_b()
E_+m Ei4+m
0 0
Na regido II temos que V(z) = =V e 0 0 momento seré p2,. A solu¢ao nesta regido também uma

superposicao de ondas progressivas incidente (e2?/") e refletida (e="2/"), ou seja,

1 1
0 , 0 .
_ ipaz/h —ipaz/h
U r=0C — e'P? + D —pra—bo e "P2E/h (5.120)
E_+m+Vy Ei+m+Vy
0 0
V(z)
= - . Tt To z
Regiaol {  Regidoll
SN _H]ﬁ%fQF
e_ —
A WA=t l SN

Figura 5.3: Particulas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" —V{. As regides I e II
indicam regides sem e com potencial.

Usando a condicao de continuidade

;(0) = ¥rr(0), (5.121)

leva a seguinte equacao matricial:

A+B=C+D, (5.122)

na qual

p1z — bo p1z +bo p2: — bo D22 + by
Al—X~XY——"|-B|=—4"]|=Cl———|-D|—2—— 5.123
<&+m> @L+m> @l+m+%) @h+m+% ’ ( )
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Note que agora os momentos pi, e p2, serdo obidos das relagoes de dispersao (5.117) e (5.118)

escritas nas regioes 1 e 2, ou seja,

E2 = m?+p3, + b+ 2bp1s, (5.124)
(Ex +V0)? = m?+p3, + b3 £ 2bop2.. (5.125)

Resolvendo o sistema, encontramos:

P = VEZ—m?2+ b, (5.126)
Dy = \/(E+V0)2—m2+bo. (5.127)

A Eq. (5.123) leva as seguintes equagoes

q(Pz=bo) g (Pztbo (P22 —lo _p_Pe=th ’ (5.128)
E_+m Ei+m E_+m+W E,+m+W
AT]_ (plz — b[)) — BT]+ (p1z + b()) =CM_ (pgz — bo) — D)\+ (pzz + b()) s (5.129)
onde
1 1

= , E—— 5.130
B T Eatm A (5.130)

Das equacdes acima podemos obter duas relagoes
[A (P12 — bo) — Bzi (P12 + bo)] . = [C (22— bo) — Dii (P2 + bo)] X (5131

/s N X+ X—

A=) =B () Gt )| = [0 =D (X5 ()| 2= 132
[A(p1z — bo) — B (p1z + bo)] = [C (p2z — bo) — Dx (p2z + bo)] j;; (5.133)

onde

() ()

Deixamos para avaliar o efeito do sinal de by na expressao final da estrutura de bandas. Fazemos

agora a defini¢ao,

= Pz <X) , (5.135)
P1z \7-
SR <X—> , (5.136)
D2z n_
ou melhor,
y= VE V) s <X—> (5.137)
\/E'2 — m? +bo, n_ . ’
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Obviamente, no limite em que by — 0, recuperamos o fator original

%:\/EE—l—m)(E—m—i-Vo) (5.138)

E—m)(E+m+V)

Substituindo (5.136) na Eq. (5.133), temos

A (p1z — bo) — Bn (p12 + bo) = [C (p2: — bo) — Dx (p2- + bo)] (ZZ?) . (5.139)

Precisamos expressar os coeficientes C' e D em termos dos coeficientes A e B. Para isso, vamos

inicialmente usar D = A+ B —C, que ao ser substituido na expressao (5.139), apos simplificacoes,

fornece:

A(p1z = bo) = B (p1z + bo) = [C (2= — bo) + Ox (p2= + bo) — (A + B)x (p2= + bo)] <7pp212> ;

(5.140)

1
=7 [(P12p22 — bop2: + XVYP12 (P22 + bo)) A — B(n (P12 + bo) p2: — x¥P12 (P22 + bo))]
1
=7 [(p1=p2=(1 + Xx7) — bo(p2z — x¥P12)) A + B((XY — MP1zp2- + bo(X¥P1= — np22))],  (5.141)
onde

T =7p1z[p2- (x +1) +bo (x — 1)].

Vamos agora usar C = A+ B — D,

A (plz - bO) - B77 (plz + bo) = [—D (p2z - b(]) + (A + B) (p2z — bO) _ DX (p2z 4 bO)] <"Yp1z) ’

P2z
1
D = T [(_plzp2z + b0p2z + YP12D22 — bO’Yplz)A +B (nplzp2z + 77b0p2z + YP12P22 — 5072(7553142)
1
= 7 [(prep2:(y = 1) + bo(p2z — p12)] A+ B(1+ 7)przp2z + bo(np2z — yp1z)]-

Estes resultados podem ser expressos na forma matricial:

C\ 1 [prep2=(1+x7) — bo(p2z — xp12) (X7 — M)P1=p2z + bo(XVP1- — Mp22) | [ A

T )

D T (plzp2z(7 - 1) + bU(pZZ - ’Yplz) (77 + f)/)plszz + bO(anz - 7p1z) B
(5.143)

com a matriz de espalhamento dada por
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P1202:(1 4+ x7) = bo(p2: — xVP12) (XY — M)P12P2= + bo(X VP12 — 1P22)
(plzp2z('7 - 1) + bO(sz - 71012) (77 + 7)p1zp2z + 50(772922 - Vplz)

R= (5.144)

el

Como essa matriz é deveras complicada, vamos deixar a finalizacao da andlise do caso tipo-tempo

para um momento futuro.



6 Conclusbes

No capitulo 3, fizemos uma introdug¢ao sobre o MPE e alguns dos seus setores principais, como
o foténico e o setor fermionico, que contém o termo de violacdo de Lorentz axial, em termos do
vetor b*. Vimos que este termo altera as solucoes espinorais e a relagdo dispersao relativistica. No
capitulo 4, revisamos o modelo de KP nao-relativistico e relativistico. No caso nao relativistico,
verificamos que a relacao para as bandas, no caso de uma série de pogos de potenciais, quando
fazemos o limite em que a largura do pogo vai a zero e seu potencial muito grande, é equivalente a
obtida para o caso de potencial §. As relagdes de banda mostram que para certas regides, chamadas
de gaps, a equagao de banda de energia nao se satisfaz, ou seja, nessas regioes nao havera elétrons
ocupando determinando estados, sendo uma regido proibida. Estes elétrons estardo apenas em
regides com bandas de energia permitidas. O caso relativistico apresenta a mesma caracteristia
com a formacao de bandas e gaps. No entanto, constatamos pelos graficos que as bandas de energia
e 0s gaps sofrem uma reducdo devidos aos efeitos relativisticos, o que acarreta na aproximagcao das
bandas de energia e encurtamentos dos gaps, tornando o material potencialmente mais condutivel
(quando tais corre¢oes sao apropriadas). No capitulo 5, discutimos o modelo de Kronig-Penney
quéntico-relativistico na presenca de termos de violacdo de Lorentz, £ = \va"b#%‘ll. Obtivemos
as solucoes espinoriais de particula livre, para a equacao de Dirac modificada por este termo, em
algumas situagdes particulares (para campo de fundo tipo-tempo e tipo-espaco). Em seguida,
usamos as solugdes do caso tipo espaco para desenvolver o modelo de Kronig-Penney e encontrar
as relagoes de banda de energia. O caso tipo-tempo mostrou-se bem mais complicado, mesmo nas

situacoes mais simples possiveis.

Uma opgao talvez interessante, e potencialmente geradora de resultados mais impactantes
sobre a estrutura de banda, seja tomar o limite nao-relativistico dos resultados obtidos neste
capitulo, ou seguir uma rota distinta: tomar o limite nao-relativistico da Lagrangeana de Dirac
suplementada pelo termo £ = \il’y“bu%\ll. Tomando os termos gerados no regime nao-relativisticos,
podemos inseri-los no potencial tipo poco do modelo de KP nao-relativistico. Esta tarefa possivel-
mentre ndo serd tao simples, uma vez que envolve termos de potenciais dependentes das matrizes

de Pauli.
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APENDICE A - Equacio de Dirac

Sabe-se que na mecanica quantica nao-relativistica a equacao de Schrodinger,

2~ n

2
5 —%V P+ Vap, (A.1)

descreve e fornece informagdes a respeito do comportamento e propagacao de particulas, bastando
conhecer a sua funcao de onda ¥. Em um contexto relativistico, temos a equacao de Klein-
Gordon, que descreve particulas de spin 0, a equagdo de Proca, que descreve particulas de spin
1, e a equacao de Dirac que descreve as particulas de spin %, como quarks, leptons (particulas de

matéria) e férmions em geral.

A equagdo de Dirac pode ser obtida a partir da forma da equacgao de "Schrédinger relativis-

tica",
oy

onde H representa a energia relativistica, H = \/(m002)2 + p2c2. Sendo relativistica, deve ser
covariante sob as transformadas de Lorentz. Esta equagio é dada em termos de uma derivada
primeira no tempo (no intuito de proporcionar densidade de probabilidade positivo-definida) e

também derivadas primeiras no espago, por ser covariante, de modo que escrevemos:
2 i
H = Bmoc” + ca'p’, (A.3)
onde B e o' sdo matrizes 4 x 4 dadas por:

: 0 o 1oz 0
of = 7 8= , (A.4)
o 0 0 _12x2

onde ¢* sao as matrizes de Pauli, o' = (0, 0y,0;), definidas por
Oy = y oy = | , 0, = , (A.5)

e satisfazem

[Oi, Uj] = 2’i€ijk0k, {Oéi, Uj} = 2(5@'. (AG)
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As matrizes o e 8 possuem trago nulo, Tr (8) = Tr (ai) = 0, e satisfazem as seguintes relagoes:

B2 =1,(cf)" =1, (A7)
Bat 4+ a'f =0, (A.8)
alad +adat =26, (A.9)

onde vale a representacao matricial,

ocp=| = P (A.10)

Px + Z'py —Pz

Com esse resultado, o Hamiltoniano da equacdo de Dirac, H = Bmoc?® + ca - p, é dado pela

seguinte matriz:

2 2
moc 0 0 co - moc co -
7o |™o 4 Pl _ | ™Mo Pl (A.11)
0 —moc? co-p 0 co-p —moc?

Por inspeccao, é facil perceber que a dependencia temporal das solucoes deve ser dada por
_iBt
U(z,t) =P(z)e” n, (A.12)

o que compativel com Hy = Ev. Escrevendo o espinor

2

Y= ; (A.13)
X
montamos a equacao matricial
2
moc®  co -
0 PHIPI =7, (A.14)
co-p —moc?| |x X

que fornece as seguintes equagdes para os espinores de Pauli, ¢, x:

(E —moc®)p = co - px, (A.15)
(E —moc®)x = co - ppx, (A.16)
sendo ¢, y espinores 2 X 1,
Y1 X1
Y= , X = i (A.17)
Y2 X2
Estas tltimas equacoes fornecem
co-p
= > A.18
7 (E — mocQ)X7 ( )
co-p
= —F. A19
X Erme?)” (A.19)
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Substituindo a Eq. (A.19) na Eq. (A.18) resulta a relagdo de dispersao,

2
- (f) +mgc® + (o -p) (o -p) = 0. (A.20)

Como (o -p) (o - p) = p?, temos que

E = £4/p%c? + mdct, (A.21)

observando que é relacdo classica para a energia relativistica da particula e anti-particula livre.

As matrizes o' e 8 servem de base para definir as matrizes de Dirac, conhecidas como matrizes

gama,
B=7" 5 =pd, (A.22)
onde

70 = , 7= . : (A.23)

que podem ser rotuladas numa representacdo covariante v*, sendo p um indice de Lorentz. As

matrizes y* satisfazem a seguinte relacdo de anticomutacao:
{777} = 29" 14aa, (A.24)

com g = (1,—1,—1,—1) sendo o tensor métrico. Outras duas propriedades podem ser obtidas,

tais como
(V) =-1, (O)* =1. (A.25)

1.2.3

Podemos definir uma outra matriz de Dirac, v° = i7%y'v2+3, que tem a forma:

0 19
7S = =2 (A.26)

logg O

e anti-comuta com qualquer matriz y*, ou seja, {75, 7"} = 0. As matrizes v* possuem trago nulo,

Tr(y*) = 0, e satisfazem as seguintes propriedades:

Y= gy M =, (A.27)
Em termos das matrizes v* a equacao de Dirac é escrita como

(ihy" 0y, + moc) ¢ = 0. (A.28)
No espaco dos momentos, p, — —thd,, a equacao de Dirac assume as forma:

(7" — moc) Y(x) = 0. (A.29)
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As solucoes de onda plana sdo encontradas fazendo-se

pe=U= , (A.30)

u2

onde uy, ug € C, e usando a Eq. (A.19) obtemos a solugao espinorial de onda,

U i (Bi—pr —i(Bt-pr
V=N | gy e = utE e T (A31)
(E+moc?)
com
E.p)=N v A.32
u(E,p) = (o-p) Ul (A.32)
(E+moc?)
onde N é a constante de normalizacao que é determinada pela seguinte relacao:
[t vtnds =5 p-1). (A.33)
u(E,p)lu(E',p) =1, (A.34)

o que implica em

E+ mgc2
N =\ ———. A.
\/ 5F (A.35)
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