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Resumo

A quebra de simetria de Lorentz e seus possíveis efeitos em sistemas físicos tem sido tema

de investigações recorrentes na atualidade, dentro de um programa de física de precisão para

estabelecimento dos limites da validade desta simetria. Tais estudos não se restringem apenas

à teoria de campos ou contextos de altas energias, uma vez que abarcam também sistemas da

física da matéria condensada, de�nidos em baixíssimas energias. Neste trabalho realizamos uma

revisão sobre o modelo de Kronig-Penney (KP) quântico, primeiramente tratado por meio da

equação de Schrödinger. Depois, abordamos o modelo de KP quântico-relativístico, tratado por

meio da equação de Dirac. Apresentamos uma revisão sobre os setores fotônico e fermiônico do

MPE, abordamos o cerne do modelo de KP, versão não-relativístico e relativística, obtendo as

relações de bandas de energia para ambos. Veri�camos que, em se tratando do modelo de KP

relativístico os efeitos acarretam em uma redução das bandas de energia, quando comparada ao

caso não relativístico. O mesmo ocorre para os "gaps"entre as bandas, mas de uma forma menos

signi�cativa. Em seguida, buscamos investigar os efeitos de um termo de violação da simetria de

Lorentz (VSL), de�nido no contexto do setor fermiônico do Modelo Padrão Estendido de Colladay

& Kostelecky, sobre esse sistema. Especi�camente, consideramos a equação de Dirac modi�cada

pelo termo axial de VSL, ψ̄bµγ5γ
µψ, onde bµ representa o vetor de violação. Em seguida, iniciamos

o desenvolvimento do modelo de Kroning-Penney na presença do termo de VSL, onde consideramos

as con�gurações "timelike"e "spacelike"do campo de fundo, bµ. Como passo inicial, obtemos as

soluções espionoriais de partícula livre da equação de Dirac correspondente. Em seguida, usamos

tais espinores para obter as relações de banda de energia do modelo KP relativístico modi�cado

pelo termo de quebra. Veri�camos que esse procedimento torna-se particularmente simples para

um caso unidimensional, p = (0, 0, 0, pz), para a con�guração "spacelike"do campo de fundo,

b = (0, 0, 0, bz), para o qual a relação de bandas de energia possui a mesma estrutura geral

daquela sem VL, mas com fatores Γ modi�cados, dependentes do vetor de quebra b, de�nidos

neste trabalho. Por �m, ainda resta analisar como os fatores de VSL afetam a largura das bandas

e dos "gaps"entre as bandas.

Palavras chave: Violação de Lorentz, Modelo de Kronig-Penney, Bandas de energia



Abstract

The breaking of Lorentz symmetry and its possible e�ects on physical systems has been a

topical issue in actual investigations, belonging to a precision program for establishing the limits

of this symmetry in nature. These studies are not constrained to the �eld theory or high energy

systems, since they also involve other areas, like condensed matter physics. In this work we revisit

the Kronig-Penney model, �rst addressed by means the Schrodinger equation, and second by

means of the Dirac equation in its quantum-relativistic version. We revise the nonrelativistic and

relativistic Kronig-Penney model, achieving the energy bands relations to both cases. We verify

that in the case of relativistic KP model the e�ects entail in an energy band reduction, if compared

to the non-relativistic case. The same happens to gaps but in a less signi�cant way. In the sequel,

we investigate the e�ects of the Lorentz-violating term, ψ̄bµγ5γ
µψ, belonging to the fermionic

sector of the SME of Colladay & Kostelecky, on the Kronig-Penney model. Here, bµ represents

the Lorentz-violating backgroud. As an initial step, we obtain the associated free particle spinor

solutions of the modi�ed Dirac equation. We use such spinors to develop the KP model with

Lorentz violation and achieve the modi�ed band relations. We verify that the procedure become

specially simpli�ed for the unidimensional case, p = (0, 0, 0, pz), for the spacelike con�guration of

the background, b = (0, 0, 0, bz). The energy band relation has the same general structure from

that obtained without LV, with the di�erence that dimensionless quantity Γ, de�ned in that work,

carries now the dependence on the Lorentz-violating term. It still misses to analyse how the LV

terms a�ects the band energy structure.

Key-words: Lorentz Violation, Kronig-Penney Model, Energy Bands
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1 Introdução
A percepção e idéia de simetria vem de muito tempo atrás, mais precisamente das civiliza-

ções antigas que notavam regularidades e padrões característicos inerentes a natureza, com tais

simetrias como inspiração na construção de obras de artes, construções arquitetônicas etc. Mais

adiante com outras civilizações como a grega, o estudo da simetria foi tomando mais forma e sendo

mais aprofundado, como por exemplo no estudo de �guras geométricas. Na Ref. [2] temos que no

Timeu de Platão é apresentado uma descrição para os elementos naturais usando poliedros regu-

lares, onde o fogo teria a forma de tetraedo regular, a terra a forma de um cubo, a água a forma de

um icosaedro e o universo um dodecaedro regular. Além do mais estas �guras foram usadas para

uma descrição física da arquitetura planetária no livro "Mysterium Cosmographicum"de Kepler.

Em um concepção morderna temos que além da beleza e harmonia o conceito de simetria se

fudamenta em uma relação de igualdade, ou seja, o objeto em estudo deve apresentar suas mesmas

características sendo invariante ao realizarmos algumas operações sobre ele. Na geometria temos

que certas formas apresentam invariância devido a algumas trasformações ou operações. Estas

transformações estão incluidas em uma área da matemática chamada teoria de grupos. Um grupo

geralmente está associado a alguma simetria e operações de simetria. Na física vemos que suas leis

possuem invariância sobre certas transformações de simetrias contínuas e que essa invariância leva

a conservação de grandezas físicas segundo o teorema de Noether. Na relatividade de Einstein

temos a simetria de Lorentz que diz que as leis da física são invariantes para observadores em

referenciais inerciais. O grupo relacionado a esta simetria é o grupo de Lorentz do qual podemos

derivar a equação de Dirac que é uma equação quântica relativística que descreve férmions. Em

teorias modernas como a do Modelo Padrão (MP), que é uma teoria quântica relativística de

campo e que descreve as forças fundamentais da natureza, temos que sua caracterização é dada

pelos grupos SU(3) × SU(2) × U(1).

Um outro viés do estudo de simetria é o caso de quebra de simetria de onde novas simetrias

são reveladas e que objetos de estudos que são invariantes sobre a transformação de simetria

inicial não apresentam mais esta invariância. Na física a quebra de simetria pode ocorrer de

duas formas: espontânea e explícita. A quebra espontânea ocorre quando o estado fundamental

ou de mínima energia de um sistema físico não é mais invariante sob operações de simetrias da

condição inicial do sistema. Exemplos de quebra de simetria espontânea é o caso do potencial

ϕ4, mecanismo de Higgs etc. Já na quebra de simetria explícita são adicionados à mão termos,

geralmentes tensores ou vetores nomeados como campos de fundo, advindos de uma quebra de

simetria de uma teoria numa escala de maior energia. Espera-se que estes termos tenham valor

esperado diferente de zero, ou seja, ⟨0|Tµ|0⟩ ≠ 0µ. Como exemplo de quebra espontânea em uma

teoria é o que foi desenvolvido por Kostelecky e Colladay na Ref [3]. Neste trabalho foi prosposto
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termos de violação de simetria de Lorentz e CPT que posteriormente foram adicionados ao MP

formando o Modelo Padrão Estendido (MPE) que é uma modi�cação do Modelo Padrão com a

inclusão dos termos de quebra de simetria de Lorentz e CPT e sendo uma teoria mais completa.

Um destes termos é o bµ referente ao setor fermiônico do MPE e que é objeto de estudo neste

trabalho, como foi desenvolvido e detalhado no capitulo 2. Desde a formulação do MPE muitos

trabalhos foram desenvolvidos com respeito à quebra de simetria de Lorentz e CPT a �m de

restringir o valores dos campos de fundo e em transições 1S-2S do hidrogênio e anti hidrogênio,

como proposto nas Ref. [15], [19], [4]. Os efeitos dos termos de violação de simetria podem ser

discutidos também no contexto de sistemas de matéria condensada (grafenos, redes opticas etc)

como proposto na Ref. [29] onde se analisa o tunelamento de Klein para a equação modi�cada de

Dirac com o campo de fundo bµ. Neste trabalho, como pode ser visto no capítulo 4, realizamos

um estudo da equação de Dirac modi�cada com o termo de campo de fundo bµ para o modelo de

Kronig-Peney de uma rede cristalina unidimensional da qual analisaremos as relações de bandas de

energia devido à introdução deste termo. Temos também que o estudo dos termos de violação de

Lorentz pode ser feito em teorias quânticas não relativísticas, como na teoria quântica ondulatoria

de Schrödinger. Isto é feito considerando o caso de limite não relativístico no setor fermiônico do

MPE, abordado em Ref. [26]. Muitos trabalhos têm sido desenvolvidos neste limite em sistemas de

matéria condensada [13]. Outros trabalhos como na Ref. [12] proprõem que a violação de Lorentz

se manifeste na mecânica quantica não relativística.

Um outro objeto de estudo neste trabalho, desenvolvido no capitulo 3, é o modelo de Kronig-

Penney para uma cristal unidimensional, com o objetivo de encontrar a relação para as bandas de

energia permitidas desse cristal. Estes apresentam uma periodicidade nos íons que os constituem,

possuindo uma simetria translacional. O modelo de Kronig-Penney (KP) é proposto na teoria de

elétrons quase livres onde ocorre a interação destes com os íons da rede. No modelo de elétrons

livres não era considerado a in�uência dos íons e muitos fenômenos como o surgimento de bandas

e "gaps"de energia e a consequente propriedade de ser um condutor, semi-condutor ou isolante de

um metal não eram explicadas. Como veremos, as bandas e os "gaps"de energia são causados por

re�exões de Bragg na rede cristalina. Ainda no capitulo 3 desenvolvemos o modelo de Kronig-

Penney para um potencial de tipo δ e do tipo poço, obtendo as relações para as bandas de energia

e veri�cando que para este último, no limite em que o potencial tende ao in�nito e que a largura da

barreira tende a zero, ele equivale ao resultado obtido no potencial δ. Além do mais analisamos

o caso do modelo de KP relativístico onde veri�camos que as bandas de energia apresentam a

mesma estrutura das obtidas anteriormente com a diferença de que a relação de banda possui

uma quantidade adimensional Γ, que é de�nida como uma razão que envolve os momentos e a

energia. Outra diferença importante é que os efeitos relativísticos levam a redução relativística

da largura das bandas e dos "gaps".

Por �m, no capitulo 4, e como principal objetivo deste trabalho, desenvolvemos o modelo de
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KP quântico-relativístico com introdução do termo de violação de Lorentz bµ na equação de Dirac

(equação de Dirac modi�cada). Usamos do procedimento do capítulo 3 para encontrar as bandas

de energia para este caso. Primeiramente, iniciamos o capitulo 4 com o vetor de fundo do tipo

tempo bµ =
(
b0,0

)
, obtendo a relação para as bandas de energia. Em seguida trabalhamos com

o vetor de fundo do tipo espaço bµ = (0,b) , obtendo a relação para as bandas de energia deste

caso. Por uma analise dos resultados iniciais vemos que as relações para as bandas de energia no

caso tipo tempo apresentam uma estrutura de banda diferente das obtidas no capítulo anterior,

agora com a presença do termo b0. No caso tipo espaço vemos que apresentam a mesma estrutura

das bandas obtidas no capitulo 3 com a diferença de que a quantidade adimensional Γ tem uma

composição diferente com o termos b.
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2 Simetrias, simetria de Lorentz, grupo de

Lorentz, quebra de simetria

Pela de�nição na Ref. [8] "uma coisa é simétrica se alguém puder submetê-la a uma deter-

minada operação e esta coisa parecer exatamente a mesma após esta operação". A história e

estudo da simetria começa com os gregos, indicando inicialmente uma relação de comensurabili-

dade. Além da comensurabilidade, que se tornou uma propriedade mais especí�ca da simetria,

outras propriedades se tornaram importantes para o conceito de simetria como harmonia, belaza

e unidade, Ref. [2].

Por conhecimento histórico, cientí�co, factual, e por observação ao nosso redor, podemos notar

que a simetria se faz presente em diversas áreas do conhecimento, assim como na própria natureza

em si. No que diz respeito às ciências humanas, temos a utilização da simetria nas artes plásticas

em geral, arquitetura, música, etc. sendo um elemento importante na busca do belo e da harmonia

nessas áreas. Nas ciências exatas, simetria é introduzida como um aspecto característico de alguns

sistemas naturais ou abstratos. Na física existem diversas simetrias importantes como: invariância

translacional no espaço e no tempo, invariância rotacional etc. Como um exemplo temos as

estruturas cristalinas periódicas com simetrias translacionais em que a mesma con�guração de

rede é observada ao nos deslocarmos para uma célula seguinte do cristal ou ao fazermos uma

determinada rotação em relação a algum eixo que passa por essa célula. Além destes tipos temos

muitas outras simetrias, que caracterizam propriedades geométricas de campos e quantidades

vetoriais tais como as axiais, radiais, centrais. Existem também as simetrias das leis da física sob

algumas transformações. Existem as simetrias discretas do teorema CPT, relacionadas a carga,

paridade e tempo. A simetria do príncipio da relatividade, estabelecida por Einstein em 1905, é

um marco na história da física e con�gura um novo tipo de simetria , que é hoje denominada de

simetria de Lorentz, sendo uns dos elementos de estudo do presente trabalho.

2.1 Simetrias na física e quantidades conservadas

As simetrias e o seu estudo desempenham um papel importante na física pois estão direta-

mente relacionadas a quantidades físicas conservadas ou invariantes. Pelo teorema de Noether
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temos que para cada simetria contínua em física existe uma lei de conservação. As simetrias

dos sistemas físicos podem ser classi�cadas em continuas e discretas. Como simetrias contínuas

temos a homogeneidade do espaço ou do tempo, que garatem, respectivamente, a conservação do

momento e da energia. Temos também a isotropia do espaço que leva a conservação do momento

angular e às simetrias de "gauge"e a simetria de Lorentz. Como exemplo de simetrias discre-

tas temos as simetrias C (carga), P (paridade) e T (tempo) importantes em sistemas quânticos

relativísticos como aqueles descritos pela equação de Dirac, que é invariante sob C, P e T.

Iniciamos, como exemplo, mostrando que as operações de translação e rotação aplicadas na

segunda lei de Newton garantem a homogeneidade e isotropia do espaço para esta lei. Conside-

rando dois observadores que estão nos sistemas inerciais A e B com B a uma distancia d de A,

tomando A como a origem. Queremos saber se a mesma lei física em consideração se apresenta

da mesma forma para o observador B transladado. Considerando que ambos medem um força,

restrita na direção x, em um ponto P a uma distancia x de A e distante X = x− d de B, temos

que as forças medidas por A e B são, respectivamente

Fx = m
d2x

dt2
, (2.1)

FX = m
d2X

dt2
. (2.2)

Substituindo o valor de X em (2.2), obtemos

FX = m
d2 (x− d)

dt2
= m

d2x

dt2
= Fx, (2.3)

o que demonstra que para o observador B a segunda lei de Newton se comporta da mesma

forma para o observador em A. Dizemos então que esta lei é invariante perante uma operação de

translação e portanto é homogênea no espaço.

Veri�camos agora com se dá a transformação da segunda lei de Newton sob a operação de

rotação. Consideramos os mesmos observadores A e B com o sistema referencial na mesma origem

e com B rotacionado por um angulo θ em relaçao a abicissa de A. Temos que a relação de

transformação entre as coordenadas de cada observador é dada por

x
′

= x cos θ + y sin θ, (2.4)

y
′

= y cos θ − x sin θ, (2.5)

z
′

= z. (2.6)
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A relação entre as componentes da força para os dois observadores é dada por

F ′
x = Fx cos θ + Fy sin θ, (2.7)

F ′
y = Fy cos θ − Fx sin θ, (2.8)

F
′
z = Fz. (2.9)

Diferenciando as equações (2.4), (2.5) e (2.6) em relação ao tempo e depois multplicando pela

massa, sabendo que o angulo θ é constante, obtemos

m
d2x

′

dt2
= m

d2x

dt2
cos θ +m

d2y

dt2
sin θ, (2.10)

m
d2y

′

dt2
= m

d2y

dt2
cos θ −md2x

dt2
sin θ, (2.11)

z
′

= z. (2.12)

Como as equações (2.7), (2.8) e (2.9) podem ser escritas da seguinte forma

F ′
x =

d2x

dt2
cos θ +

d2y

dt2
sin θ, (2.13)

F ′
y =

d2y

dt2
cos θ − d2x

dt2
sin θ, (2.14)

F
′
z =

d2z

dt2
, (2.15)

comparando os lados direitos de (2.10) até (2.15) temos que para o observador B rotacionado a

segunda lei de Newton é preservada, mostrando assim a sua característica isotropica.

2.2 Simetria de Lorentz e grupo de Lorentz

Antes de abordamos a violação de simetria de Lorentz, precisamos explanar sobre esta si-

metria e suas propriedades. A simetria de Lorentz consiste na invariância das leis físicas sob

as transformações de Lorentz, como inicialmente demonstrado por Lorentz para as equações de

Maxwell. O mesmo vale para a equação de Dirac e eletrodinâmica quântica, assim como para

as outras teoria do Modelo Padrão das interações fundamentais. No fundo, tal invariânica é o

cerne do princípio da relatividade, um dos postulados da Teoria da Relatividade Restrita (TRR),

enunciados por Einstein em 1905. A TRR está alicerçada nos postulados abaixo [24]:

1. Todos os referenciais são equivalentes, de modo que as leis físicas são escritas na mesma

forma em todos os referenciais.

2. A velocidade da luz no vácuo assume o mesmo valor, c, em todos os referenciais inerciais,

sendo uma constante universal.

As transformações de coordenadas entre dois referenciais inerciais, S e S′, são dadas através
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da seguinte relação:

x
′µ = Λµ

νx
ν + ζµ, (2.16)

com

Λµ
ν =

∂x′µ

∂xν
, (2.17)

onde Λµ
ν são os elementos da matriz de Lorentz, Λ, e ζ é o paramentro de translação, sendo estas

transformações pertecentes ao grupo de Poincaré. Com ζµ = 0, temos as transformações do grupo

de Lorentz. Importante mencionar que estas transformações deixam invariante a distância entre

dois pontos no espaço de Minkowski, medida por referenciais diferentes, ou seja,

ds2 = ds′2. (2.18)

Podemos demonstrar que no espaço de Minkoswki as transformações de Lorentz deixam invariante

o intervalo relativístico assim como a métrica gµν , aqui de�nida por

gµν = (1,−1,−1,−1). (2.19)

Sabemos que

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.20)

ds
′2 = gαβdx

′αdx
′β = gαβΛ

α
µΛ

β
νdx

µdxν , (2.21)

obtemos pela comparação da Eq. (2.20) com (2.21), que

gαβΛ
α
µΛ

β
ν = gµν , (2.22)

que se escreve também na forma matricial,

ΛT gΛ = g, (2.23)

onde Λ é a matriz do grupo Lorentz, que possui uma estrutura do tipo O(1, 3). A relação (2.23)

nos diz que o tensor métrico gµν é invariante sob as transformações de Lorentz.

Tomando o determinante de relação (2.23), temos

det g = det(ΛT gΛ) = det(Λ)2 det(g), (2.24)

o que implica em

detΛ = ±1, (2.25)

que determina os dois tipos de transformações de Lorentz: as próprias (detΛ = +1) e as impróprias

(detΛ = −1).
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Da Eq. (2.23), com µ = 0 e ν = 0, temos

(
Λ0
0

)2
= 1 +

∑
k

(
Λk
0

)2
, (2.26)

o que é compatível com
∣∣Λ0

0

∣∣ ≥ 1. Podemos então fazer a seguinte classi�cação para as transfoma-

ções de Lorentz:

det(Λ) = +1, Λ0
0 ≥ +1 (própria ortócrona), (2.27)

det(Λ) = +1, Λ0
0 ≤ −1 (própria não-ortócrona), (2.28)

det(Λ) = −1, Λ0
0 ≥ +1 (imprópia ortócrona), (2.29)

det(Λ) = −1, Λ0
0 ≤ −1 (imprópria não-ortócrona), (2.30)

com (2.27) pertencendo ao subgrupo L↑
+ e (2.28), (2.29) e (2.30) aos subconjuntos L↓

+, L
↑
−, L

↓
−, res-

pectivamente. Destes subconjuntos somente L↑
+ forma um grupo ou subgrupo propriamente, e será

estudado com mais detalhes ao encontrarmos os seus geradores. Como exemplo transformações

associadas a L↑
+ temos as rotações espaciais próprias e os "boosts"de pseudo rotações. O grupo

L↑
+ apresenta 6 parâmetros idependentes: 3 associados às três rotações espaciais e 3 associados

aos "boosts". Os subconjuntos, L↓
+, L

↑
−, L

↓
− não constituem grupos propriamente ditos.

Para a construção do geradores do grupo L↑
+, fazemos a seguinte proposta

Λ = eiL, (2.31)

onde L é uma matriz 4× 4 e Λ ∈ L↑
+. Tomando o determinante da expressão (2.31),

detΛ = 1 = det(eiL) = eiT r(L), (2.32)

vemos que Tr(L) = 0 e as matrizes L devem ser reais. Para conhecer outras características das

matrizes L, trabalhamos com a relação (2.23), multiplicando-a por g. Temos assim que

gΛT gΛ = gg = 14×4, (2.33)

As matrizes L e Λ satisfazem,

gLT g = −L,

(gL)T = −gL. (2.34)

o que permite inferir que L deve ser simétrica no setor temporal, L0i = Li0, e antisimétrica no



2.2 Simetria de Lorentz e grupo de Lorentz 19

setor espacial, Lij = −Lji, além de ter traço nulo, ou seja,

L =


0 L01 L02 L02

L10 0 L12 L13

L20 −L21 0 L23

L30 −L31 −L32 0

 . (2.35)

Os elementos da primeira coluna e da primeira linha são simétricos e correspondem aos boosts,

enquanto o restante corresponde às rotações no espaço. Podemos agora determinar os geradores,

começando pelos geradores de boosts a partir da expressão

Ki = −i
∂ΛBoosts

∂θ
, (2.36)

com

Kx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Ky =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 , Kz =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 . (2.37)

Para as rotações espaciais usamos a mesma relação dada em (2.36) com a diferença que agora

usamos as matrizes de rotação Λrotação, obtendo assim

Jx =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , Jy =


0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 0 0

0 1 0 0

 , Jz =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 . (2.38)

Podemos generalizar ΛBoosts e Λrotação para boosts em uma direção abritrária dada pelo vetor β

e para rotação em torno de eixo qualquer, n, respectivamente, dados por

ΛBoosts (β) = eik·Θ, (2.39)

Λrotação (θ) = eiJ ·n̂θ, (2.40)

com

Θ = θβ̂ = (tanh−1 β)β̂. (2.41)

Temos assim que uma transformação geral do subgrupo de Lorentz L↑
+ podem ser de�nidas como

Λ = ΛBoosts (β) Λrotação (θ)→ Λ = ei(k·Θ+J ·n̂θ). (2.42)
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Para os geradores Ki e Ji, temos as seguintes relações de comutação

[Ki,Kj ] = −iεijkJk,

[Ji,Kj ] = iεijkKk,

[Ji, Jj ] = iεijkJk. (2.43)

As relações de comutação (2.43) podem ser desacopladas usando as seguintes relações

A =
1

2
(J + iK) , (2.44)

B =
1

2
(J − iK) , (2.45)

obtendo as novas relacões de comutação

[Ai, Aj ] = iεijkAk,

[Bi, Bj ] = iεijkBk,

[Ai, Bj ] = 0. (2.46)

Estas relações de comutação satisfazem a algebra do grupo SU(2), portanto podemos pensar no

grupo de Lorentz como um produto tensorial de SU(2)⊗ SU(2).

2.2.1 Representações espinorais do grupo de Lorentz

Estudaremos agora as representações espinorais do grupo de Lorentz e veri�caremos que esta

representação junto com os subgrupo L↑
+ levam à equação de Dirac. Devido a estrutura SU(2)⊗

SU(2) do subgrupo L↑
+ podemos rotular um par de números quânticos, (j, j′), correspondentes

aos autovalores do operador momento angular, com A associado a j e B a j′. Para j′ = 0, B = 0

e

J = iK, com (j, 0). (2.47)

Para j = 0, tem-se A = 0 e

J = −iK, com (0, j′). (2.48)

Pela equivalência entre os grupos SO(3) e SU(2) temos que para J → σi

2 estes grupos apresentam

a mesma algebra de Lie. Para as relações (2.47) e (2.48) obtemos

K = −iσ
2
, com (j, 0) , (2.49)

K = i
σ

2
, com (0, j′). (2.50)

Para as representações (j, 0) e (0, j′) temos dois tipos de espinores: do tipo I, com

j =
1

2
, (

1

2
, 0)→ J =

σ

2
→K = −iσ

2
, (2.51)
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com a seguinte transformação

ζ → ζ ′ = ei(K·Θ+J ·n̂θ)ζ = e(i
σ
2
·n̂θ+σ

2
·Θ)ζ. (2.52)

Para o espinor do tipo II temos

j′ =
1

2
, (0,

1

2
)→ J =

σ

2
→K = i

σ

2
, (2.53)

tendo a seguinte transformação

η → η′ = ei(K·Θ+J ·n̂θ)η = e(−
σ
2
·Θ+iσ

2
·n̂θ)η, (2.54)

com ζ e η sendo os espinores. As transformações (2.52) e (2.54) podem ser escritas como

ζ ′ = Mζ, (2.55)

η′ = Nη, (2.56)

com

M = ei(
σ
2
·n̂θ−iσ

2
·Θ), (2.57)

N = ei(
σ
2
·n̂θ+iσ

2
·Θ). (2.58)

Temos que as matrizes M e N pertence ao grupo SL(2, C), possuem determinante 1 e seus 4

elementos são complexos, onde (j, 0) e (0, j′) não são equivalentes por N e M não possuir uma

transformação de similaridade do tipo

N = SMS−1. (2.59)

No entando existe uma outra transformação que é válida, dada por

N = αMα−1, (2.60)

com

α = −iσ2. (2.61)

Do que foi obtido vemos que existem dois tipos de espinores, I e II, constituindo a representação

espinoral do grupo L↑
+.

Trabalharemos agora com bi espinor para a obtenção da equação de Dirac. Antes disto

devemos falar sobre o operador paridade P que tem como característica a reversão da orientação

espacial do eixos coordenados, não valendo esta operação para vetores axiais, que são pseudo-
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vetores e não são alterados por esta transformação. Como exemplo de aplicação de P temos

r → −r, (2.62)

v → −v, (2.63)

K → −K, (2.64)

J → J , (2.65)

não alterando o gerador J devido à sua natureza axial. Temos também que a operação de paridade

pode ser aplicada a espinores do tipo I e II,

ζ ↔ η. (2.66)

Temos que a operação de paridade cria uma correspondência direta entre as representações (0, 1
2)

e (12 , 0). Podemos assim fazer um tratamento uni�cado dos espinores ζ e η pelo uso de 4-espinores:

ψ =

ζ
η

 , (2.67)

sendo que ζ e η possuem duas componentes cada. As trasformacões de Lorentz para os espinores

é dada por

ψ → ψ′ = Λψ, (2.68)

onde

Λ =

ei(σ
2
·n̂θ−iσ

2
·Θ) 0

0 ei(
σ
2
·n̂θ+iσ

2
·Θ)

 . (2.69)

Podemos agora construir a equação de Dirac. Consideramos que ζ → ϕR e η → ϕL, com R

indicando "Right "e L indicando "Left ". Consideramos também um boost puro, ou seja, com

θ = 0. Temos assim que

ϕR → ϕ′R = e
σ
2
·ΘϕR, (2.70)

ϕL → ϕ′L = e−
σ
2
·ΘϕL. (2.71)

Trabalhamos inicialmente com (2.70). O termo e
σ
2
·Θ pode ser escrito como

e
σ
2
·Θ = cosh(

Θ

2
) + iσ · β̂(i sinh(Θ

2
)), (2.72)

o que leva a

ϕ′R =

[
cosh(

Θ

2
) + σ · β̂(sinh(Θ

2
))

]
ϕR. (2.73)

Se considerarmos que

ϕR(0), representando uma partícula em repouso (p=0), (2.74)

ϕR(p), representando uma partícula em movimento (p ̸= 0), (2.75)
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a equação (2.70) pode ser escrita como

ϕ′R(p) =

[√
γ + 1

2
+ σ · p

√
γ − 1

2
)

]
ϕR(0) =

[√
E +m

2m
+ σ · p

√
E −m
2m

)

]
ϕR(0), (2.76)

ϕ′R(p) =

[
E +m+ σ · p
[2m (E +m)]

1
2

]
ϕR(0). (2.77)

com

coshΘ = γ, (2.78)

sinhΘ = γβ,

γ =
E

m
. (2.79)

O mesmo pode ser feito para para (2.71), obtendo

ϕ′L(p) =

[
E +m− σ · p
[2m (E +m)]

1
2

]
ϕL(0). (2.80)

Temos que, para a partícula em repouso, não se pode de�nir a posição do spin sobre o momento

que é nulo, levando a seguinte condição

ϕR(0) = ϕL(0), (2.81)

o que nos dá as seguintes equações:

ϕR(p) =
1

m
[E + σ · p]ϕL(p), (2.82)

ϕL(p) =
1

m
[E − σ · p]ϕR(p). (2.83)

Podemos escrever (2.82) e (2.83) em uma forma matricial −m E + σ · p
E − σ · p −m

ϕR(p)
ϕL(p)

 = 0. (2.84)

Podemos escrever a matriz 4× 4 de (2.84) da seguinte forma −m E + σ · p
E − σ · p −m

 = γ0E + γipi −m14x4 = γµpµ −m. (2.85)

Temos assim que, substituindo (2.85) em (2.84) obtemos

(γµpµ −m)ψ(p) = 0, (2.86)
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com

γ0 =

 0 12×2

12×2 0

 , (2.87)

γi =

 0 −σi

σi 0

 . (2.88)

A equação (2.86) é a equação de Dirac, obtida das transformações de espinores ϕR(p) e ϕL(p) sob

ação do grupo de Lorentz L↑
+. Para partículas de massa m = 0, temos as seguintes equações

(E + σ · p)ϕL(p) = 0, (2.89)

(E − σ · p)ϕR(p) = 0, (2.90)

que são as equações de Weyl com ϕR(p) e ϕL(p) sendo os espinores de Weyl e caracterizados por

serem auto estados do operador helicidade σ · p, operador que fornece a projeção do spin sobre o

momento. Temos que, para m = 0, E = p, as aquações (2.89) e (2.90) �cam escritas como

(E + σ · p)ϕL(p) = 0→ (σ · p̂)ϕL(p) = −ϕL(p), (2.91)

(E + σ · p)ϕR(p) = 0→ (σ · p̂)ϕR(p) = ϕR(p), (2.92)

de onde vemos que ϕR(p) tem helicidade +1, enquanto ϕR(p) possui helicidade −1.

2.3 Quebra espôntanea de simetria: potencial ϕ4

Assim como existem sistemas simétricos na natureza, a quebra das simetrias é um fenômeno

que também se mostra presente em vários sistemas físicos. A chamada quebra espontânea de

simetria ocorre quando o sistema físico passa a exibir uma outa con�guração após esta quebra,

como na transição de fase do ferromagnetismo do modelo de Ising, onde se observa a geração de

uma magnetização M (em direção aleatória) quando a temperatura do material é reduzida abaixo

da chamada temperatura crítica. A direção do vetor M passa então a designar uma direção

preferencial, o que implica na quebra da isotropia espacial após a transição de fase [10], [17]. A

quebra espontânea de simetria ocorre também na física de partículas, onde o mecanismo de Higgs

é responsavel por gerar massa para as partículas do modelo padrão, associada ao valor esperado

no vácuo do campo escalar. Na quebra espontânea de simetria o vácuo ou o estado fundamental

do sistema trabalhado não compartilha a simetria deste, ou seja, não permanece invariante pela

simetria da lagrangeana dada. Em resumo, numa quebra espontânea de simetria, um sistema,

inicialmente simétrico, sofre uma transição de fase, tornando-se menos simétrico e passando a

manifestar os efeitos da quebra de simetria. Uma outra forma de considerar violação de simetrias

é partindo de lagrangeanas que já contêm, de ínicio, em seu bojo, os termos de quebra da simetria.

Neste caso, dizemos que a quebra de simetria ocorre de forma explícita.
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No próximo capítulo, apresentaremos alguns elementos do Modelo Padrão Estendido de Kos-

telecky & Colladay, uma extensão do Modelo Padrão (MP), gerada através da inclusão de tensores

de violação da simetria de Lorentz na lagrangeana do MP. Em sua concepção, tais tensores são

gerados através de uma quebra espontânea de simetria de Lorentz, que ocorre numa teoria de cam-

pos primordial, na escala de altíssimas energias (escala de Planck). Após tal quebra, tais tensores,

gerados como valores esperados no vácuo, são acoplados aos campos físicos do MP, formatando

uma lagrangeana com quebra explícita da simetria de Lorentz. Parte desta lagrangena, atinente

aos setores fotônico e fermiônico, será apresentada no próximo capítulo.

Para um visualização melhor de como ocorre a quebra espontânea de simetria, usaremos o

modelo com potencial ϕ4, exemplo geralmente abordado em teoria clássica de campos [22], onde

consideramos um sistema com campo escalar ϕ real, de�nido pela seguinte lagrangeana:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ), (2.93)

com

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4
ϕ4, (2.94)

sendo λ > 0 e L é invariante sob a operação de simetria

ϕ→ −ϕ. (2.95)

A energia total relacionada a este modelo é dada por

E =

∫ (
1

2
(∂0ϕ)

2 +
1

2
(∂iϕ)

2 +
1

2
m2ϕ2 +

λ

4
ϕ4
)
d3x, (2.96)

de onde queremos obter o estado fundamental, ou seja, uma con�guração de campo ϕ com mínimo

de energia. No estado fudamental temos que ϕ é independente do tempo e homogêneo no espaço,

ou seja,

∂0ϕ = 0, (2.97)

∂iϕ = 0, (2.98)

restando apenas a análise das derivadas primeiras e segundas do potencial V (ϕ). Fazemos a

primeira derivada, dada por
dV (ϕ)

dϕ
= ϕ

(
m2 + λϕ3

)
= 0, (2.99)

que fornece os seguintes pontos de extremização:

ϕ1 = 0, (2.100)

(ϕ2)
2 = −m

2

λ
. (2.101)

Como λ > 0 devemos analisar os caso para o qual m2 ≥ 0 e m2 < 0. Começando pelo primeiro

caso (m2 ≥ 0), temos que ϕ1 = 0 constitui o único ponto extremo, pois de acordo com a Eq.



2.3 Quebra espôntanea de simetria: potencial ϕ4 26

(2.101), ϕ2 se torna imaginário, contradizendo a de�nição anterior de que os campos são reais.

Realizando a segunda derivada do potencial, avaliada sobre no ponto ϕ1, obtemos,(
d2V (ϕ)

dϕ2

)
ϕ=ϕ1

= m2 + 3λϕ21 = m2 ≥ 0. (2.102)

Vemos então que ϕ1 é um ponto de mínimo, como visto na Fig. (2.1), sendo compatível com a

simetria da lagrangeana sob a transformação (2.95).

Vamos agora examinar a condição m2 < 0. Neste caso, a segunda derivada do potencial, ao

ser avaliada no extremo ϕ1 = 0, fornece(
d2V (ϕ)

dϕ2

)
ϕ=ϕ1

= m2 + 3λϕ21 = m2 < 0, (2.103)

mostrando que agora se trata de um ponto de máximo. No segundo ponto de extremização, dado

na Eq. (2.101), a derivada segunda vale:(
d2V (ϕ)

dϕ2

)
ϕ=ϕ2

= m2 + 3λϕ22 = −2m2 > 0, (2.104)

o que con�gura condição de mínimo de potencial. Tal condição, na verdade, demarca dois pontos

sobre o eixo do campo ϕ, dados abaixo:

ϕ2± = ±u
λ
, (2.105)

onde foi feito u2 = −m2 > 0. Vemos que os pontos (2.105) representam o estado fundamental do

campo ϕ. A Fig. (2.1) ilustra o per�l do potencial λϕ4. As excitações desta teoria, de�nidas em

torno do estado de vácuo, não são invariantes sob operação a ϕ → −ϕ, con�gurando a quebra

de simetria espontanea do modelo em questão. Maiores detalhes sobre esse processo podem ser

encontrados no capítulo 5 da Ref. [22].

Figura 2.1: Grá�co para os valores de vácuo do modelo ϕ4 onde foi considerado para (a) e (b), respecti-
vamente, as condições m ≥ 0 e m < 0.
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3 Violação da simetria de Lorentz e Modelo

Padrão Estendido

É fato conhecido que a simetria de Lorentz é a simetria subjacente da teoria da relatividade

restrita e uma baliza fundamental das modernas teorias quântico-relativísticas. A violação de

simetria de Lorentz (VSL) foi proposta por Kostelecky e Samuel inicialmente no contexto de

Teoria de Cordas [26], num regime de altíssimas energias, nas proximidades da escala de Planck.

Neste regime, existe a possibilidade da quebra espontânea da simetria de Lorentz, que ao ocorrer,

gera valores esperados no vácuo de quantidades tensoriais. Tais quantidades atuam como campos

de fundo (de natureza tensorial), �xos no espaço-tempo, que então se acoplam aos campos físicos

do Modelo Padrão (MP). Os termos de acoplamento campo-de-fundo-campo-físico são aqueles que

são adicionados à estrutura do MP usual, compondo assim o chamado Modelo Padrão Estendido

(MPE) [4]. É também conhecido que os termos de VSL podem ou não violar a simetria CPT, de

modo que podem ser classi�cados em termos CPT-pares ou CPT-ímpares. Este modelo constitui

o principal arcabouço teórico para avaliar as consequências da violação da simetria de Lorentz

na atualidade, em todos os setores do MP, incluindo fótons, férmions, léptons e hádrons. De

outra forma, podemos dizer que há termos de VSL nos setor eletromagnético e de Dirac, podendo

tambem ser inseridos na teoria eletrofraca de Weinberg-Salam e na interação forte dos quarks e

hádrons (cromodinâmica quântica). A VSL implica no aparecimento de direções privilegiadas no

espaço-tempo, que conferem comportamentos anisotrópicos aos sistemas físicos considerados.

O MPE preserva diversas propriedades importantes do MP, como a conservação da energia

e do momento (invariância translacional do espaço-tempo), a simetria de calibre dos setores ele-

tromagético, eletrofraco e forte, SU(3)× SU(2)× U(1), a renormalização das interações (em sua

versão mínima). Preserva também a simetria de Lorentz do ponto de vista do referencial do

observador. Como se sabe, existem dois tipos de transformações de Lorentz: a transformação

do observador e da partícula. Na transformação do observador, o campo de fundo se transforma

covariantemente, como um vetor ou tensor genuíno, de modo que os termos constituídos como

contrações tensoriais com os campos físicos, resultam em escalares de Lorentz. SejaKµν um tensor

de VSL, �xo no espaço-tempo, pertencente à estrutura do MPE. Ao ser contraído com o campo

eletromagético, forma a seguinte estrutura invariante de calibre e invariante de Lorentz: KµνF
µν .

São termos deste tipo que compõem a lagrangeana do MPE. No entanto, sob a transformação
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no referencial das partículas, o campo de fundo não se transforma como vetor ou tensor genuíno,

gerando contrações tensoriais que não são invariantes de Lorentz.

A densidade lagrangeana do MPE pode ser escrito como

LMPE = LMP + LLV + ..., (3.1)

onde LMP corresponde à densidade lagrangeana do MP mínimo e LLV representa os termos de

violação de Lorentz e CPT, composta por escalares de Lorentz, no referencial do observador,

constituídos por contrações entre os tensores de VSL e os campos físicos. A seguir, vamos

apresentar alguns elementos essenciais do setor de fótons e setor de férmions do MPE.

3.1 Setor eletromagnético do MPE

Podemos começar apresentando os termos de VSL no setor U(1) eletromagnético

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ − 1

4
(KF )µναβ F

µνFαβ, (3.2)

onde Fµν é o tensor do campo eletromagnético, Aν é o 4-potencial que representa o campo eletro-

magnético, (KAF )
µ = ((KAF )0 , (KAF )

i) é um campo vetorial de fundo CPT-ímpar, e (KF )µναβ

é o campo tensorial de fundo CPT-par, que possui 19 termos independentes. A eletrodinâmica

CPT-ímpar, constituída pelo termo ϵµναβ (KAF )
µAνFαβ, foi primeiramente estudada por Carroll-

Field-Jackiw [23], sendo regida pela seguinte lagrangeana:

Lodd = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ −AµJ
µ, (3.3)

podendo ser escrita também na forma de componentes, fazendo (KAF )
µ = V µ,

Lodd = −1

4

(
2F0iF

0i + FijF
ij
)
− 1

4

[
ϵ0ilmV

0AiF lm + ϵi0lmV
iA0F lm + 2ϵil0mV

iAlF 0m
]
, (3.4)

ou ainda,

Lodd =
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2

[
V 0 (A ·B)−A0 (V ·B)−V · (A×E)

]
, (3.5)

onde usamos ϵ0123 = 1 = −ϵ0123, e

F0i = Ei, Flm = ϵlmkBk, (3.6)

sendo Ei e Bi as componentes do campo elétrico e magnético, respectivamente.

Usando a equação de Euler-Lagrange,

∂L
∂Aλ

− ∂σ
∂L

∂ (∂σAλ)
= 0, (3.7)
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obtemos a equação de movimento,

∂νF
να + (KAF )β F̃

αβ = Jα, (3.8)

onde F̃αβ = 1
2ϵ

αβµνFµν é o tensor dual do campo eletromagnético. As equações de Maxwell

modi�cadas são

∇ ·E−V ·B = ρ, (3.9)

−∂tE+∇×B− V0B+V ×E = J. (3.10)

A lagrangeana CPT-par foi estudada em detalhes na Ref. [28], sendo dada por

Leven = −1

4
FµνF

µν − 1

4
(KF )µναβ F

µνFαβ −AµJ
µ, (3.11)

O tensor (KF )µναβ tem as simetrias do tensor de Riemann

(KF )αβρφ + (KF )αρφβ + (KF )αφβρ = 0, (3.12)

(KF )ανρφ = − (KF )ναρφ , (KF )ανρφ = − (KF )ανφρ , (KF )ανρφ = (KF )ρφαν , (3.13)

e um duplo traço nulo

(KF )
ρφ

ρφ = 0. (3.14)

Assim, este tensor possui 19 componentes independentes, 9 das quais não geram birrefringência.

Esta lagrangeana pode ser escrita em termos das componentes dos campos elétrico e magnético,

ou seja,

Leven = −1

4

(
2F0iF

0i + FijF
ij
)
− 1

4

[
4 (KF )0i0j F

0iF 0j + 2 (KF )0ilm F
0iF lm

+(KF )ablm F
abF lm

]
. (3.15)

Usando as relações (3.6), a (3.15) resulta em

Leven =
1

2

(
E2 −B2

)
− 1

4

[
4 (KF )0i0j E

iEj + 2 (KF )0ilm ϵlmpE
iBp + (KF )ablm ϵabqϵlmpBqBp

]
,

(3.16)

ou melhor,

Leven =
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2

[
(κDE)ij E

iEj + (κDB)ipE
iBp − (κHB)qpB

qBp
]
, (3.17)

onde escrevemos as componentes do tensor (KF ) em termos de 4 matrizes 3× 3,

(κDE) , (κHB) , (κDB) , (κHE) . (3.18)
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onde

(KF )0j0k = −1

2
(κDE)jk , (3.19)

(KF )0ilm ϵlmp = (κDB)ip , (3.20)

(KF )ablm ϵabqϵlmp = 2 (κHB)qp . (3.21)

Sabemos que o campo elétrico é ímpar sob paridade (E→ −E), enquanto o campo magnético

é par (B→ B). Desta forma, as matrizes (κDE) e (κHB) são pares sob paridade, enquanto as

matrizes (κDB) e (κHE) são P -ímpares.

3.2 Setor fermiônico no MPE

O setor fermiônico do MPE foi inicialmente densenvolvido por Colladay e Kostelecky na

Ref. [3], consistindo na implementação de termos CPT-pares e CPT-ímpares e violadores da

simetria de Lorentz, na teoria de Dirac, mantendo a estrutura de calibre e renormalização da

teoria. A densidade lagrangeana para o setor fermiônico é dada por

L =
i

2
ψ̄Γν←→∂ νψ − ψ̄Mψ, (3.22)

sendo ψ o espinor de Dirac, e

Γν = γν + cµνγµ + dµνγ5γµ + eν + ifνγ5 +
1

2
gλµνσλµ, (3.23)

M = m+ aµγµ + bνγ5γ
µ +

1

2
Hµνσ

µν . (3.24)

As quantidades tensoriais gλµν , cµν , dµν , eν , fν , aµ, bν , Hµν representam os campos de fundo que

estão acoplados aos campos físicos e que violam CPT e a simetria de Lorentz no referencial das

partículas. Estas termos estão inseridos na lagrangeana (3.22) de forma explícita. Os termos em

(3.23) são adimensionais enquanto os termos em (3.24) possuem dimensão de massa igual a 1, ou

seja,

[γν ] = [cµν ] = [dµν ] = [eν ] = [fν ] = [gλµν ] = 0, (3.25)

[aµ] = [bν ] = [Hµν ] = 1. (3.26)

Podemos escrever a lagrangeana de Dirac na sua forma extensa,

L =
i

2

(
ψ̄γν
←→
∂ νψ + cµνψ̄γµ

←→
∂ νψ + dµνψ̄γ5γµ

←→
∂ νψ + eνψ̄

←→
∂ νψ + ifνψ̄γ5

←→
∂ νψ

+
1

2
gλµνσλµ

←→
∂ νψ

)
− ψ̄mψ − aµψ̄γµψ − bνψ̄γ5γµψ −

1

2
ψ̄Hµνσ

µνψ. (3.27)

Da equação de Euler-Lagrange, obtemos a equação de Dirac modi�cadada com os termos de



3.2 Setor fermiônico no MPE 31

violação,

(iΓν∂ν −M)ψ = 0. (3.28)

Quanto à questão da violação da simetria CPT, a lagrangeana (3.22) contém termos CPT-pares e

CPT-ímpares. Portanto, nem todos os termos que violam a simetria de Lorentz, violam a simetria

CPT. Os termos de violação de rank-1 ou rank-3 (aµ, bµ, eµ, fµ, gλµν) são CPT-ímpares, enquanto

aqueles de rank-2 (cµν , dµν , Hµν) são CPT-pares. O número de índice par ou ímpar indica termos

CPT-pares ou ímpares.

Um detalhe importante é que nem todos termos na lagrangeana (3.22) violam de fato a

simetria de Lorentz. O ponto é que alguns termos de violação são absorvidos sob uma rede�nição

dos campos, caso do termo aµγµ. Considerando a densidade de Lagrangeana de Dirac modi�cada

pelo termo ψ̄aµγµψ,

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ − aµψ̄γµψ, (3.29)

ao implementar a rede�nição espinoral,

ψ → e−iaµxµ
ψ, (3.30)

obtemos

L = iψ̄γµ∂µ
(
e−iaµxµ

ψ
)
−mψ̄ψ − aµψ̄γµψ,

L = ψ̄γµaµψ + iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ − aµψ̄γµψ,

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ, (3.31)

recuperando a densidade lagrangeana de Dirac inicial convencional, sem os termos de violação.

Uma análise aprofundada sobre a rede�nição de campos é encontrada na Ref. [5], que apresenta

mais detalhes sobre os termos falso-violantes do setor fermiônico.

O termo de VSL, cujos efeitos serão avaliados neste trabalho em um sistema típico da física

da matéria condensada, é o campo de fundo bµ, presente na estrutura axial, ψ̄bµγ5γ
µψ, e que leva

à seguinte equação de Dirac modi�cada:

(iγµ∂µ − bµγ5γµ −m)ψ = 0. (3.32)

Assim como foi obtida no Apêndice A a relação de dispersão e as soluções espinorais de onda plana

para a equação de Dirac pura, podemos fazer o mesmo para a Eq. (3.32). Para isto, iniciamos

com a eq (3.32) escrita no espaço dos momentos,

(γµpµ − bµγ5γµ −m)ψ = 0, (3.33)(
/p− γ5/b −m

)
ψ = 0. (3.34)
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Multiplicando a Eq. (3.34) pelo operador

(
/p− γ5/b +m

)
, (3.35)

obtemos [
p2 −m2 − b2 + γ5

(
/p/b − /b/p

)]
ψ = 0, (3.36)

onde usamos /p/p = p2. Por �m, multiplicando (3.36) por

[
p2 −m2 − b2 − γ5

(
/p/b − /b/p

)]
, (3.37)

usando

/p/b + /b/p = 2(p · b), (3.38)

encontramos a relação de dispersão desta teoria,

(
p2 −m2 − b2

)2
+ 4p2b2 − 4(p · b)2 = 0. (3.39)

Para obtermos as energias podemos considerar, separadamente, o caso em que o campo de

fundo bµ é puramente tipo-tempo, bµ = (b0, 0) , ou puramente tipo-espaço, bµ = (0,b) . As ener-

gias, respectivamente, para estes dois casos, são dadas por

E = ±
√

p2 +m2 + b20 ± 2b0 |p|, (3.40)

E = ±
√
p2 +m2 + b2 ± 2

(
m2b2 + (b · p)2

)1/2
. (3.41)

As soluções espinorais podem ser encontradas fazendo-se a seguinte de�nição para o 4-espinor ψ :

ψ =

φ1

φ2

 , (3.42)

onde φ1 e φ2 são bi-espinores. Inserindo (3.42) na eq. (3.33) e, sabendo que (3.33), pode ser

escrita como (
α · p−E +mγ0 − b0γ5 + b ·Σ

)
ψ = 0, (3.43)

temos que, ao escrever os termos de (3.43) na forma matricial, esta equação fornece duas equações

espinorais acopladas

(E −m− σ · b)φ1 + (b0 − σ · p)φ2 = 0, (3.44)

(σ · p− b0)φ1 + (−E −m+ σ · b)φ2 = 0. (3.45)

Podemos resolver as Eqs. (3.44) e (3.45) de modo a deixar φ1 em função de φ2 e φ2 em função
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de φ1 da seguinte forma:

φ1 =
1

W 2
2

[(E −m)σ · p− (E −m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+i (σ · d)]φ2, (3.46)

φ2 =
1

W 2
1

[(E +m)σ · p− (E +m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+i (σ · d)]φ1, (3.47)

com d = b× p, e

W 2
1 = (E +m)2 − b2, (3.48)

W 2
2 = (E −m)2 − b2. (3.49)

Pela equação de Dirac, observando o 4-espinor ψ, podemos escrever suas soluções espinorais ge-

nericamente na seguinte forma:

ψ = N

 U

B2U

 , (3.50)

com N sendo a constante de normalização, φ1 = U, e B2 sendo o operador matricial dado por:

B2 =
1

W 2
1

[(E +m)σ · p− (E +m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+i (σ · d)] . (3.51)

Retonaremos à questão das soluções de partícula livre deste modelo no capítulo 5 desta dissertação.

Desde a formulação do MPE, muitos trabalhos foram e continuam sendo desenvolvidos a res-

peito da quebra de simetria de Lorentz e CPT. Na Ref. [4], elementos básicos do MPE foram

analisados, mostrando que algumas características importantes das teorias de campos usuais per-

manecem inalteradas, tais como a conservação de energia-momento e invariância translacional, a

invariância de calibre, a covariância no referencial do observador. É também esperado a positivi-

dade de energia, e preservação da causalidade, etc... Na Ref. [1], a estabilidade e causalidade são

preservadas.

Além destes trabalhos, podemos destacar outros, que visam restringir os valores dos campos de

fundo de acordo com dados experimentais conhecidos. No trabalho [15] é mostrado que no limite

não relativístico o campo de fundo aµ não contribui para efeitos quantitativos dos niveis de energia

do hidrogênio, diferente do termo bµ em que há uma contribuição. A Ref. [19] explora os efeitos

da violação das simetrias de Lorentz e CPT na espectroscopia do hidrogênio e do anti-hidrogênios

analisando as transições 1S-2S e transições hiper�nas, podendo assim estabelecer limites superiores

sobre a magnitude dos campos de fundo. Um outro trabalho [18], investigou os efeitos de violação

CPT sobre a física do momento magnético anômalo, no contexto de eletrodinâmica quântica.

Podemos citar também o trabalho [18] que envolve os dados sobre a estrutura hiper�na do múon

e o seu momento magnético anômalo, usando-os para restringir com mais precisão a magnitude

dos campos de fundo.

Os efeitos dos termos de violação de simetria podem ser discutidos também no contexto de



3.2 Setor fermiônico no MPE 34

sistemas de matéria condensada (grafenos, redes ópticas etc), como proposto pelo trabalho [29],

onde se analisa o tunelamento de Klein para a equação de Dirac modi�cada pelo campo de fundo

bµ. No presente trabalho, como pode ser visto nos próximos capítulos, realizaremos um estudo da

equação de Dirac modi�cada pelo termo de campo de fundo bµ sobre o modelo de Kronig-Penney

sobre uma uma rede cristalina unidimensional, da qual analisaremos as relações de bandas de

energia devido a introdução deste termo.

3.2.1 Limite não relativístico para o setor fermiônico do MPE

O estudo do limite não relativístico de uma teoria relativística é de grande interesse, pois é

esperado que neste regime a teoria possa fornecer resultados já conhecidos de uma teoria quântica,

além de permitir estudar sistemas quânticos sem que seja descartado os efeitos relativísticos.

Um exemplo deste procedimento, usual em livros de mecânica quântica relativística, é o caso da

equação de Pauli, obtida quando fazemos o limite não relativístico da equação de Dirac na presença

de um campo eletromagnético externo, ou seja, quando consideramos p2 << m2, eA0 << m,

obtemos a equação de Pauli, que é a equação de Schrödinger com o termo de interação magnética

(σ ·B). Da equação de Pauli, vemos que o fator giromagnético de spin é dado por gs = 2, o dobro

do valor do fator giromagnético orbital (gl = 1), explicado primeiramente pela teoria de Dirac.

O caso do limite não relativístico do setor fermiônico foi abordado na Ref. [27], fornecendo o

seguinte Hamiltoniano não relativístico:

HNR =
p2

2m
+A+Bjσ

j + Cj
pj
m

+Djk
pjσ

k

m
+ Ejk

pjpk
m2

+ Fjkl
pjpkσ

l

m2

+Gjkl
pjpkpl
m3

+ Ijklm
pjpkplσ

m

m3
, (3.52)

onde os coe�cientes de VSL, que surgem do limite não relativístico do setor fermiônico do MPE,

estão dados abaixo:

A = a0 +−mc00 −me0, (3.53)

Bj = −bj +mdj0 −
1

2
mεjklgkl0 +

1

2
εjklHkl, (3.54)

Cj = −aj +m (c0j + cj0) +mej , (3.55)

Djk = b0δjk −m(djk + d00δjk)−mεklm
(
1

2
gmlj + gm00δjl

)
− εjklHl0, (3.56)

Ejk = m

(
−cjk −

1

2
c00

)
, (3.57)

Fjkl =

[
m(d0j + dj0)−

1

2

(
bj +mdj0 +

1

2
mεjklgmn0 +

1

2
εjklHmn

)]
δkl

+
1

2

(
bl +

1

2
mεjklgmn0

)
δjk −mεjkl (gm0k + gm0k0) , (3.58)
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Gjkl =
1

2
(ajδkl −mejδkl) , (3.59)

Ijklm =
1

2

[
(−b0δjm +mdmj + εjmnHn0) δkl +

(
−mdjk −

1

2
mεknpgnpj

)
δlm

]
. (3.60)

O Hamiltoniano (3.52) constitui ponto de partida para possíveis estudos da violação da sime-

tria de Lorentz em sistemas quânticos da matéria condensada, como na Ref. [13], que examina

efeitos da violação de Lorentz na mecânica quântica não relativística, especi�camente conectadas

com correspondências com as interações spin-órbita do tipo Rashba e Dresselhaus. Na Ref. [12],

examina-se a interação spin-órbita Rashba, que possui vasta aplicação em spintrônica. Veri�ca-se

que ao considerar o termo Hµν na equação de Dirac em seu limite não relativístico, constatamos

que existe uma relação entre o termo de violação de Lorentz com a interação spin-órbita tipo

Rashba. Na Ref. [21], é realizada uma análise do termo de violação de Lorentz do setor fermiônico

na presença de um termo CPT-par, ψ̄dµνγ5γµψ. No regime não relativístico, é analisado o pro-

blema de fases geométricas em elétrons con�nados em anéis unidimensionais, sendo demonstrado

que os coe�cientes de violação da simetria de Lorentz podem gerar fases geométricas (na ausên-

cia de campo eletromagnético), similares àquelas produzidos pela interação Rashba e Dresselhaus

nestes sistemas.

Assim como apresentamos elementos principais dos setores fotônico e fermiônico do MPE, as

lagrangeanas do setor eletrofraco e do setor forte, envolvendo campos com estrutura de calibre

não Abeliana, podem também ser discutidas. Vide Refs. [3], [4], [26]. Como tais termos não serão

abordados nesta dissertação, não serão apresentados.
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4 Bandas de energia para o modelo de

Kronig-Penney(1D) quântico e

quântico-relativístico

Sabe-se que o modelo de elétrons livres explica muito das propriedades físicas da matéria

condensada, tais como capacidade térmica, condutividade térmica, susceptibilidade magnética

etc. No entanto este modelo não explica outras propriedades ou características dos sólidos, tais

como a diferença entre condutores, semicondutores e isolantes, a existência de valores positivos

para o coe�ciente Hall, etc... [11]. Faz-se assim necessário o desenvolvimento de um novo modelo

que explique tais propriedades, conhecido como modelo de elétrons quase livres, na presença de

uma rede periódica em um cristal ou um sólido. Esta rede geralmente apresenta simetria de

translação entres seus pontos e cada ponto pode ser identi�cado como um íon. Temos assim

que, no modelo de elétrons quase livres, devemos levar em consideração a interação dos elétrons

de condução com potenciais periódicos característicos da sucessão de íons que compõem a rede

cristalina.

Como sabemos, os elétrons em um cristal estão organizados em bandas de energia e o modelo

de elétrons quase livres a�rma que estas bandas estão separadas por faixas proibidas de energia,

região, no espaço das energias, que nenhum elétron pode ocupar. A explicação para um sólido

ser isolante, condutor ou semicondutor, está no fato de uma banda de energia ter seus estados

completamente preenchidos ou quase preenchidos, como pode ser visto na Fig.(4.1).

Neste capítulo, abordaremos o modelo de Kronig-Penney, quântico (com potencial δ e poten-

cial tipo degrau) e quântico-relativístico, para uma rede cristalina unidimensional. Este modelo

leva em conta a presença de potenciais periódicos, característicos do modelo de elétrons quase

livres. Como principal objetivo, queremos encontrar as relações de banda de energia para este

modelo no contexto de equação de Schrödinger e de Dirac.
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Figura 4.1: Grafíco esquemático para os niveis de energia de metais, semi-metais, e semi-condutores. Retirado
da Ref. [11]

4.1 Potenciais períódicos na equação de Schrodinger

A maioria do metais apresentam uma estrutura cristalina composta por íons que estão organi-

zados de forma periódica em sua rede cristalina. Esta periodicidade espacial faz com que o metal

apresente simetrias, como a simetria translacional, com tal periodicidade levando às chamadas

bandas de energia, que são regiões onde os elétrons ocupam determinados estados de energia,

como foi mencionado no início do capítulo. Junto com as bandas de energia, a periodicidade

acarreta no aparecimento dos "gaps", que são regiões proibidas para os elétrons e que separam

as regiões de bandas permitidas. A �m de estudar estes metais e encontrar uma relação para as

bandas de energia, consideramos o modelo de Kronig-Penney que introduz potenciais periódicos

na equação de Schrödinger. Antes de estudarmos este modelo precisamos compreender como se

dá a introdução da periodicidade no formalismo quântico, o que ocorre através do teorema de

Bragg.

Cada íon da rede deve contribuir para o potencial ao longo da mesma. Devido à periodicidade

da estrutura cristalina, que organiza os íons e átomos do material, o potencial deve apresentar

periodicidade, ou seja,

V (x+ a) = V (x), (4.1)

onde a é a constante ou parâmetro de rede. Com o potencial possuindo esta propriedade e,

sabendo que o termo de energia cinética não é alterado pela translação x → x + a, devemos ter

que o Hamiltoniano do sistema (H = K+V ) permaneça invariante sob tal translação, uma vez que

K = ℏ2k2
2m , sendo ℏ2k2 o momento da onda. Para regiões sem potencial a solução para partícula
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livre é dada por

Ψ(x) = eikx, (4.2)

com

E =
ℏ2k2

2m
. (4.3)

Se �zermos x→ x+ a em (4.2), obtemos

Ψ(x+ a) = eik(x+a) = eikaΨ(x), (4.4)

notando que a função de onda transladada difere da função de onda Ψ(x) por um fator de fase

eika. Tomando o módulo quadrático de (4.4), que é referente à densidade de probabilidade,

|Ψ(x+ a)|2 = |Ψ(x)|2 , (4.5)

vemos que a denside de probabilidade permanece invariante ao deslocarmos a função de onda de

um sítio da rede cristalina para outro, não havendo distinção em fazer medida de um observavel

em um sítio ou outro, pois são equivalentes por translação.

Podemos tratar de maneira mais formal o que foi explanado acima. Considerando um operador

D̂a que translada uma função por uma distância a, temos

D̂af(x) = f(x+ a). (4.6)

A invariância de H quanto à translação leva à comutação dos operadores H e D̂a, ou seja:

[H, D̂a] = 0. (4.7)

Queremos encontrar os autovalores do operador D̂a quando aplicado em Ψ(x), que satisfaz

D̂aΨ(x) = λaΨ(x). (4.8)

Para encontrar o valor de λa, fazemos

D̂−aD̂af(x) = D̂−af(x+ a) = f(x), (4.9)

que comparando com

D̂−aD̂aΨ(x) = λaD̂−aΨ(x) = λaλ−aΨ(x), (4.10)

fornece

λaλ−a = 1,

o que é compatível com

λa = eiqa. (4.11)
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Pela relação de comutação (4.7), temos que Ψ(x) é autoestado de H e D̂a. De�nindo

u(x) = e−iqxΨ(x), (4.12)

temos que

D̂au(x) = e−iq(x+a)D̂aΨ(x) = e−iq(x+a)eiqaΨ(x) = e−iqxΨ(x) = u(x), (4.13)

notando que u(x) é uma função periódica que se comporta como u(x + a) = u(x). O resultado

acima mostra que um autoestado que é autoestado simultâneo de H e D̂a dever ser da forma

Ψ(x) = eiqxu(x), (4.14)

com u(x) periódico. Funções com esta periodicidade, são conhecidas como funções Bloch. Te-

mos então que as funções de Bloch são as soluções da equação de Schrödinger para potenciais

periódicos.

4.1.1 Modelo de Kronig-Penney com potencial δ

Este modelo consiste em uma série de potenciais tipo função delta, situados em posições x

que guardam entre si relações de periodicidade, ou seja, x = na, com n sendo um inteiro. O

potencial é então escrito como

V (x) =
ℏ2

2m

λ

a

∞∑
n=−∞

δ (x− na) , (4.15)

com a sendo a constante de rede e λ uma quantidade adimensional. Temos V (x) = 0, para

x ̸= na e a solução será aquela para partícula livre. Propomos que para a região Rn, de�nida

por (n− 1) a ≤ x ≤ na, e Rn+1, de�nida em na ≤ x ≤ (n+ 1) , as soluções de partículas "livres"

sejam dadas, respectivamente, por

Ψn(x) = An sin k (x− na) +Bn cos k (x− na) , (4.16)

Ψn+1(x) = An+1 sin k (x− (n+ 1) a) +Bn+1 cos k (x− (n+ 1) a) . (4.17)

A continuidade da função de onda em x = na implica em Ψn+1(na) = Ψn(na), ou seja,

−An+1 sin (kna) +Bn cos (kna) = Bn. (4.18)

A condição de descontinuidade para potenciais tipo delta, V = V0δ (x− a) , é(
du

dx

)
a+ε

−
(
du

dx

)
a−ε

= V0

∫ a+ε

a−ε
dxδ (x− a) .
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Para o caso atual, em x = a, temos(
du

dx

)
a+ε

−
(
du

dx

)
a−ε

=
2mλ

ℏ2

∫ a+ε

a−ε
dxδ (x− a)u (x) = 2mλ

ℏ2
u (a) , (4.19)

que pode ser generalizada para x = a(
dΨn+1

dx

)
na+ε

−
(
dΨn

dx

)
na−ε

=
λ

a

∫ na+ε

na−ε
dxδ (x− na)Ψn(x), (4.20)

o que leva a

An+1 cos (ka) +Bn+1 sin(ka)− kAn =
λ

a
Bn (4.21)

Podemos escrever os coe�cientes An+1 e Bn+1 em função de An e Bn. Para isso multiplicamos

(4.18) por sin(ka) e (4.21) por (cos ka)/k, e fazemos a subtração dos resultados, obtendo

An+1 = An cos (ka) + (g cos (ka)− sin (ka))Bn, (4.22)

com

g =
λ

ka
. (4.23)

Para Bn multiplicamos (4.18) por cos(ka), e (4.21) por (sin (ka)) /k. Somamos os resultados,

obtendo

Bn+1 = (g sin (ka) + cos (ka))Bn +An sin (ka) . (4.24)

Reescrevendo (4.16) como

Ψn(x) = An sin k [(x+ a)− (n+ 1) a] +Bn cos k [(x+ a)− (n+ 1)] , (4.25)

vemos que (4.25) é igual a (4.17) se �zermos x → x + a em (4.17). Dado isto, pela exigência do

teorema de Bloch, (4.14), obtemos:

Ψ(x+ a) = eiq(x+a)u(x+ a) = eiqaeiqxu(x) = eiqaeiqxu(x) = eiqaΨ(x), (4.26)

ou seja, devemos ter

Ψn+1(x+ a) = eiqaΨn(x), (4.27)

expressão esta que relaciona as funções de onda nas regiões Rn e Rn+1 e fornece as seguintes

relações entre as amplitudes:

An+1 = eiqaAn, (4.28)

Bn+1 = eiqaBn, (4.29)

Substituindo (4.28) e (4.29) em (4.22) e (4.24), obtemos

An

(
eiqa − cos (ka)

)
= Bn (g cos (ka)− sin (ka)) , (4.30)

Bn

(
eiqa − (g sin (ka) + cos ka)

)
= An sin (ka) . (4.31)
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Para uma solução não trivial, devemos ter An e Bn ̸= 0, o que implica em

(
eiqa − cos (ka)

) (
eiqa − (g sin(ka) + cos (ka))

)
= sin ka (g cos (ka)− sin (ka)) , (4.32)

ou na seguinte forma:

e2iqa − 2
(
cos (ka) +

g

2
sin (ka)

)
eiqa + 1 = 0. (4.33)

Se escrevermos as exponenciais de (4.33) em termos de seno e cosseno, separando as partes real e

imaginária, obtemos duas relações:

cos(2qa)− 2 cos(ka) cos(qa)− g sin(ka) cos(qa) + 1 = 0, (4.34)

sin(2qa)− 2 cos(ka) sin(ka)− g sin(ka) sin(qa) = 0. (4.35)

Usando as seguintes identidades trinogonométricas:

cos2(qa) =
1

2
(1 + cos 2qa) , (4.36)

sin(2qa) = 2 sin(qa) cos(qa), (4.37)

nas relações (4.34) e (4.35), respectivamente, vemos que ambas se reduzem a

cos qa = cos ka+
λ

2ka
sin ka, (4.38)

que é a relação nos fornecerá as bandas de energia. Vemos que o lado esquerdo de (4.38) está

sempre limitado por ±1, o que restringe os possíveis valores de energia

E =
k2ℏ2

2m
. (4.39)

Temos assim que, onde não há solução de (4.38), são as regiões proibidas de energia ou os "gaps"que

separam as bandas de energia. Podemos ver, para a equação (4.38), na Fig.(4.2), as regiões onde

as bandas de energia são permitidas, ou seja, regiões limitadas entre ±1 na qual a curva descrita

pelo lado direito de (4.38) não excede este limite. Fora deste limite, caracterizado pelos retangulos,

são as regiões de "gap".
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Figura 4.2: Plot de cosx + λ
2x

sinx para o modelo de Kronig-Penney unidimensional com potencial delta. O
lado esquerdo de (4.38) tem valores no intervalo [−1, 1]. O lado direito é representado pela curva. Nota-se que
a equação de Schrodinger é satisfeita nas regiões onde a curva está na região delimitada pelas retas paralelas à
abscissa. [Grá�co retirado de Ref. [9]]

4.2 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Peney(1D) não
relativístico com potencial do tipo degrau

Como dito anteriormente, o modelo de elétrons livres não é su�ciente para explicar o apa-

recimento de bandas e "gaps"de energia, pois despreza o efeito dos íons, que compõem a rede

cristalina. O modelo de Kronig-Penney leva em consideração um potencial periódico devido aos

íons que formam a estrutura cristalina periódica. Nesta seção, discutimos um pouco mais sobre

como se dá o surgimento das bandas e gaps de energia e sua relação com a re�exão de Bragg,

usando desta vez um potencial tipo degrau periódico. Finalizaremos obtendo a relação para as

bandas de energia deste modelo. Antes de abordarmos este modelo e obtermos a relação para as

bandas de energia permitidas, devemos ter um melhor entendimento de como surgem as bandas

e gaps de energia.

No modelo de elétrons livres, as funções de onda dos elétrons apresentam características de

ondas progressivas, sendo de�nidas usualmente por

Ψk(r) ∼ e±ik·r, (4.40)

sendo k o vetor de onda. Para o caso do modelo de elétrons quase livres, quando ocorre a re�exão

de Bragg, não teremos mais soluções de ondas progressivas simplesmente. Teremos superposições

de ondas progressivas que formam padrões estacionários (ondas estacionárias) das ondas eletrô-

nicas, que levam ao aparecimento dos "gaps" no espectro de energia, também conhecido como
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bandas proibidas. Esta re�exão ocorre devido à condição de re�exão de Bragg,

2d sin θ = nλ, (4.41)

onde d é o espaçamento entre os planos paralelos da rede, θ o ângulo de incidência das ondas em

relação aos planos e λ o comprimento das ondas incidentes, sendo n um inteiro. Esta condição

pode ser enunciada de outra forma de modo a relacionar o vetor de onda k e o vetor da rede

recíproca G,

(k +G)2 = k2, (4.42)

ou da forma

G2 − 2k ·G = 0, (4.43)

dado que G e −G funcionam equivalentemente como vetor da rede recíproca. Podemos fazer uma

análise da relação G · (G− 2k) = 0, considerando que k e G são paralelos ou antiparalelos, o que

leva à condição

k = ±1

2
G = ±nπ

a
, (4.44)

de modo que escrevemos o vetor de rede recíproca na forma

|G| = 2πn

a
, (4.45)

com a sendo a constante de rede. Temos que as primeiras re�exões ocorrem para n = 1, ou seja,

k = ±π
a
, (4.46)

que demarca também a 1ª banda proibida ou gap. Para n = 1 a região entre −π
a e +π

a constitui a

primeira zona de Brillouin, que é uma célula de Wigner-Seitz da rede recíproca. Notamos que os

"gaps"separam as diversas zonas de Brillouin. Vale ressaltar que, assim como existe outros gaps

de energia, existem outras zonas de Brillouin para valores inteiros de n. O grá�co (4.3) ilustra

con�guração de energia para o modelo de elétrons livres (a) e quase livres (b), mostrando para

este último a disposição das bandas e gaps de energia.
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Figura 4.3: O grá�co (a) é referente à relação de dispersão para o elétron livre em função do numero de
onda k. O grá�co (b) mostra, para a rede unidimensional cristalina, as energias permitidas e o gap que
separa a primeira zona de Brillouin da segunda. Figura retirada da Ref. [11]

Para um entendimento mais detalhado das bandas e "gaps"de energia, precisamos fazer uma

análise das ondas estacionárias nos cristais. Podemos de�nir as ondas estacionárias a partir das

ondas progressivas que não satisfazem a condição de Bragg. Pela de�nição em (4.40), fazemos

uma combinação linear das ondas que se propagam para a esquerda e direita, tendo assim

ψ1(x) = ei
πx
a + e−iπx

a = 2 cos(
πx

a
), (4.47)

ψ2(x) = ei
πx
a − e−iπx

a = 2i sin(
πx

a
). (4.48)

Veri�camos que a densidade de probabilidade associadas às ondas apresentadas na (4.47) e (4.48)

|ψ1(x)|2 = 4 cos2(
πx

a
), (4.49)

|ψ2(x)|2 = 4 sin2(
πx

a
), (4.50)

indica uma distribuição de elétrons variável na rede cristalina periódica com concentração nas

proximidades dos pontos em que |ψ1(x)| = 1 ou |ψ2(x)| = 1. Esse cenário difere da densidade de

probabilidade da onda progressiva, para a qual vale

|Ψ(x)|2 = eikxe−ikx = 1,

o que é compatível com uma distribuição constante de cargas. Pelo grá�co (4.4), considerando

o ponto zero (x = 0) da rede cristalina sobre um íon da rede, temos que neste ponto um valor

máximo da função (4.49), indicando uma grande probabilidade de que elétrons estejam nessa

região, na qual a função (4.50) é mínima ou nula. À medida em que nos afastamos dos íons, a

densidade |ψ1(x)|2 decresce enquanto a densidade |ψ2(x)|2 aumenta, tornando-se máxima para

x = a
2 . Esse processo se repete por toda a rede cristalina. Se analisamos a energia potencial, vemos

que será maior nas proximidades dos íons. Como a função ψ1(x) é compatível com o acúmulo de

elétrons nas regiões próximas aos íons, gerará uma energia potencial média menor (mais negativa,

maior em módulo) que àquela associada com ψ2(x), que acumula elétrons na região entre os íons.
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De�nindo ε1 e ε2 como as energias médias nas regiões em cada região, temos que em módulo

|ε1| > |ε2|, de onde podemos de�nir as seguintes relações

|ε1| = εl +∆ε, (4.51)

|ε2| = εl −∆ε. (4.52)

onde ∆ε é o acréscimo ou decréscimo de energia em relação à energia das ondas progressivas εl.

Se �zermos a diferença de energia entre ε1 e ε2 obtemos

|ε1| − |ε2| = 2∆ε = εg, (4.53)

onde εg é a energia do gap (gerado pela diferença de energia), sendo a causa da descontinuidade de

energia no grá�co (4.3b). Portanto, o surgimento dos gaps de energia se dá pela presença de ondas

estacionárias que surgem devido às re�exões de Bragg na rede cristalina e acumulam elétrons em

regiões de energia potencial maior ou menor. Como visto acima , para o mesmo valor de k = π
a ,

obtém-se dois valors para energia correspondente ao limie superior da primeira banda de energia

e ao limite inferior da segunda, respectivamente.

Figura 4.4: Distribuição de densidade para as ondas estacionarias e progressivas na rede cristalina.

4.2.1 Modelo de Kronig-Penney não-relativístico e a relação para as bandas

de energia

A construção do modelo de Kronig-Penney não relativístico se dá pelo uso de potenciais

periódicos do tipo degrau, no contexto da equação de Schrodinger

− ℏ2

2m

d2ψ

dψ2 + U(x)ψ = Eψ, (4.54)

cujas soluções podem ser apresentadas na forma da função de Bloch,

Ψ(r) = u(r)eiq·r, (4.55)
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onde u(r) é a amplitude da função de Bloch, que compartilha da periodicidade da rede, ou seja

u(r +T) = u(r), (4.56)

sendo T o vetor de translação que preserva a rede. O teorema de Bloch, cuja forma matemática

foi apresentada em (4.14), pode ser enuciado da seguinte forma: "As autofunções da equação de

onda para uma partícula submetida a um potencial periódico são dadas como o produto de uma

onda plana eik·r por uma função uk(r) dotada da periodicidade da rede cristalina" [11]. De (4.55)

e (4.56), obtemos

Ψ(r + T ) = u(r + T )eiq·(r+T ) = u(r)eiq·reiq·T = Ψ(r)eiq·T , (4.57)

notando que as funções de onda Ψ(r + T ) e Ψ(r) são iguais a menos de uma diferença de fase

eiq·T . Vale notar que a equação (4.57) é a generalização da equação (4.14) em 3-dimensões.

Voltando à equação de Schrödinger, podemos encontrar as soluções para as regiões com e sem

potencial U(x). Observando a Fig. (4.5) para o potencial periódico tipo degrau, temos que na

região 0 < x < a, onde a é a constante de rede, U(x) = 0, e a solução é dada por

ψ(x)k = Aeikx +Be−ikx, (4.58)

com

k2 =
2mE

ℏ2
. (4.59)

Na região a < x < a+ b, U(x) = U0, a solução é dada por

ψ(x)k1 = Cek1x +De−k1x, (4.60)

com

k21 =
2m (U0 − E)

ℏ2
. (4.61)

Figura 4.5: Potencial periódico para o modelo de Kronig-Penney. [Retirado da Ref. [11]]
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Nas fronteiras em x = 0 e x = a, temos as seguintes condições de contorno para a continuidade

das funções de onda

ψk(0) = ψk1(0), (4.62)

dψk(x)

dx
|x=0 =

dψk1(x)

dx
|x=0, (4.63)

ψk(a) = ψk1(a), (4.64)

dψk(x)

dx
|x=a =

dψk1(x)

dx
|x=a, (4.65)

que fornecem as seguintes equações

A+B = C +D, (4.66)

ik(A−B) = k1(C −D), (4.67)

Aeika +Be−ika = Cek1a +De−k1a, (4.68)

ik(Aeika −Be−ika) = k1(Ce
ik1a −De−ik1a). (4.69)

Devemos agora implementar a propriedade da função de Bloch de�nida em (4.57). Temos que a

periodicidade da rede é

T = a+ b, (4.70)

de modo que a solução na região −b ≤ x ≤ 0 deve ser igual à solução na região a ≤ x ≤ a+ b, a

menos de um fator de fase, ou seja,

Ψk(a ≤ x ≤ a+ b) = Ψk1(−b ≤ x ≤ 0)eiq(a+b).

Esta equação pode ser considerada para dois pontos especí�cos, x = −b e x = a, pertecentes às

duas regiões mencionadas, ou seja:

Ψk(a) = Ψk1(−b)eiq(a+b). (4.71)

Temos assim que as equações (4.68) e (4.69) serão reescritas usando a condição da função de Bloch

(4.71),

Aeika +Be−ika =
(
Ce−k1b +Dek1b

)
eiq(a+b), (4.72)

ik(Aeika −Be−ika) = k1(Ce
−k1b −Dek1b)eiq(a+b), (4.73)

que são as novas equações, junto com (4.66) e (4.67), que usaremos para encontrar a relação para

as bandas de energia. Para que haja um solução além da trivial para as equações

(4.66), (4.67), (4.72) e (4.73), o determinante da matriz, escrita para os coe�cientes de A, B, C

e D, seja nulo. Realizando o procedimento para encontrar a solução não trivial, encontramos a
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seguinte relação (
k21 − k

)
2k1k

sinh (k1b) sin (ka) + cosh (k1b) cos (ka) = cos q(a+ b), (4.74)

que pode ser escrita como(
P

ka
− kb

2

)
sinh (k1b)

k1b
sin ka+ cosh (k1b) cos ka = cos q(a+ b), (4.75)

com

P =
k21ba

2
. (4.76)

As equações transcendentais (4.74) e (4.75) são as relações para as bandas de energia permitidas

onde q é o vetor de onda da função de Bloch. Podemos simpli�car (4.75) considerando o limite

em que o potencial das barreiras do tipo degrau é muito elevado (U(x) → ∞), e a sua largura

(b→ 0) muito pequena, transformando o modelo em uma série de potenciais δ, semelhante ao que

foi discutido na secão (3.1). Por estas considerações P ainda é �nito. Neste limite, vale k1 >> k

e k1b << 1. Temos assim

lim
k1b→0

sinh(k1b)

k1b
= 1, (4.77)

lim
k1b→0

cosh(k1b) = 1, (4.78)

resultando em
P

ka
sin ka+ cos ka = cos qa. (4.79)

A relação (4.79) é uma equação transcendental e, portanto, a visualização das suas soluções é

realizada através de grá�cos. Nota-se que a equação (4.79) tem a mesma estrutura e forma da

equação (4.38) obtida na seção (3.1), o que era esperado, uma vez que o limite das equações (4.77)

e (4.78) reproduz o caso do potencial (4.15), com a diferença que em (4.79) temos o termo P
ka , que

assim como λ
2ka em (4.38) é adimensional. Uma análise desta equação é feita na Ref. [11] onde se

considera P = 3π
2 , gerando o per�l do grá�co (4.6). Nota-se as regiões das energias permitidas e

os gaps de energia nos limites da zona de Brillouin.
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Figura 4.6: Grá�co ilustrativo do lado esquerdo da expressão 4.79, limitada pelos valores ±1, que permite
entender regiões permitidas (entre os valores -1 e +1) e proibidas (além dos valores -1 ou +1 ). [Figura
retirada da Ref. [11]]

Pelo grá�co (4.6) vemos que o ponto em que A = kAa = π corresponde ao �m da primeira

zona de Brillouin e início da região de gap, que termina no ponto B. Considerando que os pontos

A e B do grá�co acima diferem por um valor ∆, ou seja, B > A com B = kBa = π+∆, podemos

inferir a energia correspondente ao gap em questão dada por

Egap = EB − EA =
ℏ2k22
2m

− ℏ2k21
2m

=
ℏ2

2m

[(
π +∆

a

)2

−
(π
a

)2]

Egap =
ℏ2

2m

[
∆2

a2
+

2π∆

a2

]
≈ πℏ2∆

ma2
. (4.80)

Uma análise do grá�co (4.6) juntamente com o grá�co de relação de dispersão, (4.2b), rea�rma

o que foi dito antes quanto ao início do gap no ponto A de onde percebemos por (4.2b) um

curvatura na parábola ou início da descontinuidade na energia ϵ devido a proximidade com o íon

da rede em k = π
a . Temos que Eg na �gura (4.2b) corresponde à energia calculada em (4.80).

4.3 Bandas de energia para o modelo de Kronig-Penney(1D) re-
lativístico

Nesta seção, desenvolveremos o modelo de Kronig-Penney relativístico para um sólido uni-

dimensional, com base nas Refs. [24], [14], [6]. Consideremos potenciais V < 2mc2, onde m é

massa de repouso da partícula (elétron). A escolha de V < 2mc2 tem a conveniência de evitar

as interpretações associadas ao paradoxo de Klein [24]. Para desenvolver o modelo em questão,

primeiramente desenvolveremos a equação de Dirac unidimensional e então resolveremos para o

caso do potencial do tipo degrau com objetivo de encontrar as matrizes de espalhamento. Por

último, usaremos as soluções obtidas em um método que leva em conta uma série de potenci-

ais tipo degrau, de modo a ter um sistema de rede periódica, onde o ferramental do modelo de
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Kronig-Penney pode ser aplicado. O desenvolvimento desta seção será baseada na equação de

Dirac unidimensional, independente do tempo, que preserva a dinâmica apenas no eixo-x, ou seja

(
−ichαx∂x +mc2β + V

)
Ψ = EΨ, (4.81)

onde αx e β são as matrizes de Dirac, de�nidas como

αx =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , β =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (4.82)

De�nindo a função de onda espinoral Ψ de quatro componentes como
ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 e
i
ℏ (p·r), (4.83)

a equação (4.81) pode ser lida como
mc2 + V − E 0 0 −icℏ ∂

∂x

0 mc2 + V − E −icℏ ∂
∂x 0

0 −icℏ ∂
∂x −mc2 + V − E 0

−icℏ ∂
∂x 0 0 −mc2 + V − E




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 = 0,

de onde obtemos as seguintes equações:

−icℏ ∂
∂x
ψ4 +mc2ψ1 − (E − V )ψ1 = 0, (4.84)

−icℏ ∂
∂x
ψ3 +mc2ψ2 − (E − V )ψ2 = 0, (4.85)

−icℏ ∂
∂x
ψ2 −mc2ψ3 − (E − V )ψ3 = 0, (4.86)

−icℏ ∂
∂x
ψ1 −mc2ψ4 − (E − V )ψ4 = 0, (4.87)

que podem ser condensadas em uma única equação, para espinores bidimensionais, escrita na

forma

− icℏσx
∂

∂x
ϕ+mc2σzϕ = (E − V )ϕ, (4.88)

com

ϕ =

ψ1

ψ4

 ou ϕ =

ψ2

ψ3

 , (4.89)
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onde σx e σz são as matrizes de Pauli. A equação (4.88) é uma equação de Dirac bidimensional

nos espinores (fomulada numa base matricial (2x2) e dependente apenas de 1 dimensão espacial,

portanto unidimensional neste aspecto. Podemos reescrever (4.88) explicitamente na forma de

componentes

−icℏ

0 1

1 0

 ∂
∂xϕ1
∂
∂xϕ2

+mc2

1 0

0 −1

ϕ1
ϕ2

 = (E − V )

ϕ1
ϕ2

 ,

−icℏ ∂
∂xϕ2

−icℏ ∂
∂xϕ1

+mc2

 ϕ1

−ϕ2

 = (E − V )

ϕ1
ϕ2

 , (4.90)

onde fazemos a escolha

ϕ =

ϕ1
ϕ2

 . (4.91)

Podemos então obter duas equações acopladas

−icℏ∂ϕ2
∂x

=
(
E′ − V

)
ϕ1, (4.92)

−icℏ ∂
∂x
ϕ1 =

(
E′ + 2mc2 − V

)
ϕ2, (4.93)

onde usamos a rede�nição

E′ = E −mc2.

Para desacoplar (4.92) e (4.93), derivamos (4.92) em relação a x e substituímos em (4.93)

− ℏ2c2
∂2ϕ2
∂x2

=
(
E′ − V

) (
E′ + 2mc2 − V

)
ϕ2. (4.94)

Derivando agora (4.93) e substituindo em (4.92), obtemos

− ℏ2c2
∂2ϕ1
∂x2

=
(
E′ − V

) (
E′ + 2mc2 − V

)
ϕ1. (4.95)

As equações (4.94) e (4.95) podem ser escritas compactamente como

∂2ϕj(i)

∂x2
=

(E′ − V )
(
E′ + 2mc2 − V

)
ℏ2c2

= k2i ϕj(i), (4.96)

com

k2i =
(E′ − V )

(
E′ + 2mc2 − V

)
ℏ2c2

, (4.97)

onde para as regiões 1 (V (x) = −V0) e 2 (V (x) = 0) , como ilustrado na Fig. (4.7), a relação

(4.97) �ca de�nida respectivamente como

k1 =

√
(E′ + V0) (E′ + 2mc2 + V0)

ℏ2c2
, (4.98)

k2 =

√
E′ (E′ + 2mc2)

ℏ2c2
, (4.99)
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com o indice j = 1, 2 indicando as duas componentes do espinor e i a região onde as equações

são válidas, no caso região com ou sem potencial, sendo k1 ̸= k2 se o potencial na região 1 for

diferente do potencial na região 2. As soluções para as equações (4.92) e (4.93) são dadas por

ϕ1(i) = α1(i)e
ikix + β1(i)e

−ikix, (4.100)

ϕ2(i) = α2(i)e
ikix + β2(i)e

−ikix. (4.101)

Derivando a Eq. (4.101) em relação à coordenada x,

− icℏ
∂ϕ2(i)

∂x
= cℏkiα2(i)e

iκix − cℏkiβ2(i)e−ikix. (4.102)

Usando este resultado junto com a Eq. (4.100) na Eq. (4.92), temos

cℏκiα2(i)e
ikix − cℏκiβ2(i)e−ikix =

(
E′ − V

) (
α1(i)e

ikix + β1(i)e
−ikix

)
,

o que fornece

β2(i) = −(E′ − V )

cℏki
β1(i), (4.103)

α2(i) =
(E′ − V )

cℏki
α1(i). (4.104)

Realizando o mesmo procedimento, agora para a Eq. (4.93), encontramos

β1(i) = −
(
E′ + 2mc2 − V

)
cℏki

β2(i), (4.105)

α1(i) =

(
E′ + 2mc2 − V

)
cℏki

α2(i). (4.106)

Com os coe�cientes β2(i) e α2(i), dados na equações (4.103) e (4.104), a equação (4.101) é escrita

na forma

ϕ2(i) = χα1(i)e
ikix − χβ1(i)e−ikix. (4.107)
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Figura 4.7: Potencial degrau com particulas incidentes e re�etidas. Figura baseada na Ref. [24]

As equações (4.100) e (4.101) �cam então

ϕ1(i) = α1(i)e
ikix + β1(i)e

−ikix, (4.108)

ϕ2(i) = χiα1(i)e
ikix − χiβ1(i)e

−ikix, (4.109)

onde

χi =
E′ − V
cℏki

. (4.110)

notando que os coe�cientes α2(i) e β2(i) foram escritos em termos de (4.103) e (4.104). Podemos

especi�car a expressão (4.110) para o potencial da Fig. (4.7), como

χ1 =
E′ + V0
cℏk1

, χ2 =
E′

cℏk2
. (4.111)

Podemos usar as soluções (4.108) e (4.109) para encontrar as matrizes de espalhamento para

uma barreira do tipo degrau, exibida na Fig. (4.7). Consideramos elétrons incidindo sobre esta

barreira, temos para a região 1, (i = 1, V (x) = V0), e para a regiào 2, (i = 2, V (x) = 0). Temos

que impor a condição de continuidade entre as duas regiões,

ϕ1(1)(0)
ϕ2(1)(0)

 =

ϕ1(2)(0)
ϕ2(2)(0)

 . (4.112)

Esta condição é estabelecida especi�cando a solução (4.108) na região 1 e na região 2, levando à

seguinte equação matricial α1(1)

χ1α1(1)

+

 β1(1)

−χ1β1(1)

 =

 α1(2)

χ2α1(2)

+

 β1(2)

−χ2β1(2)

 , (4.113)
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que se re�ete em duas equações:

α1(1) + β1(1) = α1(2) + β1(2), (4.114)

χ1α1(1) − χ1β1(1) = χ2α1(2) − χ2β1(2). (4.115)

Para obter a matriz de espalhamento realizamos o seguinte procedimento: primeiro multiplicamos

a equação (4.114) por χ2 e reescrevemos a equação (4.115), ou seja,

χ2

(
α1(1) + β1(1)

)
= χ2

(
α1(2) + β1(2)

)
, (4.116)

χ1α1(1) − χ1β1(1) = χ2α1(2) − χ2β1(2). (4.117)

Somando (4.116) e (4.117)

α1(1) (χ1 + χ2) + β1(1)(χ2 − χ1) = 2χ2α1(2),

e dividindo por χ2, obtemos

α1(2) =
1

2
α1(1) (1 + Γ) + β1(1) (1− Γ) , (4.118)

com

Γ =
χ1

χ2

=

(
E′ + V0
E′

)
k2
k1
. (4.119)

Considerando a Eq. (4.111), (4.98) e (4.99), temos

Γ =

(
E′ + V0
E′

) √
E′ (E′ + 2mc2)√

(E′ + V0) (E′ + 2mc2 + V0)
, (4.120)

Γ =

√
(E −mc2 + V0) (E +mc2)

(E −mc2) (E +mc2 + V0)
. (4.121)

Realizando o mesmo procedimento, para obter β1(2) em termos dos coe�cientes α1(1) e β1(1),

encontramos:

β1(2) =
1

2
α1(1) (1− Γ) + β1(1) (1 + Γ) . (4.122)

As relações (4.118) e (4.122) podem ser agrupadas na forma matricialα1(2)

β1(2)

 =
1

2

(1 + Γ) (1− Γ)

(1− Γ) (1 + Γ)

α1(1)

β1(1)

 , (4.123)

onde

R =
1

2

(1 + Γ) (1− Γ)

(1− Γ) (1 + Γ)

 , (4.124)

é a chamada matriz de espalhamento, que possui como inversa

R−1 =
1

2Γ

(1 + Γ) (Γ− 1)

(Γ− 1) (1 + Γ)

 . (4.125)
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A matriz de espalhamento R conecta os coe�cientes da solução espinorial de�nida na região 1

aos coe�cientes da solução de�nida na região 2, ou seja, a matriz R permite fazer a passagem da

solução espiniorial entre regiões adjacentes, submetidas a potenciais distintos.

4.3.1 Relação para as bandas de energia permitidas

O modelo de Kronig-Penney para um sólido unidimensional tem como característica o arranjo

em série de potenciais tipo degrau de modo a formar uma série de poços de potencial em cadeia.

Para encontrarmos a relação para as bandas de energia, construiremos um operador que irá trans-

ladar a função de onda através da rede cristalina. Podemos tomar como ponto de partida, para

organização da matriz R, as funções de onda espioriais (4.108) e (4.109), de�nidas nas regiões 1

e 2 do potencial da �g. (4.7), aqui reorganizadas na seguinte forma:

ϕ1 = J(1)e
ik1x/ℏ + L(1)e

−ik1x/ℏ, (4.126)

ϕ2 = J(2)e
ik2x/ℏ + L(2)e

−ik2x/ℏ, (4.127)

onde J(1), J(2), L(1), L(2) são espinores, de�nidos por

J(i) =

α1(i)

α2(i)

 , L(i) =

β1(i)
β2(i)

 . (4.128)

Em função destes espinores, vale a seguinte relação matricialJ2
L2

 =

R11 R12

R21 R22

J1
L1

 , (4.129)

com

R =

R11 R12

R21 R22

 , (4.130)

sendo R a matriz de espalhamento obtida anteriormente. De posse destas matrizes, de�nimos o

estado

ϕ(i) =

 J(i)e
ikix/ℏ

L(i)e
−ikix/ℏ

 . (4.131)

que representa a posição da partícula nas regiões 1 ou 2. O próximo procedimento é de�nir

um operador de transferência que irá transladar a função de onda por uma distância d sem que

ultrapasse a descontinuidade entre as regiões. Tal matriz é de�nida por

Td =

eikid 0

0 e−ikid

 , (4.132)
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que aplicada à função de onda espinorial (4.131), fornece

Tdϕp =

eikid 0

0 e−ikid

 J(i)e
ikix

L(i)e
−ikix

 =

 J(i)e
iki(x+d)

L(i)e
−iki(x+d)

 . (4.133)

A matriz de espalhamento (4.124) é responsável por mover a função de onda para outra região da

rede (com potencial distinto). Isso, somado à matriz de translação T, é possível de�nir um opera-

dor que permite determinar a função de onda em qualquer ponto da rede, dada uma con�guração

anterior, proposto na forma

Ga = TlR
−1Ta−lR. (4.134)

Figura 4.8: Grá�co representativo da série de potenciais para o modelo de Kronig-Penney. As regiões 1
e 2 são regiões com e sem potencial, respectivamente. Temos que o tamanho da célula unitária é "a"e a
largura do poço é "l". Figura retirada da Ref. [ [24]]

Pela �gura (4.8) podemos descrever como o operador Ga atua sobre a função de onda. Con-

sideremos a função de onda na primeira região 1 do Fig. (4.8), mais especi�camente no ponto

F . Aplicando o operador Ga nesta função, temos que o primeiro termo, R, leva esta função da

região 1 para a 2 (sem potencial). Na borda inicial da região 2 temos que o segundo termo, Ta−l ,

transladará esta função por uma distância a− l até a outra borda desta região, sem que ultrapasse

a descontinuidade. O termo R−1 levará a função de onda da região 2 para a região 1 e o termo

Tb deslocará a função por uma distancia b até o ponto F ′, posição equivalente a do início do

procedimento mas, em outra célula unitária. Por este processo, temos que este operador atua da

seguinte forma:

Gaϕ(p),I = ϕ(p),II , (4.135)

onde os índices I e II indicam a primeira e a segunda célula unitária. Por estarmos trabalhando

com uma rede periódica, podemos impor o teorema de Bloch abordados, nas seções anteriores
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deste capitulo,

eiµaϕ(p),I = ϕ(p),II . (4.136)

Substituindo (4.135) em (4.136),

Gaϕ(p),I = eiµaϕ(p),I , (4.137)

que é lida na forma matricialGa11 Ga12

Ga21 Ga22

 J(i)e
ikpx

L(i)e
−ikpx

 = eiµa

 J(i)e
ikpx

L(i)e
−ikpx

 , (4.138)

com

Ga =

Ga11 Ga12

Ga21 Ga22

 . (4.139)

Fazendo x = 0 em (4.138), que é a fronteira entre a regiões com e sem potencial, obtemosGa11J(i) +Ga12L(i)

Ga21J(i) +Ga22L(i)

 = eiµa

J(i)
L(i)

 , (4.140)

ou simplesmente, ∣∣∣∣∣∣
Ga11 − eiµa Ga12

Ga21 Ga22 − eiµa

∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.141)

Uma possivel solução, além da trivial, para estas equações é impor que o determinante (∆) da

matriz dos coe�cientes de A(p) e B(p) seja igual a zero, o que leva a

∆ =
(
Ga11 − eiµa

) (
Ga22 − eiµa

)
−Ga21Ga12

∆ = e2iµa − (Ga11 +Ga22) e
iµa +Ga11Ga22 −Ga12Ga21 = 0. (4.142)

Multiplicando (4.142) por e−iµa e usando a de�nição de cosseno em termos de números complexos

obtemos

2 cosµa− e−iµa − (Ga11 +Ga22) + (Ga11Ga22 −Ga12Ga21) e
−iµa = 0. (4.143)

A equação (4.143) fornece

cosµa =
1

2
(Ga11 +Ga22) =

1

2
Tr(Ga), (4.144)

Ga11Ga22 −Ga12Ga21 = detGa = 1, (4.145)

onde a expressão (4.144) é a relação para as bandas de energia permitidas. Para calculá-la com-

pletamente devemos encontrar os valores de Ga11 e Ga22. Para isto, voltamos a expressão (4.134)
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e escrevemos a sua forma matricial que é dada porGa11 Ga12

Ga21 Ga22

 =
1

4Γ

eik1l 0

0 e−ik1l

(1 + Γ) (Γ− 1)

(Γ− 1) (1 + Γ)

 (4.146)

×

eik2(a−l) 0

0 e−ik2(a−l)

(1 + Γ) (1− Γ)

(1− Γ) (1 + Γ)

 . (4.147)

Calculamos as matrizes começando pelas duas primeiraseik1l 0

0 e−ik1l

(1 + Γ) (Γ− 1)

(Γ− 1) (1 + Γ)

 =

 (1 + Γ) eik1l (Γ− 1) eik1l

(Γ− 1) e−ik1l (1 + Γ) e−ik1l

 . (4.148)

Multiplicando o resultado em (4.148) pela terceira matriz de (4.146), escrevemos:Ga11 Ga12

Ga21 Ga22

 =
1

4Γ

 (1 + Γ) eik1leik2(a−l) (Γ− 1) eik1le−ik2(a−l)

(Γ− 1) e−ik1leik2(a−l) (1 + Γ) e−ik1le−ik2(a−l)

(1 + Γ) (1− Γ)

(1− Γ) (1 + Γ)

 .

(4.149)

Realizando todas multiplicações matricias, encontramos:

Ga11 =
1

4Γ
eik1l

[
(1 + Γ)2 eik2(a−l) − (Γ− 1)2 e−ik2(a−l)

]
, (4.150)

Ga12 =
1

4Γ

(
1− Γ2

)
eik1l

[
eik2(a−l) − e−ik2(a−l)

]
, (4.151)

Ga21 =
1

4Γ

(
1− Γ2

)
e−ik1l

[
e−ik2(a−l) − eik2(a−l)

]
, (4.152)

Ga22 =
1

4Γ
e−ik1l

[
(1 + Γ)2 e−ik2(a−l) − (1− Γ)2eik2(a−l)

]
. (4.153)

Podemos simpli�car cada termo das componentes acima. Começando por Ga11 e Ga22, escrevemos

Ga11 =
1

4Γ
eik1l

[(
1 + Γ2 + 2Γ

)
A−

(
1 + Γ2 − 2Γ

)
A∗] , (4.154)

Ga22 =
1

4Γ
e−ik1l

[(
1 + Γ2 + 2Γ

)
A∗ −

(
1 + Γ2 − 2Γ

)
A
]
, (4.155)

com

A = cos k2(a− l) + i sin k2(a− l), A∗ = cos k2(a− l)− i sin k2(a− l). (4.156)

Simpli�cando (4.154) e (4.155), resulta

Ga11 =
1

2Γ
eik1l

[
2Γ cos k2(a− l) + i

(
1 + Γ2

)
sin k2(a− l)

]
,

Ga22 =
1

2Γ
e−ik1l

[
2Γ cos k2(a− l)− i

(
1 + Γ2

)
sin k2(a− l)

]
.

Os termo Ga12 e Ga21 podem ser escritos como

Ga12 =
i

2Γ

(
1− Γ2

)
eik1l sin k2(a− l), (4.157)

Ga21 = − i

2Γ

(
1− Γ2

)
e−ik1l sin k2(a− l) = G∗

a12. (4.158)
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notamos que Ga11 = G∗
a22 e Ga12 = G∗

a21. Com a obtenção dos termos, podemos calcular a relação

(4.144) para as bandas de energia permitidas

cosµa =
1

4Γ
eik1l

[
2Γ cos k2(a− l) + i

(
1 + Γ2

)
sin k2(a− l)

]
+

1

4Γ
e−ik1b

[
2Γ cos k2(a− l)− i

(
1 + Γ2

)
sin k2(a− l)

]
, (4.159)

cosµa =
1

4Γ

([
4Γ cos k1l cos k2(a− l)− 2

(
1 + Γ2

)
sin k1l sin k2(a− l)

])
, (4.160)

cosµa = cos k1l cos k2(a− l)− Γ−1 + Γ

2Γ
sin k1l sin k2(a− l), (4.161)

onde o fator Γ (em unidades naturais) é dado por:

Γ =

√
(E −m+ V0) (E +m)

(E −m) (E +m+ V0)
. (4.162)

A equação (4.161) é a relação para as bandas de energia permitidas para a rede unidimensional

trabalhada. O lado esquerdo desta equação possui valores entre ±1 e o lado direito pode assumir

valores maiores que o lado esquerdo, representando regiões onde não existem soluções para as

funções de onda, sendo, portanto, regiões de bandas de energia proibidas. Vemos que na expressão

(4.161) é apresentada a mesma estrutura da relação de banda obtida na Ref. [25]. Em relação a

Ref. [7] a Eq. (4.161) apresenta um resultado diferente, creditado ao potencial distinto adotado

na mesma, no caso um tipo potencial δ.

Os efeitos relativísticos não são muito perceptíveis quando consideramos a dimensão usual

dos parâmetros de rede de materiais cristalinos. Para ilustrar melhor os efeitos relativísticos

sobre a estrutura de bandas, é preciso considerar a constante de rede e a largura do potencial na

escala do comprimento de onda de Compton, uma escala menor que a típica da física da materia

condensada, mas compatível com a maior energia dos efeitos relativísticos. Pela Fig. (4.9) notamos

que a largura das bandas tende a sofrer uma redução devido aos efeitos relativísticos, assim como

os gaps. Podemos ver mais detalhadamente estes efeitos (relativísticos) analisando o grá�co da

Fig. (4.10), construído para as duas bandas de energia mais baixas, conforme os parâmetros

especi�cados para a largura da banda em função da constante de rede e com potencial �xo.
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Figura 4.9: Ilustração da largura de bandas de energia, como função da constante de rede, para as duas
bandas de energia do modelo de KP relativístico representadas por (×) e (+). Neste grá�co, a constante
de rede a é variavel, b = 10−5a e o potencial dado por V0b = 4.1095× 10−4. Figura retirada do cap. 9 da
Ref. [ [24]]

Tais efeitos relativísticos podem ser observados em um material real sobre as bandas de mais

alta ordem, cujos paramêtros associados são menores que as bandas iniciais.
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Figura 4.10: Bandas de energia para o modelo de KP relativístico unidimensional com a = 2λC , b =
1.5× 10−2λC , com λC sendo o comprimento de onda de Compton. A curva em pontos indica a expressão
não relativística, enquanto a curva em cruzes indica a expressão relativística. Comparando ambos os casos,
percebemos uma redução na largura da banda. [Grá�co retirado da Ref. [24]]

4.4 Matriz de espalhamento relativística: uma dedução alterna-
tiva

Nesta seção, vamos mostrar que podemos obter a mesma matriz de espalhamento relativística

da seção (3.3) por um caminho potencialmente mais simples, que toma como ponto de partida a

equação de Dirac

(iγµ∂µ +m)Ψ = 0, (4.163)

e o Hamiltoniano de Dirac para particula livre que pode ser lido na forma,

Ĥ = α · p+ γ0m, (4.164)

que satisfaz a equação independente do tempo, ĤΨ = EΨ, onde

Ψ =

φ
χ

 , (4.165)

é o espinor de Dirac. Na forma matricial a equação de Dirac livre é dada por m σ · p
σ · p −m

φ
χ

 = E

φ
χ

 , (4.166)
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fornecendo duas equações acopladas para espinores de duas componentes:

(E −m)φ = (σ · p)χ, (4.167)

(E +m)χ = (σ · p)φ. (4.168)

Fazendo-se φ = U no espinor (4.165) e, usando as Eq. (4.168), a solução para a partícula livre é

dada por

Ψ(x, t) = N

 U
(σ·p)
E+mU

 e−(i/ℏ)(Et−p·x), (4.169)

sendo N a constante de normalização. Podemos obter a matriz de espalhamento para uma par-

tícula incidente sobre uma barreira negativa de "altura"−V0, usando as soluções de onda plana.

Adotaremos uma barreira unidimensional com um partícula deslocando-se na direção-z com pz ̸= 0

e px = py = 0 (movimento unidimensional no eixo-z). O potencial é o mesmo da seção (4.3), ilus-

trado na Fig. (4.7): na região (1), temos V (z) = −V0, na região 2 temos que V (z) = 0 e o

momento será p2z.

Na região (1), temos V (z) = −V0, e o momento será p1z, dado por:

p1z =

√
(E + V0)

2 −m2, (4.170)

A solução para esta região é uma combinação linear da onda incidente, eip1z/ℏ, com a onda re�etida,

e−ip1z/ℏ. Desta forma, escrevemos

Ψ1 = A

 U
σzp1z

E+m+V0
U

 eip1z/ℏ +B

 U
−σzp1z

E+m+V0
U

 e−ip1z/ℏ. (4.171)

Na região 2 temos que V (z) = 0 e o o momento será p2z, dado por

p2z =
√
E2 −m2. (4.172)

A solução nesta região também consiste numa superposição de ondas progressivas para a direita

(eip2z/ℏ) e para a esquerda (e−ip2z/ℏ), ou seja,

Ψ2 = C

 U
σzp2z
E+mU

 eip2z/ℏ +D

 U
−σzp2z
E+m U

 e−ip2z/ℏ. (4.173)

Usando a condição de continuidade

Ψ1(0) = Ψ2(0), (4.174)

leva à seguinte equação matricial:

A

 U

αU

+B

 U

α′U

 = C

 U

βU

+D

 U

β′U

 , (4.175)
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na qual

α =
σzp1z

E +m+ V0
, α′ =

−σzp1z
E +m+ V0

, (4.176)

β =
σzp2z − b0
E +m

, β′ =
−σzp2z
E +m

. (4.177)

A Eq. (4.175) leva às seguintes equações

(A+B)U = (C +D)U, (4.178)(
Aα+Bα′)U =

(
Cβ +Dβ′

)
U, (4.179)

ou melhor

A+B = C +D, (4.180)

Aα+Bα′ = Cβ +Dβ′. (4.181)

Para desenvolver as Eqs. (4.180) e (4.181), precisamos lançar mão da natureza matricial do

operador,

σzpz =

pz 0

0 −pz

 , (4.182)

de modo que a Eq. (4.181) escreve-se como

1

E +m+ V0

A
p1z 0

0 −p1z

+B

−p1z 0

0 p1z

 (4.183)

=
1

E +m

C
p2z 0

0 −p2z

+D

−p2z 0

0 p2z

 , (4.184)

de onde obtemos a seguinte relação

[A−B] p1z = [C −D] p2z

(
E +m+ V0
E +m

)
. (4.185)

Usando-se a de�nição,

γ =
p2z
p1z

(
E +m+ V0
E +m

)
, (4.186)

γp1z = p2z

(
E +m+ V0
E +m

)
, (4.187)

reescrevemos a Eq. (4.185) na forma

[A−B] p1z = [C −D] γp1z. (4.188)

Precisamos expressar os coe�cientes C e D em termos dos coe�cientes A e B. Para isso, vamos
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inicialmente usar

D = A+B − C, (4.189)

que ao ser substituído na expressão (4.188), após simpli�cações fornece:

C =
1

2γ
[A(1 + γ) + (γ − 1)B] . (4.190)

Da mesma forma, substindo C = A+B−D na expressão (4.188), após simpli�cações encontramos

D =
1

2γ
[A(γ − 1) +B(γ + 1)] . (4.191)

Estes resultados podem ser compilados na forma matricialC
D

 = [R]

A
B

 , (4.192)

onde R é matriz de espalhamento, dada por

R =
1

2γ

1 + γ γ − 1

γ − 1 1 + γ

 =
1

2

1/γ + 1 1− 1/γ

1− 1/γ 1/γ + 1

 , (4.193)

cuja inversa é

R−1 =
1

2

1 + γ 1− γ
1− γ 1 + γ

 , (4.194)

onde o fator γ está dado na Eq. (4.186). Vamos agora mostrar que a matriz (4.193) é a mesma

obtida na seção anterior. Para isso, precisamos mostrar que o fator 1/γ contido na matriz (4.193),

coincide com o fator Γ da matriz (4.124). Considerando os momentos (4.170) e (4.172), temos

γ =

√
(E −m)(E +m)√

(E + V0 −m)(E + V0 +m)

(
E +m+ V0
E +m

)
, (4.195)

γ =

√
(E −m)(E +m+ V0)√
(E + V0 −m)(E +m)

. (4.196)

Comparando este resultado com a expressão (4.162), percebemos claramente que vale a relação

1

γ
= Γ, (4.197)

o que torna a matriz (4.193) equivalente a (4.124). Concluímos assim que esse método de abor-

dagem é equivalente ao da seção anterior.
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5 Modelo de Kronig-Penney relativístico e

unidimensional na presença de violação de

Lorentz

5.1 Introdução

Neste capítulo, vamos explorar os efeitos da violação da simetria de Lorentz sobre o modelo

de Kronig-Penney relativístico, usando a abordagem apresentada no capítulo anterior. Especi�ca-

mente, estamos interessados no efeito do seguinte termo CPT-odd (bµ), axial, pertecente ao setor

fermiônico

L = ψ̄γµbµγ5ψ, (5.1)

que implica na equação de Dirac modi�cada

(iγµ∂µ −m+ γµbµγ5)ψ = 0, (5.2)

(iγµ∂µ − bµγ5γµ −m)ψ = 0. (5.3)

Da lagrangeana (5.1), podemos encontrar a interação Hamiltoniana associada ao termo de VSL,

HLV = γ0γµbµγ5. (5.4)

O Hamiltoniano de Dirac para partícula livre, na presença deste termo, pode ser lido na forma,

Ĥ = α · p+ γ0m− b0γ5 + b ·Σ (5.5)

que rege a equação de Dirac independente do tempo, ĤΨ = EΨ, na qual

Ψ =

φ
χ

 (5.6)

é o espinor de Dirac.
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5.2 Soluções de partícula livre

Nesta seção, iremos focalizar na obtenção de soluções de partícula livre para a Eq. (5.3), que

serão usadas em um sistema típico da física da matéria condensada, o modelo de Kronig-Penney.

Para isto, iniciamos com a eq (3.32) escrita no espaço dos momentos,

(γµpµ − bµγ5γµ −m)ψ = 0, (5.7)(
/p− γ5/b −m

)
ψ = 0, (5.8)

que também pode ser escrista na forma,

(
α · p+mγ0 − b0γ5 + b ·Σ

)
ψ = Eψ. (5.9)

Multiplicando a Eq. (5.8) pelo operador
(
/p− γ5/b +m

)
, obtemos

[
p2 −m2 − b2 + γ5

(
/p/b − /b/p

)]
ψ = 0, (5.10)

onde usamos /p/p = p2. Por �m, multiplicando (5.10) por

[
p2 −m2 − b2 − γ5

(
/p/b − /b/p

)]
, (5.11)

e usando

/p/b + /b/p = 2(p · b), (5.12)

encontramos a relação de dispersão desta teoria,

(
p2 −m2 − b2

)2
+ 4p2b2 − 4(p · b)2 = 0. (5.13)

Para obtermos as energias, podemos considerar a expressão acima, separadamente, no caso em que

o campo de fundo bµ é puramente tipo-tempo, bµ = (b0, 0) , ou puramente tipo-espaço, bµ = (0,b) .

As energias, respectivamente, para estes dois casos, são dadas por

E = ±
√

p2 +m2 + b20 ± 2b0 |p|, (5.14)

E = ±
√
p2 +m2 + b2 ± 2

(
m2b2 + (b · p)2

)1/2
. (5.15)

Para encontrar as soluções espinorais, fazemos uso da seguinte prescrição para o 4-espinor ψ :

ψ =

φ1

φ2

 , (5.16)
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onde φ1 e φ2 são bi-espinores. Inserindo (3.42) na eq. (5.7), encontramos duas equações espinorais

acopladas

(E −m− σ · b)φ1 + (b0 − σ · p)φ2 = 0, (5.17)

(σ · p− b0)φ1 + (−E −m+ σ · b)φ2 = 0. (5.18)

Podemos resolver as Eqs. (3.44) e (3.45) de modo a deixar φ1 em função de φ2 e φ2 em função

de φ1, da seguinte forma:

φ1 =
1

W 2
2

[(E −m)σ · p− (E −m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+ i (σ · d)]φ2, (5.19)

φ2 =
1

W 2
1

[(E +m)σ · p− (E +m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+ i (σ · d)]φ1, (5.20)

com d = b× p, e

W 2
1 = (E +m)2 − b2, W 2

2 = (E −m)2 − b2. (5.21)

Pela equação de Dirac, observando o 4-espinor ψ, podemos escrever suas soluções espinorais ge-

nericamente na seguinte forma:

ψ = N

 U

B2U

 e−(i/ℏ)(Et−p·x), (5.22)

com N sendo a constante de normalização, φ1 = U, e B2 sendo o operador matricial dado por:

B2 =
1

W 2
1

[(E +m)σ · p− (E +m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+i (σ · d)] . (5.23)

Há aqui uma importante ressalva a mencionar: nem todo espinor U, do tipo 2× 1, pode ser usado

na solução (5.22). O ponto é que o espinor U agora é auto-estado de uma expressão matricial

que não possui a estrutura de matriz identidade, como ocorre no caso usual (Lorentz-invariante).

Observando as Eqs. (5.19), (5.20) e, considerando φ1 = U, notamos que vale:

U = B1B2U, (5.24)

onde

B1 =
1

W 2
2

[(E +m)σ · p− (E +m) b0 − b0 (σ · b) + b · p+ i (σ · d)] . (5.25)

5.2.1 Con�guração de "background"tipo-tempo

Para o caso puramente tipo-tempo, bµ = (b0, 0) , a eq. (5.9) reduz-se a

(
α · p+mγ0 − b0γ5

)
ψ = Eψ, (5.26)
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onde o operador H =
(
α · p+mγ0 − b0γ5

)
é dado explicitamente na forma:

H =


m0 0 pz − b0 px − ipy
0 m0 px + ipy −pz − b0

pz − b0 px − ipy −m0 0

px + ipy −pz − b0 0 −m0

 . (5.27)

As equações anteriores são simpli�cadas à forma:

(E −m)φ1 + (b0 − σ · p)φ2 = 0, (5.28)

(σ · p− b0)φ1 − (E +m)φ2 = 0, (5.29)

ou simplesmente,

φ1 =
1

(E −m)
[σ · p− b0]φ2, (5.30)

φ2 =
1

(E +m)
[σ · p− b0]φ1. (5.31)

Substituindo a Eq. (5.31) na Eq. (5.30), temos:

φ1 =
1

(E2 −m2)
[σ · p− b0] [σ · p− b0]φ1, (5.32)

U =
1

(E2 −m2)

[
p2 + b20 − 2b0(σ · p)

]
U, (5.33)

ou simplesmente,

U =MU, (5.34)

com

M =
1

(E2 −m2)

[
p2 + b20 − 2b0(σ · p)

]
. (5.35)

A Eq. (5.34) mostra que o espinor U procurado precisa ser um auto-estado do operador matricial

M . No caso geral, p = (px, py, pz), este operador escreve-se na forma:

M =
1

(E2 −m2)

 p2 + b20 − 2b0pz −2b0(px − ipy)
−2b0(px + ipy) p2 + b20 + 2b0pz

 . (5.36)

Então, �ca claro, que a prática usual de propor U =

 1

0

 ou U =

 0

1

 não pode ser

aplicada aqui sem as devidas veri�cações. Podemos ainda considerar casos particulares, que serão

de interesse nesta dissertação. Um caso particular importante é o movimento unidimensional no
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eixo-x, p = (px, 0, 0), para o qual a matriz M reduz-se a

M =
1

(E2 −m2)

 p2x + b20 −2b0px
−2b0px p2x + b20

 , (5.37)

cujos auto-espinores são

U =

 1

1

 ou U =

 −1
1

 . (5.38)

Outro caso particular interessante é o movimento unidimensional no eixo-z, p = (0, 0, pz), para o

qual temos:

M =
1

(E2 −m2)

 p2z + b20 − 2b0pz 0

0 p2z + b20 + 2b0pz

 , (5.39)

cujos auto-espinores são simplesmente

U =

 1

0

 ou U =

 0

1

 . (5.40)

Podemos usar esses resultados preliminares atinentes ao spinor U, do tipo 2× 1, para construir os

espinores 4× 1 que satisfazem a equação de Dirac modi�cada, e possuem a forma geral:

ψ = N

 U

B2U

 e−(i/ℏ)(Et−p·x), (5.41)

onde N é a constante de normalização e

B2 =
1

(E +m)
[σ · p− b0] . (5.42)

B2 =
1

(E +m)

 pz − b0 (px − ipy)
(px + ipy) −pz − b0

 . (5.43)

Para o caso particular p = (0, 0, pz), esse espinor tem a estrutura:

u− = N


1

0

Ω−(pz − b0)
0

 ou u+ = N


0

1

0

−Ω+(pz + b0)

 , (5.44)

onde Ω± = (E± ±m)−1 , e satisfazem relação de autovalores Hu± = E±u±, com autovalores:

E± = ±
√
p2 +m2 + b20 ± 2b0 |p|. (5.45)

Podemos mostrar que essas mesmas soluções podem também ser obtidas por diagonaliza-

ção direta do hamiltoniano do problema. De fato, considerando a Eq. (5.26), restrita ao caso
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particular, p = (0, 0, pz), cujo hamiltoniano é,

H =


m0 0 pz − b0 0

0 m0 0 −pz − b0
pz − b0 0 −m0 0

0 −pz − b0 0 −m0

 , (5.46)

obtemos os seguintes auto-espinores:

u1 = N


1

0
pz−b0
E−+m

0

 , u2 = N


1

0
−pz+b0
E−−m

0

 , (5.47)

com autovalores

E− = ±
√
p2z +m2 + b20 − 2b0pz, (5.48)

e os autoespinores,

u3 = N


0

1

0
pz+b0
E+−m

 ou u4 = N


0

1

0

− pz+b0
E++m

 , (5.49)

com autovalores

E+ = ±
√
p2z +m2 + b20 + 2b0pz. (5.50)

Estas soluções apresentam uma peculiaridade importante: apresentam dependência em E+ e E−,

que por sua vez dependem de pz. Neste caso, cabe avaliar o que ocorre quando fazemos a reversão

pz → −pz, procedimento usual para retratar a onda plana que se propaga no sentido negativo

do eixo-z (em problemas de barreira de potencial). Considerando, p = (0, 0,−pz), o hamiltoniano

torna-se

H =


m0 0 −pz − b0 0

0 m0 0 −pz − b0
−pz − b0 0 −m0 0

0 −pz − b0 0 −m0

 . (5.51)

As soluções correspondentes são os seguintes auto-espinores:

u′1 = N


1

0

− pz+b0
E++m

0

 , u′2 = N


1

0
pz+b0
E+−m

0

 , (5.52)

com autovalores

E+ = ±
√
p2z +m2 + b20 + 2b0pz, (5.53)
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e os autoespinores,

u′3 = N


0

1

0
−pz+b0
E−−m

 ou u′4 = N


0

1

0
pz−b0
E−+m

 , (5.54)

com autovalores

E− = ±
√
p2z +m2 + b20 − 2b0pz. (5.55)

Usaremos as soluções (5.47) e (5.52) nas aplicações ao modelo de Kronig-Penney.

5.2.2 Con�guração de "background"tipo-espaço

Para o caso puramente tipo-tempo, bµ = (0,b) , a eq. (5.9) reduz-se a

(α · p+mγ0 + b ·Σ)ψ = Eψ, (5.56)

onde o operador H = (α · p+mγ0 + b ·Σ) é dado na forma 2× 2,

H =

m+ σ · b σ · p
σ · p −m+ σ · b

 , (5.57)

ou explicitamente na forma 4× 4:

H =


m+ bz bx − iby pz px − ipy
bx + iby m− bz px + ipy −pz
pz px − ipy −m+ bz bx − iby

px + ipy −pz bx + iby −m− bz

 . (5.58)

Os auto-espinores desta matriz são muito complicados, mas simpli�cam-se adequadamente quando

tratamos o caso unidimensional p = (0, 0, pz), com b = (0, 0, bz). Neste caso, o hamiltoniano reduz-

se a:

H =


m+ bz 0 pz 0

0 m− bz 0 −pz
pz 0 −m+ bz 0

0 −pz 0 −m− bz

 , (5.59)

cujos auto-espinores são:

u1 = N


1

0
pz

E0+m

0

 , u2 = N


0

1

0
pz

E0−m

 , (5.60)
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com autovalores,

E = ±
(√

p2z +m2 + bz

)
, (5.61)

e

u3 = N


1

0

− pz
E0−m

0

 , u4 = N


0

1

0

− pz
E0+m

 , (5.62)

com autovalores,

E = ±
(√

p2z +m2 − bz
)
, (5.63)

com E0 =
√
p2z +m2. É ainda importante comentar que as auto-energias obtidas aqui enquadram-

se adequadamente no padrão da expressão (5.15). De fato, particularizando a expressão (5.15)

para o caso aqui estudado, temos:

E = ±
√
p2z +m2 + b2z ± 2 |bz| (m2 + p2z)

1/2, (5.64)

E = ±
√(√

m2 + p2z ± bz
)2
. (5.65)

5.3 Modelo de KP em con�guraçao de campo fundo puramente
tipo-espaço

Iniciaremos montando a matriz de espalhamento adotando uma con�guração de potencial um

pouco distinta da que foi adotada no capítulo anterior. Com intuito de maior simplicidade, tra-

balharemos com uma con�guração puramente tipo-espaço particular, ou melhor, bµ = (0, 0, 0, bz).

As soluções correspondentes constam nas Eqs. (5.60) e (5.62). Dentre estas, escolhemos:

u1 = N


1

0
pz

E0+m

0

 , (5.66)

com autovalor,

E =
(√

p2z +m2 + bz

)
. (5.67)

Podemos obter a matriz de espalhamento para uma partícula incidente sobre uma "barreira"de

altura −V0 (Fig. (5.3)) usando as soluções de onda plana na presença do termo de violação de Lo-
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rentz b0. Nesta abordagem usaremos uma barreira unidimensional com uma partícula deslocando-

se na direção-z, ou seja, p = (0, 0,pz) - movimento unidimensional no eixo-z. Na região (I), temos

V (z) = 0, e o momento será p1z, e a solução para esta região é uma combinação linear da onda

incidente, eip1z/ℏ, e re�etida, eip1z/ℏ, com momento p = (0, 0,−p1z) . Desta forma, temos para a

região I:

E2 = m2 + p2z + b2z + 2bz
√
p2z +m2, (5.68)

ΨI = A


1

0
p1z

E0+m

0

 eip1z/ℏ +B


1

0

− p1z
E0+m

0

 e−ip1z/ℏ,

Na região II temos que V (z) = −V0 e o o momento será p2z. A solução nesta região também uma

superposição de ondas progressivas incidente (eip2z/ℏ) e re�etida (e−ip2z/ℏ), ou seja,

ΨII = C


1

0
p2z

E0+m+V0

0

 eip2z/ℏ +D


1

0

− p2z
E0+m+V0

0

 e−ip2z/ℏ, (5.69)

com

(E + V0)
2 = m2 + p2z + b2z + 2bz

√
p2z +m2. (5.70)

Figura 5.1: Partículas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" −V0. As regiões I e II indicam
regiões com ausência e presença de potencial.

Usando a condição de continuidade
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ΨI(0) = ΨII(0), (5.71)

obtemos a seguinte equação matricial:

A+B = C +D, (5.72)

na qual

A

(
p1z

E0 +m

)
−B

(
p1z

E0 +m

)
= C

(
p2z

E0 +m+ V0

)
−D

(
p2z

E0 +m+ V0

)
, (5.73)

Note que agora os momentos p1z e p2z serão obidos das relações de dispersão (5.68) e (5.70) escritas

nas regiões 1 e 2, ou seja,

p1z =

√
(E − bz)2 −m2, (5.74)

p2z =

√
(E + V0 − bz)2 −m2. (5.75)

A Eq. (5.73) leva à seguinte equação

A−B = (C −D)
p2z
p1z

(
E0 +m

E0 +m+ V0

)
, (5.76)

A−B = (C −D)Υ, (5.77)

onde

Υ =
p2z
p1z

(
E0 +m

E0 +m+ V0

)
, (5.78)

Υ =

(
p2z
p1z

)( √
p2z +m2 +m√

p2z +m2 +m+ V0

)
. (5.79)

Precisamos expressar os coe�cientes C e D em termos dos coe�cientes A e B. Para isso, vamos

inicialmente substituir

D = A+B − C, (5.80)

na expressão (5.77), obtendo:

A (1 + Υ)−B (1−Υ) = 2ΥC.

C =
1

2Υ
A (1 + Υ)− 1

2Υ
B (1−Υ) . (5.81)

Substituindo agora C = A+B −D na expressão (5.77), após simpli�cações, encontramos:

A(1−Υ)−B(1 + Υ) = −2Dp2zΥ, (5.82)
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D =
1

2Υ
A [Υ− 1] +

1

2Υ
B [1 + Υ] . (5.83)

Estes resultados podem ser expressos na forma matricial

C
D

 =
1

2Υ

1 + Υ Υ− 1

Υ− 1 1 + Υ

A
B

 , (5.84)

com a matriz de espalhamento dada por

R =
1

2Υ

1 + Υ Υ− 1

Υ− 1 1 + Υ

 =
1

2

1/Υ+ 1 1− 1/Υ

1− 1/Υ 1/Υ+ 1

 , (5.85)

cuja inversa é

R−1 =
1

2

1 + Υ 1−Υ

1−Υ 1 + Υ

 , (5.86)

com Υ dado na Eq. (5.78). Note que a matriz R obtida tem a mesma genérica da matriz (4.193)

da seção (4.4), com γ → Υ. É interessante pontuar que no presente caso a matriz R leva da região

sem potencial para a região com potencial, o que é oposto ao cenário explorado no capítulo 4.

Isso explica o fato de termos agora

Υ = 1/γ, (5.87)

com γ dado na Eq. (4.196).

5.3.1 Relação para as bandas de energia permitidas

Como estabelecido no Ref. [24], a relação para as bandas de energia permitidas é obtida

através da aplicação do teorema de Bloch à funcão que representa o estado da partícula na rede

cristalina. Ao impor o teorema de Bloch, GϕI = ϕII , obtemos a seguinte relação:

cosµa =
1

2
(G11 +G22) =

1

2
Tr(Ĝ), (5.88)

onde G11 e G22 são as componentes da diagonal principal da matriz Ĝ, que executa a translação

da função de onda da partícula de um ponto a outro da rede, separados pelo parâmetro de rede.

No presente caso, particularizado pelo potencial exibido na Fig. (5.2), a matriz Ĝ será dada por

Ĝ = Ta−lR
−1TlR, (5.89)

com R e R−1 sendo as matrizes de espalhamento, Tl e Ta−l as matrizes de translação entres

potenciais constantes, de�nidas por
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Tb =

eip2l 0

0 e−ip2l

 , (5.90)

Ta−b =

eip1(a−l) 0

0 e−ip1(a−l)

 . (5.91)

Note que essa é a matriz que cumpre agora o propósito de transladar a função de onda da partícula

do ponto inicial, I, ao ponto �nal, F, exibidos na Fig. (5.2), e separados pelo parâmetro de rede

a.

Figura 5.2: Grá�co com para o modelo de KP com uma série de poços de potenciais com a a constante
de rede e l a largura do poço. As regiões I e II são regiões com V (x) = 0 e V (x) = −V0, respectivamente.
Figura retirada da Ref. [24].

Como já visto anteriormente, a matriz Ĝ tem a função de transladar a funçao de onda entre

as células unitárias vizinhas para uma posição equivalente ao início do deslocamento, tal qual foi

explicado no capítulo anterior, e agora adaptado ao potencial da Fig. (5.2). Considere a função

de onda inicialmente de�nida no ponto I. Aplicando o operador G nesta função, termos que o

primeiro termo, R, leva esta função da região 1 (sem potencial) para a região 2 (com potencial

−V0), mais precisamente para a borda inicial da região 2. Agora entra em cena o segundo termo,

Tb, que translada esta função por uma distância l até a outra borda região 2, sem ultrapassar a

descontinuidade. O termo R−1 levará a função de onda da região 2 para a região 1 (na mesma

borda). O termo Ta−b desloca a função por uma distancia (a− l) até a outra borda à direita

da região 1, chegando ao ponto F, que dista do ponto I inicial pelo parâmetro a, mas em outra

célula unitária. Podemos escrever a matriz de espalhamento (5.86) na forma mais geral (apenas



5.3 Modelo de KP em con�guraçao de campo fundo puramente tipo-espaço 77

por questão de maior generaliade de cálculo):

R =
1

2Υ

 C̃ + ÃΥ −D̃ + ÃΥ

−C̃ + B̃Υ D̃ + B̃Υ

 , (5.92)

cuja inversa é:

R−1 =
1

2

D̃ +ΥB̃ D̃ −ΥÃ

C̃ −ΥB̃ C̃ +ΥÃ

 . (5.93)

Portanto, a matriz (5.89) é montada da seguinte forma:

G = ξ

eip1(a−l) 0

0 e−ip1(a−l)

D̃ +ΥB̃ D̃ −ΥÃ

C̃ −ΥB̃ C̃ +ΥÃ

eip2l 0

0 e−ip2l

 C̃ +ΥÃ −D̃ +ΥÃ

−C̃ +ΥB̃ D̃ +ΥB̃

 ,

(5.94)

onde

ξ =
1

4Υ
. (5.95)

Multplicando as 4 matrizes em (5.94), obtemos os elementos:

G11 = ξeip1(a−l)
[
eip2l

(
C̃ +ΥÃ

)(
D̃ +ΥB̃

)
+ e−ip2l

(
ΥÃ− D̃

)(
C̃ −ΥB̃

)]
, (5.96)

G12 = ξeip1(a−l)
[
eip2l − e−ip2l

] (
D̃ +ΥB̃

)(
ΥÃ− D̃

)
, (5.97)

G21 = ξe−ip1(a−l)
[
eip2l − e−ip2l

] (
C̃ −ΥB̃

)(
C̃ +ΥÃ

)
, (5.98)

G22 = ξe−ip1(a−l)
[
eip2l

(
−C̃ +ΥB̃

)(
D̃ −ΥÃ

)
+ e−ip2l

(
D̃ +ΥB̃

)(
C̃ +ΥÃ

)]
. (5.99)

onde

G =
1

4Υ

G11 G12

G21 G22

 . (5.100)

Simpli�cando os elementos acima, temos

G11 = ξeip1(a−l)
[
Υ
(
Ã+ B̃

)(
C̃ + D̃

)
cos(p2l)+

i sin(p2l)(Υ
(
B̃ − Ã

)(
C̃ − D̃

)
+ 2C̃D̃ + 2Υ2ÃB̃)

]
, (5.101)

G22 = ξe−ip1(a−l)
[
Υ
(
Ã+ B̃

)(
C̃ + D̃

)
cos(p2l)

−i sin(p2l)[Υ
(
B̃ − Ã

)(
C̃ − D̃

)
+ 2C̃D̃ + 2Υ2ÃB̃

]
, (5.102)

G12 = 2ξeip1(a−l) [i sin(p2l ]
(
D̃ +ΥB̃

)(
ΥÃ− D̃

)
, (5.103)

G21 = 2ξe−ip1(a−l) [i sin(p2l ]
(
C̃ −ΥB̃

)(
C̃ +ΥÃ

)
, (5.104)

De acordo com tais resultado, observamos que G11 = G∗
22, de modo que
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Tr(Ĝ) = 2ξ
[
Υ
(
Ã+ B̃

)(
C̃ + D̃

)
cos(p2l) cos(p1(Ã− l)) + (2C̃D̃ +Υ

(
B̃ − Ã

)(
C̃ − D̃

)
+2Υ2ÃB̃) sin(p1(a− l)) sin(p2l)

]
. (5.105)

A relação das bandas de energia permitidas é dada pela Eq. (5.88). Como no presente caso, temos

Ã = B̃ = C̃ = D̃ = 1, resulta em

Tr(Ĝ) = 2ξ
[
4Υ cos(p2l) cos(p1(Ã− l)) + 2(1 + Υ2) sin(p1(a− l)) sin(p2l)

]
.

de modo que encontramos a seguinte expressão para as bandas de energia permitidas:

cosµa = ξ
[
4Υ cos(p2l) cos(p1(Ã− l)) + 2(1 + Υ2) sin(p1(a− l)) sin(p2l)

]
.

A simpli�cação desta expressão fornece

cosµa = cos(lp2) cos(p1(a− l)) +
(1 + Υ2)

2Υ
[sin(p1(a− l)) sin(p2l)] , (5.106)

que faz o papel da expresão (4.161) na presença do campo de fundo bµ = (0, 0, 0, bz), com Υ →
Γ. Lembrando que agora vale:

Υ =
p2z
p1z

(
E0 +m

E0 +m+ V0

)
. (5.107)

Na ausência de violação de simetria de Lorentz (bz = 0), as Eqs. (5.74) e (5.75) são reduzidas a

p1z =
√
E2 −m2, (5.108)

p2z =

√
(E + V0)

2 −m2, (5.109)

levando o fator (5.78) à forma:

Υ0 =

√
(E +m)(E + V0 −m)

(E +m+ V0) (E −m)
. (5.110)

O resultado (5.106) assim se reduz a

cosµa = cos(lp2) cos(p1(a− l)) +
(1 + Υ2

0)

2Υ0
sin(lp2) sin(p1(a− l)). (5.111)

Esta expressão pode ser comparada à Eq. (4.161),

cosµa = cos k1l cos k2(a− l)− 1 + Γ2

2Γ
sin k1l sin k2(a− l), (5.112)
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onde

Γ =

√
(E −m+ V0) (E +m)

(E −m) (E +m+ V0)
. (5.113)

Percebemos que o resultado (5.106) torna-se análogo ao resultado (4.161) quando lembramos que

k1 = p2 e k2 = p1, pelo fato de estarmos trabalhando agora com um potencial distinto do capítulo

anterior.

Resta ainda comentar que a relação de bandas obtida, Eq. (5.106), depende do fator de

violação de Lorentz (bz), que está dentro dos momentos. Vide Eqs. (5.74) e (5.75). Cabe ainda

investigar como a dependência implícita no fator bz altera as relações da banda de energia.

5.4 Modelo de KP em con�guraçao de campo fundo puramente
tipo-tempo

Assim como �zemos no caso tipo-espaço, vamos proceder no caso tipo-tempo, bµ = (b0, 0),

adotando também uma con�guração particular mais simples para o momento, p = (0, 0,pz). As

soluções correspondentes constam nas Eqs. (5.47) e (5.52). Dentre estas, escolhemos para as

ondas progressivas:

u1(pz) = N


1

0
pz−b0
E−+m

0

 , u′1(−pz) = N


1

0
−pz−b0
E++m

0

 , (5.114)

com autovalor

E− =
√
p2z +m2 + b20 − 2b0pz, (5.115)

E+ =
√
p2z +m2 + b20 + 2b0pz. (5.116)

Sabemos que neste caso, a energia da partícula livre ou na presença de um potencial constante V0

é dada, nas regiões I e II, respectivamente, por

E2 = m2 + p2z + b20 − 2b0pz, (5.117)

(E + V0)
2 = m2 + p2z + b20 − 2b0pz. (5.118)

Podemos obter a matriz de espalhamento para uma partícula incidente sobre uma "barreira"de

altura −V0 (Fig. (5.3)) usando as soluções de onda plana na presença do termo de violação de Lo-

rentz b0. Nesta abordagem usaremos uma barreira unidimensional com uma partícula deslocando-

se na direção z, ou seja, p = (0, 0,pz) - movimento unidimensional no eixo-z. Na região (I), temos

V (z) = 0, e o momento será p1z, e a solução para esta região é uma combinação linear da onda

incidente - eip1z/ℏ- e re�etida - e−ip1z/ℏ, com momento p = (0, 0,−p1z) . Desta forma, escrevemos:



5.4 Modelo de KP em con�guraçao de campo fundo puramente tipo-tempo 80

ΨI = A


1

0
p1z−b0
E−+m

0

 eip1z/ℏ +B


1

0
−p1z−b0
E++m

0

 e−ip1z/ℏ, (5.119)

Na região II temos que V (z) = −V0 e o o momento será p2z. A solução nesta região também uma

superposição de ondas progressivas incidente (eip2z/ℏ) e re�etida (e−ip2z/ℏ), ou seja,

ΨII = C


1

0
p2z−b0

E−+m+V0

0

 eip2z/ℏ +D


1

0
−p2z−b0

E++m+V0

0

 e−ip2z/ℏ. (5.120)

Figura 5.3: Partículas incidentes sobre um potencial do tipo degrau de "altura" −V0. As regiões I e II
indicam regiões sem e com potencial.

Usando a condição de continuidade

ΨI(0) = ΨII(0), (5.121)

leva à seguinte equação matricial:

A+B = C +D, (5.122)

na qual

A

(
p1z − b0
E− +m

)
−B

(
p1z + b0
E+ +m

)
= C

(
p2z − b0

E− +m+ V0

)
−D

(
p2z + b0

E+ +m+ V0

)
, (5.123)
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Note que agora os momentos p1z e p2z serão obidos das relações de dispersão (5.117) e (5.118)

escritas nas regiões 1 e 2, ou seja,

E2
± = m2 + p21z + b20 ± 2b0p1z, (5.124)

(E± + V0)
2 = m2 + p22z + b20 ± 2b0p2z. (5.125)

Resolvendo o sistema, encontramos:

p1z =
√
E2 −m2 + b0, (5.126)

p2z =

√
(E + V0)

2 −m2 + b0. (5.127)

A Eq. (5.123) leva às seguintes equações

A

(
p1z − b0
E− +m

)
−B

(
p1z + b0
E+ +m

)
= C

(
p2z − b0

E− +m+ V0

)
−D

(
p2z + b0

E+ +m+ V0

)
, (5.128)

Aη− (p1z − b0)−Bη+ (p1z + b0) = Cλ− (p2z − b0)−Dλ+ (p2z + b0) , (5.129)

onde

η± =
1

E± +m
, λ± =

1

E± +m+ V0
. (5.130)

Das equações acima podemos obter duas relações[
A (p1z − b0)−B

η+
η−

(p1z + b0)

]
η− =

[
C (p2z − b0)−D

χ+

χ−
(p2z + b0)

]
χ−, (5.131)[

A (p1z − b0)−B
(
η+
η−

)
(p1z + b0)

]
=

[
C (p2z − b0)−D

(
χ+

χ−

)
(p2z + b0)

]
χ−
η−

, (5.132)

[A (p1z − b0)−Bη (p1z + b0)] = [C (p2z − b0)−Dχ (p2z + b0)]
χ−
η−

, (5.133)

onde

η =

(
η+
η−

)
, χ =

(
χ+

χ−

)
. (5.134)

Deixamos para avaliar o efeito do sinal de b0 na expressão �nal da estrutura de bandas. Fazemos

agora a de�nição,

γ =
p2z
p1z

(
χ−
η−

)
, (5.135)

γ
p1z
p2z

=

(
χ−
η−

)
, (5.136)

ou melhor,

γ =

√
(E + V0)

2 −m2 + b0
√
E2 −m2 + b0,

(
χ−
η−

)
. (5.137)
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Obviamente, no limite em que b0 → 0, recuperamos o fator original

γ0 =

√
(E +m)(E −m+ V0)

(E −m)(E +m+ V0)
. (5.138)

Substituindo (5.136) na Eq. (5.133), temos

A (p1z − b0)−Bη (p1z + b0) = [C (p2z − b0)−Dχ (p2z + b0)]

(
γp1z
p2z

)
. (5.139)

Precisamos expressar os coe�cientes C e D em termos dos coe�cientes A e B. Para isso, vamos

inicialmente usar D = A+B−C, que ao ser substituído na expressão (5.139), após simpli�cações,

fornece:

A (p1z − b0)−Bη (p1z + b0) = [C (p2z − b0) + Cχ (p2z + b0)− (A+B)χ (p2z + b0)]

(
γp1z
p2z

)
,

(5.140)

C =
1

T
[(p1zp2z − b0p2z + χγp1z (p2z + b0))A−B(η (p1z + b0) p2z − χγp1z (p2z + b0))] ,

=
1

T
[(p1zp2z(1 + χγ)− b0(p2z − χγp1z))A+B((χγ − η)p1zp2z + b0(χγp1z − ηp2z))] , (5.141)

onde

T = γp1z [p2z (χ+ 1) + b0 (χ− 1)] .

Vamos agora usar C = A+B −D,

A (p1z − b0)−Bη (p1z + b0) = [−D (p2z − b0) + (A+B) (p2z − b0)−Dχ (p2z + b0)]

(
γp1z
p2z

)
,

D =
1

T
[(−p1zp2z + b0p2z + γp1zp2z − b0γp1z)A+B (ηp1zp2z + ηb0p2z + γp1zp2z − b0γp1z)] ,(5.142)

=
1

T
[(p1zp2z(γ − 1) + b0(p2z − γp1z)]A+B [(η + γ)p1zp2z + b0(ηp2z − γp1z)] .

Estes resultados podem ser expressos na forma matricial:

C
D

 =
1

T

p1zp2z(1 + χγ)− b0(p2z − χγp1z) (χγ − η)p1zp2z + b0(χγp1z − ηp2z)
(p1zp2z(γ − 1) + b0(p2z − γp1z) (η + γ)p1zp2z + b0(ηp2z − γp1z)

A
B

 ,

(5.143)

com a matriz de espalhamento dada por
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R =
1

T

p1zp2z(1 + χγ)− b0(p2z − χγp1z) (χγ − η)p1zp2z + b0(χγp1z − ηp2z)
(p1zp2z(γ − 1) + b0(p2z − γp1z) (η + γ)p1zp2z + b0(ηp2z − γp1z)

 . (5.144)

Como essa matriz é deveras complicada, vamos deixar a �nalização da análise do caso tipo-tempo

para um momento futuro.



6 Conclusões

No capitulo 3, �zemos uma introdução sobre o MPE e alguns dos seus setores principais, como

o fotônico e o setor fermiônico, que contém o termo de violação de Lorentz axial, em termos do

vetor bµ. Vimos que este termo altera as soluções espinorais e a relação dispersão relativística. No

capitulo 4, revisamos o modelo de KP não-relativístico e relativístico. No caso não relativístico,

veri�camos que a relação para as bandas, no caso de uma série de poços de potenciais, quando

fazemos o limite em que a largura do poço vai a zero e seu potencial muito grande, é equivalente à

obtida para o caso de potencial δ. As relações de banda mostram que para certas regiões, chamadas

de gaps, a equação de banda de energia não se satisfaz, ou seja, nessas regiões não haverá elétrons

ocupando determinando estados, sendo uma região proibida. Estes elétrons estarão apenas em

regiões com bandas de energia permitidas. O caso relativístico apresenta a mesma característia

com a formação de bandas e gaps. No entanto, constatamos pelos grá�cos que as bandas de energia

e os gaps sofrem uma redução devidos aos efeitos relativísticos, o que acarreta na aproximação das

bandas de energia e encurtamentos dos gaps, tornando o material potencialmente mais condutível

(quando tais correções são apropriadas). No capítulo 5, discutimos o modelo de Kronig-Penney

quântico-relativístico na presença de termos de violação de Lorentz, L = Ψ̄γµbµγ5Ψ. Obtivemos

as soluções espinoriais de partícula livre, para a equação de Dirac modi�cada por este termo, em

algumas situações particulares (para campo de fundo tipo-tempo e tipo-espaço). Em seguida,

usamos as soluções do caso tipo espaço para desenvolver o modelo de Kronig-Penney e encontrar

as relações de banda de energia. O caso tipo-tempo mostrou-se bem mais complicado, mesmo nas

situações mais simples possíveis.

Uma opção talvez interessante, e potencialmente geradora de resultados mais impactantes

sobre a estrutura de banda, seja tomar o limite não-relativístico dos resultados obtidos neste

capítulo, ou seguir uma rota distinta: tomar o limite nao-relativístico da Lagrangeana de Dirac

suplementada pelo termo L = Ψ̄γµbµγ5Ψ. Tomando os termos gerados no regime não-relativísticos,

podemos inseri-los no potencial tipo poço do modelo de KP não-relativístico. Esta tarefa possivel-

mentre não será tão simples, uma vez que envolve termos de potenciais dependentes das matrizes

de Pauli.
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APÊNDICE A -- Equação de Dirac

Sabe-se que na mecânica quântica não-relativística a equação de Schrödinger,

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ

2m
∇2ψ + V ψ, (A.1)

descreve e fornece informações a respeito do comportamento e propagação de partículas, bastando

conhecer a sua função de onda Ψ. Em um contexto relativístico, temos a equação de Klein-

Gordon, que descreve partículas de spin 0, a equação de Proca, que descreve partículas de spin

1, e a equação de Dirac que descreve as partículas de spin 1
2 , como quarks, leptons (partículas de

matéria) e férmions em geral.

A equação de Dirac pode ser obtida a partir da forma da equação de "Schrödinger relativís-

tica",

iℏ
∂ψ

∂t
= Hψ, (A.2)

onde H representa a energia relativística, H =

√
(m0c2)

2 + p2c2. Sendo relativística, deve ser

covariante sob as transformadas de Lorentz. Esta equação é dada em termos de uma derivada

primeira no tempo (no intuito de proporcionar densidade de probabilidade positivo-de�nida) e

também derivadas primeiras no espaço, por ser covariante, de modo que escrevemos:

H = βm0c
2 + cαipi, (A.3)

onde β e αi são matrizes 4× 4 dadas por:

αi =

 0 σi

σi 0

 , β =

12x2 0

0 −12x2

 , (A.4)

onde σi são as matrizes de Pauli, σi = (σx, σy, σz), de�nidas por

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −1
i 0

 , σz =
1 0

0 −1

 , (A.5)

e satisfazem

[σi, σj ] = 2iεijkσk, {αi, σj} = 2δij . (A.6)
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As matrizes αi e β possuem traço nulo, Tr (β) = Tr
(
αi
)
= 0, e satisfazem as seguintes relações:

β2 = 1,
(
αi
)2

= 1, (A.7)

βαi + αiβ = 0, (A.8)

αiαj + αjαi = 2δij , (A.9)

onde vale a representação matricial,

σ · p =

 pz px − ipy
px + ipy −pz

 . (A.10)

Com esse resultado, o Hamiltoniano da equação de Dirac, H = βm0c
2 + cα · p, é dado pela

seguinte matriz:

H =

m0c
2 0

0 −m0c
2

+

 0 cσ · p
cσ · p 0

 =

m0c
2 cσ · p

cσ · p −m0c
2

 . (A.11)

Por inspecção, é fácil perceber que a dependencia temporal das soluções deve ser dada por

ψ(x, t) = ψ(x)e−
iEt
ℏ , (A.12)

o que compatível com Hψ = Eψ. Escrevendo o espinor

ψ =

φ
χ

 , (A.13)

montamos a equação matricial m0c
2 cσ · p

cσ · p −m0c
2

φ
χ

 = E

φ
χ

 , (A.14)

que fornece as seguintes equações para os espinores de Pauli, φ, χ:

(E −m0c
2)φ = cσ · pχ, (A.15)

(E −m0c
2)χ = cσ · pφχ, (A.16)

sendo φ, χ espinores 2× 1,

φ =

φ1

φ2

 , χ =

χ1

χ2

 . (A.17)

Estas últimas equações fornecem

φ =
cσ · p

(E −m0c2)
χ, (A.18)

χ =
cσ · p

(E +m0c2)
φ. (A.19)
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Substituindo a Eq. (A.19) na Eq. (A.18) resulta a relação de dispersão,

−
(
E

c

)2

+m2
0c

2 + (σ · p) (σ · p) = 0. (A.20)

Como (σ · p) (σ · p) = p2, temos que

E = ±
√
p2c2 +m2

0c
4, (A.21)

observando que é relação clássica para a energia relativística da particula e anti-partícula livre.

As matrizes αi e β servem de base para de�nir as matrizes de Dirac, conhecidas como matrizes

gama,

β = γ0, γi = βαi, (A.22)

onde

γ0 =

1 0

0 −1

 , γi =

 0 σi

−σi 0

 , (A.23)

que podem ser rotuladas numa representação covariante γµ, sendo µ um índice de Lorentz. As

matrizes γµ satisfazem a seguinte relação de anticomutação:

{γµ, γν} = 2gµν14x4, (A.24)

com gµν = (1,−1,−1,−1) sendo o tensor métrico. Outras duas propriedades podem ser obtidas,

tais como (
γi
)2

= −1,
(
γ0
)2

= 1. (A.25)

Podemos de�nir uma outra matriz de Dirac, γ5 = iγ0γ1γ2γ3, que tem a forma:

γ5 =

 0 12x2

12x2 0

 , (A.26)

e anti-comuta com qualquer matriz γµ, ou seja, {γ5, γµ} = 0. As matrizes γµ possuem traço nulo,

Tr(γµ) = 0, e satisfazem as seguintes propriedades:

γµ = gµνγ
ν , γµ

†
= γµ. (A.27)

Em termos das matrizes γµ a equação de Dirac é escrita como

(iℏγµ∂µ +m0c)ψ = 0. (A.28)

No espaço dos momentos, pµ → −iℏ∂µ, a equação de Dirac assume as forma:

(γµpµ −m0c)ψ(x) = 0. (A.29)
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As soluções de onda plana são encontradas fazendo-se

φ = U =

u1
u2

 , (A.30)

onde u1, u2 ∈ C, e usando a Eq. (A.19) obtemos a solução espinorial de onda,

ψ(r, t) = N

 U
c(σ·p)

(E+m0c2)
U

 e− i
ℏ (Et−p·r)

= u(E, p)e
− i

ℏ (Et−p·r)
, (A.31)

com

u(E, p) = N

 U
c(σ·p)

(E+m0c2)
U

 , (A.32)

onde N é a constante de normalização que é determinada pela seguinte relação:∫
ψ(x, t)∗ψ(x, t)d3x = δ

(
p− p′

)
, (A.33)

u(E, p)†u(E′, p′) = 1, (A.34)

o que implica em

N =

√
E +m0c2

2E
. (A.35)
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