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RESUMO

As superfícies mínimas com bordo livre mergulhadas na bola unitária do espaço euclidiano

tridimensional são pontos críticos do funcional área entre as superfícies mergulhadas em

B3. O presente trabalho concentra-se nos resultados apresentados no artigo A Characte-

rization of the Critical Catenoid por Peter McGrath [14], onde ele caracteriza o catenoide

crítico como o único anel mínimo com bordo livre mergulhado na bola unitária em R3

invariante por reflexões com respeito a três planos ortogonais. Esse resultado fornece

uma solução parcial a uma conjectura de Fraser e Li. Além disso, em [14], Peter McGrath

também estuda o primeiro autovalor de Steklov de uma família de superfícies mínimas

com bordo livre na bola unitária possuindo simetrias mais gerais.

Palavras-chave: Catenoide Crítico. Superfície Mínima com Bordo Livre. Conjectura de

Fraser e Li.



ABSTRACT

The free boundary minimal surfaces embedded surfaces in the unit ball of the three-

dimensional euclidean space are critical points of the functional area among embedded

surfaces in B3. The present work focuses on the results provided in the article A Cha-

racterization of the Critical Catenoid by Peter McGrath [14], where he characterizes the

critical catenoid as the only embedded free boundary minimal annulus in the unit ball at

R3 invariant by reflections with respect to three orthogonal planes. This result provides a

partial solution to a Fraser and Li conjecture. Furthermore, in [14], Peter McGrath also

studies the first Steklov eigenvalue of a family of free boundary minimal surfaces on the

unit ball having more general symmetries.

Keywords: Critical Catenoid. Free Boundary Minimal Surface. Fraser and Li Conjec-

ture.
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INTRODUÇÃO

Inicialmente, na década de 70, o matemático estadunidense Herbert Blaine Lawson

Jr. provou que dado qualquer inteiro g, existem pelo menos uma superfície mínima

compacta mergulhada em S3 ⊂ R4 com gênero g. Caso g não seja um número primo,

mostrou a existência de duas dessas superfícies. E a partir dessas conclusões lançou uma

famosa conjectura "O toro de Clifford é a única superfície mínima compacta mergulhada

em S3 de gênero um" que levou décadas para ser solucionada, acontecendo apenas em

2013 no trabalho realizado por Simon Brendle. As conjecturas são artifícios interessantes

que "induzem"o crescimento e o aperfeiçoamento de uma área em matemática, pois os

especialistas buscam e criam ferramentas com o intuito de confirmar a veracidade ou não

das conjecturas.

Paralelo aos resultados anteriores, em 1985, um teorema clássico foi estabelecido

pelo alemão Johannes C. C. Nitsche, uma caracterização de superfícies mínimas de gênero

zero na bola unitária do espaço euclidiano R3.

Teorema 1 (Teorema de Nitsche). Todo disco mínimo de bordo livre imerso na bola

unitária são discos planos centrados na origem e a capa esférica é ortogonal a ∂B.

Ao longo dos anos de 2010 a 2012, Ailana Fraser e Richard Schoen desenvolveram

um método um pouco diferente dos já utilizados em outros trabalhos, relacionaram as

superfícies mínimas de bordo livre em Bn com o problema dos autovalores de Steklov.

Tal feito proporcionou um avanço significativo na caracterização das superfícies mínimas

mergulhadas em B3, dentre os resultados destaca-se o seguinte teorema:

Teorema 2 (Teorema de Fraser-Schoen). Se Σ é uma superfície mínima de bordo livre

em Bn, homeomorfa a um anel, tal que as funções coordenadas são primeiras autofunções

de Steklov, então n = 3 e Σ é congruente ao catenoide crítico.
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Nesta dissertação estuda-se os resultados obtidos por Peter McGrath em seu artigo

intitulado "A Characterization of the Critical Catenoid" publicado no Jornal de Mate-

mática da Universidade de Indiana em 2018. Tendo como principais resultados a solução

parcial da Conjectura de Fraser e Li (veja Conjectura 1) adicionando a hipótese de sime-

tria em relação a reflexões com respeito a três planos ortogonais, além de uma investigação

das superfícies mínimas de bordo livre mergulhadas em B3 com reflexões simétricas mais

gerais e com n componentes de bordo.

Conjectura 1 (Conjectura Fraser-Li). A menos de congruências, o catenoide crítico é o

único anel mínimo de bordo livre propriamente mergulhado em B3.

No Capítulo 1, discute-se as principais definições e teoremas que sustentam a ideia

da prova dos resultados principais do artigo, além disso aborda as principais características

do catenoide crítico. Já o Capítulo 2 apresenta a demonstração dos teoremas apresentados

por Peter McGrath.



Capítulo 1

PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentamos definições, proposições, teoremas e exemplos da Ge-

ometria Riemanniana para melhor entender as características de uma superfície mínima

com bordo livre imersa em uma bola unitária tridimensional, principal objeto de estudo

deste trabalho. Vale ressaltar que ao mencionar funções diferenciáveis, significará funções

de classe C∞. Para mais detalhes veja [2], [3] e [12].

1.1 Variedades Diferenciáveis

Em um primeiro contato com o cálculo diferenciável, as condições apresentadas de

diferenciabilidade de uma função são geralmente identificadas com o espaço euclidiano

tridimensional. Ao perceber que existem problemas que não se restringem ao espaço

euclidiano, houve a necessidade de ampliar as ideias de diferenciabilidade já existentes.

Dessa forma, o conceito de variedades diferenciáveis surgiu naturalmente.

Seja M um espaço topológico satisfazendo os seguintes axiomas:

a) Axioma de Hausdorff : Para todos a, b ∈M distintos, existem abertos U, V ⊂M ,

com a ∈ U e b ∈ V , tais que U ∩ V = ∅, em outras palavras, os pontos podem ser

separados por conjuntos abertos;

b) Axioma da Base Enumerável: M pode ser coberta por uma quantidade enume-

rável de conjuntos abertos.

Definição 1.1. Um atlas de dimensão n (ou sistema de coordenadas) para M é uma

16
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coleção

Φ = {(Vα, ϕα)}α∈A,

onde Vα é um aberto de M e ϕα : Vα −→ V̂α um homeomorfismo de Vα em um aberto

V̂α ⊂ Rn, satisfazendo as seguintes condições:

(i) Os abertos Vα cobrem M, isto é, ⋃
α∈A

Vα = M

(ii) Para cada par de índices α, β ∈ A tais que Vαβ = Vα ∩ Vβ 6= ∅, as seguintes funções

de transição

ϕαβ = ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Vαβ) −→ ϕβ(Vαβ)

ϕβα = ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Vαβ) −→ ϕβ(Vαβ)

são de classe C∞.

Figura 1.1: Função Transição de ϕα para ϕβ.

O par ordenado (ϕα, Vα) definido acima é denominado carta (ou parametrização

ou sistema de coordenadas locais) para uma dada vizinhança pertencente àM . Além

disso, temos o conjunto V̂α = ϕα(Vα) denominado por vizinhança coordenada e se

ϕα(p) = (x1, · · · , xn), com p ∈ Vα, então x1, · · · , xn são chamados de coordenadas

locais.

Definição 1.2. Seja Φ um atlas, o denominamos atlas maximal, ou estrutura dife-

renciável, de M quando toda carta (V, ϕ) de M pertence à Φ. Dizemos que o espaço
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topológico M é uma variedade diferenciável de dimensão n quando é munido de uma

estrutura diferenciável Φ.

Um exemplo imediato de variedade diferenciável de dimensão n é o espaço eucli-

diano Rn gerado pelo atlas Φ = {(Bt, idt)}t∈N, onde Bt = B(O, t) é a bola aberta de raio

t centrada na origem e idt é a restrição da função identidade de Rn à Bt.

Definição 1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orientável se

M admite uma estrutura diferenciável {(Vα, ϕα)}α∈A tal que para todo par α, β, com

ϕα(Vα) ∩ ϕβ(Vβ) = W 6= ∅, a diferencial de mudança de coordenadas ϕαβ = ϕβ ◦ ϕ−1
α

tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não orientável. Se M é orientável, a escolha

de uma estrutura diferenciável satisfazendo a Definição 1.3 é chamada uma orientação

de M , já M é conhecida por orientada. Duas estruturas que satisfazem a Definição 1.3

determinam a mesma orientação se a união delas satisfazem tal definição.

Para simplificar a notação utilizaremos Mn para denotar M como uma variedade

diferenciável de dimensão n. Temos as seguintes definições de diferenciabilidade (ou suavi-

dade), sendo que a primeira relaciona uma variedade diferenciável com o espaço euclidiano

e a segunda relaciona duas variedades diferenciáveis.

Definição 1.4. Sejam Mn uma variedade diferenciável, k ∈ N e f : M → Rk uma

função qualquer. Dizemos que f é uma função diferenciável se, para todo p ∈ M ,

existe uma carta (U,ϕ) para M, com p ∈ U , tal que a composição f ◦ ϕ−1 é suave no

aberto ϕ(U) ⊂ Rn.

Definição 1.5. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M1 →M2

é diferenciável (ou suave) em p ∈ M1 existe uma carta (V, y) em ϕ(p) e existe uma

carta (U, x) em p tal que ϕ(U) ⊂ V tal que a aplicação

y ◦ ϕ ◦ x−1 : x(U) ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em x(p) (observe a Figura 1.2). Além disso, ϕ é diferenciável em um aberto

de M1 se é diferenciável em todos os pontos deste aberto. A aplicação ϕ̂ = y ◦ ϕ ◦ x−1 é

denominada representação em coordenadas de ϕ.
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Figura 1.2: Função Diferenciável.

1.1.1 Superfícies Regulares

As superfícies regulares são bons exemplos de variedades diferenciáveis bastante ex-

ploradas no curso de Geometria Diferencial, além disso podem ser visualizadas facilmente

pois "moram"no R3.

Definição 1.6. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfície regular se, para cada p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação ϕ : U → V ∩ S de um aberto U de

R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que

(1) ϕ é diferenciável. Isto significa que se escrevemos

ϕ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U

as funções x(u, v), y(u, v), z(u, v) têm derivadas parciais contínuas de todas as ordens;

(2) ϕ é um homeomorfismo. Como ϕ é contínua pela condição (1), isto significa que ϕ

tem inversa ϕ−1 : V ∩ S → U que é contínua.

(3) (condição de regularidade) Para todo q ∈ U , a diferencial dϕq : R2 → R3 é injetiva.

Figura 1.3: Exemplos de Superfícies Regulares: Esfera(esquerda) e Toro(direita).
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1.1.2 Espaço Tangente

Inicialmente, precisamos estabelecer os "caminhos"que ligam dois pontos quaisquer

e a ligação existente entre esse caminho e a derivada de um ponto de uma variedade

diferenciável.

Definição 1.7. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :

(−ε, ε) → M é chamada uma curva (diferenciável) em M. Suponha que α(0) = p ∈ M ,

e seja D o conjunto das funções de M que são diferenciáveis em p, vide a Definição 1.4.

O vetor tangente à curva em t = 0 é a função α′(0) : D → R dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

com f ∈ D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε, ε)→M .

Pela definição, para cada curva emM que passa por p obtemos um vetor tangente,

gerando um conjunto denominado espaço tangente e denotado por TpM .

Figura 1.4: Espaço Tangente TpM .

Observação 1.1. Seja (U,ϕ) uma carta em Mn, com p ∈ U . Podemos exprimir a função

f e a curva α através desse sistema de coordenadas por f ◦ ϕ−1(q) = f(x1, · · · , xn), onde

q = (x1, · · · , xn) ∈ Û , e ϕ ◦ α(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), respectivamente. Restringindo f a

curva α, temos

α′(0)f =
d

dt
(f ◦ α)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(x1(t), · · · , xn(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂f

∂xi

)
0

=

(
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

)
f



21

Portanto, o vetor α′(0) pode ser reescrito da seguinte maneira

α′(0) =
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

.

A partir da Observação 1.1, tem-se uma base natural
{(

∂

∂x1

)
0

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
0

}
do espaço vetorial TpM . Vale ressaltar que o TpM independe do sistema de coordenadas

de adotado (Proposição 3.15 em [12]), em contrapartida, a base de vetores depende de

tal sistema. Para concluir as definições iniciais pertinentes ao cálculo, temos a seguir a

definição de diferencial de uma aplicação diferenciável entre variedades.

Definição 1.8. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis e ϕ : M1 →M2 uma aplicação

diferenciável. Para cada p ∈ M1 e cada v ∈ TpM1, escolha uma curva diferenciável

α : (−ε, ε)→M1 com α(0) = p e α(0) = v. Tomemos a curva β : (−ε, ε)→M2 dada por

β(t) = ϕ ◦ α(t), observe que β(0) = ϕ(α(0)) = ϕ(p). A aplicação dϕp : TpM1 → Tϕ(p)M2,

dada por dϕp(v) = β′(0), denominada diferencial de ϕ em p, é uma transformação linear

e não depende da escolha da curva α (Proposição 2.7 em [2]).

Fibrado Tangente

Dado Mn uma variedade diferenciável, definimos o fibrado tangente de M , de-

notado por TM , como a união disjunta dos espaços tangentes de todos os pontos de

M ,

TM =
⋃
p∈M

TpM,

onde cada elemento de TM é identificado pelo par ordenado (p, v), com p ∈M e v ∈ TpM .

O fibrado tangente é uma variedade diferenciável de dimensão 2n e possui uma aplicação

diferenciável natural que leva elementos de TM emM , a aplicação projeção π : TM →M

dada por π(p, v) = p.

Definição 1.9. Sejam M uma variedade diferenciável, p ∈ M , TpM o espaço tangente

em p e TM o fibrado tangente. Um campo de vetores tangentes a M é uma aplicação

X : M → TM tal que π(X(p)) = p,∀p ∈ M , isto é, π ◦X = idM . Para denominar um

campo de vetores utilizamos a seguinte notação X(p) = (p,Xp).

Seja (U,ϕ) uma carta local em M, podemos utilizar tal sistema de coordenadas

para determinar um campo de vetores. Pela Observação 1.1, para todo p ∈ U temos que
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{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}
é uma base para TpM . Logo,

Xp = X1(p) · ∂

∂x1

∣∣∣∣
p

+ · · ·+Xn(p) · ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

,

onde X1, · · · , Xn : U → R são as coordenadas de X com relação a parametrização definida

acima. Dessa forma, X é suave se, e somente se, X1, · · · , Xn : U → R são suaves para

toda carta (U,ϕ).

Colchete de Lie

Um campo de vetores também pode ser visto como uma aplicação de C∞(M) em

si próprio. Dessa forma, os campos de vetores tornam-se operadores funcionais lineares e

herdam as propriedades de derivação. Para cada f ∈ C∞(M) temos X(f) : M → R tal

que X(f)(p) = Xp(f), o que possibilita, utilizando um sistema de coordenadas, escrever

X(f) =
n∑
i=1

Xi ·
∂f

∂xi
.

Assim para cada p ∈ M temos que X : C∞(M) → C∞(M) torna-se uma derivação

Xp : C∞(M)→ R, permitindo a iteração entre campo de vetores.

Definição 1.10. Sejam X, Y campos de vetores, a aplicação [X, Y ] : C∞(M)→ C∞(M)

definida por

[X, Y ]f = XY f − Y Xf

é denominada Colchete de Lie.

Uma consideração importante sobre o colchete de Lie é retratada no seguinte re-

sultado.

Lema 3. O Colchete de Lie entre qualquer par de campos de vetores diferenciáveis é um

campo de vetores diferenciável.

1.1.3 Imersões e Mergulhos

Definição 1.11. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N . Dizemos que

F é uma imersão de dFp : TpM → TF (p)N é injetiva ∀ p ∈ M . Consequentemente,

tomando n := dimN e m := dimM , se F : M → N é imersão, então m ≤ n. A diferença

n−m é chamada codimensão da imersão F .
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Exemplo 1.1. A curva α : R→ R2 dada por α(t) = (t3, t2) é uma aplicação diferenciável

denominada cúspide, observe a Figura 1.5. Porém α′(t) em t = 0 não é injetiva, portanto

α não é imersão.

Figura 1.5: Cúspide.

Definição 1.12. Sejam M e N variedades diferenciáveis, dizemos que F : M → N é um

mergulho se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) F é imersão;

(2) F é injetiva;

(3) F : M → F (M) ⊂ N é um homeomorfismo, onde F (M) possui a topologia induzida

de N.

Exemplo 1.2. A curva diferenciável γ : R→ R2 dada por γ(t) = (t3 − 4t, t2 − 4) possui

γ′(t) 6= 0,∀t ∈ R, o que implica γ ser uma imersão. Observe que γ(−2) = γ(2) = (0, 0),

o que implica γ não ser injetiva e, por consequência, não ser um mergulho. Logo, F ser

imersão não implica F ser um mergulho.

Figura 1.6: Imersão não injetiva.



24

1.2 Variedade Riemanniana

1.2.1 Métrica Riemanniana

Após compreender as características diferenciais naturais para uma variedade, um

conceito muito importante em geometria é a métrica, pois possibilita fazer medições em

uma variedade, por exemplo, calcular o comprimento de curvas, calcular área de regiões,

ângulos entre vetores tangentes, etc.

Definição 1.13. Seja Mn uma variedade diferenciável, definimos métrica Riemanniana

emM como sendo uma correspondência suave que associa a cada ponto p ∈M um produto

interno 〈·, ·〉p, ou simplesmente gp, no espaço tangente TpM . Logo 〈·, ·〉p : TpM ×TpM →

R, isto é, a métrica toma dois vetores tangentes e retorna um número real. A métrica

possui as seguintes características: bilinearidade, simetria e positivo definido.

Dado um sistema de coordenadas ϕ : V ⊂ M → V̂ ⊂ Rn, tomemos q ∈ ϕ−1(V̂ ),

assim q = ϕ−1(x1, · · · , xn). Logo os vetores da base de TqM são escritos da seguinte

maneira
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

= dϕ−1(x1, · · · , xn)(ei),

onde ei é um vetor da base canônica de Rn. Isso implica que para todo i, j ∈ {1, · · · , n}

temos

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

〉
(x1,··· ,xn)

é uma métrica tal que

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

〉
: V̂ → R, isto é,

podemos relacionar uma métrica riemanniana com a métrica euclidiana. Dessa forma, gq

é suave se

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

〉
: V̂ → R são suaves ∀i, j e ∀(U,ϕ) cartas locais em M.

Exemplo 1.3 (Métrica Euclidiana). Seja X : Rn → Rn com X(p) = p. Temos
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=

ei, isto é, os vetores da base de TpRn coincidem com os vetores da base canônica orto-

normal de Rn. Simbolizamos a métrica euclidiana, também denominada como produto

interno canônico, por 〈·, ·〉p e definimos tal métrica da seguinte maneira

〈v, w〉p =
n∑
i=1

vi · wi

onde v, w ∈ Rn.

Exemplo 1.4 (Métrica Induzida). Sejam Mn e Nk variedades diferenciáveis e F : M →

N uma imersão. Pela injetividade de F , segue que k ≥ n. Logo k = n+(k−n), tomando
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r = k − n temos k = n+ r, com r ≥ 0. Daí, F : Mn → Nn+r, onde r é a codimensão da

imersão. Sejam v, w ∈ TpM , se N possui uma métrica Riemanniana g, podemos induzir

através de F uma métrica Riemanniana g em M da seguinte maneira:

〈v, w〉p = 〈dFp(v), dFp(w)〉F (p) .

Podemos simbolizar a métrica induzida por g = F ∗g.

Dizemos que (N, g) é uma variedade Riemanniana, quando N é uma variedade di-

ferenciável e gp : TpN×TpN → R é uma métrica Riemanniana. Um fato mais geral afirma

que é possível a partir de uma variedade diferenciável definir uma métrica Riemanniana.

Proposição 1.1. Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.

Demonstração. Seja {Fα : M → R} uma partição da unidade, isto é:

(i) 0 ≤ Fα ≤ 1;

(ii) D = {p ∈ M : Fα(p) = q ∈ R} ⊂ Vα = Xα(Uα), onde Xα : Uα ⊂ Rn → M é uma

carta;

(iii) {Vα} cobertura aberta deM localmente finita, isto é, para todo p ∈M existe A ⊂M

aberto, com p ∈ A, tal que A = (A ∩ Vα1) ∪ · · · ∪ (A ∩ Vαn)

(iv)
∑
α

Fα ≡ 1.

A existência de uma partição é dada com mais detalhes em [2]. Dados u, v ∈ TpM ,

para algum p ∈ Vα = Xα(Uα), definamos

gα := 〈u, v〉α =
〈
(dXα)−1(u), dXα)−1(v)

〉
Rn

sendo uma métrica Riemanniana em relação ao aberto Vα. Utilizando a partição da

unidade, definimos

(gp)(u, v) = Σ
α
Fα · 〈u, v〉α

onde u, v ∈ TpM são vetores quaisquer, definindo assim uma métrica Riemanniana para

todo M.

Definição 1.14. Sejam (M, g) e (N, ḡ) variedades Riemannianas. Dizemos que tais

variedades são isométricas se existe um difeomorfismo f : M → N tal que g = f ∗ḡ, ou

seja,

gp(v, w) = ḡf(p)(dfp(v), dfp(w))

para todo p ∈M e para todo v, w ∈ TpM .
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1.2.2 Conexões

As conexões tornam-se importantes pois estabelecem as regras de derivação em

uma variedade diferenciável ou Riemanniana. Denominaremos X(M) como o espaço dos

campos de vetores diferenciáveis em C∞(M).

Conexão Afim

Definição 1.15. Uma conexão afim é uma operação ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) com

(X, Y ) 7−→ ∇XY

satisfazendo as seguintes propriedades:

a) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

b) ∇X(f · Y ) = X(f) · Y + f · ∇XY, ∀f ∈ C∞(M)

c) ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y

d) ∇f ·XY = f · ∇XY

Observação 1.2. A conexão afim é um conceito local. De fato, tomemos um sistema de

coordenadas (x1, · · · , xn) em torno de p e os campos de vetores

X =
∑
i

xi ·Xi, Y =
∑
j

yj ·Xj

onde Xi =
∂

∂xi
, pela parte b) da Definição 1.15, temos

∇XY =
∑
i

xi∇Xi

(∑
j

yjXj

)
=

∑
ij

xi · yj∇Xi
Xj +

∑
ij

xi ·Xi(yj)Xj

Fazendo ∇Xi
Xj =

∑
k

ΓkijXk, concluímos que Γkij são funções diferenciáveis e que

∇XY =
∑
k

(∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)
Xk

o que mostra que a conexão afim aplicada a um ponto p depende de xi(p), yk(p) e das

derivadas X(yk)(p) de yk segundo X, tais informações são adquiridas localmente.
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A conexão afim possibilita derivar campos de vetores em M e, em particular, cam-

pos que são definidos ao longo de uma curva. Para tal feito temos a derivada covariante,

determinada na proposição seguinte.

Proposição 1.2. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então,

existe uma única correspondência que associa a campo de vetores V tangentes a M ao

longo da curva c : I ⊂ R → M um outro campo de vetores tangentes
DV

dt
a M ao longo

de c tal que

1)
D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
D

dt
W , onde W é um campo de vetores ao longo de c;

2)
D

dt
(f · V ) =

df

dt
· V + f · DV

dt
, onde f é uma função diferenciável em I;

3) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇c′(t)Y .

Demonstração. Vide Proposição 2.2 em [2].

O campo de vetores
DV

dt
é denominado Derivada Covariante de V ao longo da

curva c.

As funções Γkij, utilizadas na Observação 1.2, são os coeficientes da conexão ∇XY

em U , também conhecidos por Símbolos de Christoffel da conexão. Veremos na Ob-

servação 1.4 que tais coeficientes podem ser obtidos a partir da métrica Riemanniana

definida na variedade diferenciável e, conhecendo-os, é possível estabelecer uma expressão

para a derivada covariante.

Definição 1.16. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um

campo de vetores V ao longo da curva c : I → M é chamado paralelo quando
DV

dt
= 0,∀t ∈ I.

Conexão Riemanniana

Definição 1.17. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana 〈, 〉. A conexão é dita compatível com a métrica se

X(〈Y, Z〉) = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,∀X, Y, Z ∈ X(M). (1.1)
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Equivalentemente, sejam V e W campos de vetores ao longo da curva c : I ⊂ R → M ,

então
d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉
, t ∈ I. (1.2)

Equivalentemente, para qualquer curva suave c e qualquer par de campos paralelos P1 e

P2 ao longo de c, então

〈P1, P2〉 = constante. (1.3)

A métrica compatível pode então ser identificada por qualquer uma das Equações

(1.1), (1.2) ou (1.3). A demonstração das equivalências pode ser consultada em [2].

Definição 1.18. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simé-

trica se

∇XY −∇YX = [X, Y ] para todos X, Y ∈ X(M).

Observação 1.3. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser ∇ simétrica implica

que para todo i, j = 1, · · · , n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, (1.4)

onde Xi =
∂

∂xi
, justificando o nome que tal conexão recebe. Equivalentemente, Γkij = Γkji.

A seguir um teorema importante que relaciona a conexão afim com as Definições

1.17 e 1.18.

Teorema 4 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única cone-

xão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

a) ∇ é simétrica;

b) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

Demonstração. A demonstração é obtida em [2].

A conexão dada no teorema acima é conhecida como Conexão de Levi-Civita

ou Conexão Riemanniana. Sejam X, Y, Z ∈ X(M), vale destacar a Fórmula de Koszul

utilizada na demonstração(vide Teorema 3.6 em [2]) do Teorema 4:

〈Z,∇YX〉 =
1

2
{X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

−〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X, Y ], Z〉}
(1.5)
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Observação 1.4. A partir dos símbolos de Christoffel e pela Equação 1.5, temos∑
l

Γlijglk =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
onde gij = 〈Xi, Xj〉. Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm), teremos que

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm. (1.6)

A equação (1.6) é a expressão clássica dos símbolos de Christoffel em termos da métrica.

Além disso, para V =
∑
j

vjXj, reescrevemos a derivada covariante através dos símbolos

de Christoffel da seguinte maneira

DV

dt
=
∑
k

{
dvk

dt
+
∑
ij

Γkijv
j dxi
dt

}
Xk (1.7)

1.3 Geodésicas

Até o momento já identificamos as “rua” (curvas) que são percorridas para ligar

dois pontos de uma variedade diferenciável, porém é interessante saber qual a curva mais

curta que liga tais pontos, chegando assim nas geodésicas. Mas, antes precisamos construir

condições para tal definição, começando com a primeira variação do comprimento. Seja

(Mn, g) uma variedade Riemanniana, tomemos c : [a, b]→M uma curva suave parametri-

zada pelo comprimento de arco (isto é, |c′(t)| = 1,∀t ∈ [a, b]) e f : (−ε, ε)×[a, b]→M uma

aplicação suave denominada variação de c. Cada curva gerada a partir de f será denotada

por cs, a curva c será “modificada” a partir do parâmetro s, dessa forma f(s, t) = cs(t)

e c(t) = c0, ∀t ∈ [a, b]. Primeiramente, utilizaremos essas informações para calcular a

primeira variação do comprimento
d

ds
l(cs)

∣∣∣∣
s=0

, onde l(cs) é o comprimento da curva cs.

Como |c′(t)| = 1, já que é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, segue que

d

ds
l(cs) =

ˆ b

a

(〈ft, ft〉)−1/2 · 〈∇fsft, ft〉dt =

ˆ b

a

〈∇fsft, ft〉dt. (1.8)

Pelo Teorema 4 temos que a conexão é simétrica, o que implica

∇fsft = ∇ftfs,

substituindo em (1.8) segue

d

ds
l(cs) =

ˆ b

a

〈∇ftfs, ft〉dt.
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Por outro lado, observe que

〈∇ftfs, ft〉 =
D

dt
〈fs, ft〉 − 〈fs,∇ftft〉.

Logo,

d

ds
l(cs) =

ˆ b

a

[
D

dt
(〈fs, ft〉)− 〈fs,∇ftft〉

]
dt

= 〈fs, ft〉(b)− 〈fs, ft〉(a)−
ˆ b

a

〈fs,∇ftft〉dt.

(1.9)

Tomando V (t) = fs(0, t), o campo variacional, e L(s) = l(cs), substituindo em 1.9,

temos a primeira variação do comprimento dada por

L′(0) = 〈V (t), c′(t)〉|ba −

ˆ
b

a

〈V (t),∇c′(t)c
′(t)〉dt.

Para as curvas fechadas, isto é, curvas que possuem o mesmo extremo (c(a) = c(b)),

temos V (a) = V (b) = 0, denominada variação própria, logo

L′(0) = −

ˆ
b

a

〈V (t),∇c′(t)c
′(t)〉dt. (1.10)

Definição 1.19. Dizemos que a curva c : I ⊂ R→ M é uma geodésica se ∇c′(t)c
′(t) =

0,∀t ∈ I. Além disso, devido à Equação (1.10), geodésicas são pontos críticos com relação

às variações próprias do funcional comprimento no espaço das curvas que possuem as

mesmas extremidades.

Observação 1.5. Se uma curva c é geodésica, então |c′(t)| é constante. De fato,

D

dt
(〈c′(t), c′(t)〉) = 2 · 〈c′(t),∇c′(t)c

′(t)〉 = 0,∀t ∈ I.

Observação 1.6. Tomando um sistema de coordenadas qualquer encontramos uma con-

dição para a existência de geodésicas. Escrevendo c(t) = X(x1(t), · · · , xn(t)), segue

∇c′(t)c
′(t) = ∇(∑

i
x′i(t)Xi

)
(∑

j

x′j(t)Xj

)
=

∑
j

x′′j (t)Xj +
∑
ij

x′i(t) · x′j(t)∇Xi
Xj

=
∑
k

x′′k(t)Xk +
∑
ij

x′i(t) · x′j(t)ΓkijXk

.



31

Donde,

∴ ∇c′(t)c
′(t) =

∑
k

(
x′′k(t) +

∑
ij

x′i(t) · x′j(t)Γkij

)
Xk.

Logo c é geodésica se, e somente se,

x′′k(t) +
∑
ij

x′i(t) · x′j(t)Γkij(x(t)) = 0,∀k = 1, · · · , n (1.11)

As equações obtidas em (1.11) são conhecidas como a equações das geodésicas e formam

um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias de segunda ordem não linear. Tomando

yi(t) = x′i(t), temos 
yi(t) = x′i(t),

y′i(t) = −
∑
ij

yi(t) · yj(t)Γkij(x)
. (1.12)

Como consequência da Equação (1.12) e do Teorema de Existência e Unicidade de

EDO’s, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.3. Dado p ∈ M , existem um aberto V ⊂ M, p ∈ V, δ > 0 e ε1 > 0 e uma

aplicação suave γ = π ◦ ϕ, com (ϕ, V ) uma carta suave em M , tal que

γ : (−δ, δ)× U →M

onde U = {(q, v) ∈ TM ; q ∈ V, v ∈ TqM, |v| < ε1}, tal que a curva t 7−→ γ(t, q, v) é a

única geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com velocidade v, para cada q ∈ V

e cada v ∈ TqM com |v| < ε1.

A demonstração da proposição anterior é obtida em [2]. Observe que a Proposição

1.3 mostra a existência e unicidade de uma geodésica que possui |v| < ε1, criando condições

para aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o intervalo de definição da

mesma, ou vice-versa.

Lema 5 (Homogeneidade das Geodésicas). Se a geodésica γ(t, q, v) está definida no in-

tervalo (−δ, δ), então a geodésica γ(t, q, av), com a ∈ R+, está definida no intervalo(
−δ
a
,
δ

a

)
e

γ(t, q, av) = γ(at, q, v).

A homogeneidade possibilita a expansão do intervalo de definição da geodésica que

sofrerá ajustes no vetor velocidade, podendo aumentar ou diminuir.
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Definição 1.20. Seja p ∈ M e U ⊂ TM um aberto dado pela Proposição 1.3. Então a

aplicação exp : U →M dada por

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
|v|, q, v

|v|

)
com (q, v) ∈ U , é chamada a aplicação exponencial em U . A aplicação também pode

ser denotada por expq(v).

Geometricamente, a aplicação exponencial exp(q, v) é o ponto de M obtido per-

correndo um comprimento igual a |v|, a partir de q, sobre a geodésica que passa por q

com velocidade, ou derivada, igual a
v

|v|
, observe a Figura 1.7. Para fins de notação,

utilizaremos Bε(0) como a bola aberta de centro na origem 0 de TqM e de raio ε e,

consequentemente, Bε(0) a bola fechada.

Figura 1.7: Aplicação Exponencial.

Proposição 1.4. Dado q ∈ M , existe um ε > 0 tal que expq : Bε(0) ⊂ TqM → M é um

difeomorfismo de Bε(0) sobre um aberto de M .

Em particular, pela proposição acima, para todo ponto q ∈ M a aplicação expo-

nencial expq fornece um sistema de coordenadas em torno desse ponto e, além disso, é

uma isometria radial (ver 6 abaixo). Dizemos que W ⊂ M é vizinhança normal de

q ∈ M se existe um aberto V ⊂ TqM, 0 ∈ V tal que expq : V → expq(V ) = W é um

difeomorfismo.

Lema 6 (Lema de Gauss). Sejam q ∈ M e v ∈ TqM tal que exp(q, v) esteja definida.

Seja w ∈ TqM ≈ Tv(TqM), então

〈d(expq)v(v), d(expq)v(w)〉 = 〈v, w〉

Demonstração. A demonstração pode ser vista em [2].

A próxima proposição relaciona quais as condições que tornam a geodésica uma

curva localmente minimizante entre dois pontos de uma variedade Riemanniana.
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Proposição 1.5. Dados q ∈ M, ε > 0, Bε(0) ⊂ TqM, U a vizinhança normal de q e

expq : V ⊂ TqM → U = expq(V ) um difeomorfismo. Tomemos γ : [0, 1] → M uma

geodésica radial, com γ(0) = q e γ(1) = p ∈ expq(Bε(0)) e c : [0, 1]→M diferenciável por

partes, com c(0) = q e c(1) = p, então l(γ) ≤ l(c). Se l(γ) = l(c), então γ e c possuem o

mesmo traço γ([0, 1]) = c([0, 1]).

Demonstração. Definamos t1 := inf{t ∈ [0, 1]; c(t) ∈ expq(∂Bε(0))}. Sejam δ > 0, com

δ < ε e Bδ(0) ⊂ TqM , definamos t0 := sup{t ∈ [0, t1]; c(t) ∈ expq(Bδ(0))}. Tomemos

então uma curva c̄(t) = c|I : I →M , com I = [t0, t1], tal que c̄(t) = expq(r(t) · v(t)), onde

|v(t)| = 1. Tomando f(r, t) = expq(r · v(t)), temos c̄(t) = f(r(t), t). O que implica,

l(c̄) =

ˆ t1

t0

|c̄′(t)|dt,

onde

c̄′(t) =
∂f

∂r
· dr
dt

+
∂f

∂t
· d(t)

dt
=
∂f

∂r
· r′(t) +

∂f

∂t
.

Pelo Lema 6 temos
〈
∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
= 0. Temos ainda

∂f

∂r
= d(expq)rv(t) · v(t), logo

∣∣∣∣∂f∂r
∣∣∣∣ = 1.

Daí

|c̄′(t)|2 = |r′(t)|2 +

∣∣∣∣∂f∂t
∣∣∣∣2

≥ |r′(t)|2.

Assim,
l(c̄) =
´

t1

t0
|c̄′(t)|dt ≥

´
t1

t0
|r′(t)|

≥
∣∣∣´ t1

t0
r′(t)

∣∣∣
= |r(t1)− r(t0)|

= ε− δ.

Como l(c) ≥ l(c̄), segue l(c) ≥ ε− δ. Fazendo δ → 0, temos o seguinte resultado l(c) ≥ ε

e, portanto, l(c) ≥ l(γ).

Definição 1.21. Dado p ∈M , existem δ > 0 e W ⊂M vizinhança de p tais que ∀q ∈ W

temos expq : Bδ(0) ⊂ TqM → expq(Bδ(0)) é um difeomorfismo e W ⊂ expq(Bδ(0)).

Denominamos W como vizinhança totalmente normal de p ∈M .

Definição 1.22. Uma variedade Riemanniana M é dita geodesicamente completa se para

todo p ∈ M , a aplicação exponencial está definida para todo v ∈ TpM , isto é, se as

geodésicas definidas iniciando p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.
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Observe que a minimalidade de uma geodésica é garantida apenas localmente, isto

significa que para pontos mais distantes, a geodésica não significa ser o menor caminho

que os ligará. Portanto, ser uma variedade Riemanniana geodesicamente completa não

significa que a geodésica entre dois pontos quaisquer dessa variedade é minimizante. Por

exemplo, as geodésicas de uma esfera que partem de um ponto não são minimizantes

depois que passam pelo antípoda de p.

1.4 Curvatura; Segunda Forma Fundamental

1.4.1 Curvaturas

Definição 1.23. O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-

pondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y ) : X(M)→ X(M)

dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z (1.13)

com Z ∈ X(M), onde ∇ é a conexão Riemanniana.

Intuitivamente, o tensor curvatura mede o quanto uma variedade Riemanniana

deixa de ser Euclidiana. Para conseguir um número associado a essa diferença utilizamos

o tensor curvatura denotado por (X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉, onde X, Y, Z,W ∈

X(M).

Observação 1.7. A curvatura é trilinear com respeito à multiplicação por funções, isto

é, as seguintes equações são satisfeitas

R(fX1 + gX2, Y )Z = fR(X1, Y )Z + gR(X2, Y )Z (1.14)

R(X, fY1 + gY2)Z = fR(X, Y1)Z + gR(X, Y2)Z (1.15)

R(X, Y )(fZ1 + gZ2) = fR(X, Y )Z1 + gR(X, Y )Z2 (1.16)

onde f, g ∈ C∞(M). A demonstração dessa observação pode ser obtida em [2].

As propriedades do tensor curvatura estão listadas na seguinte proposição:

Proposição 1.6. As propriedades do tensor curvatura são

(a) (Identidade de Bianchi) (X, Y, Z,W ) + (Y, Z,X,W ) + (Z,X, Y,W ) = 0
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(b) (X, Y, Z,W ) = −(Y,X,Z,W )

(c) (X, Y, Z,W ) = −(X, Y,W,Z)

(d) (X, Y, Z,W ) = (Z,W,X, Y )

Demonstração. A demonstração pode ser obtida em [2].

Curvatura Seccional

Sejam (Mn, g = 〈·, ·〉) uma variedade Riemanniana e∇ uma conexão Riemanniana.

Dado p ∈M , tomemos v, w ∈ TpM tais que v e w são linearmente independentes.

A área do paralelogramo bidimensional formado por tais vetores é dada por

|v ∧ w| =
√
|v|2 · |w|2 − 〈v, w〉2

Definição 1.24. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM , o

número real dado por

K(σ) = K(x, y) =
(x, y, x, y)

|x ∧ y|2

é chamado curvatura seccional de σ em p, onde {x, y} é uma base de σ. A curvatura

seccional independe da base tomada em σ.

Observação 1.8. Como K(σ) independe da base, podemos tomar {x, y} como uma base

ortonormal, daí K(x, y) = (x, y, x, y). Isto é, a curvatura seccional passa a ser calculado

através do tensor curvatura.

Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar

Definição 1.25. Seja x = zn um vetor unitário em TpM . Tomemos uma base ortonormal

{z1, z2, · · · , zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x, as seguintes médias

Ricp(x) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

(x, zi, x, zi)

K(p) =
1

n

n∑
j=1

Ricp(zj) =
1

n(n− 1)

n∑
j=1

(
n−1∑
i=1

(zi, zj, zi, zj)

) ,

são chamadas curvatura de Ricci e curvatura escalar, respectivamente. Estas curva-

turas não dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais, maiores detalhes

em [2].
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1.4.2 Segunda Forma Fundamental

Seja f : Mn → M
n+m=k uma imersão. Temos que (M, 〈·, ·〉) é uma variedade

Riemanniana e a sua métrica induz uma métrica em M através da imersão f . Assim,

denominamos f : (M, gM)→ (M, gM) de imersão isométrica se

〈u, v〉M = 〈df(u), df(v)〉M

∀u, v ∈ TpM , com p ∈M .

Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma

subvariedade de M . Isto quer dizer que existem uma vizinhança U ⊂ M de f(p) e um

difeomorfismo ϕ : U → V ⊂ Rk em um aberto V de Rk, tais que ϕ aplica difeomorfi-

camente f(U) ∩ U em um aberto do Rn ⊂ Rk. Dessa forma, podemos utilizar f para

identificar U com f(U), o que acontece em M ou f(M) é bem semelhante, a tal ponto

que podemos analisar a configuração de uma delas e ter conclusões em relação às duas.

Com essas propriedades, podemos supor que M é uma subvariedade de M .

Para simplificar a notação, identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TpM, p ∈

M , com dfp(v) ∈ Tf(q)M . Para cada p ∈ M , o produto interno em TpM , o decompõe na

seguinte soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Para v ∈ TpM , podemos

escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥.

Denominamos vT como componente tangencial de v e vN de componente normal

de v.

Proposição 1.7. Sejam X, Y ∈ X(U), com U ⊂ M aberto, e X,Y ∈ X(U) extensões

locais, U ⊂ M aberto, tal que X |U = X e Y |U = Y . Se ∇ e ∇ são as conexões de

Levi-Civita de M e M ,respectivamente, então

∇XY = (∇XY )T

Demonstração. Definamos ∇XY = (∇XY )T . Vamos mostrar que a conexão ∇ está bem

definida, compatível e simétrica, podemos a partir disso concluir que ∇ = ∇, pois, pelo

Teorema 4, a conexão é única.
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a) (Bem definida:) ∇XY em p ∈ U ⊂ M só depende de X(p) = X(p) e dos valores

de Y ao longo de alguma curva tangente a X(p) = X(p)(podemos tomar a curva

contida em U ⊂ M , onde Y = Y ). Ou seja, qualquer extensão local tomada não

fará diferença. Portanto, ∇ está bem definida.

b) (Compatível:) A conexão ∇ preserva as propriedades da conexão ∇, pois a operação

transposta é linear. Sejam X, Y, Z ∈ X(U), com U ⊂M , temos

X(〈Y, Z〉) = X(〈Y , Z〉)

= 〈∇XY , Z〉+ 〈Y ,∇XZ〉

= 〈(∇XY )T , Z〉+ 〈Y , (∇XZ)T 〉

= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

Portanto, ∇ é compatível.

c) (Simétrica:) Temos [X,Y ]|M = [X, Y ]. Daí,

∇XY −∇YX = (∇XY )T − (∇YX)T

= (∇XY −∇YX)T

= [X,Y ]T

= [X,Y ]|M

= [X, Y ].

Portanto, ∇ é compatível.

A Proposição 1.7 mostra que a conexão em M é simplesmente tomar a projeção

tangente da conexão em M . Isso proporciona a seguinte definição.

Definição 1.26. A Segunda Forma Fundamental de Mn em M
k=m+n é a aplicação B :

X(M)× X(M)→ X⊥(M) definida por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY,

onde X e Y são as extensões de X e Y , respectivamente, e X⊥(M) = {X : M →

TM suave tal que X(p) ∈ (TpM)⊥,∀p ∈M} o conjunto de vetores normais a M .

Observação 1.9. A segunda forma fundamental B não depende das extensões X e Y .
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Proposição 1.8. A aplicação B definida em 1.26 é bilinear e simétrica.

Demonstração. Como B é definida a partir de duas conexões, segue que B é linear na

primeira entrada, isto é, B(f ·X, Y ) = f ·B(X, Y ),∀f ∈ C∞(M). Além disso,

B(X, f · Y ) = ∇X(f · Y )−∇X(f · Y )

= f∇XY +X(f) · Y − f · ∇XY −X(f) · Y

(localmente f = f) = f · (∇XY −∇XY )

= f ·B(X, Y )

Concluindo que B é bilinear. Por outro lado, temos

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY = ∇YX + [X,Y ]−∇YX − [X, Y ],

pela Proposição 1.7 concluímos que B(X, Y ) = B(Y,X). Logo, B é simétrica.

Definição 1.27. Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM × TpM → R, dada

por Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉, é, pela Proposição 1.8, bilinear simétrica. A forma quadrática

IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

A toda forma quadrática podemos associar uma aplicação linear auto-adjunta,

nesse caso, fixando x ∈ TpM , temos

〈Sη(x), y〉 = IIη(x, y) = 〈B(x, y), η〉

onde Sη : TpM → TpM é o operador linear simétrico denominado shape operator .

Proposição 1.9. Sejam p ∈ M,x ∈ TpM, η ∈ (TpM)⊥ e N uma extensão local de η

normal a M . Então

Sη(x) = −(∇xN)T .

Demonstração. Sejam y ∈ TpM e X, Y extensões locais de x, y, respectivamente, e tan-

gentes a M. Como N ∈ (TpM)⊥ temos 〈Y,N〉(p) = 0, daí

X(〈Y,N〉)(p) = 〈∇XY − (∇XY )T , N〉(p) + 〈Y,∇XN〉(p) = 0.

Logo 〈∇XY−(∇XY )T , N〉(p) = −〈Y,∇XN〉(p). Chegando a conclusão que 〈B(X, Y ), N〉(p) =

〈Y,−∇XN〉(p) e aplicando ao ponto p segue que

〈B(x, y), η〉 = 〈−(∇xN)T , y〉.

Portanto, Sη(x) = −(∇xN)T para todo y ∈ TpM .
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Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, com |η| = 1. Como Sη : TpM → TpM é simétrica,

existe uma base ortonormal de autovetores {e1, · · · , en} ⊂ TpM tal que

Sη(ei) = λi · ei,

com 1 ≤ i ≤ n, onde λ1, · · · , λn são autovalores associados aos autovetores ei. Os autova-

lores são denominados curvaturas principais de M em p, com λi = ki, e os autovetores

e1, · · · , en são as direções principais.

Observação 1.10. As funções simétricas de λ1, · · · , λn são invariantes da imersão. Por

exemplo,

a) Curvatura de Gauss-Kronecker: det(Sη) = λ1 · · · · · λn

b) Curvatura Escalar ou Média: K(f) =
1

n
(λ1 + · · ·+ λn)

Um caso importante ocorre quando M = Rn+1. Sejam N uma extensão local de

η, unitária e normal a M , Sn1 = {x ∈ Rn+1; |x| = 1} a esfera unitária de Rn+1 e defina a

aplicação normal de Gauss, h : Mn → Sn1 dada por h(q) = N(q), tal aplicação translada

a origem do campo N para a origem do Rn+1 e faz

h(q) = ponto final do translado de N(q).

Tomando c : (−ε, ε)→M , com c(0) = q e c′(0) = x ∈ TqM , segue

dhq(x) =
d

dt
(N ◦ c(t))t=0 = ∇xN = (∇xN)T = −Sη(x) (1.17)

De fato, ∇xN = (∇xN)T , pois 〈N,N〉 = 1 temos x(〈N,N〉) = x(1), então

〈∇xN,N〉 = 0.

Da equação 1.17, a Segunda Foma Fundamental também é obtida a partir da Aplicação

Normal de Gauss, resultado análogo ao obtido em superfícies regulares.

Proposição 1.10. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M),M ⊂M, então

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈B(X,W ), B(Y, Z)〉 − 〈B(X,Z), B(Y,W )〉 (1.18)

onde R e R são as curvaturas deM eM , respectivamente. A equação acima é denominada

Equação de Gauss.
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Demonstração. Ver demonstração em [2]

O seguinte corolário relaciona as curvaturas de M e M com as segundas formas

fundamentais.

Corolário 7. Se X = W = x e Y = Z = y, onde {x, y} ⊂ TpM é uma base ortonormal

de um subespaço bidimensional σ, então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2

onde K(x, y) e K(x, y) são as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente.

Demonstração. Observe que

〈R(x, y)x, y〉 = K(x, y) e 〈R(x, y)x, y〉 = K(x, y),

pois x e y são vetores normais e unitários, ou seja, |x ∧ y|2 = 1. Aplicando a Proposição

1.10, com X = W = x e Y = Z = y, temos

〈R(x, y)x, y〉 = 〈R(x, y)x, y〉+ 〈B(y, y), B(x, x)〉 − 〈B(x, y), B(x, y)〉.

Logo,

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2.

Exemplo 1.5 (Curvatura de Snr (0) ⊂ Rn+1). Seja Snr (0) a esfera de raio r centrada

na origem. Tomemos h : Snr (0) → Sn1 (0) como a aplicação normal de Gauss dada por

h(p) =
p

r
, implicando em

dhp(v) =
v

r
,

assim todo v ∈ TpSnr (0) é direção principal com autovalor
1

r
. Isso implica que a curvatura

seccional de TpSnr (0) é dada por

K(σ) =
1

r
· 1

r
=

1

r2
.

Definição 1.28. Seja f : Mn →M
k uma imersão, dizemos que f é geodésica em p ∈M

se B(x, y) = 0,∀x, y ∈ TpM . Dizemos ainda que f é totalmente geodésica se é geodésica

em todo p ∈M .
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Proposição 1.11. Uma imersão f : M → M é geodésica em p ∈ M se, e somente se,

toda geodésica γ de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstração. Por hipótese, temos B(x, y) = 0,∀x, y ∈ TpM . Tomemos γ : (−ε, ε)→M

uma geodésica em M com γ(0) = p e γ′(0) ∈ TpM . Daí,

0 = B(γ′(0), γ′(0))

= ∇γ′γ
′(p)−∇γ′γ

′(p)

= ∇γ′γ
′(p).

Logo, γ é geodésica em M . Reciprocamente, seja v ∈ TpM qualquer e tomemos γv :

(−ε, ε)→M geodésica de M com γv(0) = p e γ′v(0) = v. Daí,

B(v, v) = ∇γ′vγ
′
v −∇γ′vγ

′
v = 0,∀v ∈ TpM.

Pela bilinearidade da segunda forma fundamental B, temos

B(v, w) =
1

2
[B(v + w, v + w)−B(v, v)−B(w,w)] = 0.

Portanto f é geodésica em p ∈M .

Definição 1.29. Uma imersão f : M → M é mínima se, para todo p ∈ M e todo

η ∈ (TpM)⊥, tem-se que o traço de Sη é nulo.

Observação 1.11. Escolhendo uma base ortonormal E1, · · · , En de vetores em (X(U))⊥,

onde U é uma vizinhança de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p,

B(x, y) =
m∑
i=1

Hi(x, y)Ei, x, y ∈ TpM (1.19)

onde Hi = HEi
. O vetor normal dado por

H =
n∑
j=1

B(Ej, Ej) =
1

n

m∑
i=1

(traço SEi
)Ei

não depende do referencial Ei escolhido. Tal vetor é denominado vetor curvatura média

de f.

A razão da palavra mínima neste contexto é que tais imersões minimizam local-

mente o volume da métrica induzida do mesmo modo que as geodésicas minimizam o

comprimento de arco.
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1.5 Variedades com Bordo

Consideremos o semiespaço fechado em Rn definido por

H1 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x1 ≤ 0}.

Podemos destacar dois conjuntos importantes, são eles

int(H1) = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x1 < 0}, (1.20)

∂H1 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x1 = 0}, (1.21)

onde 1.20 é o conjunto interior do semiespaço H1 e 1.21 é o bordo de H1.

Observação 1.12. Sejam U ⊂ H1 aberto em H1, mas não em Rn, f : U → Rm de classe

C1 e F : V → Rm uma extensão de classe C1 de f , onde V ⊂ Rn é aberto. Para x ∈ U ,

a derivada F ′(x) : Rn → Rm só depende de f , e independe da extensão F . Para mais

detalhes, veja [15].

Proposição 1.12. Sejam U e V abertos do semiespaço H1 e f : U → V um difeomorfismo

de classe C1. Então f leva pontos interiores em pontos interiores e pontos do bordo em

pontos do bordo.

Demonstração. Ver [15].

A próxima definição identificará um sistema de coordenadas que formará a estru-

tura diferenciável importante para a definição de variedades com bordo.

Definição 1.30. Seja M um espaço topológico. Uma carta de dimensão n em M é um

homeomorfismo x : U → H1 de um aberto U ⊂ M sobre um aberto x(U) do semiespaço

H1 ⊂ Rm. Um atlas de dimensão m e classe Ck, k ≥ 1, é um conjunto A de cartas

x : U → H1, cujos domínios cobrem M e cujas mudanças de coordenadas são de classe

Ck.

Definição 1.31. Uma variedade diferenciável com bordo, de dimensão n e classe

Ck, é um espaço de Haursdoff, com base enumerável de abertos, dotado de um atlas

maximal (estrutura diferenciável) de classe Ck. Um ponto p ∈ M é um ponto interior

(respectivamente ponto do bordo) se, em alguma carta x : U → H1, x(p) ∈ int(H1)

(respectivamente, x(p) ∈ ∂H1). O conjunto dos pontos do bordo de m é denotado por

∂M .
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Observação 1.13. Vale observar que bordo e fronteira são conceitos diferentes. Por

exemplo, se A = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1}, então Fr(A) = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1},

já o bordo é identificado por ∂A = ∅. Se B = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 1}, então Fr(B) =

∂B = S1.

Proposição 1.13. Se Mn é uma variedade com bordo, então seu bordo ∂M é uma vari-

edade (sem bordo) de dimensão n − 1 e classe Ck. Além disso, se M é orientável, toda

orientação de M induz uma orientação em ∂M de maneira natural.

Demonstração. Ver demonstração em [12].

Pela Proposição 1.13, podemos considerar para cada ponto p ∈ ∂M o espaço

tengente Tp(∂M). A partir das definições conhecidas, Tp(∂M) é um subespaço vetorial de

TpM . Dizemos que um vetor Xp ∈ TpM aponta para dentro se Xp /∈ Tp(∂M) e existem

ε > 0 e uma curva α : [0, ε) → M tal que α(0) = p, α((0, ε)) ⊂ int(M) e α′(0) = Xp.

Além disso, dizemos que um vetor Xp ∈ TpM aponta para fora se −Xp aponta para

dentro. Considerando o subespaço de TpM formado pelo conjunto dos vetores normais

a ∂M , destacamos o vetor conormal, definido como o vetor normal unitário a Tp(∂M)

que aponta para fora de M , para um dado p ∈M .

1.6 Primeira Autofunção de Steklov

Nesta seção, apresentamos definições e teoremas importantes utilizados para com-

preender o método utilizado para encontrar superfícies mínimas a partir do Problema dos

Autovalores de Steklov. Para fins de notação, utilizaremos Σ, ao invés deM , para denotar

uma variedade Riemanniana n−dimensional com bordo.

Definição 1.32. Sejam Σ uma variedade Riemanniana, X ∈ X(Σ) e f : Σ → R uma

função diferenciável. Temos as seguintes definições:

(a) O gradiente de f, denotado por ∇Σf , é o campo vetorial dado por

〈∇Σf, v〉 = dfp(v),

onde p ∈M e v ∈ TpM .

(b) O divergente de X em Σ, denotado por divX : Σ→ R, é definido por divX(p) =

traço da aplicação linear Y (p) 7→ ∇YX(p), com p ∈ Σ.



44

(c) O Laplaciano de f é a função ∆f : Σ→ R dada por

∆f = div(∇f)

(d) A função f é dita harmônica se ∆f ≡ 0.

A seguir observamos dois resultados importantes utilizando funções harmônicas,

o Princípio do Máximo (Teorema 8) e o Princípio da Continuidade Única (Teorema 9).

O primeiro identifica o comportamento de uma função harmônica em relação aos seus

extremos. Já o outro estabelece que as características de uma função harmônica restrita

a um subconjunto aberto de Σ são generalizadas para a variedade Σ como um todo, para

mais detalhes veja [4] e [8].

Teorema 8 (Princípio do Máximo para Funções Harmônicas). Sejam Ω ⊂ Σ um aberto

limitado da variedade Riemanniana Σ e u uma função harmônica. Então u assume o seu

máximo e mínimo apenas em ∂Ω, a menos que u seja constante.

Teorema 9 (Princípio da Continuação Única). Seja Ω ⊂ Σ um subconjunto aberto.

Temos as seguintes conclusões:

(i) Tomando u1 e u2 funções harmônicas de Σ tal que u1 = u2 em Ω, então u1 ≡ u2 em

Σ;

(ii) Tomando u uma função harmônica em Σ tal que u = 0 em Ω, então u ≡ 0 em Σ.

Sejam Σ uma variedade Riemanniana com bordo e η um vetor conormal a ∂Σ. O

Problema dos Autovalores de Steklov é definido da seguinte maneira
∆u = 0 em Σ,
∂u

∂η
= σu em ∂Σ,

(1.22)

onde σ ∈ R e a função u, satisfazendo as condições apresentadas em (1.22), é denominada

autofunção de Steklov. Os autovalores encontrados em (1.22) fazem parte do espectro

da aplicação de Dirichlet-Neumann L : C∞(∂Σ)→ C∞(∂Σ) dada por

Lu =
∂û

∂η
,

onde û ∈ C∞(∂Σ) é a extensão harmônica de u em Σ, ou seja, û é harmônica em Σ

(∆û = 0 em Σ) e û = u em ∂Σ. Como L é uma aplicação auto-adjunta, seu espectro é

discreto, isto é,

0 = σ0 < σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ↗ ∞.
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Dessa forma, o primeiro autovalor diferente de zero é σ1, definido da seguinte

maneira,

σ1 = inf
u∈C

´
Σ
|∇u|2´
∂Σ

u2

, (1.23)

onde

C =

u ∈ C0(Σ)|u 6≡ 0,

ˆ
∂Σ

u = 0, u é C1 por partes

 . (1.24)

A equação 1.23 é conhecida como quociente de Rayleigh. Além disso, a autofunção

u é associada ao autovalor σ1 quando alcança a igualdade em 1.23 e denominaremos tal

função por primeira autofunção de Steklov.

Definição 1.33. Seja u uma autofunção de Steklov. Definimos o seguinte conjunto

N = {p ∈ Σ | u(p) = 0},

denominado conjunto nodal. Dizemos que D é um domínio nodal se é uma com-

ponente conexa de Σ \ N . Já as curvas diferenciáveis por partes definidas por N são

denominadas de linhas nodais.

A seguir apresentamos um importante resultado relacionando à primeira autofun-

ção de Steklov com o seu conjunto nodal.

Proposição 1.14. Se u é uma primeira autofunção de Steklov, então u tem exatamente

dois domínios nodais.

Demonstração. Por hipótese, temos que u ∈ C, o conjunto definido em (1.24), logo
ˆ
∂Σ

u = 0

e u não é identicamente nula em toda superfície Σ. Considere D como o conjunto dos

domínios nodais de u, como tal função não é zero em todos os pontos de ∂Σ, temos que

#D ≥ 2.

Suponhamos, por contradição, que existam Ω1,Ω2,Ω3 ∈ D domínios nodais não-

vazios. Afirmamos que ∂Σ ∩ ∂Ωi 6= ∅ para i = 1, 2, 3. Caso contrário, existiria um i tal

que ∂Σ ∩ ∂Ωi = ∅, logo o Teorema 8 implicaria que u ≡ 0 no domínio nodal Ωi. E, por
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consequência, pelo Teorema 9 teríamos u ≡ 0 em Σ, contrariando a hipótese de que u não

é identicamente nula.

Portanto, existem λ1, λ2 ∈ R não-nulos de tal maneira que a seguinte função ν é

dada por

ν =


λ1 · u, em Ω1,

λ2 · u, em Ω2,

0, em Σ\(Ω1 ∪ Ω2),

(1.25)

Pelo que foi mostrado acima, a função ν satisfaz´
∂Σ
ν =

´
∂Σ∩∂Ω1

λ1u +

´
∂Σ∩∂Ω2

λ2u +

´
∂Σ\(Ω1∪Ω2)

ν

= λ1

´
∂Σ∩∂Ω1

u + λ2

´
∂Σ∩∂Ω2

u + 0

= 0.

Além disso, temos
∂ν

∂η
=

∂(λ1 · u)

∂η
= σ1 · λ1u = σ1 · ν, em ∂Ω1, e

∂ν

∂η
=

∂(λ2 · u)

∂η
=

σ1 · λ2u = σ1 · ν, em ∂Ω2, portanto
∂ν

∂η
= σ1 · ν em ∂Σ. Para concluir que ν ∈ C, temos o

seguinte resultado´
∂Σ
σ1 · ν2 =

´
∂Σ
ν · σ1ν

=
´
∂Σ
ν · ∂ν

∂η

=
´
∂Σ∩∂Ω1

λ1u · λ1
∂u

∂η
+
´
∂Σ∩∂Ω2

λ2u · λ2
∂u

∂η

= λ2
1 ·
´
∂Σ∩∂Ω1

u · ∂u
∂η

+ λ2
2 ·
´
∂Σ∩∂Ω2

u · ∂u
∂η

=
´

Σ∩Ω1
λ2

1 · |∇u|2 +
´

Σ∩Ω2
λ2

2 · |∇u|2

=
´

Σ∩Ω1
|∇ν|2 +

´
Σ∩Ω2

|∇ν|2

=
´

Σ
|∇ν|2.

Logo ν ∈ C e é uma autofunção com autovalor igual a σ1, portanto ν é uma primeira

autofunção de Steklov. Em particular, temos ∆ν = 0 em Σ.

Por outro lado, observe em (1.25) que ν = 0 em Σ\(Ω1 ∪ Ω2). Como o domínio

nodal Ω3 é subconjunto de Σ\(Ω1 ∪Ω2), segue imediatamente que ν = 0 em Ω3, logo pelo

Princípio da Continuidade Analítica temos ν ≡ 0 em Σ, o que contradiz a definição do

conjunto C. Concluindo que há apenas dois domínios nodais.
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1.7 Superfície Mínima com Bordo Livre

Seja M uma m-variedade riemanniana com bordo ∂M 6= ∅. Dizemos que uma

variedade riemanniana Σ com bordo ∂Σ 6= ∅, com n ≤ m, isometricamente imersa em M

é mínima com bordo livre se:

(i) Σ é mínima, ou seja,
#»

H(p) ≡ 0 para todo p ∈ Σ, onde
#»

H é o vetor curvatura média

de Σ;

(ii) ∂Σ ⊂ ∂M e Σ intersecta ortogonalmente ∂M ao longo de ∂Σ.

Além disso, dizemos que uma superfície Σ é propriamente imersa M se satisfaz a

seguinte condição: Σ ∩M = ∂Σ.

Seja Σ ⊂ M uma subvariedade compacta com bordo ∂Σ ⊂ ∂M propriamente

imersa. Considere uma família suave {Σt}t∈(−ε,ε) de subvariedades propriamente imersas

emM para algum ε > 0 com Σ0 = Σ. Ao calcular a área de tais subvariedades e denotá-las

por area(Σt), verifica-se que a primeira variação da área em t = 0 é dada por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

area(Σt) = −
ˆ

Σ

〈
#»

H,X
〉
da+

ˆ
∂Σ

〈X, ν〉 ds,

onde 〈, 〉 é a métrica da variedade M , ν é o vetor conormal que aponta para fora de ∂Σ

em Σ,
#»

H é o vetor curvatura média de Σ em M e X é o campo variacional associado à

família {Σt}t∈(−ε,ε). Observe que ∂Σt ⊂ ∂M para todo t implica que o campo variacional

X é tangente à ∂M ao longo de ∂Σ. A partir da primeira variação da área, podemos

concluir que Σ é um ponto crítico do funcional área se, e somente se, Σ é mínima(
#»

H ≡ 0)

e Σ intersecta ∂ ortogonalmente ao longo de ∂Σ(ν ⊥ ∂M).

O problema que estudaremos neste trabalho trata do caso em que Σ é uma super-

fície mínima propriamente imersa com bordo livre na bola unitária do espaço euclidiano

Rn.

A propriedade a seguir identifica uma das características que relacionam tais su-

perfícies com as autofunções de Steklov.

Proposição 1.15. Seja Σ ⊂ Rn uma superfície mínima imersa em Bn. Então Σ é uma

superfície mínima de bordo livre se, e somente se, as funções coordenadas são autofunções

de Steklov com autovalor igual 1.
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Demonstração. Seja F : Σ → Bn uma imersão mínima, podemos reescrever da seguinte

maneira,

F(p) =
n∑
i=1

fi(p)ei,∀p ∈ Σ,

onde f1, · · · , fn são as funções coordenadas e e1, · · · , en os vetores da base canônica de

Rn. Por hipótese, temos Σ uma superfície mínima de bordo livre. Vamos mostrar que

∆fi = 0 e
∂fi
∂ν

= fi,∀i = 1, · · · , n, onde ν é o vetor conormal de ∂Σ. Considerando um

referencial ortonormal {Y1, · · · , Yn} de Σ, temos

∆fi = div(∇fi)

=
∑
j

〈∇Yj∇fi, Yj〉

=
∑
j

〈∇Yj(ei − e⊥i ), Yj〉

=
∑
j

〈∇Yj(ei − e⊥i )−∇⊥Yj(ei − e
⊥
i ), Yj〉

=
∑
j

〈∇Yj(ei − e⊥i ), Yj〉

=
∑
j

〈∇Yjei −∇Yje
⊥
i ), Yj〉

=
∑
j

〈−∇Yje
⊥
i ), Yj〉.

Como a intersecção entre ∂Σ e ∂Bn é ortogonal, isto é, 〈e⊥i , Yj〉 = 0, temos

0 = Yj〈e⊥i , Yj〉 = 〈∇Yje
⊥
i , Yj〉+ 〈e⊥i ,∇YjYj〉,

logo

〈e⊥i ,∇YjYj〉 = −〈∇Yje
⊥
i , Yj〉. (1.26)

Implicando em
∆fi =

∑
j

〈e⊥i ,∇YjYj〉

=
∑
j

〈e⊥i ,∇YjYj〉

= 〈e⊥i ,
∑
j

∇YjYj〉

= 〈ei, H〉

= Hi = 0,

onde Hi são as coordenadas do vetor curvatura média e, por hipótese, H = 0. Portanto,

∆fi = 0,∀i = 1, · · · , n. Seja ν = (ν1, · · · , νn), temos

∂fi
∂ν

= 〈∇Σfi, ν〉 = 〈(ei)T , ν〉 = νi = fi
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Assim
∂fi
∂ν

= fi. Portanto fi é uma autofunção de Steklov associada ao autovalor 1,

∀i = 1, · · · , n.

1.7.1 Disco Equatorial Plano

O disco equatorial plano é a intersecção entre a bola unitária B3 com um dos

planos que contêm a origem em R3. Vamos mostrar que o disco gerado a partir da

intersecção com o plano z = 0 é uma superfície mínima de bordo livre.

Figura 1.8: Disco Equatorial Plano para z = 0

Em relação ao eixo z, a aplicação X : [0, 1]× [0, 2π]→ R3 dada por

X(u, v) = (u · cos(v), u · sen(v), 0),

gera o disco equatorial plano. Facilmente conseguimos identificar os coeficientes necessá-

rios para a obtenção da matriz M da segunda forma fundamental, temos então a seguinte

relação.

M =
1

EG− F 2
·

 e f

f g

 ,
onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental. Por sua vez e, f e g

denotam os coeficientes da segunda forma fundamental. Calculando as derivadas parciais

da aplicação X em relação as variáveis u e v, temos

Xu = (cos(v), sen(v), 0) (1.27)

Xv = (−u · sen(v), u · cos(v), 0). (1.28)
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Determinando a Aplicação Normal de Gauss, temos

N(u, v) =
Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
=

(0, 0, u)

u
,

onde obtemos N(u, v) = (0, 0, 1).

Vale ressaltar que a aplicação normal de Gauss é constante, onde as duas primeiras

coordenadas são nulas. Como os coeficientes da segunda forma fundamental dependem

das derivadas de (1.27) e (1.28), bem como da aplicação Normal, observamos que ambos

são constantes e iguais à zero, o que implica dizer que o vetor curvatura média é nulo em

todos os pontos do disco. Concluímos então que o disco equatorial plano é uma imersão

mínima e com bordo livre.

1.7.2 Catenoide Crítico

O catenoide, de um modo geral, é a superfície gerada a partir da revolução da

catenária z = λ · cosh(x) em torno do eixo z, onde λ é uma constante real positiva.

Figura 1.9: Catenoide.

Utilizando um parâmetro t ∈ R, podemos reescrever a curva catenária da seguinte

maneira, levando em consideração o plano formado pelos eixos x e z,

Cλ(t) = (λ · cosh(t), λ · t). (1.29)

Como o objetivo é identificar uma catenária que torne o catenoide uma superfície mínima

de bordo livre imersa na bola unitária tridimensional, como descrito na Definição ??,

precisamos estabelecer λ de tal modo que exista um ponto p = Cλ(t0), t0 ∈ R, tal que

‖Cλ(t0)‖ = 1 e o vetor tangente C ′λ(t0) é ortogonal à circunferência unitária centrada na



51

Figura 1.10: Catenária

origem. Isto é, existe t0 ∈ R e λ > 0 tal que C ′λ(t0)//Cλ(t0) e ‖Cλ(t0)‖ = 1, veja a Figura

1.10.

Pela Equação (1.29), temos C ′λ(t) = (λ · senh(t), λ),∀t ∈ R. Aplicando ao t0 ∈ R,

temos (λ ·senh(t0), λ)//Cλ(t0) = (λ ·cosh(t0), λ ·t0), o que é equivalente a (λ ·senh(t0), λ) ⊥

ω = (−t0, senh(t0)). Logo

〈C ′λ(t0), ω〉 = 0,

e, portanto,

t0 =
cosh(t0)

senh(t0)
.

Implicando em,

t0 = coth(t0), (1.30)

isto é, t0 é a raiz positiva da equação t = coth(t), numericamente t0 ' 1.19968. Por outro

lado, como ‖Cλ(t0)‖ = 1, segue que λ2 · cosh2(t0) + λ2 · t20 = 1 e, pela Equação (1.30),

temos λ2 · cosh2(t0) + λ2 · cosh2(t0)

senh2(t0)
= 1. Observe que

λ2 · cosh2(t0) + λ2 · cosh2(t0)

senh2(t0)
= λ2 · cosh2(t0) ·

(
1 +

1

senh2(t0)

)
= λ2 · cosh2(t0) ·

(
cosh2(t0) + 1

senh2(t0)

)
.

Como senh2(t0) + 1 = cosh2(t0), temos λ2 · cosh2(t0) · cosh2(t0)

senh2(t0)
= 1. A partir da equação

(1.30), concluímos que

λ2 · cosh2(t0) · t0 = 1,

portanto

λ =
1

t0 · cosh(t0)
.
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A partir da discussão acima, definimos a aplicação F : [−t0, t0]× [0, 2π]→ R3 dada

por

F(u, v) =
1

t0 · cosh(t0)
(cosh(u) · cos(v), cosh(u)sen(v), u), (1.31)

gerando a superfície Σ denominada catenoide crítico, um catenoide contido na bola

unitária B3 tal que ∂Σ ⊂ ∂B3 (Figura (1.11)).

Figura 1.11: Catenoide Crítico.

Por construção, temos que a interseção entre Σ e ∂B3 é ortogonal. Vamos mostrar

que Σ é uma superfície mínima de bordo livre, para tal resta verificar que a aplicação F

é uma imersão mínima, ou seja, F é uma imersão e curvatura média é igual a zero, pela

Definição 1.29. Considere T = [−t0, t0] × [0, 2π], calculando as derivadas parciais de F

em relação a u e v, temos,

Fu =
1

t0 · cosh(t0)
(senh(u) · cos(v), senh(u) · sen(v), 1) (1.32)

Fv =
1

t0 · cosh(t0)
(− cosh(u) · sen(v), cosh(u) · cos(v), 0) (1.33)

Observe que Fu e Fv são injetivas para todo (u, v) ∈ T, logo F é uma imersão pela Defi-

nição 1.11. Para determinar a Segunda Forma Fundamental de F , precisamos identificar

a Aplicação Normal de Gauss, os coeficientes E,F e G da Primeira Forma Fundamental

e as derivadas sucessivas de Fu e Fv em relação a u e v.

A aplicação normal de Gauss N : T→ S2 é dada por

N(u, v) = − Fu ∧ Fv
‖Fu ∧ Fv‖

.
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Como

Fu ∧ Fv =

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· (− cosh(u) · cos(v),− cosh(u) · sen(v), senh(u) · cosh(u)),

temos,

‖Fu ∧ Fv‖ =

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

·
√

cosh2(u) · cos2(v) + cosh2(u) · sen2(v) + senh2(u) · cosh2(u)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

·
√

cosh2(u) + senh2(u) · cosh2(u)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

·
√

cosh2(u) · (1 + senh2(u))

‖Fu ∧ Fv‖ =

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

·
√

cosh2(u) · cosh2(u)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· cosh2(u)

Portanto,

N(u, v) =

(
cos(v)

cosh(u)
,

sen(v)

cosh(u)
,
senh(u)

cosh(u)

)
(1.34)

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental E,F e G que são dados

em termos das derivadas (1.32) e (1.33), temos

E = 〈Fu,Fu〉

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· (senh2(u) · cos2(v) + senh2(u) · sen2(v) + 1)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· (senh2(u) + 1)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· cosh2(u),

F = 〈Fu,Fv〉

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

(− cosh(u)senh(u) cos(v)sen(v) + cosh(u)senh(u) cos(v)sen(v))

= 0,

G = 〈Fv,Fv〉

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· cosh2(u) · sen2(v), cosh2(u) · cos2(v)

=

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· cosh2(u).

Logo,

F = 0, E = G =

(
1

t0 · cosh(t0)

)2

· cosh2(u). (1.35)
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Em seguida, calculamos as derivadas parciais em (1.32) e (1.33) em relação às

variáveis u e v temos

Fuu =
1

t0 · cosh(t0)
· (cosh(u) · cos(v), cosh(u) · sen(v), 0),

Fuv =
1

t0 · cosh(t0)
· (−senh(u) · sen(v), senh(u) · cos(v), 0),

Fvv = − 1

t0 · cosh(t0)
· (cosh(u) · cos(v), cosh(u) · sen(v), 0).

Agora, com as informações obtidas, passamos a determinar os coeficientes e, f e g

da segunda forma fundamental. Assim,

e = 〈Fuu, N〉

=
1

t0 · cosh(t0)
·
(

cosh(u) · cos(v)
cos(v)

cosh(u)
+ cosh(u) · sen(v) · sen(v)

cosh(u)

)
=

1

t0 · cosh(t0)
,

f = 〈Fuv, N〉

=
1

t0 · cosh(t0)
·
(
−senh(u)

cosh(u)
· sen(v) · cos(v) +

senh(u)

cosh(u)
· sen(v) · cos(v)

)
= 0,

g = 〈Fvv, N〉

= − 1

t0 · cosh(t0)
·
(

cosh(u) · cos(v)
cos(v)

cosh(u)
+ cosh(u) · sen(v) · sen(v)

cosh(u)

)
= − 1

t0 · cosh(t0)
.

A matriz M da Segunda Forma Fundamental é encontrada a partir da seguinte

relação

M =
1

EG− F 2
·

 e f

f g

 .
Portanto,

M =


t0 · cosh(t0)

cosh2(u)
0

0 −t0 · cosh(t0)

cosh2(u)


Observe que o traço da matriz M é igual a zero, isto é, o vetor curvatura mé-

dia é nulo em todos os pontos de T. Concluindo que F é uma imersão mínima e, por

consequência, Σ é uma superfície mínima de bordo livre.



Capítulo 2

PRINCIPAIS RESULTADOS

Após Nitsche enunciar e demonstrar o Teorema 1 acerca do disco unitário, muito

tem sido o esforço em encontrar algo similar para o catenoide crítico. Alguns resultados

importantes foram surgindo no intuito de identificar características que sustentam a ideia

de que o catenoide crítico é o único anel mínimo mergulhado na bola unitária B3. Neste

sentido, Fraser e Schoen [6] chegaram ao Teorema 2, aumentando as expectativas para

um resultado mais próximo do almejado. Inspirado por Fraser e Schoen, o McGrath [14]

obteve o seguinte o teorema.

Teorema 10 (Teorema Principal). Seja Σ ⊂ Bn, com n ≥ 3, um anel mínimo mergulhado

de bordo livre. Suponha que Σ é invariante por reflexões através de três hiperplanos

ortogonais Πi, i = 1, 2, 3 e ∂Σ ∩ (Bn\
⋃3
i=1 Πi) 6= ∅. Então, Σ é congruente ao catenoide

crítico.

Primeiramente, há a necessidade de apresentar resultados base para a demons-

tração do Teorema 10, onde a ideia principal é bastante similar à utilizada por Fraser

e Schoen na prova do Teorema 2, compreendendo em analisar as funções coordenadas

através do Problema dos Autovalores de Steklov.

Consideremos um hiperplano Π ⊂ Rn, definamos RΠ : Rn → Rn como a reflexão

ortogonal em relação ao plano Π. Dizemos que a superfície Σ ⊂ Rn é RΠ−invariante

quando RΠ(Σ) = Σ. Usando a RΠ−invariância podemos definir duas novas funções, uma

simétrica e outra antissimétrica, a partir da primeira autofunção de Steklov.

Definição 2.1. Seja Σ uma superfície RΠ−invariante. Definimos os operadores AΠ,SΠ :

55



56

C∞(Σ)→ C∞(Σ) dados por

AΠu =
1

2
(u− u ◦ RΠ),SΠu =

1

2
(u + u ◦ RΠ). (2.1)

Dada uma função u ∈ C∞(Σ), assim AΠu e SΠu são chamadas as partes Antissimétrica

e Simétrica, respectivamente, de u em relação ao hiperplano Π. Além disso, observe que

u = AΠu + SΠu.

A Definição 2.1 leva a crer que ao tomar uma primeira autofunção de Steklov

u temos, por consequência, que as partes Antissimétrica e Simétrica de u também são

primeiras autofunções de Steklov. Tal resultado está provado na proposição a seguir.

Proposição 2.1. Seja u uma primeira autofunção de Steklov. Então, as funções AΠu e

SΠu são primeiras autofunções de Steklov, a menos que AΠ ≡ 0 ou SΠ ≡ 0.

Demonstração. Seja u ∈ C∞(Σ) uma primeira autofunção de Steklov. Logo,
∆u = 0, em Σ

∂u

∂η
= σ1 · u, em ∂Σ,

onde σ1 é o primeiro autovalor de Steklov associado à autofunção u. Dada AΠu a parte

antissimétrica definida aos moldes da Definição 2.1, temos,

∂AΠu

∂η
=

1

2

∂

∂η
(u− u ◦ Rπ)

=
1

2

(
∂u

∂η
− ∂

∂η
(u(Rπ))

)

=
1

2
(σ1 · u− σ1 · u(Rπ))

= σ1

(
(u− u(Rπ)

2

)

= σ1 · AΠu.
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Além disso, vamos mostrar que ∆(AΠu) = 0. De fato,

∆(AΠu) =
1

2
∆(u− u ◦ Rπ)

=
1

2
[∆(u)−∆(u ◦ Rπ)]

= 0

Portanto, AΠu é uma primeira autofunção de Steklov. De maneira análoga, concluímos

também que SΠu é uma primeira autofunção de Steklov.

Antes da prova do Teorema 10, temos o seguinte lema relacionando a primeira auto-

função de Steklov u e o seu primeiro autovalor diferente de zero com a parte antissimétrica

de u em relação ao hiperplano Π.

Lema 11. Se Σ2 ⊂ Rn é RΠ−invariante, σ1 < 1 e u é uma primeira autofunção de

Steklov, então u = SΠu.

Demonstração. Sejam AΠu e SΠu as partes antissimétrica e simétrica de u em relação ao

plano Π, respectivamente. Suponhamos, por contradição, que AΠu não é identicamente

nula. Assim, pela Proposição 2.1 e Lema 1.14, segue que AΠu é uma primeira autofunção

de Steklov e têm exatamente dois domínios nodais. Tomemos Ω um domínio nodal onde

u > 0. Pela propriedade antissimétrica de AΠu, seu conjunto nodal N contém Σ ∩ Π e

seu segundo domínio nodal é definido por RΠ(Ω). Além disso, como o plano Π divide

a superfície Σ em duas partes segue que Ω está localizado em um desses lados, pois é

conexo.

Definamos então a seguinte função ϕ : Rn → R dada por

ϕ(X) = 〈X,ω〉,

onde X ∈ Rn é o campo de vetores posição e ω ∈ Rn é um vetor normal à Π. Tal função

é definida de modo que Ω ⊂ {ϕ > 0}, ou seja, ω está apontando para o lado que Ω está

localizado. Daí, como AΠu não é identicamente nula e u > 0 em Ω, temos
ˆ

Ω

ϕ · AΠu > 0. (2.2)
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Observe que AΠϕ = ϕ, pois

AΠϕ(X) =
1

2
(ϕ(X)− ϕ(RΠ(X)))

=
1

2
(ϕ(X)− (−ϕ(X)))

= ϕ(X).

Daí, ˆ
∂Σ

ϕ · AΠu =

ˆ
∂Σ∩Ω

ϕ · AΠu +

ˆ
∂Σ∩RΠ(Ω)

ϕ · AΠu. (2.3)

Vale ressaltar que ϕ > 0 em Ω, pela definição da função ϕ, e, por consequência,

temos ϕ < 0 em Rπ(Ω), isto é,

ϕ(Rπ(Ω)) = −ϕ(Ω). (2.4)

Como mostrado anteriormente, temos AΠϕ = ϕ. Tal fato implica em ϕ ·AΠu(∂Σ∩

Ω) = ϕ · AΠu(∂Σ ∩RΠ(Ω)). Com efeito,

(ϕ · AΠu)(Rπ(Ω)) = (AΠϕ · AΠu)(Rπ(Ω))

= Aπϕ(Rπ(Ω)) · Aπu(Rπ(Ω))

=
1

2
[ϕ(Rπ(Ω))− ϕ(Rπ(Rπ(Ω)))] · 1

2
[u(Rπ(Ω))− u(Rπ(Rπ(Ω)))]

= (−1) · 1

2
[ϕ(Ω)− ϕ(Rπ(Ω))] · (−1) · 1

2
[u(Ω)− u(Rπ(Ω))]

= Aπϕ(Ω) · Aπu(Ω)

= (ϕ · Aπu)(Ω)

Com esse resultado em mãos, temos a seguinte conclusão
ˆ
∂Σ∩Ω

ϕ · AΠu =

ˆ
∂Σ∩RΠ(Ω)

ϕ · AΠu (2.5)

Logo, substituindo a equação (2.5) na equação (2.3) temos
ˆ
∂Σ

ϕ · AΠ =

ˆ
∂Σ∩Ω

ϕ · AΠ +

ˆ
∂Σ∩RΠ(Ω)

ϕ · AΠ = 2 ·
ˆ
∂Σ∩Ω

ϕ · AΠ.



59

Portanto, pela Equação (2.2), concluímos que
ˆ
∂Σ

ϕ · AΠ > 0. (2.6)

Por outro lado, a função ϕ é uma combinação linear das funções coordenadas, o

que implica, pela Proposição 1.15, ϕ ser uma autofunção de Steklov com autovalor igual

a 1. Além disso, como a aplicação de Dirichlet-Neumann L é autoadjunto e σ1 < 1,

concluímos que ϕ · AΠ ∈ C, conforme (1.24), ou seja,
ˆ
∂Σ

ϕ · AΠ = 0,

o que contradiz a Equação (2.6).

Demonstração do Teorema Principal. Seja Σ2 ⊂ Bn um anel mergulhado com bordo

livre G−invariante, onde G = 〈RΠ1 ,RΠ2 ,RΠ3〉 e RΠi
é a reflexão em relação ao plano Πi

para i = 1, 2, 3. Sem perda de generalidade, podemos assumir os hiperplanos Π′is como

sendo os primeiros três planos coordenados. Pelo Teorema 2 e Proposição 1.15, precisamos

mostrar que o primeiro autovalor de Steklov é igual a um.

Suponhamos, por contradição, que σ1(Σ) < 1 e seja u uma primeira autofunção de

Steklov. Segue pelo Lema 11 que u é simétrica. Por hipótese, temos que

∂Σ ∩ (Bn\
⋃3
i=1 Πi) 6= ∅. Logo a partir das propriedades de simetria do anel segue que

∂Σ ∩ int(O) 6= ∅,

onde O = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn;x1, x2, x3 ≥ 0}. Definamos também Γ ⊂ ∂Bn uma com-

ponente de fronteira de ∂Σ. Como Σ é mergulhada e, em particular, uma imersão, pela

Definição ??, a intersecção de suas componentes de fronteira com ∂Bn é ortogonal, dessa

forma qualquer intersecção de Γ com qualquer um dos planos Πi é ortogonal. Além

disso, por Σ ser um anel, as simetrias garantem a existência de pelo menos uma dessas

intersecções.

Consideremos a curva γ := Γ∩O . Como Γ ⊂ ∂Σ é um círculo G-invariante, temos

que γ é conexa e intersecta exatamente dois planos coordenados Πi, i = 1, 2, 3. Claramente

esses planos são distintos, pois Σ é um anel. Vejamos, por exemplo, para o caso em que

n = 3.

A curva em amarelo representa γ e tem exatamente duas intersecções, uma com o

plano Π1 e a outra com Π2.
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Figura 2.1: Curva Nodal.

Dessa forma parametrizamos a curva γ no intervalo [0, 1]. Suponhamos, sem perca

de generalidade, γ(0) ∈ Π1 e γ(1) ∈ Π2.

Por outro lado, já que Σ é um anel e simétrica em relação aos três planos coorde-

nados, temos as seguintes conclusões:

(1) A outra componente de fronteira é a reflexão de Γ em relação ao plano Π3, isto é,

∂Σ = Γ ∪RΠ3(Γ);

(2) Σ ∩ Π3 é um círculo;

(3) D := Σ ∩O é limitado por γ, α1, α2 e α3 com αi := Σ ∩O ∩Πi para i = 1, 2, 3. Tal

conjunto é um Domínio Fundamental para Σ.

Seja N = {p ∈ Σ | u(p) = 0} o conjunto nodal de u. Afirmamos que existe

t0 ∈ (0, 1) tal que γ(t0) ∈ N . De fato, suponhamos por contradição que não existe

t0 ∈ (0, 1) tal que γ(t0) ∈ N . Logo, u não teria mudança de sinal no interior de γ, isto

é, u(γ(t)) > 0 ou u(γ(t)) < 0, ∀t ∈ (0, 1). Como u é suave G−invariante e D é domínio

fundamental, segue que ˆ
∂Σ

u 6= 0,

o que é uma contradição.

Portanto, N contém uma linha nodal µ que intercepta γ em um ponto interior.

Como D é limitado por quatro arcos, vide Figura 2.2, temos quatro possíveis casos para

a segunda intersecção de µ com ∂D, são eles:
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Figura 2.2: Domínio Fundamental D.

(i) Se µ termina em γ, aplicando as reflexões do grupo G na curva µ observamos que u

tem pelo menos 9 domínios nodais, veja a Figura 2.3;

Figura 2.3: µ termina em γ.

(ii) Se µ termina em α1, aplicando novamente as reflexões do grupo G em µ temos que

u tem pelo menos 5 domínios nodais, veja a Figura 2.4;

Figura 2.4: µ termina em α1.

(iii) Se µ termina em α2, analogamente ao caso anterior, temos que u tem pelo menos 5

domínios nodais;

(iv) Se µ termina em α3, aplicando as reflexões do grupo G em µ temos que u tem pelo

menos 4 domínios nodais, veja a Figura 2.5.
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Figura 2.5: µ termina em α3.

Gerando assim uma contradição, pois todos os casos contradizem a Proposição

1.14. Portanto σ1 = 1.

O corolário a seguir é uma consequência imediata do resultado obtido no Teorema

10, confirmando a Conjectura de Fraser e Li com uma hipótese adicional, a invariância

por reflexões em torno dos três planos coordenados.

Corolário 12. Seja Σ ⊂ B3 um anel mínimo mergulhado com bordo livre, simétrico com

respeito aos planos coordenados. Então, Σ é congruente ao catenoide crítico.

2.1 Superfícies com Simetrias Refletivas mais Gerais

O resultado anterior teve como centro de estudo mostrar que todo anel mínimo

com bordo livre mergulhado em uma bola unitária, simétrico com relação a reflexões aos

três planos ortogonais, é congruente ao catenoide crítico. A prova foi baseada no fato de

que as condições de simetria acima implicam que o primeiro autovalor de Steklov do anel

é igual a 1.

Nesta seção, a partir dos resultados obtidos em [5] e [14], iremos ver condições mais

gerais de simetrias que garantem que o primeiro autovalor de uma superfície mínima com

bordo livre mergulhada na bola unitária é igual a 1. Para tal, supomos que Σ ⊂ B3 é

uma superfície mínima com bordo livre mergulhada e invariante por um grupo finito de

reflexões, denominado G. A simetria dá indícios de que existe um subconjunto de Σ, onde

é possível identificar características que valem para toda a superfície, tal subconjunto

recebe o nome de domínio fundamental. Em outras palavras, D ⊂ Σ é um domínio

fundamental de Σ com relação ao grupo de reflexões G, se, para todo x ∈ Σ, existem

únicos y ∈ D e RΠi
∈ G tal que x = RΠi

(y). Temos que o par (Σ,G) satisfaz as seguintes

condições:
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(C1) : O domínio fundamental W para G em B3 é uma cunha tetraédrica limitada pelos

planos Πi, i = 1, 2, 3 e ∂B3 (Figura 2.6);

(C2) : O domínio fundamental D := W ∩ Σ para Σ, intersecta ∂Σ em uma única curva

conexa γ.

Além disso, assumiremos que as reflexões em torno dos planos Πi, i = 1, 2, 3, per-

tencem ao grupo G.

Figura 2.6: Cunha tetraédrica em B3.

Definição 2.2. Se U ⊂ D é uma componente conexa de Ũ , onde Ũ é um domínio nodal,

dizemos que U é um domínio nodal em D.

Lema 13. Seja Σ ⊂ B3 uma superfície mínima com bordo livre G−invariante satisfazendo

as condições (C1) e (C2). Suponhamos que o primeiro autovalor de Steklov de Σ seja

menor que um, ou seja, σ1(Σ) < 1. Então, D possui exatamente dois domínios nodais U

e V , onde ∂U e ∂V possuem intersecção não vazia com ∂B3 e Πi para i = 1, 2, 3.

Demonstração. Seja u a primeira autofunção de Steklov, pela Proposição 1.14, existem

exatamente dois domínios nodais para u em Σ, os quais serão denotados por Ũ , Ṽ . Pela

definição de u temos ˆ
∂Σ

u = 0.

Além disso, pela condição (C2), D é um domínio fundamental para Σ e D ∩ ∂Σ = γ é

uma curva conexa, tais fatos implicam que u muda de sinal em γ. Consequentemente, u

tem pelo menos dois domínios nodais em D.
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Sejam U1, U2 ⊂ D abertos relativos emD tais que U1∪U2 = Ũ∩D. Pela conexidade

de Ũ existe um caminho β : [0, 1] → Ũ totalmente contido em Ũ tal que β(0) ∈ U1 e

β(1) ∈ U2. Utilizando, se necessário, reflexões convenientes do grupo G sobre partes de

β, podemos construir um caminho β : [0, 1] → D totalmente contido em Ũ ∩ D tal que

β(0) ∈ U1 e β(1) ∈ U2. Portanto, concluímos que U := Ũ ∩ D é conexo. De maneira

análoga, temos que V := D ∩ Ṽ é conexo. Pela Definição 2.2, U e V são domínios nodais

em D.

Precisamos mostrar agora que ∂U ∩Πi 6= ∅,∀i = 1, 2, 3. Suponhamos, por contra-

dição, que ∂U ∩ Πi = ∅ para algum i = 1, 2, 3. Como Σ é RΠi
−invariante e σ1(Σ) < 1

temos, pelo Lema 11 (i.e. u = SΠi
u), que RΠi

(Ũ) é um domínio nodal e o sinal de u em

Ũ é o mesmo em RΠi
(Ũ). Como os únicos domínios nodais de u são Ũ e Ṽ e os sinais

de u nesses conjuntos são distintos, concluímos que Ũ = RΠi
(Ũ). Tomando p ∈ Ũ , existe

uma curva contínua α : [0, 1] → Ũ tal que α(0) = p e α(1) = RΠi
(p). Seja H o sub-

grupo normal de G, de índice 2, identificado naturalmente com o quociente G/RΠi
. Em

particular, D ∪ RΠi
(D) é um domínio fundamental para H. Refletindo partes da curva

α por elementos de H, se necessário, podemos supor que α(t) ∈ U ∪RΠi
(U) para todo

t ∈ [0, 1]. Porém, o plano Πi desconecta o conjunto U ∪RΠi
(U), isto implica que existe

t0 ∈ (0, 1) tal que α(t0) ∈ Σ ∩ Πi ⊂ V . O que é uma contradição.

Teorema 14. Seja Σ2 ⊂ B3 uma superfície mínima de bordo livre G−invariante satis-

fazendo as condições (C1) e (C2). Se D é simplesmente conexo e ∂D consiste em no

máximo cinco arestas, então σ1(Σ) = 1.

Demonstração. Suponhamos, por contradição, σ1(Σ) < 1. Seja Σ uma superfície satis-

fazendo todas as condições estabelecidas na hipótese. Logo ∂D se decompõe em uma

curva γ ao longo de ∂B3 e em uma sequência de não mais que quatro arestas α1, α2, α3

e α4, onde cada uma está contida em um dos planos Πi. Similarmente ao que foi feito

na demonstração do Teorema 10, D contém uma linha nodal µ que intersecta um ponto

interior de γ. Por hipótese, D é simplesmente conexo, logo µ divide D.

Afirmação 14.1. O conjunto nodal N de D é igual a linha nodal µ, em símbolos, N = µ.

Caso contrário, N contém uma segunda linha nodal µ′ e uma das seguintes pro-

priedades é satisfeita:

1. µ′ é uma curva fechada em D;
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2. µ′ intersecta ∂D duas vezes e é disjunto de µ;

3. µ′ intersecta µ.

Sabendo que D é simplesmente conexa, cada um dos casos acima implicam que D possui

pelo menos três domínios nodais, veja a Figura 2.7, o que contradiz o Lema 13. Portanto,

µ = N .

Pela Afirmação 14.1, segue que µ divide D em exatamente dois domínios nodais

U e V . Como ∂D consiste em no máximo quatro arestas além de γ, temos que U ou V

é limitada por arestas intersectando no máximo dois dos três planos Πi, contradizendo o

Lema 13.

Figura 2.7: Segunda linha nodal µ′.

Em [5], há dois tipos de famílias de superfícies mínimas com bordo livre mergu-

lhadas em B3 com n componentes de bordo, uma de gênero zero e a outra de gênero um,

obtidas a partir de pequenas pertubações normais nas superfícies aproximadas Sn e S̃n.

Primeiramente, trataremos das de gênero zero, denotadas por Σn e construída a partir da

superfície aproximada Sn. Considere o polígono regular com n lados Pn, contido no plano

xy, cujos vértices são determinados pela seguinte relação(
cos

(
2πj

n

)
, sen

(
2πj

n

)
, 0

)
∈ R3, (2.7)

para j = 1, · · · , n. Identificamos Sn como dois discos paralelos equidistantes ao plano xy

contidos em B3 e colados por “pontes catenoidais” centradas em cada vértice do polígono

Pn, veja a Figura 2.8.

Já as superfícies de gênero um são denotadas por Σ̃n e construídas a partir da

superfície aproximada S̃n. Similarmente à anterior, S̃n possui “pontes catenoidais” cen-

tradas nos vértices do polígono Pn, a diferença está no centro deste polígono, onde há um

“pescoço catenoidal” ligando os dois planos paralelos, conforme a Figura 2.9.
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Figura 2.8: Superfície Sn.

Figura 2.9: Superfície S̃n.

Vale ressaltar que as superfícies acima descritas são invariantes por um grupo de

isometriasSn ⊂ O(3) gerados pela simetria ortogonal com respeito ao plano xy, a simetria

ortogonal com respeito ao plano xz e as rotações por ângulos
2πj

n
, com j = 1, · · · , n, ao

redor do eixo vertical Ox3. Além disso, as condições de minimalidade e ortogonalidade

são satisfeitas para n suficientemente grande, já que tais superfícies tendem ao disco

unitário centrado na origem. Em posse dessas informações, o corolário abaixo mostra que

as superfícies Σn e Σ̃n possuem o primeiro autovalor de Steklov igual a 1.

Corolário 15. As superfícies Σn e Σ̃n descritas em [5] possuem primeiro autovalor de

Steklov igual a um.

Demonstração. Seja {e1, e2, e3} a base canônica ortonormal de R3. Definamos

v1 = −sen
(π
n

)
· e1 + cos

(π
n

)
· e2,

v2 = e2,

v3 = e3
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e Gn = 〈RΠv1
,RΠv2

,RΠv3
〉. Observe que v2 = e2 e v3 = e3, isto implica que RΠv2

= RΠ2

e RΠv3
= RΠ3 . Note que Gn coincide com o grupo Sn definido em [5]. Vamos mostrar

que a rotação por um ângulo
2π

n
em relação ao eixo z é igual a RΠv1

◦ RΠv2
. De fato,

sejam p ∈ R3 e α o ângulo formado entre p e o plano Πv2 . Aplicando RΠv2
em p obtemos

o ponto r conforme a Figura 2.10.

Figura 2.10: Reflexão de p em relação ao plano Πv2 .

Considere β o ângulo formado entre r e o plano Πv1 , observe que β =
π

n
− α. Em

seguida, aplicamos RΠv1
ao ponto r, obtendo o ponto s, veja a Figura 2.11.

Figura 2.11: Reflexão de r em relação ao plano Πv1 .

Observe que θ = 2 · α + 2 · β =
2π

n
e, portanto,

(RΠv1
◦RΠv2

)(p) = s = R2π

n

(p).

Em particular, o domínio fundamental Dn := W ∩ Sn é simplesmente conexo

e consiste de cinco arestas γ ∈ ∂B3, α1, α4 ∈ Πv1 , α2 ∈ Πv2 e α3 ∈ Πv3 . O domínio

fundamentalD′n :=W∩Σn é uma pequena pertubação normal deDn e, consequentemente,

∂D′n consiste de cinco arestas γ′ ∈ ∂B3, α′1, α
′
4 ∈ Πv3 , α

′
2 ∈ Πv2 e α′3 ∈ Πv1 . Portanto, o

Teorema 14 implica que σ1(Σn) = 1.

Aplicamos um argumento análogo para a superfície Σ̃n, exceto que o pescoço ca-

tenoidal centrado na origem significa que o domínio fundamental D̃′n := Σ̃n ∩W consiste
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Figura 2.12: Domínio Fundamental de Σn.

de seis arestas γ ∈ ∂B3, α′1, α
′
3, α

′
5 ∈ Πv3 , α

′
2 ∈ Πv2 e α′4 ∈ Πv1 .

Figura 2.13: Domínio Fundamental de Σ̃n.

Suponhamos, por contradição, que σ1(Σn) < 1. Similarmente ao que foi feito na

demonstração do Teorema 10, D̃′n contém uma linha nodal µ que intersecta um ponto

interior de γ e o divide em dois conjuntos nodais.

Figura 2.14: Possíveis Linhas Nodais em D̃′n.

Observe a Figura 2.14, a outra extremidade da linha nodal µ possui as seguintes

possibilidades:

1. µ intersecta α1;

2. µ intersecta α2;

3. µ intersecta α3;
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4. µ intersecta α4;

5. µ intersecta α5.

Em qualquer uma das possibilidades, pelo menos um dos domínios nodais não

intersecta todos os planos Πvi , com i = 1, 2, 3, contradizendo o Lema 13. Portanto

σ1(Σ̃n) = 1.

2.2 Problema em Aberto

Na Seção 1.7 foram destacados dois exemplos de superfícies mínimas com bordo

livre mergulhados em B3, uma com a topologia de um disco e a outra com a topologia de

um anel. Uma pergunta natural surge, existem outros tipos de topologias que satisfazem

as condições de minimalidade com bordo livre em B3? Este é um dos problemas em

aberto que é apresentado em [7].

Problema. Dada uma superfície orientada com bordo, quais as topologias que podem ser

utilizadas como uma superfície mínima propriamente mergulhada na bola unitária B3 com

bordo livre?

Resultados de existência foram obtidos como resposta parcial para o problema

acima, destacamos alguns a seguir.

• Em [6] há dois exemplos, o disco equatorial plano e o catenoide crítico, ambos com

gênero zero e k ≥ 1 componentes de fronteira;

• Em [5] há a construção de exemplos que possuem gênero zero e um com a quantidade

de componentes de fronteira k suficientemente grande;

• Em [9] há o desenvolvimento de um método para identificar superfícies mínimas

com bordo livre mergulhadas em B3 com gênero suficientemente grande e com exa-

tamente três componentes de fronteira;

• Em [11] identifica-se as mesmas superfície obtidas em [9], porém com métodos dife-

rentes;

• Em [10] há a construção de superfícies mínimas de gênero suficientemente grande e

com uma componente de fronteira através da técnica de pertubação;
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• Em [1] há a utilização de grupos diedrais para identificar superfícies mínimas com

gênero maior ou igual a um e com apenas uma componente de fronteira.
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