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Resumo

O Modelo Padrao Estendido (MPE), proposto em 1998 por V. A. Kostelesky e S. Samuel,
compartilha varias propriedades do Modelo Padrao ja conhecidas, tais como renormalizabili-
dade, conservagao da energia e momento, simetria e estrutura de calibre, mas nao preserva a
simetria de Lorentz, além de poder violar a simetria CPT [8]. O setor de gauge do MPE contém
um termo CPT-par e outro CPT- impar, sendo objeto de estudo nesta dissertacao apenas o
setor CPT-par, representado pelo tensor (kp)mw, que contém 19 componentes independentes.
No terceiro capitulo, apresentamos uma revisao da eletrodinamica de Maxwell modificado pelo

termo CPT-par e nao birrefringente, sendo o tensor (kr) reduzido ao tensor simétrico, Dgy.

aApv
A parametrizagao desse tensor é dada por (C, By + C’,\Ba)u/ 2, onde B, e C) sao dois 4-vetores.

No quarto capitulo, como prototipo de teoria eletromagnética com altas derivadas, estu-
damos a eletrodinamica de Podolsky, analisando algumas de suas principais caracteristicas.
Analisamos as equagoes de movimento para os potenciais, encontrando a solucao para o po-
tencial eletrostatico através do método de Green. Em seguida, calculamos o propagador de
Feynman, cujos polos fornecem as relagoes de dispersao da teoria, que permitem avaliar a
causalidade, estabilidade e unitariedade da teoria.

No quinto capitulo desta dissertacao, examinamos uma eletrodinamica de altas derivadas,
contendo um termo do tipo 0, F7%0\F AO‘Dga, onde Dg, ¢ um tensor de violagao da simetria de
Lorentz, simétrico e CPT-par. Este termo pode ou nao conter o termo de Podolsky, associado
ao traco do tensor D,,. Usando uma parametrizacao adequada, D,, = %(C’VBM +C,B,),
calculamos o propagador de Feynman desta eletrodinamica, obtendo também as relacoes de
dispersao desta teoria, e examinando a causalidade de varios setores. Finalizamos apresentando
as solugoes classicas para teorias de derivadas superiores modificadas pelo background de VL,
obtidas usando o método de Green.

Palavras-chaves: Modelo Padrao Estendido, Violacao de Lorentz, eletrodinamica com altas

derivadas, Eletrodinamica de Podolsky.



Abstract

The Standard Model Extension (MPE), proposed in 1998 by Kostelecky and Colladay, shares
several properties of the Standard Model already known, such as renormalizability, energy and
momentum conservation and gauge symmetry, but does not preserve the Lorentz symmetry,
with possibility of violating CPT symmetry as well. The gauge sector of the MPE contains
a CPT-even term and a CPT-odd one. The object of study in this dissertation is only the

CPT-even one, represented by the tensor (kg) which contains 19 independent components.

RApY?
In the third chapter, we present a review of Maxwell’s electrodynamics modified by the non

birefringent CPT-even term, being the tensor (kr) reduced to the symmetric tensor, D,.

KA
The parameterization of this tensor is given by (CaéA + C\B,) /2, where B, and C) are two
4-vectors.

In the fourth chapter, as a prototype of electromagnetic theory with high derivatives, we
study the Podolsky electrodynamics, analyzing some of its main features. We analyze the
equations of motion for the potential, finding the solution for the electrostatic potential by
means of the Green’s method. Then, we calculate the Feynman “s propagator, whose poles
provide the dispersion relations of the theory, and allow to assess its causality, stability and
unitarity.

In the fifth chapter of this dissertation, we examined an electrodynamics with high order
derivatives, containing a term of type 9,F7°0\F**Dg,, where Dpg, is a Lorentz symmetry
violation tensor, symmetric and CPT-par. This term may or may not contain the Podolsky
term, associated with the trace of D,, tensor. Using an appropriate parameterization, D,, =
% (C,B,, + C,B,) , we calculate the Feynman propagator, achieving the dispersion relations of
this theory, and examining the causality of several sectors. We finish presenting the classical
solutions for this theory obtained by the Green s method.

Keywords: Standard Model Extension, Lorentz violation, electrodynamics with high order

derivatives, Podolsky electrodynamics.
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Introducao

Teorias com derivadas superiores tem sido muito estudadas, em diversas areas da Fisica. O
seu estudo tem sido motivado pelas boas propriedades obtidas, como por exemplo na modelagem
de diversos processos como reguladores ultravioletas [1], em teorias Quantica de Campos com
o intuito de tratar as divergéncias do ultravioleta, como também em teorias mais fundamentais
como Teoria de Cordas [2] e Teorias Nao-Comutativas [3]. Muitos dos problemas de teorias de
campos com altas derivadas, como instabilidade, violacao da causalidade e a nao uitariedade
que ¢é a presenca de estados fantasmas com norma negativa, estao intimamente ligadas ao fato
de que a energia nao tem limite inferior. Portanto, sao de interesse em problemas com que a
escala de energia é bem definida. Nesse sentido, problemas como a nao unitariedade da teoria
deixam de ter tanta relevancia como em uma teoria fundamental. A presenca de derivadas de
ordem superior na lagrangeana modifica a estrutura da teoria através da adicao de novos graus
de liberdade. Essa adi¢ao nos graus de liberdade, quanticamente, altera o propagador da teoria
melhorando os aspectos da renormalizabilidade [4],[5] no regime de baixas frequéncias.

Alguns exemplos de lagrangeana, com termos de segunda ordem na derivada, sao encontra-
das na literatura como a lagrangeana efetiva de Alekseev, Arbuzov e Baikov [6], que descreve
o regime infravermelho do glion na QCD. Uma outra teoria com termos de segunda ordem na

derivada é a eletrodinamica de Podolsky [7], cuja proposta foi:

”Se supusermos que as equacgoes da eletrodinamica sao derivaveis a partir de
uma lagrangiana, L, e quisermos preservar o carater linear das equagoes de campo
(o principio de superposi¢ao) a fim de tornarmos a quantizagao facil, entao, a nao
ser que estejamos preparados para introduzir novos campos, a Unica maneira de
generalizar a teoria de Maxwell parece ser permitir que a lagrangiana do campo
contenha termos envolvendo derivadas dos campos E e B.

Obtemos, entao, como equacoes de campo, equacoes diferenciais parciais de
ordem superior a usual. Longe de ser um problema, isto parece ter sido necessario.
Pois, os varios métodos propostos de truncar efeitos de altas frequéncias pare-
cem indicar que as derivadas superiores, que se tornam importantes para as altas
frequéncias, nao sao tratadas de forma apropriada pelas equagoes usuais de segunda
ordem. Além disso, a liberdade adicional da escolha de uma solucao para ser utili-

zado em qualquer problema particular, fornecido por equacoes de ordem superior,



permite de uma imposicao de condigoes finitas, analogo ao procedimento de Schro-
edinger, que serve também para remover infinitos inerentes ao tratamento habitual

de cargas pontuais.”

A eletrodinamica de Podolsky e a eletrodinamica de Lee-Wick sao as mais simples teorias
de segunda ordem no campo de gauge que pode ser construida, possuindo muitos resultados
ja conhecidos [19-24]. Ambas as teorias levam a mesma forma matemédtica implicando nos
mesmos resultados para o propagador, que sera analisado mais adiante. No presente trabalho
sera estudado apenas a teoria de Podolsky lembrando que as propriedades sao as mesmas para
ambas as teorias.

A eletrodinamica de Podolsky foi proposta no inicio dos anos 40 [7], sendo uma teoria
de segunda ordem que preserva as duas simetrias basicas da teoria eletromagnética (gauge e
Lorentz) [22] e que preserva o cardter linear das equagoes de campo. Trata-se, portanto, de
um termo de dimensao 6, gauge-invariante e Lorentz-invariante, mas que nao compartilha a
simetria de dualidade do campo eletromagético livre.

Uma das caracteristicas marcantes da eletrodinamica de Podolsky é que a mesma gera um
modo propagante massivo, sem quebrar a simetra de gauge, aspecto em que se diferencia da
teoria de Proca, que envolve um termo de massa incompativel com a simetria de gauge. A

lagrangeana de Podolsky tem a forma

1 v 92 « A .
L= FuF" + 20aF PONF — juA",
em que # é o parametro de Podolsky e tem dimensao de inverso de energia, conduzindo a um

conjunto de equacoes de campo
(1+6°0) 0. F" = j*,

que sera melhor detalhada no capitulo 4. Em seguida apresentamos as solugoes classicas para o
potencial escalar e vetorial, analisamos a relacao de dispersao, advinda do propagador, identifi-
cando dois modos para o campo A*, um modo massivo e um nao massivo. Por fim analisamos
a causalidade, estabilidade e a unitariedade da teoria.

O objetivo desta dissertacao é estudar teorias de ordem superior com violagao de Lorentz.
Investigando como o background de VL modifica a teoria usual, analisando os efeitos causados.
Um estudo da eletrodinamica de Maxwell modificado, por termo de derivada superior com
violagao de Lorentz é encontrado na literatura na ref. [11].

No capitulo 2 fizemos um breve estudo sobre o Modelo Padrao Estendido (MPE) fazendo um
estudo do setor de gauge CPT-par. No capitulo 3 apresentamos a eletrodinamica CPT-par com

Violagao de Lorentz, onde o tensor (kg) foi substituido pelo tensor simétrico de VL D,

aiuv
em que usando a parametrizacao desse tensor dada por D, = (Cy By + C\B,) /2, calculamos
o propagador e obtivemos as relacoes de dispersao analisando a estabilidade e causalidade dos

setores do background de VL.



No capitulo 5, apresentamos um estudo da eletrodinamica de Maxwell com altas derivadas,
de dimensao 6, com duas ordens derivativas adicionais, tal qual o termo de Podolsky, e contendo
um tensor de raking 2, Dg,, violador da simetria de Lorentz, dado por 9, F?0,F**Dg, onde
o tensor Dg, CPT-par é simétrico sendo parametrizado na forma Dg, = (C3B, + C,Bg) /2.
Fizemos algumas analises nos diversos setores do background de VL, entre elas a equivaléncia
com o termo de Podolsky mantendo o trago nao-nulo do tensor e considerando o Tr (Dg,) = 0
que nao contém o termo de Podolsky. Feito essas andlises faremos o calculo do propagador
de Feynman e obteremos as relagoes de dispersao da teoria. As relagoes de dispersao sao
utilizados para analisar o conteido fisico dos modos de propagacao do sistema. Através do
calculo do propagador e das relagoes de dispersao podemos analisar a causalidade, estabilidade
e unitariedade da teoria. O procedimento de cdculo do propagador é baseado na existéncia de
uma algebra fechada de projetores, definidos sobre os coeficientes de violagao de Lorentz de
cada setor. Seguiremos analisando alguns setores desta teoria, na busca de configuracoes do
tensor de fundo que proporcionem teorias fisicamente consistentes.

No capitulo 6 faremos um estudo das solugoes clédssicas das teorias de derivadas superiores
com violagao de Lorentz. Um estudo das solugoes classicas no cenario com quebra de VL, para
derivadas de ordem superior é encontrado na ref. [11], em que é analisado efeitos relevantes
nos fenomenos de baixa energia e analisado modificagoes essenciais nos campos elétricos e

magnéticos causados pela VL.



Capitulo 1

O Modelo Padrao Estendido

1.1 Introducao

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é uma teoria efetiva que compartilha vérias proprie-
dades do Modelo Padrao ja conhecidas, tais como renormalizabilidade, conservacao da energia
e momento, simetria e estrutura de calibre, mas nao preserva a simetria de Lorentz, além de
poder violar a simetria CPT [8]. O Modelo Padrao Estendido foi proposto em 1998. Em 1989
V. A. Kostelecky e S. Samuel [9][10], langaram a idéia da quebra espontéanea da simetria no

contexto da teoria das cordas .

Neste modelo, a violagao de Lorentz ocorre de forma explicita, gerando valores esperados
no vacuo de quantidades tensoriais, que sao os campos de fundo, entidades fixas, que indicam
diregoes privilegiadas no espago. Esta quebra é causada pela presenca de campos de fundo ten-
soriais e vetoriais devido a processos de transicao de fase selecionando uma direcao privilegiada.
A adicao de termos que incorporam a violagao das simetrias CPT e Lorentz sao constituidos
pela contracao de operadores de campos com constantes de acoplamento tensoriais, que car-
regam um ou mais indices de Lorentz. Essas constantes de acoplamento tensoriais induzem a
quebra das simetrias CPT e Lorentz permeiando o espago-tempo, fornecendo uma estrutura
para o vacuo da teoria. A violagao da simetria de Lorentz s6 ocorre devido a uma transformacao
de referencial ativa de Lorentz [12], conhecida também como transformagao de particula onde
a covariancia de Lorentz é perdida e as transformacoes de Lorentz inversa nao é a mesma de

uma espaco-tempo isotropico.

O setor de gauge do MPE ¢ constituido pelos setores CPT-par e CPT- impar. O setor CPT-
impar é representado pela eletrodinamica de Carrol-Field-Jackiw [13], com muitas propriedades
estudadas na literatura [14]. O setor CPT- par tem sido muito estudado desde 2002, apds as
contribuigdes iniciais de Kostelecky e Mewes [15]. O setor CPT-par é representado pelo tensor

(kF)n)\uw sendo suas simetrias compativeis com a maneira como o mesmo estda acoplado ao



tensor do campo eletromagnético.

1.2 Setor de gauge CPT- par do Modelo Padrao Esten-
dido

A lagrangeana do setor de gauge CPT-par do MPE, no que se refere ao setor de fotons, é

dada por
L=Ly+Lrv, (11)
1 1% 1 (0% 174
L= _ZFWF“ -3 (kp)qru FOF™, (1.2)
onde (kp), v TEPTESENta um tensor de rank-4, real, adimensional e possui as mesmas simetrias

do tensor de Riemann, dadas pelas relacoes

(kF)a/\;w = (kF))\a,ulz = (kF>/\cw,u == (kF),uy/\a ) (13)
(kF)a)\/,w + (kF>auV)\ + (kF)az/)\/,L =0. (14)
As simetrias acima reduzem o nimero de componentes independentes do tensor (kF)w\uu de

256 para 20. O fato de possuir o duplo traco nulo,

(kF)aVaV = O’

reduz uma componente a mais, perfazendo o total de 19 componentes independentes. O duplo
trago nulo tem por objetivo excluir a contribuigdo Lorentz-invariante, (E? — B?) termo de
Maxwell, da estrutura (kr),y,,, F**F*.

O termo de violagao da simetria de Lorentz pode ser escrito desenvolvendo a soma de

Einstein:

(kp)oap FF = 4 (kp)gi; FOFY + 4 (kp) g FOF™ + (kE) gy F©OF™, (1.5)

0ilm ablm

Sabendo-se que
FOi _ Ei, Flm — ElmpB

Y2
a lagrangeana em termo dos campos elétrico e magnético assume forma

1 o .
Liv =7 (4 kr)oioy B'EY + 4 (k)i €t BB + (K i €ataimp BoBy | - (16)

A simetria discreta CPT corresponde a combinagao das simetrias discretas de conjugacao de
carga (C), paridade (P) e reversao temporal (7). A simetria P quando aplicada a um sistema
de coordenadas muda a orientagao dextrogira (orientagao para a direita) para uma orientacao
levégira (esquerda). A simetria discreta C' ndo tem nenhuma relacdo com as coordenadas

espaco-tempo. Essa simetria relaciona as particulas com suas anti-particulas. A simetria T, a



reversao temporal, como o nome ja diz, reverte o sinal do tempo mantendo fixa as coordenadas
espaciais.
Vamos agora realizar a classificacao sobre as simetrias discretas CPT dos coeficientes de

(kFJHAMV'
Sob a transformacao de carga - C, ocorre: K — —F e B — —B. Como todos os termos da

lagrangeana (1.6) sao bilineares nos campos E e B, nao hé qualquer reversao de sinal, indicando

(kr) o5 S80 C— pares.

que os coeficientes (kr) ;5 (KF)gims

Sob a transformacao de paridade - P, ocorre: ' — —FE e B — B. Vemos que o Unico termo

que hé reversao de sinal é
(KF)oitm €tmp (_El) B?, (1.7)

indicando que os coeficientes (kr)g;g;: (KF)ap,, 580 P— pares e (kr)g;,, ¢ P— {fmpar.

Sob a transformacao temporal - T, ocorre £ — E ¢ B — —B. Do mesmo modo, temos que

o0 Unico termo que inverte o sinal é
(kFJOHnlehnplsi(__lgp)v (1.8)

indicando que os coeficientes (kr)yo;, (KF) g, S80 T— pares e (kr)gyy,, ¢ T— fmpar.

Sob as transformagoes, C' PT temos que £ — E e B — B. Logo os coeficientes (kF)0i0j7
(KF)gitm> (KF) gy 580 CPT— pares.

C|P|T|CPT
(kF)ow; | T+ +] +
(kF>0ilm -] +
(BF) g | + 1+ 1+ +

1.2.1 Parametrizacao matricial

Uma parametrizagao muito ttil para abordar esta teoria pode ser encontrada na referéncia
[15]. As 19 componentes do tensor (kp) podem ser reescritas na forma de quatro matrizes

3 % 3,

KAV

(/iDE) ) (NHB) ) (FéDB) ) (%HE) )

que sao definidas como

(kpE)™ = =2 (kp)"™, (1.9)
1
(ki)™ = §€Jpq6k‘lm (kp)Pa™ (1.10)
(HDB)jk = - (F&HE)kj = M (“F)ijq’ (1.11)
em que a expressao (1.11) implica em (kpg) = — (kggp)' . Em concordancia com esta parame-
trizacao, temos que
(kpe)" = (k)" e (kup)" = (kup)" (1.12)



- : L ik
de modo que (kpg) e (kyp) sdo matrizes simétricas com 6 componentes cada. Como (kppg)’
nao tem simetria definida, tem a principio 9 componentes.

Usando estas parametrizagoes, a lagrangeana (1.6) assume a forma:
1 i i i
‘CLV = 5 [(KDE)” E Ej + 2 (KDB)ip E Bp - (/{HB)qp Bqu] ‘ (113)

Sabendo a forma como os campos E e B se transformam sob C, P, T, os coeficientes
(/’QDE)M, (K,HB)qp, (HDB)ip e (HHE)ip sao classificados sob simetrias discretas como mostrado na
tabela seguinte.

C|P|T|CPT
(kpe)y; | +]+]+] +
(kup)g |+ |+ +] +
(kpB)ip |+ —|—| +
(kuE)y |+ —|—| +
O duplo trago nulo (kp) " = 0 implica em
(kF) gy =2 (“F)Oioi, + (kp)? iy, = (kpp); — (kup)' | =0,
(kpe + kug), = 0. (1.14)

Isso mostra que a matriz (/{DE + /{HB), tem traco nulo. Logo

tr (IiDE) +tr (/{HB> == O,

tr (HHB) = —1ir (FLDE) .

Esta condicao reduz a soma das componentes de kpg € kyp de 12 para 11 componentes inde-
pendentes.

Por outro lado, usando a propriedade (1.4), temos que

(kF)Oilm + (k'F)olmi + (kF)Omil =0, (1-15)

multiplicando por €,,, podemos escrever

(KF) gitm €tmp + (KF )t €tmp + (KF) gpmiz €tmp = 0, (1.16)
(kDB)ip + (kF)Olmi €tmp + (kF)Omil €imp = 0, (1.17)

onde foi usado a propriedade (1.11). Multiplicando por d;, e usando novamente (1.11) obtemos
(I{DB)mm = 0. (118)

Lembrando que, (kpg) = — (k)" , implica em tr (kpp) = —tr (k). Concluimos que as ma-
trizes kpp € Kyp possuem ambas trago nulo. Possuem assim, juntas, (9 — 1) = 8 componentes

independentes. Totalizando 19 componentes independentes , 11do setor par e 8 do setor impar.



1.2.2 MPE nao-minimo

O Modelo Padrao Estendido nao-minimo é uma generalizacgao do MPE que inclui termos
nao-minimos de altas derivadas e nao renormalizaveis. Neste contexto, o MPE minimo pode
ser entendido como uma corre¢cao em ordem zero do Modelo Padrao. As corregoes em ordens
superiores envolvem derivadas de ordens mais altas que se tornam relevantes a medida em que
a escala de energia cresce. A densidade de Lagrangeana para o MPE nao-minimo (no setor
fotonico) pode ser escrita de uma maneira similar a construgao do setor fotonico do MPE

minimo [16], a saber

1 1 ~ 1 A\ RARY
L= _ZLF‘“’FM + 56.‘4)\#1/14)\ (k?AF>H F,, — éFHA (k;F> Fl. (1.19)
Os operadores kap e kp representam agora as versoes nao-minimas daqueles presentes no MPE

minimo, envolvendo termos de derivadas superiores, dados por:

d al...a(d_3)
(kar)e = Y (k%})ﬁ Oy - 0.y (1.20)
d = Impar
KAV ..o d—4)
KAV d
(o)™ = 37 (k:})> D -0y (1.21)
d = Par

onde d é a dimensao de cada termo, e os indices «; rotulam as derivadas superiores. No termo
CPT-impar, vale d > 3, enquanto no termo CPT-par temos d > 4. No termo CPT-impar,
d =5 e d= T envolvem uma e duas derivadas adicionais, respectivamente. No caso do termo
CPT-par, as mesmas sao designadas por d = 6 e d = 8, respectivamente.

Os coeficientes do MPE nao-minimo sao nao renormalizaveis e se tornam relevantes quando
estamos interessados em investigar propriedades fundamentais, tais como causalidade, estabi-
lidade e unitariedade em escalas de energia mais altas. A depender da escala de energia em
questao os efeitos destes coeficientes nao renormalizaveis podem tornar-se dominante. Como
exemplo, a agao da eletrodindmica quantica nao-comutativa [18] incorpora os efeitos de violagao
da simetria de Lorentz associados com a nao-trivialidade das relagoes de comutacao entre as
coordenados do espago-tempo [19]. De maneira similar, operadores com valores de d muito

grande dominam em teorias com violagao da simetria de Lorentz em supersimetria [20].



Capitulo 2

Eletrodinamica CPT-par com Violacao

de Lorentz

2.1 Introducao

Neste capitulo estudamos a eletrodinamica CPT-par com VL, onde o tensor (kp) foi

aiuy
substituido pelo tensor simétrico de VL D,,. Um estudo similar a este é encontrado na re-
feréncia [21].

A parametrizacao do tensor D,y é dada por (C,By + CyB,) /2. O termo da lagrangeana

com violacao de Lorentz, F’ %F B Doy, em funcao dos campos elétricos e magnéticos tem a forma
FRF*" Doy = FJF Dy + F)F Dy + F)F* Doy + F;F" D;; + F;F*° Dy, (2.1)
F)F®Doy = €B'E' Dy + EieiyB' Dy + (EY)? Diy — (E')* Dog — 6 (B')” Dys, (2.2)

onde €;5€;5 = 6.

Sob a transformagao de conjugagao de carga (C'), sabemos que os campos elétrico e magnético
revertem seus sinais: E — —E e B — —B, enquanto as derivadas sobre o espago-tempo nao sao
alteradas: 0, — 0,. Sob paridade (P), os campos elétrico e magnético se transformam como
E— -EeB—B,ed, > —0,,0) — 0y. J& sob reversao temporal (T'), o campo magnético
reverte o sinal B — —B, enquanto o campo elétrico mantém-se invariante, E — E. Além
disso, 0, — Oy, 0y — —0p.

O comportamento dos coeficientes do tensor Dg, sob CPT sao classificados na seguinte

forma.
cC P T CPT
CoBy + + + +
¢;By + — — +
CoB; + — — +

B, + + + +
Fazendo o uso dessa parametrizagao realizaremos o calculo do propagador que é um proce-

dimento de caculo baseado na existéncia de uma algebra fechada de projetores, definidos em
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cima dos coeficientes de violagao de Lorentz de cada setor. Através do calculo do propagador

podemos obter as relagoes de dispersao.

2.2 Propagador de Feynman
Para calcular o propagador devemos escrever a Lagrangeana na forma quadratica em termos

dos campos bilineares A”e A*. Seja a Lagrangeana

1 1 1
L=—FuF" = Fp AFB Doy + % (9, AM)? (2.3)

onde D,y € o tensor simétrico que induz a violacao da simetria de Lorentz, dado por
Dyo = Doy = = [Co By + C\B,] . (2.4)
A Lagrangiana quadrética assume a seguinte forma
1, i
E - §A O,U,VA ;
onde .
O =00, — EDQW +0,0°D,,, — 0D, — ,,0"0"D,,. + 070, D,,., (2.5)

onde
9/41/ = 9w — W, Wuw = pupu/p27 (26)
sao os projetores transversais e longitudinais. Com a parametrizacao de D,,, temos
1
3
1 1 1
+§778pr - QDCMBV - §|:|CVB}L - nng;L)’

1 1 1
OW’ = (D@#u - DQ/W + épa,uBV + ipaVBH + §naﬂc’/ +

onde g" = (+, — — —) é o tensor métrico, p = C,0" e n = B,0".

O propagador de Feynman do campo de gauge é o definido como
(01T (A (x) Aa ()] 0) =i (A), (z —y), (2.7)
onde A, ¢é o operador tensorial que satifaz a relacao:
OwA% = Gua- (2.8)

Para resolver a Eq. (2.8), precisamos primeiro encontrar uma &lgebra fechada dos operadores

tensoriais. Invertendo O,, onde a mesma ¢é composta pelos seguintes projetores:

e, B0, C"B,,C"0,, B"0,,C,B",C,0".

10



Desta forma, propoe-se para o propagador a forma geral:

AV = @ + b + cByd” + dC¥ Byt
+eCOy + B0y + gCoB” + hCo0",

que ¢ a inversa do operadorO,, e os coeficientes, a,b,c,d, e, f, g, h sao fungoes do momento a
serem determinados.

Ao realizar o produto (2.8) temos 2 novos elementos
B,B,,C,C,,
temos que inclui-los para fechar a algebra
AV = a®! + QY 4+ ¢B,0" + dC” B, + eC” 00+ (2.9)
+fB"0, + gCoB” + hC,0" +iB" B, + jC"C,,. (2.10)

A algebra fechada dos projetores mostrada na Tabela I, na Tabela II e na Tabela III.

Vemos que estes operadores satisfazem uma algebra fechada:

Y Qv | B, C” B,
O 0 0 0 | CuBa— L£Bao,
Oy 0 Qo | Bad, 28,0,

B0, | Ba0y, — 1 e | 1Ba0, | (C-B)B,0,
CuB, | C.By — £C.04 | £Cu0s | nC B, | (C-B)CyB,
.0, 0 C,.0, |0C,B, pCLB,
B0, 0 B0, |0B,B, pB, B,
C,B, | CoB, — £B,0. | £B,0. | pB,B, C?B,B,
CoOy | Coaly—pQua | PQua | pBao, C?B,0,
B,B, | BB — 2B,0, | £B,0a | 1B,Bs | (C-B)B,Ba

CuCy | CuCo— £C0n | £Cuda | pCuBs | C2C,Ba

Tabela 2.1: Algebra dos projectores.

Ao realizar todas as contragoes tensoriais advindas da expressdo (2.8), obtemos um sistema
de dez equacgoes para os dez coeficientes a, b, c,d, e, f, g, h,i,j. Onde a solucao para cada uma

desses coeficientes sao:

L, _ (M4 TN -2 ; T
a = ’: ’C: :—’
(O —pn) 2(0—pp LI (O —pn) 1L
2 _ 2 2 2
d—g— — or e—h— L . Ow-0cy) . oW -0BY

(O—pn) 1 O—pp’'~ @—ppu 7~ @—ppi

Onde foi usado
p=C,0" n= B0,
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C" 04 B¥0, C.B"
Ouw | Cula — PQua | Bu0a — NQua | CaBy — £Co0,
Qu Pua N0 5Ca0,
B,o, |O(C - B)Qua OB*Q, B*C,0,
C,B, | (C-B)C,0, B*C,,0, B*C,C,
0, pC04 nC,,0q nC,Cy
B0, pB,,0, NB,,0q nCa B,
C, B, C?B,0, (C-B)B,0, | (C-B)Cy\B,
.0, C?0Q,0 O(C-B)Qu | (C-B)C,0,
B,B, | (C-B) B,0, B%B,0, B*C,B,
c.C, C*C,0q (C-B)Cuo, | (C-B)C,C,
Tabela 2.2: Algebra dos projectores.
Cr0” BB, cvC,
O 0 B, By — £Ba0, | C.Cq — £C0,
Qu | Ci0y £ B,0, £C,0,
B0, | nC.0, B%B,0, (C- B)C\0,
CuB, | nC,C, B*C,B, (C-B)C,C,
c,0, | 0c,C, nC, By pC,C,
B,o, | UOC,B, nB,B, pCa B,
C,B, | pCyB, | (C-B)B,B, c*C,B,
C,0, | pCa0, | (C-B)B,o, Cc*C,0,
B,B, | nC.B, B®*B,B, (C-B)C,B,
c.C, | pC.Co | (C-B)C,B, Cc?*C,C,

Tabela 2.3: Algebra dos projectores.
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L= (' = pn*+ p0B?),
T = (pI' — np* +n0C?),

M= (¢p(C-B) = 2p(£+1) +&nC?)
N = (¢9(C-B) =2 (£ +1) + £pB?)

'=20-pm-0C- B),
= [(p* - 0OC?) (v* —OB%) — (20— pn—0OC - B)*] .

Logo o propagador tem a seguinte forma

AY = a® + b + cBad” + dC” By + eC” O+
4 FB 00 + gCyBY + hCod” + iB" By + jC"Chy,
(LM + TN — 2¢TI) T

Q% + - (Bad" + B"@a)] +

v ; v
(Bo = (O — pn) {6“ i 211

1 L ar

b | 200+ CP8,) — = (CV By + OB 1 +
T i o )

1 {—FD (p* —0OC?)

O — pn)

O propagador de Feynman, no espago dos momentos, assume a forma

2 2
prp, + 20— 0B
i I

+( CVCQ} . (2.11)

[p? = (C-p) (B -p)|1L(p)

i [LM (p) + TN (p) — 2£11(p)] -, Vo

_EPQ—(C-p)(B-p)]H(p)[ 2 a2l (p’pa]+
“FoC @ g PO BT D

O[T (A" (z) Aa (y)) |0) = — I (p) O+

i

+ 2 (p*C? = (C - p)®) B’B, + p* (p®B> — (B -p)*) C*C,], (2.12

[p* = (C-p) (B-p)]1L(p) P S G (B-»)) J: 212)
onde

QI{VOJ - Bypa + Bapu; (213)

2D, = C,B, + C.B,, (2.14)

2pua = UyPa + Capy- (215)

2.2.1 Relagoes de Dispersao

A relacao de dispersao é obtida através dos pélos do propagador. Obtemos duas relagoes

de dispersao dadas por:
(0 —pn) =0
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1= (p* - 0C?) (n* —-0OB%) — (20 - pp —OC - B)> = 0.
No espaco dos momentos, podem ser escrita como

p* =0, (2.17)

7 (1= E8 ) + B O 4 (B pP - 4B ()] +

(e BP 4 B (B (Cp) - (OB =0 21

Através das relacoes de dispersao podemos analisar a causalidade, estabilidade e birrefrigéncia

desta teoria. Para isso, temos que analisar as relacoes de dispersao para os coeficientes Cy By, C; By, Co B;, C; B,

Analise da isotropia e anisotropia da relacao de dispersao

Para a relagao de dispersao (2.16), analisando as componentes temporais, caso isotrépico

Co = (Cy,0), By = (By,0), temos

p* — (Copo) (Bopo) = 0, (2.19)

o que leva a seguinte relacao de dispersao:

p|
= — 2.20
Po T—CoB, (2.20)

Esta é uma relagao isotropica uma vez que nao depende da direcao do momento: todas as
diregoes sao alteradas da mesma forma.

Uma outra escolha possivel, C,, = (0,C), B, = (By,0), leva a relagdo de dispersao,
po =P’ + Bopo(C - p), (2.21)

cuja solucoes sao dadas por

By(C - p)+y/B§(C - p)* + 4p?
2 Y

Do+ =

sendo esta uma relagao anisotropica, uma vez que depende da direcao do momento p em direcao
a C. Do mesmo modo para C, = (Cy,0), B, = (0,B), obtemos a relagao de dispersao

Py =P’ + Copo (B~ p), (2.22)
Co(B - p)£+/C3(B - p)? + 4p?
Po+ = B )

que também é anisotropica ja que depende da direcao do momento em direcao a B.
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Podemos também escolher para C, = (0,C), B, = (0,B), que leva a rela¢ao de dispersao
py=p’+(C-p)(B-p), (2.23)

que também ¢é anisotrépica, dependendo da direcao do momento em direcao a C e B
Analisando agora para a relacao de dispersao (2.18), temos que para as componentes tem-

porais, caso isotrépico C, = (Cy,0), By = (Bo,0), a relagdo de dispersao

) C2B2\ 1. o s o1 Do Lo s o
P\ == ) + 7 [2BiCops — 4BoCopg| + T BoCi + 5BiCopg — p*BoCo =0, (2.24)

tem a forma
2 _ 12 (1 — ByCy)
(1+ B3CE — 2ByCh)’

~ ByCo
2.2
= Ipl \/1 + B2C2 — 2B,Cy’ (226)

Esta por sua vez também é isotrdpica, uma vez que nao depende da direcao do momento.

(2.25)

Considerando C, = (0,C), B, = (B, 0), temos que a relagdo de dispersao

9 Cng 1 2 2
pe {1+ A +Z[BO<C'P) CBOP0+4BOPO(C'p)}:O’

podendo ser reescrita na forma
p(Q) = 4Bopo (C - p) + p’ — P2CQB§ - Bg (C- P)2 ’

cuja solucao para py

po+ = 2B, (C-p) £ \/p2 — p?C2B3 + 3B2(C - p)°,

é anisotrépica ja que C depende da direcao do momento. De modo andlogo, temos que para
Co = (Cy,0), B, = (0,B) a relacao de dispersao tem a forma

pt = 4Copy (B - p) + p* — p°B2C2 — C2 (B - p)°, (2.27)

cuja solucao

por =2Cy (B -p) £ \/(p2 — p?B2C2 4+ 3C2 (B - p)2) ,
que também ¢é anisotropica ja que B depende da direcao do momento. Uma outra possivel
escolha é C, = (0,C), B, = (0,B), em que a relagao de dispersao é dada por:

p’ (1—CQB2>+1[BQ(C-p)2+CZ(B-p)2—4(B-p)(C-p)}+

4 4
2
P 1
+Z(C-B)2+§(C-B) (B-p)(C-p) - p'(C-B) =0, (2.28)
podendo ser reescrita na forma

, o, [B’(C-p)’+C*(B-p)+2(B-p)(C-p)[(C-B)-2]
=P [4— C2B2 - 4(C-B) + (C-B)’] '

(2.29)
Em que essa relagao é anisotropica, pois depende da direcao do momento em direcao a C e B
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2.2.2 Analise da estabilidade

Os modos de propagacao obedecem

2 p’

= — 2.30
P 1= CoBy) (2:30)
p|
S — 2.31
Po+ =GBy (2.31)
a energia é sempre positiva desde que CyBy < 1.
Para a relagao de dispersao (2.21),
Py = p* + Bopo(C - p), (2.32)
resolvendo para pg, temos
By(C - p) £ \/B3(C - p)* + 4p*
Po+ = 5 , (2.33)
Apo = \/BA(C - p)? + 4p?. (2.34)

Os modos de propagagao tem sempre energia positiva. Do mesmo modo temos que para a

relagao de dispersao (2.22) a energia é positiva dados por

Py =p° + Copo (B - p), (2.35)

Co(B - p) £ /C2(B - p)? + 4p?
p, — CoB-p) \/20( p)? +4p? (2.36)
Apo=/C3(B - p)* +4p2, (2.37)

Para o coeficiente C, = (0,C), B, = (0,B), vemos que os modos de propagagao da relagao de

dispersao (2.23), dados por

por = +v/p2+(C-p)(B-p), (2.38)
Apo=2y/p2+(C-p)(B-p), (2.39)

tem energia positiva
po=p +(C-p)(B-p). (2.40)

Para a relacao de dispersao (2.29), temos

pOi:i\/pL[B2<c~p>2+c2<B.p>2+2<B-p><c-p>[<C~B>—21}, (2.41)

[4— C2B2 - 4(C-B) + (C-B)’]

que ¢ estavel para po, .
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2.2.3 Analise da causalidade

A causalidade estd associada a transmissao de sinais com velocidades inferiores a da luz. Para
velocidades maiores que a da luz temos a nao causalidade, ligados a propagacao de sinais super-
luminais conduzindo a violagao do principio da causalidade. O que nao é fisicamente aceitavel.
Para analisar a causalidade dos modos de propagacao temos que calcular as velocidades de
grupo e de frente de onda, obedecendo u, <1 € Utpepte < 1.

Para o coeficiente P-par C,, = (Cy,0), B, = (B, 0), as relacoes de dispersao (2.16) e (2.18)
assumem a mesma forma, sendo necessario apenas uma analise para ambas as relacoes. Desse

modo, temos que a velocidade de grupo dos modos de propagacao (2.31) é dada por:

dpo 1 Po

7 dlp| _vl—C'oBo_H'

Expandindopara CyBy pequeno até a segunda ordem, temos que

dpo 1 1 Po
_ _ —(1+-=0,B, ) = £ 2.43
YT dlpl T VI-GoB, ( Tt 0) p| (2:43)

Sabendo que CyBj é muito menor que um, temos que w > |p|, consequentemente u, > 1

(2.42)

u

violando a causalidade. A velocidade de frente é dada por
. Do 1 1 )
Uprente = 1M — = —— =14+ =CyBy | > 1. 2.44
frente = pisee Ip| — VI = CoBo ( 270 240

O modo ¢ dito causal quando uy < 1 € Ufrente < 1 simultaneamente. Logo o coeficiente Cy By é
nao causal. Para que o coeficiente seja causal satisfazendo as condigoes de ug < 1 € Ufrente < 1,2
violagao deve ser negativa.

Para a relacao de dispersao (2.40),0 coeficiente P-par C, = (0,C), B, = (0,B) pode ser

reescrito com o momento em coordenadas esféricas dado por
p = |p| (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 9) . (2.45)

Considerando o diagrama mostrado na Figura-2.1, temos que o coeficiente C esta na direcao-x

e B na diregao-y.

Figura 2.1: Diagrama dos coeficiente de violacao e momento

Logo os produtos escalar (C - p) (B - p), podem ser reescrito na forma:

po = \/|p|2 (1 + |C||B|sin® 6 cos ¢sin ¢), (2.46)
usando a relagao trigonométrica

sin (a + b) = sina cos b + sin b cos a,
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temos

Po = |P| \/ 1+ ——— sm %@ sin 2¢) (2.47)

A velocidade de grupo dos modos de propagacao é dada por:

d C||B
Ug = ﬁ = \/(1 + | |2| I sin 98111 2¢) | | U frente, (248)

onde os senos de € e ¢ sao limitados em um intervalo de —1 a 1. Temos que quando ¢ =
7/4,57/4 para sin@ # 0, uy = Ufpente > 1 violando a causalidade. Mas para ¢ = 37 /4, 7n/4
com sin @ # 0 a expressao (2.48) assume a forma

d C||B| . .
ug = ﬁ = \/(1 — | |2| | SIHZQSIH 2¢> - |p?0| — uf’rente < ]-7 (249)

implicando em causalidade, pois uy <1 € Ufrente < 1.

Do mesmo modo podemos reescrever a relacao de dispersao (2.41) em termos dos angulos

0 e ¢ com CB ortogonais na forma:

B |BI[C| — 25in2¢) .

P m¢ o Bl[C s (2.50)
sm? Bl |C| /2 .

m—m¢ 2= U;WUEWWMa (2.51)

A velocidade grupo para esse caso tem a forma

in2¢0 — |B| [C]| /2
uwwwm=¢uﬁm¢"'”HEWMﬁa

2[1- ]

para a primeira ordem do background, temos que

B||C|sin? 6 sin 2
Ug = Ufrente = \/1“‘ ‘ || | 5 ¢,

implicando em causalidade e nao causalidade dependendo dos valores que ¢ pode assumir,
mostrados nas equagoes (2.48) e (2.49) .Em ambos os casos a energia continua sendo positiva,
implicando em estabilidade.

Concluimos que os coeficientes de paridade par, C, = (Cy,0), B, = (By,0) e C, =
(0,C),B, = (0,B), para ambas as rela¢oes de dispersao (2.16) e (2.18) é estédvel, podendo
ser causal ou nao causal, dependendo dos valores de ¢.

Para a relagao de dispersao (2.16), o coeficiente C,, = (0, C), B, = (By,0) em termos dos
angulos 0 e ¢ assumem a forma:

By |CJ|p| sin 6 cos ¢+ |p| \/Bg |C|?sin? A cos? ¢ + 4
po = 5 , (2.52)
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sabendo que o sinf e cos ¢ sao limitados de —1 a 1, temos que

—By|C||p| + |p|y/B2|C|* + 4 _ BolClipl£ pl B3|C+4

2.953
2 = pO = 2 ) ( )
expandindo para B2 |C|* pequeno
1 By |C
B (ot (2 b)) <z BB L) oy

considerando a primeira ordem do background e w > 0 para garantir a estabilidade , temos

| ( BOQ‘C’il) po < [p| ( Ol 1) (2.55)

Podemos analisar a causalidade para alguns casos.

Para o valor maximo de p,

Para que seja causal deve valer v, <1 € Ufrente < 1 simultaneamente.

dpo BO‘C’
2.
Uy = Y < 5 +1], (2.56)

para By |C| # 0 implica que u, > 1, violando o principio da causalidade. Por completeza, para

a velocidade de frente, temos que

Po By |C’ )
Ufrente = LM — = +1)>1. 2.57
Para o valor minimo de p,
Do mesmo modo, temos que
dpo By |C]|
=—=|1-—|<1 2.58
Po By |C‘)
Ufrente = 1IM — = | 1 — < 1. 2.99
Tremte = 1pi oo [p| ( 2 (259)

Vemos que o coeficiente C, = (0,C), B, = (By,0) é causal para o valor minimo de pj.
Podemos concluir que para a primeira ordem do coeficiente C,, = (0,C), B, = (By,0), da

expressao (2.52) a velocidade de grupo dada por

dpy (BO |C| sin @ cos ¢ ) Do
+1 | =—,
d|p| 2 p|

serd causal, nas seguintes configuragoes:

(2.60)

Ug =

O=m/2ep=moul =3r/2e¢p=0,
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simultaneamente. Do mesmo modo temos para o coeficiente C,, = (Cy,0) , B, = (0, B), fazendo
By — Cy e |C| — B em (2.56) a (2.59).

Concluimos que para as relagoes de dispersao (2.16) e (2.18) o resultado para o coeficiente
Cyo = (Co,0), B, = (0,B), serd o mesmo do coeficiente C, = (0,C), B, = (By,0), fazendo as
mesmas consideracoes. Logo os setores de paridade impar serd causal se algumas consideracoes

forem satisfeitas.
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Capitulo 3

Eletrodinamica de Podolsky

3.1 Introducao

A eletrodinamica de Podolsky é uma generalizacao da teoria de Maxwell, que consiste na
introdugao de um termo de altas derivadas, contendo duas ordens derivativas além do termo
de Maxwell, ou mais expecificamente, O, F*P0\F ?3 A teoria de Podolsky foi proposta no inicio
dos anos 40 [7], sendo uma teoria de segunda ordem que preserva as duas simetrias basicas da
teoria eletromagnética (gauge e Lorentz) [22]. Trata-se, portanto, de um termo de dimenséao
6, gauge-invariante e Lorentz-invariante, mas que nao compartilha a simetria de dualidade do
campo eletromagético livre.

Uma das caracteristicas marcantes da eletrodinamica de Podolsky é que a mesma gera um
modo propagante massivo, sem quebrar a simetra de gauge, aspecto em que se diferencia da
teoria de Proca, que envolve um termo de massa incompativel com a simetria de gauge.

Os estudos sobre a teoria de Podolsky, iniciados em 1942, continuam sendo desenvolvidos
nos ultimos anos, como exemplo representativo de teoria eletromagnética com altas derivadas.
Um estudo interessante acerca da condigao de calibre adequada para um consistente trata-
mento e quantizagao desta teoria foi desenvolvido na Ref.[23]. A eletrodinamica de Podolsky a
temperatura finita foi examinada na Ref. [24], onde foram calculadas corregoes a lei de Stefan-
Boltzmann. A quantizagdo covariante da eletrodinamica de Podolsky [25], pelo método dos
vinculos de Dirac, foi também investigada, envolvendo ainda o calculo de fungoes de Green a
1-loop. A obtencao de solugoes classicas para esta teoria, baseada no cédlculo da correspondente
fungao de Green e das expansoes multipolares, foi realizada recente na Ref. [27].

Neste capitulo, faremos um estudo dos aspectos mais elementares da eletrodinamica de
Podolsky. Iniciamos apresentando a densidade de lagrangeana de Podolsky e as equacoes de
movimento e as equagoes de onda satisfeitas pelos potenciais. Fixando a condicao de calibre
adequada, obtemos a equacao de onda estacionaria para o potencial escalar e vetor, para as
quais a correspondente funcao de Green é calculada. Apresentamos a solucao do potencial

eletrostatico, particularizando-o para o caso de uma carga pontual, e discutindo alguns limites
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interessantes. Por fim, calculamos o propagador de Feynman desta teoria, obtendo as relacoes
de dispersao a partir dos seus polos. Finalizamos analisando a causalidade, estabilidade e

unitariedade da teoria.

3.2 Equacoes de movimento e solucoes classicas

A Lagrangiana de Podolsky, na presenca de fontes, é dada por

1 0
L= FuF" + EaaFaﬁékF% — A", (3.1)

onde 6% é um fator com dimensdo de [massa] >, F* = (9" A” — 9" A*) é o tensor de Maxwell
e 7* = (p,j) é a 4-corrente que representa as fontes do campo.
Antes de determinar a equacao de movimento desta teoria, podemos apresentar a Lagran-

geana (3.1) em termos dos campso E e B. Para isto, desenvolvemos as somas do termo de
Podolsky, 0, F*PO\F) = 0, F*00\F) — 0,F "0, F, ou

OuF*PONF) = O;F00;F7° — 0y F"' 0o F* — 200F"0;FV" — 9, F* 0, F7". (3.2)
Usando as componentes,
Foy=F°=F' F;=F9=—¢;B", (3.3)
encontramos
OuF*PONF) = O;E'0;E" — ,E'00E" — 2€;400E'0;B* — 0,B"9,B* + 9,B*0, B*, (3.4)

onde €4x€i10,B*9; B! = 0,B*0,B" — 9,B*0,, B®. A lagrangeana (3.1), em termos dos campos,
¢ dada por:

L = —%(E2 —B?) + %2 [(V-E)’ - (3,E)* +2(5,E) - (V x B)
— (VB*) - (VB") + 8,B*0,B] . (3.5)

A equagao de Euler Lagrange para teorias com derivadas de ordem superior [28] é dada por:

oL oL oL
oA 8,)6(61)145) + (91,8,,—8 0,0, 42) = 0. (3.6)
Sabemos que
oL oL
— 4k — __ PR
aL _ 2 AK
8'08’88(85@14,{) = 6“0\ F", (3.8)
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e observamos que o tltimo termo da eq. (3.6) s6 resulta ndo-nulo quando atua sobre o termo

de Podolsky. A equagao de Euler Lagrange entao fornece:
(14 6°0) 9o F*" = j*, (3.9)

o que leva as duas equagoes de Maxwell ndo-homogéneas (modificadas pelo termo de Podolsky).

obtemos:

(1+6°0) 9;E = p, (3.10)
(1+6°0) (eu0;B* — O,E") = j', (3.11)

Da identidade de Bianchi,
aaF,w/ + auFl/a + al/FOéM = 07

advem as duas equagoes de Maxwell homogéneas

9;B7 =0, (3.12)

O conjunto das equagoes de Maxwell modificadas é dado por

(1-6°0)(V-E) = p, (3.14)
(1-6°0)(V xB-9E) =j, (3.15)
V-B=0,VxE+9B=0, (3.16)

cuja forma estacionaria é

(1-6*°V?) (V-E) =p, (3.17)
(1-6°V?) (V xB) =], (3.18)
V- -B=0, (3.19)
V xE=0. (3.20)

Uma das caracteristicas da teoria de Maxwell, na auséncia de fontes, é a simetria de dua-
lidade, baseada na invariancia das equagoes de Maxwell sob as transformacoes de dualidade,
E — BB — —FE’. Aplicando tais transformagoes sobre as egs. (3.14-3.16), vemos que tais
equagoes nao permanecem invariantes, indicando a que a eletrodinamica de Podolsky nao possui
simetria de dualidade.

Lembrando que F** = (0“A" — 0" A%), obtemos a equagao de onda para o 4-potencial,
(1+6°0) (OA4° — 9°9,A%) = j°. (3.21)

Na eletrodinamica de Podolsky, assim como ocorre na eletrodinamica de Maxwell pura, o

nimero de graus de liberdade fisicos é menor que o nimero de componentes do campo de
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gauge, surgindo a necessidade de fixacao do calibre. Uma escolha possivel e covariante, seria o

calibre de Lorentz, 0, A% = 0, com o qual a eq. (3.21) recai em

(1+6°0)0A°% = 4°. (3.22)

Partindo da eq. (3.21), encontramos as equagoes estaciondrias para os potenciais escalar e
vetorial:

(1-6°V?) (V24 = —p, (3.23)

(1-6*°V?) (VA =V (V-A)) =—j" (3.24)

Na literatura especializada, ha um calibre especifico para a eletrodinamica de Podolsky, encon-

trado na Ref. [23], denominado de calibre de Coulomb generalizado,

(1-6°V?) (V-A)=0. (3.25)
Adotando-o, a eq. (3.24) assume a mesma forma diferencial da eq. (3.23):

(1-6°V?) VA = —j". (3.26)

Tais equagoes podem ser solucionadas pelo tradicional método de Green, calculando-se a fungao

de Green G(r,r’) que satisfaz a equagao diferencial:
(1-6°V?) V*G(r,x') = 6(r — 1'). (3.27)
As solucoes procuradas sao genericamente dadas pelas integrais
Ag(r) = — /G(r, r')p (') d®r, (3.28)
Ar) = — /G(r, r')j (r') d*r. (3.29)

Para encontrar a fun¢do de Green que satisfaz eq. (3.27), escrevemos:

G(R) = / (;Zﬁl;gé(p) e PR GB(R) = / (;ZT’;Be—iP'R, (3.30)

onde R =(r — r’). Substitindo tais relagoes na eq. (3.27), encontramos

~ 1
Gp)=———"F5——, 3.31
de modo que
Pp c—iPR
G(R)=-— ) 3.32
®) = | (3.32)

G(R)=— / ’p [i - 9—2] eiPR. (3.33)



Usando os seguintes resultados de integrais no plano complexo,

dPp 1 _. 1
—e PR = _— 3.34
/(27T)3 p26 47TR’ ( )
/ dPp e PR ] emE (3.35)
(2r)p?>+m? 4r R’ ‘
cujos detalhes estao dados no Apéndice 1, encontramos a seguinte funcao de Green:
1 (1 — e*R/e)
GR)=——~—. 3.36
R)= - (3.36)
Neste caso, os potenciais escalar e vetorial sao dados por
1 [1—e Mlr=x'l
A = — | ——p ()& 3.37
o) = = [t i (3.37)
1 [1—e Ml
A = — [ — (¥ 3.38
I e e LU (3.38)

onde M, = 1/6 representa o fator de massa de Podolsky. Para uma carga pontual, ¢ (r') =

q0° (r'), temos:

g [L—e ™kl e
A =— [ ————90 d .
or) = = [ i (3.39)
q 1 — efMPh"

Importante observar que o comportamento coulombiano usual, Ag (1) o |I‘|_l , esta presente na
equacao acima. No limite # — 0 ou M,, — 00, a solucdo (3.40) reproduz o comportamento puro
coulombiano. No limite de grandes distancias, |r| — oo, a solugao (3.40) também reproduz o
comportamento puro coulombiano. Porém, no limite de pequenas distancias da fonte, |r| — 0,
temos e M IFl ~ (1 — M, |r|), e a eq. (3.40) leva ao resultado constante,

A (r) = %Mp, (3.41)
evidenciando que na eletrodinamica de Podolsky os campos nao divergem nas proximidades
das cargas pontuais. Uma interessante e atual andlise sobre a expansao multipolar das solucoes

classicas de Podolsky foi recentemente desenvolvida na Ref. [27].

3.3 Propagador de Feynman para a eletrodinamica de
Podolsky

No intuito de calcular o propagador da teoria de Podolsky, reescrevemos a lagrangeana (3.1)

na ausencia de fontes e na presenca do termo de fixacao de calibre,

1 0? 1
‘CPodolsky = _Z /U/FMV + EaaFa/Ba)\F)\/ﬁ + 2_5 (aMAM)z ) (342)
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em uma forma quadratica,

1 14
L= §A O A", (3.43)
onde O,,, ¢ o operador tensorial dado por
1
O = (O0+60°0%) 0, — EDQW, (3.44)
e que satisfaz a identidade
OwAl = Gua- (3.45)

Onde A}, é operador inverso de O,,. Lembrando que
G = O + Qs (3.46)
onde os projetores transversal e longitudinal estao dados, respectivamente, por
Ow = 9w — Qu, (3.47)
Q,, =0,0,/0. (3.48)

Podemos agora propor a seguinte forma para A, em termos dos projetores conhecidos,

Qs
AV = a®?, + b, (3.49)

onde a e b sdao constantes a serem determinadas. Estes operadores satisfazem uma algebra

tensorial fechada:

Oa |
Ouw | Oua| 0
Qu | 0 | Qu
Substituindo a expressao (3.49) na relacao (3.45), realizando as contragoes tensoriais envolvidas,
encontramos
1
(O+6°0°%) 0,, — EDQW (a®F 4+ b)) = gpa, (3.50)
1
a(0+6°0%) O, — EbDQW =0, + Q. (3.51)
Soluciando este sistema, encontramos a e b:
1 1
= ——Fs5—, b= —=£.
T O0+e0) ¢
O operador inverso é determinado,
1 £
A" = ——— Q" — =¥, 3.52
O (1+6°0) O (3:52)

Sendo o propagador de Feynman definido como
(ALAL) =iA, (z —y), (3.53)
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assume a seguinte forma:

) 1
AJAy) = ——= | /=900 — Ea| - 3.54
(o) = =5 | (g O ¢ (3.54)

Este propagador fornece suas relagoes de dispersao:

0, (3.55)
(1—6%*p%) =0. (3.56)

Importante ressaltar que a relacdo (3.56) nao faz sentido nenhum na auséncia do termo de
Podolsky, 6% = 0 , com o que obterfamos 1 = 0. Vemos assim que esta relacio representa um
modo propagante tipico da eletrodinamica de Podolsky, que obviamente nao faz sentido fisico

na ausencia do mesmo. As relagoes acima implicam em

Py =P’ (3.57)
py=p"+ M, (3.58)

onde a segunda relagao representa um modo propagante massivo, sendo M, = 1/0 a massa de
Podolsky.

Sabemos que o termo de Podolsky, 0,F*?0\F?%, envolve duas ordens derivativas além do
termo de Maxwell usual, possuindo dimensao 6. No ato de proposicao deste termo, ou no mo-
mento de se calcular seu propagador, uma pergunta oportuna é se existiriam outras possibidades

diferentes de termos dim-6 (com 2 derivadas adicionais), tais como:
EFOF"  FP(0,00F3), (0aOxF*)F*s. (3.59)

Escrevendo cada um destes termos na forma bilinear,

1 1
7 O = —§A”D2@WA“, (3.60)
1
§F°‘58a8AFA5 = —A"[°O,, A",
1
SOy = — A0, AV,

percebemos que geram termos de mesma estrutura na lagrangena, revela que todos eles sao
equivalentes entre si (possuem o mesmo contetido fisico), de modo que o propagador de Feynman
calculado nesta secao representa o resultado que seria obtido para qualquer umas das escolhas
da Eq. (3.59).
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3.3.1 Analise da estabilidade e causalidade

A relagao de dispersdao p? = p? é a usualmente conhecida na eletrodinamica de Maxwell

livre, sendo estével e causal. Resta analisar a relagao (3.58), que representa um modo massivo,

po = £,/p? + M? (3.61)

de energia positiva py > 0, o que assegura a estabilidade de energia. Para analisar a causalidade
de um modo propagante, temos que calcular as velocidades de grupo u, = dpo/d |p| e de frente
de onda Ufrente = limjp|00(Po/ |P]). A causalidade estara assegurada se ug < 1 € Uppente < 1.

A velocidade de grupo para o modo (3.61) é dada por

d
u, = 0 P <1, (3.62)

el P+ 1)

Ufrente = lim & =\ 1+ Mg/ ‘p‘2 =1 (363)
|p|—o0 !p!

Temos uy < 1 € Uprente = 1, 0 que € consistente com a preservacao da causalidade. Logo, a

eletrodinamica de Podolsky ¢é estavel e causal.

3.3.2 Analise da unitariedade

A andlise da unitariedade esta ligada a norma dos estados definidos no espago de Hilbert.
Para que uma teoria seja unitaria, a norma de todos os estados deve ser positiva. Quando
os estados tem norma negativa a teoria é nao unitaria e os estados sao chamados de estados
fantasmas. Para analisar a unitariedade da eletrodinamica de Podolsky, faremos uso do método
da saturacao do propagador que consiste na contracao tensorial entre as correntes J,, J* e a
matriz do propagador escrita em cada um dos seus pélos envolvendo o calculo do residuo do

propagador. A saturacao do propagador [29] é dada por
SP = J"Res[iA,.] J°, (3.64)

em que a corrente satisfaz a lei de conservacao 0”.J, = 0. Considerando, o propagador (3.54),

a saturacao com as correntes serd dada por

1 vIra 170 0%
SP = iJ" Res j (gm - ]i) + el ] Je (3.65)

02]72 (pz . 1/02 p2 p2

que se reduz a

SP = iRes

J2
0°p? (p* — 1/6° )] ’ (3.66)

considerando a lei da conservacao da 4-corrente, 9¥.J, = 0 ou p”J, = 0.
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Para o pélo p? = 0, que é o mesmo polo da teoria de Maxwell, o cdlculo do residuo fornece

a saturacao:

J2
SPye—0) =i | 57 > ] = —iJ?, (3.67)
0 (p —1/6 ) o
SPyregy =i (J* = J5) . (3.68)
No pélo p? = 0, vale p = p?. Da lei de conservagao de corrente, (pgJo =p-J), a eq. (3.68)
fornece )
. -J 7
SPye_g) =1 <J2 — M) = =PI —(p-3)?), (3.69)
Po p
SPe_g) = # p x J)> > 0. (3.70)
p

Logo a saturacao no pélo p? = 0 é positiva, implicando que as excitacoes associadas com este
modo propagante sao unitarias.

Para o polo p* =1/ 62, o célculo do residuo é dado por

SP(p2:1/92) - iReS

J2
=iJ% 3.71
92p2 (p2_1/92)]p L5 ( )

SPyecyypy = —i (32 = J5) . (3.72)

Sabendo que o pélo p? = 1/6 implica em p3 = 1/6° 4+ p?, e usando pyJo = p - J, a eq. (3.72)

pode ser reescrita na forma

- J)?
SP(p2:1/02) - —Z (J2 - M) ; (373)
Do
, 1 —1
1Res |:]¥J2:| , 1/92 = I)2+—]_/92 (J2/02 + p2J2 - (p . J)Q) ) (374)
p =
i J2 )

Logo, a saturacdo do propagador para o pélo p?> = 1/6? é menor que zero, mostrando que as
excitacoes advindas do polo p?> = 1/6* tem norma negativa, violando a unitariedade. Esses
estados com norma negativa (estados fantasmas) sao tipicos de teorias com derivadas de altas

ordens.

3.4 Propagador de Feynman com o gauge generalizado

No intuito de calcular o propagador da teoria de Podolsky, reescrevemos a lagrangeana (3.1)

na ausencia de fontes e na presenca do termo de fixacao de calibre,
1 v 92 afs A 1 2 2
L= = B + S0 F O + 2% [(1+6°0)0,A"]". (3.76)
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Do mesmo modo de como foi feito na secao anterior, temos que a lagrangeana na sua forma
quadratica é dada por:
1 14
L= §A QA" (3.77)

onde @, ¢ o operador tensorial dado por
1
Q. =00, — gD (1420°0+ 6'0%) Q. + 0°0%g,,, — 6°0,0,0, (3.78)

e que satisfaz a identidade
Q;,LVAZ = Gua- (379)

Onde AY, é operador inverso de (),,. Lembrando que
I = Op + Q0 (3.80)
onde os projetores transversal e longitudinal estao dados, respectivamente, por

@,Lw = 9w — Qw/; (381)
Q,, = 9,0,/0. (3.82)

Podemos agora propor a seguinte forma para A”, em termos dos projetores conhecidos,
A? = a©? 4 b2 (3.83)

onde a e b s@o constantes a serem determinadas. Estes operadores satisfazem uma algebra

tensorial fechada:

O | &
O | Opa | 0
Q| 0 | Qa

Vemos que a algebra para o gauge generalizado é a mesma que usando o gauge de Lorentz.

Usando a identidade (3.79) obtemos os valores de a e b, dados por:

1 §

- b= :
‘T O+ O (1 + 26°0 + 6°C2)
Obtido os valores para a e b e usando a expressao (3.83), o propagador tem a forma:

v _ ! v _ 3 v
fa= (1+6°0) %~ (1+20°0+6'0?) oo (3.84)

podendo ser reescrita na forma

1 £
ro — ro _ an , 3‘85
O (1+ 6°0) (1+6°0) (3.85)
em que no espaco dos momentos, o propagador de Feynman ¢ dado por:
] 1 pl/pa pl/pa
AYAY) = —j———— { 1—6%p%) g — (1 — 6%p?) —— — ¢ . 3.86
< > p2 (1 . 62p2)2 ( ) ( ) p2 p2 ( )
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Podemos observar que as relacoes de dispersao nao foram alteradas, o que é consistente com o
entendimento que a escolha de calibre nao modifica a fisica do problema. O propagador pode

ser reescrito na forma

m2 pupa pupa pypa
(A4 = i | g BT T
PE-m) T EE- ) g (1- )

, (3.87)

onde #* = 1/m?. Vemos assim que a relacio de dispersdo é a mesma para ambos os gauges.
Para a andlise da unitariedade, temos que quando fizermos a saturagao com as correntes,

obteremos os mesmo resultados para ambos os calibres considerados. Apesar do gauge modifi-

cado ser o mais apropriado para tratar os aspectos de quantizacao desta teoria, nada modifica

os resultados de causalidade e unitariedade da teoria.
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Capitulo 4

Eletrodinamica de Maxwell com altas
derivadas e violacao da simetria de

Lorentz

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos uma eletrodinamica de Maxwell dotada de um termo de
altas derivadas, de dimensao 6, com duas ordens derivativas adicionais, tal qual o termo de

Podolsky, e contendo um tensor de raking 2, Dg,, violador da simetria de Lorentz, dado por
DpoaOy F7PO\FA, (4.1)

na qual o tensor Dg, é obrigatoriamente simétrico. Obviamente, existem outras contragoes

similares,
0o F7PONF Do = — Dy FTPO\F, (4.2)

Existe uma unica contracao tensorial que nao estd contemplada na forma (4.1), a saber:
D F*%9,0, F.ps, (4.3)

cujas implicagoes nao serao discutidas num primeiro momento.

Iniciaremos discutindo propriedades gerais da eletrodinamica de Maxwell modificada pelo
termo (4.1). Faremos o cdlculo do propagador de Feynman e obteremos as relagoes de dispersao
da teoria. As relagoes de dispersao sao utilizados para analisar o conteudo fisico dos modos de
propagacao do sistema. O procedimento de calculo do propagador é baseado na existéncia de
uma algebra fechada de projetores, definidos em cima dos coeficientes de violagao de Lorentz
de cada setor. Seguiremos analisando alguns setores desta teoria, na busca de configuragoes do

tensor de fundo que proprocionem teorias fisicamente consistentes.
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4.2 Eletrodinamica de Maxwell modificada por termo de

altas derivadas

O passo inicial nesta investigagao consiste em analisar a eletrodinamica de Maxwell pelo

termo (4.1), ou seja,
1
L=—FuF"+ 02 Dgo0, FP O\ F. (4.4)

Uma pergunta pertinente é se o termo de violacao de Lorentz proposto, 9, F°P0\F*®Dsg,,
contém um setor que é equivalente ao termo de Podolsky ou nao. Sabemos que o termo de
Podolsky equivale a

OuFPONFYy = 0, F*CO\F) — 0o F*'O\F™. (4.5)

No caso em que o tensor Dg, tem apenas as componentes Dy e D;;, temos:
Dpa0s FOPONF?™ = Dgo0y FPONF™ + D30y F7'O6F™, (4.6)
explicitando as componente do tensor D;;

0, FPO\F* Dy = Dugdy F7PO\F + D110, F7 O\ FM
+Day0, FT2O\F + D330, F70\F™. (4.7)

Tal termo ¢é gerado a partir do traco nao nulo do tensor Dg,. Se o tensor Dg, contém compo-

nentes na diagonal diferente de zero na forma
D1y = Dy = D33 = — Do, (4.8)
de modo que

0, FPONF* Dy, = Duo[0,F7°0\F?) — 0, F O\FM

—0,F720\F* — 0,F730,F, (4.9)
Os F7PO\F Do = Doo(0a FPONFY). (4.10)
Neste caso, o trago do tensor Dg, ¢
Tr (Dga) = Doo — Di; = Doy — (D11 + Dag + Ds3), (4.11)
Tr (Dﬁa) = 4D00. (412)

Vemos que, para esta configuragao particular, o traco do tensor Dg, estd associado ao termo de
Podolsky na lagrangeana. Sabemos, contudo, que o trago pode ser definido para configuragoes
genéricas em que nao vale a condigao (4.8). Neste caso, a principio o termo do traco perde sua
identificagao com a estrutura de Podolsky. Outra forma de discutir esta possivel equivaléncia

¢ definindo o tensor Dga sem traco,
~ 1
Dﬂa = Dﬁa — ZgﬁaTT(DHV) = Dﬁa — gﬁaDog, (413)
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que implica em
o a7 o fo 1 o
s F7PONF Dy, = 0y F7PO\F* Dy, — Z(&,F PONFA 5)Tr (D). (4.14)

Vemos assim que o termo de Podolsky aparece realmente associado ao traco do tensor D,,,, em

que quando comparado com a expressao (4.12) temos que

1

ZTT(DW) = Do, (4.15)
que desempenha o papel da massa de Podolsky. Deste modo, surge alguns caminhos para
trabalhar a inclusao do termo de VSL em contextos de altas derivadas.

Uma opgao de abordagem seria discutir como a teoria de Podolsky é modificada pelo termo
de VSL, propondo

1 02 ~
L= = Fu P+ S0P PONF + 100, F7 0\ Dy, (4.16)

onde Dga representa a versao sem trago do tensor, ou seja, T'r <l~)5a> = 0, a fim de evitar a
presenca redundante do termo de Podolsky no termo de VLS.

Outra opcao formal seria trabalhar com a lagrangeana (4.4), mantendo o trago ndo-nulo do
tensor a fim de contemplar a presenca do termo de Podolsky.

A terceira opcao seria investigar a lagrangeana (4.4), considerando 7' (Dg,) = 0. Neste
caso, estariamos examinando uma eletrodinamica de altas derivadas que nao contém o termo
de Podolsky,

1 N
L=—JFuF" + 020, F7PO\F** Dg,,. (4.17)

No intuito de colher mais informacoes sobre o termo de altas derivadas contido em to-
das estas opcoes pode ser escrito em componentes, podemos classifica-lo perante as simetrias

discretas. Para isso o escrevemos em componentes:

Oy FPO\F Do = 0y F7PO\F*° Doy + 20, F7CO\F* Dy + 0, F 'O\ FN D, (4.18)

0o FPONF Dy = 0y F ™0, F* Doy + 20, F*°0, F"' Dyy;
+20,F*° 0y F* Dy; + 0o F"' 0y F* D
+200F " 0, F* D;j + 0,F“ 0, F" D, (4.19)

onde a tltima linha equivale & soma de Einstein sobre 9, F°'0y\F* D;;. Lembrando que F° =

E* F% = —¢,; B!, temos em termos dos campos elétrico e magnético:

0sF7PONF**Dgy = 0,E°04E" Doy — 26410, 0, B' Dy;
4265100 E'0y B Dy + €4j1€0im0a B™ 0y B' Dj;. (4.20)

34



De posse desta ultima expressao, podemos fazer a classificacao destes coeficientes sob as
transformagoes discrestas. Sob a transformacao de conjugacao de carga (C'), sabemos que os
campos elétrico e magnético revertem seus sinais: E — —E ¢ B — —B, enquanto as derivadas
sobre o espago-tempo nao sao alteradas: d, — 0,. Deste modo, todos os termos que ¢é fécil
perceber que a expressao (4.20) ndo muda de sinal perante C, sendo C-pares os coeficientes
Doo, Do, Dij.

Sob paridade (P), os campos elétrico e magnético se transformam como E — —E e B — B,
e 0, = —0,,0y — 0y. Desta forma, vemos que os termos proporcionais a Dy; mudam de sinal
perante P. Assim, Dy, é paridade-impar, enquanto Dyy e D;; sao paridade-par.

Ja sob reversao temporal (T"), o campo magnético reverte o sinal B — —B, enquanto o
campo elétrico mantém-se invariante, E — E. Além disso, 0, — d,,0y — —3dy. Aplicando estas
transformagoes na expressao (4.20), percebemos novamente que os termos proporcionais a Dy;
mudam de sinal perante 7T". Assim, Dy, é T-impar, enquanto Doy e D;; sao T-par.

O comportamento dos coeficientes do tensor Dg, sob CPT esta sumarizado na Tabela 1:

¢ P T CPT

Doy + + + +
Dy + — — +
Dy + — — +
Dy + + + +

Uma questdo interessante é saber se o termo 0, F7%0\ F A2 Dy, estd contido ou ndo no Modelo
Padrao Estendido ndo-minimo estudado na Ref. [16]. Como estamos analisando um termo
CPT-par de d = 6, cabe avaliar apenas a modificagdo que advém da equagao (1.21) com

dimensao de massa d = 6, a saber

“ KAV KAV RApra1a
(kr) " () ' + (k) O Oy Oy (4.21)

O setor nao birrefringente desta teoria é parametrizado na forma,

~ KAV 1 . 5 o o o
(ke) ™ = 5 |o™ @)™ = g™ @)™ + g™ (@)™ = g ()] (4.22)

O termo de dimensao 6 da estrutura (4.21) é dado por

FoOp () oy = FTE (k) 0, 000, (4.23)
que em sua forma nao birrefringente,
(r ) o, ™ 90305 = 03Ol (4.24)
leva a
FoB e (k:F> I FOPF 00y Chparag 0% = FOOF PClg 00,0 0% (4.25)
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Podemos mostrar que o mesmo conduz a seguinte forma bilinear:

FUBFU pCBPOlloQaalaOQ = -4 [(DCV” aray 858”0#5011012 +
—0MOPCY 0y T g”“@ﬁangpalaz) 8“1(30‘2} A, (4.26)
Considerando-se,
CV“ [e5XeD) = Cl’ﬂgala2’ (427)

resulta:

FPF,?Chpaa, 0™ 0% = — A, [(T*°C™ — 0°9"0C" ; — 9#0°0C” , + g"0°0°0C;,) | A,
(4.28)
Esta estrutura difere da forma bilinear (4.33) pelo ultimo termo. Vemos assim que o termo
0y F7PO\F* Dy, néo estd contido no MPE nao minimo da Ref. [16].

4.3 O propagador de Feynman da eletrodinamica com

altas derivadas

Em prosseguimento a nossa proposta, vamos considerar a lagrangeana (4.16), que é a forma mais

geral dos modelos acima propostos. Neste caso, temos a lagrangeana de Podolsky modificada:

1 0°
L o= = Fuf™+ EaaFaﬁaAFg + 170, FP 0, F

1
2

Os parametros 6,1 e Dg, tém dimensao de comprimento, ou

+—(9,4")% (4.29)

§ = n = massa ", (4.30)

enquanto o tensor Dg, é adimensional, ou seja, Dg, = (massa)®.

Como ja foi dito no capitulo anterior, o primeiro passo para calcular o propagador de

Feynman é escrever a lagrangeana na forma bilinear,

1 v
L= §A O, A", (4.31)
onde é O,, é o operador tensorial que caracteriza este modelo. A lagrangeana (4.29) é lida
como,
1 v 2 2 1 o
L=ZA" |06, +6 (0% ©,,] —EDQWJr At
1
74 [20°0P?D,,, — 2¢°00,0° Dy — 27°00,0° Dy, + 20°0,0,0°0% Dya | A*, (4.32)
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permitindo escrever
1
O, =00, +6[006,,] - gDQW+
2n°0°D,,, — 21*00,0* D, — 21°00,0° D,,, + 21%0,0,0° 0° D4, (4.33)

onde foram usados os projetores, longitudinal e transversal, (g, = 950,/0, Oy = gsr — Qgn,
respectivamente.

Para calcular explicitamente o propagador de Feynman desta teoria, podemos empregar a
mesma parametrizagao apresentada no Capitulo 3 para obter o propagador da eletrodinamica
CPT-par, modificada por um tensor simétrico, responsavel pela violagao da simetria de Lorentz.
Sabendo que, para D,,, simétrico, propomos a seguinte parametrizagao:

D, =

vp

(C,B,+C,B,), (4.34)

N | —

podemos escrever

1
Ow = (0O+6’0*)0,, + (ZUQDp/{ — ED) Qu + n’0°C, B, +
+n*0*C, B, — n*0kC,0, — n*0kC,0, — n*0pB,0, — n*0pB,0,, (4.35)
onde foi feito
Kk = B,0% p=C,0" (4.36)

O célculo do propagador consiste na inversao algébrico-tensorial do operador O,,,, composto

pelos seguintes projetores tensoriais:

Ow, Y, B0, B,0,,C,B,,C,B,,C,0,,C,0,. (4.37)

2

Podemos propor a seguinte forma para a inversa O,,, :

AV = a®” + b, + cBad” + dC¥ Bo+

+eC"0y + [BY04 + gCoB” + hC, 0", (4.38)
que satisfaz a identidade
Ouw A", = Gua
OuuAya = @,ua + Quaa (439)

sendo o propagador de Feynman definido como
(0[T(A, (z) Aa ()] 0) = iApalz —y). (4.40)
Ao realizar todas as contragdes obtidas atraves da relagao (4.39) , surgem dois novos elementos,
B,B,,C,C,,
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nao considerados inicialmente na proposta (4.38), de modo que precisam ser incluidos para
fechar a dlgebra e tornar O, inversivel. Assim, propomos uma nova inversa incluindo esses

dois termos, dada por
AV = a©? 4+ b, + cB,0" + dC" B, + eC" 04+
+fB"0, + ¢gC,B" + hC,0" +iB" B, + jC"C,. (4.41)

Ressaltamos que os projetores tensoriais contidos em (4.41) satisfazem uma algebra fechada,

exibida a seguir:

o Q! | B.o” C”B,
O Oa 0 0 | CuBa— L£Bad,
QO 0 Qo | Bad, £B,d,

B,0, | Ba0, — KQua KQua | kB0, | (C-B) B0,
CuB, | CuBy — £CL0, | £CL0s | KC, B,y | (C-B)C,B,
C,.0, 0 C.0, |0C,B, pC, B,
B,0, 0 B,0s |OB,B.|  pB,Ba
C,B, | CuB, — £B,da | £B,da | pBuBa |  C2B,Ba
Cou | Coly— e | Pa | pBaO, C*B,0,
B,B, | ByBa — LB,0n | £Buda | KBuBa | (C-B)B,Ba
C.C, | CuCy — £C,0, | £Cu04s | pCuBy C*C,B,

Tabela 4.1: Algebra fechada dos projetores tensoriais (part 1).

C" 0, B¥0, Cc,.B"
Ou | Cula — PQa | Bua — KQua | CaBy — £Ca0,
Q. PQua EQa £C.0,
B,0, |O(C - B)Qua O0B*Q,, B*C,0,
C.,B, | (C-B)C,0, B2*C,,0, B*C,C,
C,0, pC04 KC,,0q kC,Cy
B0, pB,,0, kB,,0q kCo B,
C,B, C?B,0, (C-B)B,0, | (C-B)Cy\B,
.0, C?0Q,0 O(C-B)Qu. | (C-B)C,0,
B,B, | (C-B) B,0, B%B,0, B*C,B,
c,C, C?*C,0, (C-B)Cuo, | (C-B)C,C,

Tabela 4.2: Algebra fechada dos projetores tensoriais (part 2).
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Cod” B’ B, cvC,
Ow | 0 | BuBa—£Bud, | CuCo— £Cu0,
Q| Cady 5 B,0, £Co0,
B,d, | KCud, |  B2B.o, (C- B)Cld,
C.B,| kC,C., | BC,B., (C-B)C,C,
C,0, | OC,C, KC), Ba pC,.Cl
B,d, |0C.B,|  kB,B, pCoB,
C,B, | pCoB, | (C-B)B,B, C2C,B,
Cody | pCady | (C- B) Bad, C2C,0,
B,B, | kC.B, | B?B,B, (C- B)C,B,
c.C, | pc.C | (C-B)C,B, c2C,C,

Tabela 4.3: Algebra fechada dos projetores tensoriais (part 3).

Uma vez a dlgebra fechada, daremos continuidade ao calculo do propagador. Substituindo
a expressao (4.41) na Eq.(4.39), obtemos um sistema de 10 equagoes para os 10 coeficientes a

serem determinados. O sistema de 10 equacoOes se encontra no apéndice B.

A solucao deste sistema fornece:

1 4 O 2 2\ _ 2 II
a:—2,c:f:m7< ¢ Pg Uy (4.42)
O(1+6°0) ro(1+6°0)
2(__ 02,2 DB2— 2\ _ 2,2 | 2 2 2oklIl
po & mEnr( k) 77%2(0 p”) + 2pk )7 (4.43)
O ro(1+6°0)
n*1l 2 [1p (OB? — x?) — 1]
(1+6°0)T ro(1+6°0)
4 2 2 4 2,2
[:_77 (DO ] p>7 j:_n (DB 5 Ii). (445)
r(1+6°0) r(1+6°0)
onde valem as definigoes:
I'=[p*(OC? - p*)n* (OB* — x%) — 1I7], (4.46)
= (1+6’0+7’0(C-B)—n’pk ), (4.47)

Substituindo todos os valores para a, b, c,d, e, f, g, h,i,j, o operador (4.41) assume a forma

1
AV = e’ + (=€ (1+60*0)r+v)Q" + F(B,0" + B”
v D(HGQD)F[@QJr( E(1+ )T +V) Q%+ F(B,0" 4+ B"0,) +
+n*TIO (CY B, + CouBY) + H (CY04 4+ CL0") +

—n* (OC* = p*) 0 B"B, —n* (OB* — k*) OC"C,] . (4.48)
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O propagador de Feynman do campo de gauge no espaco dos momentos é definido como

7
p? (1—6°p* )T (p)
—2iF (p) Ky — 2772p2H (p) Dyo — 2iH (p) pot+
2 ((C-p)? = p*C?) B,B, +0'p* (B - p)* — p*B?) C,C.]

(A AL) = [L(p)Ova+ (V' =& (1—6°p* )T) Qua +

onde
2"4'1/01 = Bl/pa + Bocpua
2D,,=C,B,+ C,B,,
2pya = Czlpa + Capw
=’ (* (C-p)* (B-p)* —p*B*) +
-+’ )2((019 —-p’C?) = 2(C- p)(B p) I(p),
F() m2 (p) (C-p) —in* (B-p) ((C-p)° —p°C?),
H (p) =n* (B-p) Il —in' (C - p) ((B-p) —pQBQ),
T(p) = [772 (C p)? —pQC’Q) e (B p)? _szz) . HQ] ’
I(p) = (1 —20*p* —’p* (C- B)+71*(C-p)(B-p) ),
em que [F] = (massa)™! e [['] = [lI] = (massa)°.

(4.49)

4.50
4.51
4.52
4.53
4.54

A~~~ N N N/~
—_ — — ~— ~— ~—r

Na auséncia do termo de violacao de Lorentz, a lagrangeana (4.29) recupera a forma da

lagrangeana de Podolsky pura, dada na Eq. (3.1). Nesta situagdo, por consisténcia, o propa-

gador (4.48) deve reproduzir o propagador (3.52). No limite em que n — 0, D,,, — 0, devemos

fazer n =0, B = 0,C = 0, de modo que:
lim IT = (1+6°0),
n—0
im T = — lim 11 = — (14 6%0)°,
n—0 n—0
. 1 1
lim 5 = - 39
=00 (1+6°0)0  O(1+6°0)
limbd =0, lmF =0, limH =0.
n—0 n—0

n—0

Implementando estes limites na Eq. (4.48), encontramos:

: v o__ 62 _é v
iy B = O(1+6°0) gt

que equivale ao propagador de Podolsky (3.52), como esperado.
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O propagador de Feynman do campo de gauge no espago dos momentos para a configuragao
de € = 0, é definido como

i

<A1/Aa> - _pQF (p) [F (p) Oua + (b - gr) Q
—2iF (p) kva — 20°p*1L (p) Dyo — 2iH (p) po+
n'p® ((C-p)* = p*C?) B,Ba+n'p* (B-p)* —p°B*) C,C.] (4.63)

onde

251/(1 = Bupa + Bapzn
Dyo = CyBa + CuB,, (4.64)
2pye = Cupa + Capy, (4.65)

b =n*(n’ (C p)* ((B-p)* —p*B*) +

+0% (B -p)? ((C - p)? — p*C?) —2(C- p)( -p) Il(p), (4.66)
F(p ) 2772 (p)( ) in* (B-p) ((C-p)* —p*C?), (4.67)
H (p) =in* (B-p) Il —in* (C-p) (B 'p) —pQBQ), (4.68)
T'(p) = [7* ((C-p)? — p*C*) n?* (B - p)* - p*B?) —117], (4.69)
Ho—o(p) = (1 —n*p* (C-B)+7n*(C-p)(B-p) ). (4.70)

4.4 Relacoes de dispersao

As relacoes de dispersao desta teoria sao lidas a partir dos polos do propagador de Feynman
(4.48):

O(1+6°0) =0, (4.71)

[772 (OC2 = p?) n? (OB? = k) — (14 6°0+ 7?0 (C - B) — n’pr )2] ~ 0. (4.72)

No espago dos momentos sao reescritas como

p* (1—6°p*) =0, (4.73)

n* (P°C* = (C-p)*) (B>~ (B-p)°) +
— (1= 0% = (C-B)+7*(Cp)(B-p) )’ =0. (4.74)

Essa relacao de dispersao pode também ser escrita em termos do tensor D, ,, conforme demons-

Vs
trado no Apéndice III, ou seja:

1*[2p* D, D" — p* (DY) — 4p* D,y D" p*pa + 20* (Dyup’1") D& + (Dyup"p")?) =
14 14 2
(1 —20°p* —*p? (Dy) + 1% (Dupp"p") )™ (4.75)
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Se fizermos 1? = 0 na relacio (4.74), o que corresponde & eliminar os termos de violagao da

simetria de Lorentz da teoria, recuperamos:
p’=0e (1-6°p*) =0, (4.76)

que sao as mesmas relagoes de dispersao da eletrodinamica de Podolsky.
Na auséncia do termo de Podolsky, % = 0, temos p> = 0 (Maxwell) e a seguinte relacio

modificada:

' (p°C* = (C-p)*) (®B* = (B-p)*) +
—(1=n*p*(C-B)+7*(C-p)(B-p) )’ =0. (4.77)

E importante ressaltar que nao faz sentido fazer n? = 0 na relacao (4.77), assim como nao faz
sentido tomar 6* na relacio tipica de Podolsky, (1 — 0%*p? ) = (0. Tais relagoes s6 fazem sentido
completas.

Com a ajuda do programa FORM, as equagoes de dispersao acima podem ser generalizadas
para uma escolha arbitraria de D,,. Para uma escolha geral deste tensor, a equagao de dispersao
p? = 0 permanece, mas 1 —60*p? = 0 e Eq. (4.74) se juntam em uma tinica equacdo. Embora, em
principio, existam muitas possibilidades de formar os escalares do observador Lorentz a partir
de um conjunto de dois tensores e o momento de quatro vetores, o ultimo resultado colapsa
quando se considera que D, é simétrico. A equagao pode entao ser convenientemente escrita

da seguinte forma:
0= — (1 o 92]92)3 . 2(1 . 92p2)2772(Dleppu o pQD”M)
+2(1 — 6*p*)p*n* [pQDWD’”’ — 2D, D*p"p, + D*, (2D,,gp”p9 — pQD”V)]
4 v a 174 4
+ 301 [3Du D" (Doop?p” = p*D%,) + (D”,)* (P D¥, = 3Dyop"p*)
+ 2p2D””DM9D,,Q + 6 (D, D"p"p,D°,, — DM,,D“QD”"prU)} . (4.78)

Note que nao é possivel fatorar 1 — #*p?, pois hd uma contribuicdo proporcional a n° que néo
contém o termo 1 — 6%p?. Esta contribuicao desaparece quando D, ¢é decomposto em dois 4

vetores de acordo com a parametrizacao dada pela Eq. (4.34), em que (1 — 02p2) I'(p)=02¢

reproduzido.

4.5 Analise de alguns setores da teoria: relacao de dis-

persao, positividade de energia e causalidade

No que se segue, analisamos alguns setores da teoria proposta, em busca de configuragoes do
tensor de fundo que proporcione eletrodinamicas consistentes. Estamos especialmente interes-

sados em causalidade. O comportamento da velocidade de grupo e da velocidade de frente de
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onda nos permite tirar conclusoes sobre a causalidade. As velocidades de grupo e de frente de

onda sao dadas por

u, = % u — lim 22
g 8p Y fTente |p|4)00 |p| .
Usamos a nocao de causalidade classica que requer u, = |uy| < 1 € Uppepre < 1. As leis de

dispersao que nao descrevem os fotons padrao para o desaparecimento da violagao de Lorentz
serao chamadas de “exoticas”, o que inclui as relagoes de dispersao do tipo Podolsky, mas
nao necessariamente as nao fisicas. As relacoes de dispersao que exibem velocidades de grupo e
velocidade de frente divergentes ou velocidades maiores que 1 serao chamadas de espurias. Para
todas as configuracoes de fundo investigadas, existem trés pélos distintos, incluindo p? = 0 ,
que descreve o foton usual. O primeiro e o segundo dos casos isotrépicos examinados abaixo
nao pode ser parametrizado com dois 4 vetores, como proposto na Eq. (4.34). Portanto, eles

devem ser estudados usando a equagao mais geral (4.78).

4.5.1 Setor isétropico do trago (com 6 # 0)

Como uma verificacao inicial da Eq. (4.78), estudamos o caso de um tensor diagonal D,,, com
Doy = —D11 = —D9y = —Ds3, D;; = 0 para @ # j, ou seja, D,, = Dyogy,, que resulta em
D¢ = 4Dyy. E uma configuracao de trago puro que é invariante de Lorentz . A equacgao de

dispersao para esta configuragao de D,,, tem a forma:
0=—(1- 92172)3 —2(1— 92P2)2772<D009uup“py - 4]92D00)

+2(1 = *p")p*n* [p° Dgo9uw 9™ — 2D30 9, 9"°P" Do + 4Doo (2Do0guep” p° — 4p° Do) |
+ §p4n6 [3D809,9™ (Do0gorp®p” — 4p° Do) + 16Dy (4p* Doo — 3Dooguop” 1°)

+2p* D30g" 0%9up + 6 (D009 9D Do — Dooduw9"%9" Pebs)] (4.79)
resolvendo, temos

— (1= 6*p*)* + 6(1 — 6°p*)*n*p* Doo — 12(1 — 6°p*)n*p* Dy + 8p°n° DYy = 0,

apos algumas simplificagoes, temos

(p°0° + 2Doop*n* — 1)° = 0,

cuja solucaoé dada por
1

6° + 202 Do’

para 62 + 2n?Dy, # 0. Identificando essa relacdo de dispersdo com a relacdo de dispersio de

pa=p>+ (4.80)

Podolsky podemos reescrever na forma

1
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onde ©% = 6% 4+ 2n*>Dyy. Em que obtemos uma relacio de dispersao do tipo Podolsky com um
parametro de Podolsky redefinido por ©2 que envolve o parametro padrio de Podolsky 62 e
o coeficiente de controle nao nulo. Se um campo de fundo, violagao da simetria de Lorentz
D,, existisse na natureza, seu traco imitaria o termo Podolsky. Encontrar tal contribuicao
experimentalmente, poderia até sugerir a existéncia de um campo de fundo violador da simetria
de Lorentz. A relacao de dispersao encontrada é causal e compativel com uma propagacao bem
comportada de sinais, desde que ©% > 0, ou seja, para Doy > —60%/2n>.

4.5.2 Setor isétropico (com 6 # 0)

O setor isotrépico sem traco pode ser expresso na forma D,, = —Dgyy X diag (3,1,1,1) v onde
o sinal menos é escolhido para ser consistente com as definigoes feitas para o setor isétropico
do trago . Esta escolha do tensor de fundo pode ser expressa na forma covariante em termos do
tensor métrico de Minkowski e da dire¢@o preferida puramente temporal A = (1,0,0,0) como
segue:

Dy, = Doo (gup — 4AA,) - (4.82)

Portanto, o caso isotrépico aqui analisado contém a parte invariante de Lorentz considerada
no setor isotropico do trago e uma contribuicao que viola a simetria de Lorentz dependendo da
direcao A,. Esta estrutura particular exibe duas relacoes de dispersao distintas que podem ser
obtidas através da Eq. (4.78). Substituindo (4.82) em (4.78), temos

— (1= 6%p*)* = 2(1 = 6°p*)*n* Doo((gup — 4N ) PP — 1° (g — 4N A1)
+2(1 — °p*)p*n* [* D3y (gu — ANAL) (g — ANNY) = 2D5 (gu — AN A,) (972 — ANN®) p¥p,
+D3, (gl’j — 4)\,)\“) (2 (Guo — 4N N,) P'P? — P* (gl’j — 4)\,)\“))}
4 14 g
+§p4n6D30 [3 (Gup — AN AL) ("7 — ANNY) ((ggg — 4N\ \o) pPp° — p? (gl’j — 4)\MA“))
+ (gﬁ - 4)‘M)‘u)2 (p2 (gﬁ - 4)‘u)‘u) -3 (gvg - 4>‘l/>‘9) pypg)
+2p? (g" — 4\ NY) (gﬁ — 4/\,)\9) (Guo — 4NA,)
+6 (gw - 4)‘V)‘u) (g"? — 4N )?) Do (95 - 4)‘//\”)
—6 (Gup — AN AL) (7 — ANN?) (¢77 — AN X)) pops] = 0, (4.83)
de acordo com a métrica de Minkowski temos que: g, = 4, g,,9"" = 4, logo
— (1= 6*p*)° = 2(1 = 0°p*)*n” Doo((gup — 4\A,) P'D")
+2(1 = 0°p")p*n"p?Diy (gu — 40 A) (g — 4NN
—2(1 - ‘92172)17277421730 (Gop — 4N AL) (g0 — ANA?) p¥p,

4 v o
+ 200" D [3 (g — 4NAL) (9" = 4ANN") (9o — 4XAs) PP

3
+ 2p° (g — ANNY) (69 — AN A9) (gup — AN A,)
—6 (gup — 4NA,) (g1 — ANN2) (77 — AN N7) popo] = 0, (4.84)

44



para o caso puramente temporal M = (1,0,0,0), obtemos
— (1= 6°p*)* = 2(1 = 6*p*)*n* Doo(p” — 4p%5)
2(1 — 6*p*)p°n* D5, [10p* — 16pg)
4
+ 5p"° Do [3 (12) (p° — 49)
+2p* (12 — 36) — 6 (p* — 28pg)] =0, (4.85)

agrupando os termos

— (1= 6*p*)* —2(1 — 0%p*)*n* Doo (p* — 4p})

+2(1 — 0°p*)p*n* Dg, [10p* — 16p] + 4p*n° D}, (8py — 6p*) = 0, (4.86)
simplificando, obtemos
(p°0° + 2Doop®n* — 1)° (926 — 6 Doon’p® + 8Doonpl — 1) = 0. (4.87)
Considerando a equacao acima como duas equagoes independentes em que cada uma é nula
(p%0° + 2Doop*n® — 1)° = 0, (4.88)
(p292 — 6Dgon*p? + 8D00772p3 — 1) = 0, (4.89)
obtemos duas solugoes. Para a primeira equacgao, obtemos:
1
YT Franer
Bo= P (4.90)

onde ©2 = §? 4+ 2Dyon?. Essa relacio de dispersio é uma perturbacio da relacao de dispersao
usual de Podolsky, que corresponde a Eq. (4.81) do setor analisado anteriormente. Sabemos
que este modo tem uma energia bem definida e é causal para ©? > 0 e consequentemente para
Doy > —0%/2n%. As velocidade de grupo e de frente de onda tem a mesma forma das velocidade
para a teoria de Podolsky.

Para a segunda equagao, obtemos:

2 _ 1 (9 — 6Dgo7 )p2
pO (92 + 2D00’I72) (9 + 2D0077 ) ’
p2 _ 1 n (0 + 2D007’] — 8D00’I]2) p2
0 (92 + 2Doo772) (92 + 2Doo772) ’
1
Py =gz T AP (4.91)

onde A =1 — &gg’ﬁ. Para a segunda relacao de dispersao temos também uma perturbacao
da relagao de dispersao usual de Podolsky, mas nesse caso os termos dependentes do momento
também sao modificados. A velocidade de frente de onda é dada por

Po

U frente = lim —
[pl=oo |P|’
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logo para a relagao de dispersao (4.91) tem a forma

1
Upremie = lim | [—5— + A
Jrent p|—>oo< p|® 62 )
8 Doy
Uprente = VA =1/1— @02”, (4.92)

temos que a velocidade de frente de onda somente é real para

8 Dgon?

- >0,
62 + 2D007]2

logo

temos

Dy < —. (493)

Para Dy < 02/6772, e Doy > 0 a velocidade de frente de onda é < 1. O mddulo da velocidade

de grupo tem a forma

) 1 5 1 , O\ 2
Ug:m @JF|10|A = |p| A @Jr|p|A ;
ug = Alp| /po. (4.94)

Esta fung¢ao aumenta monotonicamente de 0 para um valor constante dado por

8Doon*\ |p|
Ch po’

-1
) . 8D00772> 1

lim u,= lim [1— +A ,

Ipjvoo ? pHoo( 02 Ip|* ©2

lim u, = A (\/K)_l ,

[p|—o0

lim u, = VA = Ufrente (4.95)

|p|—o0

lim wu, = lim (1—

|p|—o0 Ip|—o0

igualando com a velocidade de frente de onda, logo no limite em que |p| — oo a velocidade de
grupo é < 1 para Dy, > 0, sendo assim temos que a estrutura é causal e bem comportada para
o intervalo do coeficiente Dgo: [0, 67 /67?].

4.5.3 Setor isétropico temporal (com 6 # 0)

A configuracdo de campo fundo isotrépica mais simples possivel é dada por C, = (Cp,0),

B,, = (By,0), que corresponde a Dy = CyBy, Dy; = D;; = 0. Para esta configuragao, a relacao
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de dispersao (4.74) é dada por:

774 (p2C'2 Cg ) (p 32 Bopo)
— (1 — 0*p* — n*p*CoBy + n*CoBop ) =0, (4.96)

simplificando
2
n'CeBep* = (1 — 0%p* + n’p°CoBy )",
obtemos
+n’CyBop? = 1 — 0*p* + n*p*Cy B, , (4.97)

de onde podemos extrair duas solugoes. A primeira solucao tem a forma

1
1
p(()) p2+?a

em que essa relacao é a relacao original de dispersao de Podolsky. Como ja foi avaliada no
ambito da teoria de Podolsky no que concerne a causalidade, estabilidade e unitariedade, nao
serd refeito aqui.

Para a segunda solugao, da equacao (4.97), obtemos

2m2CyB 1
P’ (1 + M) p’+ =, (4.98)
62 0
2D
= ( 21 OO) p2+ (4.99)

—/Up? + (4.100)

onde ¥ =1+ 2’729#. A velocidade de frente de onda é dada por:

1
rente — li v PCYEEDE
trente = AT T R P

2
VU = 1+%,

para Ugrente < 1 requer que Dy seja negativo. Além disso, temos que o médulo da velocidade

a 1 1/2
Ug = %(\pp +02) s

1\ "1/2
u, = V|pl (‘I’p +92> ,

Ufrente =

do grupo

equivale a
2
uy =V |p| /py
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em que o médulo da velocidade do grupo sobe monotonicamente de 0 a um valor constante que

corresponde a velocidade de frente de onda, dada por:
~1
lim w, = lim \I/M :\I/<\/§> ,

[pl—+o0 plooo  pl?)

lm u, = VU = Ufrente- (4.101)

|p|—o0

Portanto, Dyy < 0 precisa ser mantido para que exista propagacao de sinal. logo seja causal.

4.5.4  Setor espacial anisotrépico de paridade par (com 6 = 0)

Para os coeficientes C,, = (0,C;), B, = (0,B;), temos Dyy = 0, Dy; = 0, D;; = (C;B; +
C;B;)/2. Nesta configuragao, vale: C? = —C? B?*=-B? (B-p)=-B:-p,(C-p)=-C-p.

Substituindo tais informagoes na Eq. (4.77), temos:

nt (p'C*B? + p*C? (B -p)* + (C-p)*p*B* + (C-p)* (B-p)°) +
2
0.

~(1+7p*(C-B)+7*(C-p)(B-p) ) = (4.102)
Desenvolvendo, podemos escrever
n'p'C*B? —n'p* (C- B)’ +1'p°C* (B - p)”
+1'p"B? (C-p)* — 1 - 29 (C - B)
—2n*p*(C-B)(C-p) (B -p)—27*(C-p)(B-p) =0, (4.103)
cuja simplificacao leva a
1+22(C-p)(B-p
Py =P+ 402 2 ARB2 2 (2 A )4 - (4.104)
n*C*(B-p)” +7'B*(C-p)” —27*(C-B) —2*(C-B) (C-p) (B p)
Sem efeito de nenhuma aproximacao, vale
1+ 2n? : B-
9 9 +2n°(C-p)(B-p) (4.105)

Pp =P +774[C(B.p)—B(C-p)]Q—an(C'B)‘

Empregando a restricao adicional dos vetores serem paralelos ou antiparalelos, podemos escre-

cer:

C =aB,
com a € R\{0} fornecendo (B-C)* = C?B2e C(B-p) =B (C-p) , temos

1 _B-pf
5 =p— - 4.106
=P paB? T B2 (4.106)
escrevendo em funcdo do vetor unitério B = B/ |BJ, obtemos
2 = p? ! (B )2 (4.107)
Po=P 2n2aB? P '
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que é uma relacao de dispersao nao-birrefringente. Temos que para « > 0 significa vetores
paralelos, enquanto o < 0 descreve os vetores antiparalelos. Introduzindo um angulo através
da relagao

B p = |B||p|cos?, (4.108)
obtemos
Do = \/pz (1 —cos?¥) — m, (4.109)
ou na forma
po = \/p2 sin® 1) — ﬁ. (4.110)

Essa relagao de dispersao é semelhante a da teoria de Podolsky, mas a parte dependente do
momento é modificada pelo fator sin?). Além disso, o termo “massa”, 1/2n2aB?, aparece com
um sinal negativo para o > 0, o que compromete a definicao de energia.

Vemos que a relagao (4.107) pode ser investigada com relagao a causalidade. Primeiro temos

que obter a velocidade de frente de onda que é dada por:

Ufrente = lim Po _ |sind| <1,
p|—o0 [P

Vemos que & Ufrente < 1 independentemente de o .

Para a velocidade do grupo, temos:

. . 1 . 2 —-1/2
w=(p-B(89)) (¢~ 5 - (B0))

p—B (13 : p)
u, = . 4.111
g s (4.111)
Para o calculo do médulo, facamos
Ug = /UglUyg,
logo
Bl — 2|pf cosd + [p cos? ¥
Ug = /Uiy = 2 )
Py
ou na forma
Ip|” sin? ¥
Uy =\ ———,
! P}
substituindo p?
Ip|? sin® 0 sin® ¢
Ug 2 . 2 1 = 2 1 )
P sin®d — oime \ SV ampr
ou na forma
1 1

g = - — =. (4.112)
\/1 "~ 2sin29n2a|B|?p|? \/1 - [2 sin’ In*a |B|2 |P|2]
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Para a > 0, temos

1
Uy = — (4.113)
V1 - [2sin?vna |BJ? [p|*]
1
(4.114)

Ug = =
\/ 1 — [2sin® ¥22]

onde z = 7 |B| [p|1/]a]. O médulo da velocidade é bem definido apenas para p? > (2na IB|? sin® ) 71,
sendo este um cutoff minimo da teoria. O problema maior é que esse cutoff minimo depende
do angulo ¥ e como o momento da particula pode, a principio, apontar em qualquer direcao, o
cutoff nao é fixo e é por isso que ele realmente nao funciona como um verdadeiro cutoff. E f4cil
notar que a velocidade de grupo é sempre maior que 1 e até singular para n |B| |p| = cscd/v/2a,

ou seja, o modo correspondente viola a causalidade.

O comportamento para o médulo da velocidade de grupo, (4.114), é descrito na Fig. 4.1
como uma funcao de z.

3.0(
2.0f _
» =2
ugr 1.5} L ----- =0
1.0} A oS S AU [ (9=f
-9
osfp | T o="0
0.0k=====--+ et et el
0 5 10 15 20

Figura 4.1: Velocidade de grupo para o > 0

Em contraste, a velocidade do grupo para o < 0 nao exibe qualquer singularidade e é dada
por

B 1
‘I ) 2 271
\/1—1- [2sin* ¥n?a |B|” |p|°]

Este modo ¢é exdtico, pois sua velocidade de grupo aumenta de zero e se aproxima do limite
uy = 1 de baixo. Um grafico de seu mddulo é apresentado na Fig. 4.2.

u

(4.115)

Outra possibilidade que vale a pena considerar é o caso em que os vetores B e C sao

ortogonais, C - B = 0. Esta configuracao é especialmente interessante, porque implica D;; = 0
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Figura 4.2: Velocidade de grupo para oo < 0

e Tr(D,,) = 0, quando entao representa uma eletrodinamica de derivadas de alta ordem que

nao contém Setor de Podolsky. A equacao de dispersao (4.77)

774 (p4C2B2 +p2c2 (B . p)Z + (C . p>2p2B2 + (C . p)2 (B . p)2) +
2
0,

—(1+7°p*(C-B)+7n*(C-p)(B-p) ) (4.116)

fornece
n'p'C*B? + 5*p* [C* (B -p)* + (C-p)°’B*] —2° (C-p)(B-p) -1 =0. (4.117)

Para analisar esta situacao, adotamos um sistema de coordenadas no qual os vetores C ¢ B
apontam ao longo dos eixos x e y, respectivamente: C = |C|é,, B = |B|é,. Sendo ¥ o angulo

que o momento p deve fazer com o eixo z. Neste sistema, temos que
p =|p| (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin @, cos V) , (4.118)

que implica B - p = |B||p|sindcosp e C-p = |C||p|sindsinp. A relagdo (4.117) é reescrita

CcOomo

n'pt|CPPB|* + n'p?|CI* B |p|* sin? ¥ — 2¢%|C||B| |p|* sin® ¥ cos psing —1 =0, (4.119)
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2
sabendo que p* = pZ — |p|”, escrevemos

2 .
7t (p5 — IpI*)" ICPIBI* + 7 (9§ — IpI") ICI*[B[* | sin® ¥
—2n%|C||B| |p|*sin® ¥ cos psingp — 1 =0, (4.120)

simplificando

2
n'|CPIBI* (p5)” — 1*ICI° B [p[* (cos® ¥ + 1) i + | CI*[BI* [p[* cos® ¥
+21%|C||B| |p|* cos psin ¢ (cos>9¥ —1) —1=0. (4.121)

Organizando obtemos uma equacao de segundo grau para p?

2
n*|CPIBI* (p5)” — 1*|CI° B [p|* (cos® ¥ + 1) pi
+|C|IB| [pI* n* [7*|C|/B] |p|* cos® ¥ — 2 cos psin psin? 9] — 1 =0, (4.122)

o delta , A, tem a forma

A = (ICPBPIpPn)” (cos? v +1)° (4.123)
—4|C*B|*n* (|C||B| Ip|* n? (|C|B| Ip|? % cos® ¥ — 2 cos @ sin g sin? 9) — 1)(4.124)

simplificando, obtemos

A = (ICPBI? IpI* n*)” (cos® 9 — 1)*+8|C*[BJ [p[* 1 sin® ¥ cos g sin -+4|C[*[B[*y*, (4.125)
usando cos? ¥ — 1 = —sin? 9, temos

A= (]C|2|B\2 |p|2?74)2 sin? 9 4 8|C]>|B|? |p|* n® sin ¥ cos psin ¢ + 4|C[*|B|*n*,  (4.126)

A = |C]’B)*n* UC\2]B\2 Ip|* 7' sin? 9 + 8|C||B| |p|*> n? sin? ¥ cos @ sin ¢ + 4] . (4.127)

Assim, obtemos:

n*|C||B| |p|2 (cos?¥ +1) + \/|C|2|B|2 |p|4774 sin* 9 + 8|C||B] |p|2172 sin219(308<psincp +4
N 2n?|C||B]| ’

v

(o4 1) |2i¢i|C|Q|B|2|p|4n4sin4z9+2|0||B||p|2n2sm%9coswsmgo+1
b= P 7|CI|B| ‘

(4.128)
Usando sin 2¢ = 2 cos ¢ sin ¢

(et 4 1) |2i\/1+i|C|2|Bl2lpl4n4sin419+|C||B||p|277281n21981n290
Po=—F—IP )
0 2 B2

chamando

(cos?>9 +1)  (cos®* —1+1+1) . sin? ¢

2 N 2 2

= ay, (4.129)

52



7°|C||B|sin® ¥ = vy, (4.130)

podemos reescrever a relacao de dispersao em uma forma simplificada, obtemos:

1+ 12 Il + v bl sin2e
CIBI?

(v5)" = awlpl* = (4.131)

Para que a condicao de causalidade seja satisfeita deve valer: uy, < 1, Ufrente < 1. Iniciamos
avaliando a velocidade de frente de onda,

\/1 + %V% ]p]4 + v ]p]2 sin 2
Ay +

Ufrente = 1M , 4.132
e gl CIIBI o7 .
sin?d 72| C||B|sin®
rente — 1— + . 4.133
e \/ 2 = aAClBiy 4153
No limite em que |p| — oo teremos duas relagoes para a velocidade de frente de onda, dadas
por:
92 )
n B sin“d  sin"v
Ufrente = \/1 I + 5 = 1, (4.134)
<2 19 . 2/19
Upone = \/ 1— 81“2 — 8”12 =1 —sin2¥ <1, (4.135)

ambas estao em conformidade com a preservacao da causalidade independentemente dos angulos
¥ e . O proximo passo é avaliar a velocidade do grupo, cujo médulo pode ser expresso usando

a representagdo do momento da Eq. (4.118). Para a velocidade de grupo

1/2
9 bt \/1+}11/%\p|4+1/1|p|2sin290 (4136)
u, = —— [as|p : :
* Olp| C|Bln?
efetuando a derivada, obtemos
W |p|a 1 (V3 Ip|* + 2v1 |p| sin 2¢)
Do 4|C||B|n Po \/1+4_1LV% ’p’4+yl ’p|281n290

Como estamos interessado no médulo da velocidade, fagamos

Uy = /Uyly, (4.137)

logo
p” |, " 1 (2z*sin ¥ + 222 sin® ¥ sin 2¢) N (z*sin* ¥ + 222 sin® ¥ sin 290)2
Uy = 5 |k £ oay— - i
(7o) 2z \/1 + Lot sin® O + 22 sin® ¥ sin 2 162 (1 + ga*sin® ) + 22 sin” ) sin 2¢)

53



onde foi usado
v1 = n°|C||B|sin’ ¥,

e logo apds identificado
22 = o|C|B] [pf. (4.138)

Sabendo que

1
(p(j)E)z = _|p2 <$2a19 + \/1 + Z:UA‘ sin ¥ + 22 sin” ¥ sin 2@0) ,
x

podemos escrever

[pl” z?
v , (4.139)

(7o) <x2a19 + \/1 + 2ot sin® O + 22 sin® ¥ sin 2g0)

logo
2
9 9 1 (x4 sin? 94222 sin? ¥ sin 2<p) (:c4 sin? 94222 sin? 9 sin 230)
X {O‘ﬂ + ay 222 V1+3atsint 9+a2sin? 9sin2p 162 (1+ix4 sin? ¥+22 sin? ¥ sin 2@)
Ug = ,
(1’20[19 + \/1 + x4 sin ¥ + 22 sin® U sin 290)
chamando
Y = \/4 + 22 sin® ¥ (22 sin® ¥ + 4 sin 2¢),
temos
42202 £ dayx? (24 sin® ¥ + 222 sin® I sin 2¢) YV + (2* sin® ¥ 4 222 sin® ¥ sin 2@)2
Uy = )
! 422Y? (220 £ 1Y)

(4.140)
_[42?Y2a £ daya? sin® ¢ (22 sin” ¥ + 2sin2p) Y + 22 sin* 9 (Y2 + 4sin® 2p — 4)
o = Y2 (4a%ay £ 2Y) ’

(4.141)
sabendo que
(cos? ¥ + 1)
Ay = ———(
2
da identidade trigonométrica
1 21
cos? ) = JFC% (4.142)
podemos escrever
1
=7 (cos29 + 3), (4.143)

logo

~ [22Y2] (cos 20 + 3)? + 22 sin 0 (cos 20 + 3) (22sin® ¥ + 2sin2¢) Y + 22 sin* ¥ (Y2 + 4sin® 2 — 4)
e = Y2{22 (3 + cos 20) £ 2V}
(4.144)
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Fazendo algumas redefinicoes

S = 3+ cos(29) £ Y sin® I sin 2, (4.145)
T = 2[34 cos(20)]sin*¥sin2p + Y sin* 9, (4.146)
U = [3+ cos(20)]sin* v, (4.147)

obtemos o modulo da velocidade de grupo na forma

u (4.148)

+ 4225 + 224T + 25U
9\ Y2{22(3+cos20) £ 2V}

O gréfico da Fig. 4.3 mostra o médulo da velocidade de grupo do modo positivo da relagao de

dispersao (4.131) para escolhas de diferentes angulos.

1.5

0 2 4 6 8
X

Figura 4.3: Velocidade de grupo para diferentes angulos do modo positivo

A velocidade de grupo do modo positivo nao possui singularidades, no entanto, de acordo
com o grafico, para alguns angulos a velocidade pode ser maior do que 1, mas sempre saturando
em 1.

Para o modo negativo ressaltamos que a velocidade de grupo diverge para a seguinte escolha

da variavel adimensional x:

v
Tsingular = |se;: | \/\/(3 + cos (29))* — 4sin* 9 cos? (2) + 2sin® ¥ sin (2¢) . (4.149)

Este valor é indicado pelas linhas verticais na Fig. 4.4. Devido a singularidade, o compor-

tamento do modo negativo no momento em que se encontra neste regime ¢ nao fisico. Em

95



Figura 4.4: Velocidade de grupo para diferentes angulos do modo negativo

contraste, a velocidade de grupo do modo positivo, para angulos iguais ao considerados no
modo negativo, nao possui singularidades.
Para momentos pequenos, as velocidades do grupo podem ser expandidas até a segunda

ordem da seguinte forma:

1 1 3
ut = x\/(isin%psin?t‘}i ZCOSQﬁﬂ: Z)’

onde
o> =1°|C||B| |p|*, (4.150)

temos

1 1 3
ut =n|p| \/|C||B|\/(§ sin 2¢ sin® 0 & 708 29 + Z)' (4.151)
Usando a identidade trigonométrica
cos 20 = 1 — 2sin? ¥, (4.152)

podemos escrever
uf = 6% |p|, (4.153)

onde

- 1
0F = m/|C||B|\/5 sin 9 (sin 2 F 1) + 1.
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Para momentos pequenos o médulo da velocidade de grupo se comporta como um modo de
Podolsky, no qual a massa depende da direcao do momento. Além disso, a Fig. 4.3 mostra que
a velocidade de grupo do modo positivo tem um maéaximo, aproxima-se de 1 e torna-se maior
que 1 quebrando a causalidade para uma certa faixa de parametros. Para os mesmos valores
dos angulos, a velocidade de grupo do modo negativo diminui de sua singularidade inicial para
atingir um minimo e finalmente se aproxima de 1 a partir de baixo. O grafico 4.4, gerado para
outros valores dos angulos, nao revela nenhum méaximo ou minimo, com a velocidade de grupo
do modo negativo se aproximando de 1 de cima e o modo positivo se aproximando de 1 de
baixo. Para esta escolha de parametros, o modo positivo é exdtico. Também foi verificado
que o modo negativo nao se propaga para certos angulos. Por exemplo, a velocidade de grupo
desaparece identicamente para ¥ = /2 e p = 7/4, e para ) = /2 e ¢ < |7 + arcsin(1/x?)]/2,
leva a valores complexos.

Assim, concluimos que a configuracao tipo espaco, B, = (0,B) L ey = (0,C),, com
os vetores B e C paralelos ou ortogonais, pode resultar em relagoes de dispersao exoticas e
espurias das quais as velocidades do grupo divergem ou quebram causalidade. Em geral, tais
relagoes sugerem propagacao de sinal apenas em um regime de grande momento compativel
com us = 1. No entanto, essa interpretacao nao é capaz de recuperar um determinado setor,
uma vez que as relagoes de dispersao associadas nao podem ser consideradas fisicas para uma

determinada faixa de momento.

4.5.5 Setor anisotrépico de paridade-impar (com 6 = 0)

Consideremos agora a configuracao paridade-impar e anisétropica que é caracterizada por uma
diregao puramente temporal C,, = (Cy,0), e uma puramente espacial como B,, = (0, B;), que

ao ser inserida na na Eq. (4.77), conduz a:
—'p'CyB? — '’ C3 (B - p)” +1'p’B* (Copo)” — 1+ 27* (Copo) (B - p) =0,
organizada na forma
pon*C3[p°B® — (B - p)°] +21°Co (B - p) po — 'p°Ci[p°B* — (B-p)’| -1 =0.

A solugao obtida é

_ sgn(C’o) pQ\/T]4Cg (pQBz _ (B . p)2)2 + B2 — (B . p)

Do . (4.154)
77200 [sz2 _ (B . p)2]
Podendo também ser reescrita em funcao dos angulos
B-p = |B||p|cos i,
assim, obtemos
Dy = sgn(Cy) \/1 4+ n*C3B2psin® ¥ — cos 193‘ (4.155)

n2Co |B| |p|sin? ¥
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A relagao de dispersao é positiva, real e nao definida no limite Cy — 0. A velocidade de frente
de onda é dada por

|p|—o0

, V1+nC3B2ptsin? ¥ — cos g
U frente = lim 5 2 . o )
n Co‘B| |p| Sin ’ﬁB
V1 C2B2sin' v
?7200 ‘B| sin2 193

=1. (4.156)

Ufrente =

O resultado para a velocidade de frente de onda é simplesmente 1, nao revelando nenhum
problema com causalidade para o regime de grandes momento. A velocidade de grupo associado,

no entanto, é

g = [(np))*Cy Y {(B - P) [sen(Co)22(T + 4B%) — 4B*(B - p)] + 2B*(T — 2B%) — 4=°T}

+5—477'B? [sgn(C)2= (B - p) — 1] — 4(n|p|)*B>C2Y=2]""* | (4.157a)

onde

T=(B-pP B, Z=/B+(nlp|'CiT2. (4.157b)

Note-se que, em principio, existe apenas um modo tnico, isto é, a estrutura considerada
descreve um vacuo nao birrefringente para fotons. Entretanto, tanto a relacao de dispersao
quanto a velocidade de grupo dependem do sinal da componente Cy explicitamente. Em termos
do angulo Y entre B e p, o resultado é expresso como

4

8 4
Ugy = [1 —4cesc?Ip + sgn(Co)? cot¥pcscp + % sin®dp

+ L {csc6 (%B) (1 —sgn(Cp)Y) + sec® (%B) (1+ Sgn(Co)Y)H " , (4158)

x4

onde Y = /1 + (zsin®)?*, x = n|p|y/|B||Co| . Independentemente do sinal de Cy a velocidade

de grupo torna-se singular apenas para valores quase nulo do momento , conforme as Fig. 4.5
e 4.6, que caracteriza um regime nao fisico para cada sinal de Cj.

Uma expansao para pequenos momento, fornece

g = 2\/1%2 \/ [1+ sgn(Co)] sect (%B) {1 sen(C)] esct (%B) , (4.159)

explicitamente revelando as singularidades para ambos os sinais de Cy. Note que a velocidade

de grupo de um dos modos, para Cy < 0 e ¥ = 37/10, tem um minimo e se aproxima de 1
de baixo aumentando para x, enquanto a velocidade de grupo do segundo modo, para Cy > 0,
tem um minimo e um maximo e se aproxima de 1 de cima. O mddulo da velocidade de grupo
se torna maior que 1 para ambos os modos em alguns valores de x, que ¢ um comportamento
que corresponde a violagao de causalidade. Vale apena ressaltar também que os dois modos

se fundem em um unico modo para ¥ = 7/2 e que eles trocam seu papel por ¢ € (7/2,7].
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Figura 4.5: Velocidade de grupo para diferentes angulos com Cy=1
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Figura 4.6: Velocidade de grupo para diferentes angulos com Cy=-1
Nenhum dos modos se comportam como fétons padrao quando n desaparece. Como os modos
da velocidade de grupo exibem singularidades, sao espurias.

A compilagao dos resultados obtidos parece revelar que esta eletrodinamica de derivadas
de ordens mais alta exibe apenas uma propagacao de sinal bem comportada no limite de grande

momento. Mas as relagoes de dispersao nao podem ser vilidas apenas para um determinado
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intervalo de momento, a menos que um corte fisicamente razoavel possa ser imposto a teoria.
Portanto, essa interpretagao nao sera considerada. Para momentos pequenos, alguns dos modos
se comportam como um modo Podolsky, onde o parametro Podolsky pode depender da direcao
do momento devido a anisotropia. Encontramos modos exéticos, como a relagao de dispersao
do modo positivo, do setor analisado anteriormente, para a escolha do parametro usado na

Fig.4.3. Os outros que exibem caracteristicas nao fisicas devem ser considerados espurios.

4.6 Analise da unitariedade

A anélise da unitariedade esta ligada a norma dos estados definidos no espaco de Hilbert.
Para que uma teoria seja unitaria, a norma de todos os estados deve ser positiva. Quando
os estados tem norma negativa a teoria é nao unitaria e os estados sao chamados de estados
fantasmas. Para analisar a unitariedade da eletrodinamica de Podolsky, faremos uso do método
da saturacao do propagador que consiste na contracao tensorial entre as correntes J,, J¢ e a
matriz do propagador escrita em cada um dos seus pélos envolvendo o calculo do residuo do

propagador. A saturacao do propagador é dada por

SP = J"Res[iA,.] J%, (4.160)

em que a corrente é real e satisfaz a lei de conservacao 0”J, = 0, que no espaco dos momento tem
a forma p”.J, = 0. Portanto, uma contragao com esta corrente elimina todas as contribuicoes
das quais a estrutura tensorial contém pelo menos um tnico 4-momento.

Considerando o propagador da Eq. (4.49), definido na auséncia do termo Podolsky (6% = 0)

, & saturacao com as correntes serd dada por

1
SP =iJ,Res | ————— [[g—o(p)OY + (b' — Ty Qv
iR [ (P00l + (0~ €T 2 +
—iF (p) (Bap” + B'pa) — 20°p*p—o(p) (C¥ By 4+ CoBY) — iH (p) (CVpe + Coup”) +
n'p? ((C-p)* = p*C?) BBy +11'p* (B - p)* — p*B?) C*C,]] J* (4.161)
que se reduz a
1
SP = —iR Do—o(p)J? — 20°p*IIo— C-N(B-J)+

thes L?ZFH:O(Z?)[ 0 0(]7) np llg 0(p)( )( )

7]4p2 ((O . p)2 - p202) (B . J)2 + 7]4])2 ((B . p)2 . p2B2) (C . J)ZH : (4162)

onde I'p—o(p) é dado pela Eq. (4.77). Vale ressaltar que I'y_o(p) deve ser analisado em relacao

ao residuo de cada denominador.
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Para o pélo p? = 0, que é o mesmo polo da teoria de Maxwell, o cdlculo do residuo fornece

a saturacao:

1
SP2_g = iRes I (p) J? —2n?p*I (p) (C'- J) (B - J) +
n'p? ((C .p)® — pQC’z) (B-J)* 4 n*p? (B .p)® — pQBQ) (C - J)z]]p2:0 (4.163)
SPyeegy = —iJ* =i (J* = J3) . (4.164)
No pélo p? = 0, vale p2 = p% Da lei de conservagao de corrente, (poJy =p-J), a eq. (4.164)
fornece ,
J '
SPp_g) =i (J2 - %) - é (p232 = (p-J)?), (4.165)
SPyo_g) = # px I > 0. (4.166)
|Y

Logo a saturacao no pélo p? = 0 é positiva, implicando que as excitacoes associadas com este
modo propagante sao unitarias, independentemente da configuracao do tensor de fundo. Para
qualquer que seja o coeficiente de C,By,0 pélo p?> = 0 implicard sempre no mesmo resultado
para a saturagao positiva, cujo o resultado é sempre dado pela expressao (4.166). Portanto,
deduzimos que uma quantizacao desse modo, que é o padrao da eletrodinamica, corresponde
ao féton.

Para o segundo polo, o calculo do residuo em I'y_o(p) funciona da mesma maneira, logo:
Res(SP)|rp)=0 = —i772{772(B D)2 (C-p)? = CP*] +*(C - J)? [(B-p)? — B*p’]
— 2B J)(C- J)ngg(p)}‘ . (4.167)
['(p)=0
A situacao agora é mais complicada e requer uma analise cuidadosa para encontrar o sinal
global da expressao entre chaves. Para melhor analisar o pélo I'y—¢(p) temos que calcular a

unitariedade separada para cada um dos coeficientes do background analisados anteriormente.

Considerando a Eq. (4.69), uma avaliagao de p(,)=o fornece a relacao

sen(Mlo-o)L(p)| s=0 = n*VI(B-p)* = BPIIC - p)* = C*pl|ry, - (4.168)

A funcao de sinal no lado esquerdo deve ser levada em conta, pois Ily—o(p) pode ser uma quan-
tidade negativa , enquanto o lado direito é manifestamente positivo. Além disso, precisamos
novamente distinguir dois casos. Apds investigar um grande nimero de setores com violagao

de Lorentz, deduzimos que p* € M; ou p* € M, com os dois conjuntos

My ={(B-p)?-B%">0,(C-p)?*—C?" >0}, (4.169)

M, ={(B-p)’ - B*p? <0,(C-p)* - C?p* < 0}. (4.170)
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Ambas as op¢oes asseguram II(p) real. Para a primeira op¢ao, o residuo pode ser expresso em
termos do quadrado de uma soma de dois termos. Para a segunda opcao, um sinal de menos
global deve ser retirado de toda a expressao, invertendo o sinal de saturagao global. Os residuos

podem entao ser escritos da seguinte forma:

~{(B- @ -Cp

Res(SP)|rpy=o0 = in' 2 : (4.171)
’ —sen(llo-o) (C - I)/ (B = B |
para p* € M e
{(B-1)VIC PP =7
Res(SP)|rp)=o0 = in’ , (4.172)

+5gn(p=0)(C - )\/[(B - p)? — B2p2‘}2lr( )

p)=0

para p* € M.

Portanto, Im[Res(SP)|r(y)=0] < 0 para o primeiro caso, que é um comportamento que indica
a quebra de unitariedade. O segundo caso se comporta de maneira oposta, a unitariedade ¢é
preservada. A configuracdo paridade-impar com (C),) = (Cy,0), (B,) = (0,B) analisada no

setor anisotropico de paridade par é coberto pelo ultimo caso. Encontramos

_C]
2n?|B|

B
(Bp? - B = —- 5L (Copp - =

_ 0 4.173

é por isso que p* € My neste setor. Assim, a unitariedade é preservada para essa configuragao.
Para o setor anisotrépico de paridade impar afirma que (C - p)? — C?p? = CZp? > 0. No
entanto, 6 um pouco mais complicado avaliar a segunda condigao. A inequacao (B-p)?— B%*p? >

0 a ser verificada pode ser convertida em uma forma mais transparente como segue,

22* sin? ¥ cos® Vg + {3 + cos(205) — 4sgn(Cy) cos(¥p) V1 + xtsin’ 193} >0, (4.174a)

que é equivalente a

2
2 {1 — sgn(Cy) cos¥pV/1 + 24 sin? 193} >0. (4.174b)

Este tltimo envolve o angulo 95 e a quantidade adimensional = = n|p|+/|B[|Cy|. Para C; > 0,
o sinal de igualdade é valido somente para ¥g = 0, enquanto para Cy < 0 é vélido para
Y = mw. Além destes valores muito especiais nos limites do intervalo para g, a condicao
(B - p)? — B*p* > 0 é cumprida manifestamente, em que p* € M,;. Portanto, de acordo com

nosso critério, ha problemas com unitariedade para este setor.

Existe uma possibilidade alternativa de calcular o propagador saturado. Usando os ope-
radores de projecao transversal (T) e longitudinal (L) ©,, e €,, no espaco dos momentos, o

propagador pode ser decomposto em quatro partes ALl = ©,,A%04,, ATl = ©,,A%Qy,,
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AT = Q. A0, ¢ ALl = Q,,A*Qp,. Depois de realizar contragoes com a corrente, so-

mente Ag,/T ird sobreviver. Seguindo este procedimento, o propagador saturado pode ser lan¢ado

na forma
TT v
SP = J"AW JY, (4.175)
onde
MY,
AT = —i—( p2)“ , (4.176a)
M = [(1=6%p*)g — 2" D" """, (4.176b)
(DTT);U/ = @uaDaB@ﬁu- (4.176(3)

Assim, o comportamento da unitariedade é completamente controlado pela parte totalmente
transversa da matriz D,,. Executando uma decomposi¢ao formal parcial da fracao, o polo
padrao p? = 0 pode ser separado das demais expressoes envolvendo o parametro de Podolsky e

o coeficiente de violagao de Lorentz na forma:

AT = —i {gp%” + (65 + 2772DTT);(M1)Q,,} : (4.177)
Usando a decomposigao explicita de D,,, em termos de dois 4 vetores propostos na Eq. (4.34)
e 0 =0, podemos deduzir que det(M) = I'(p) com I'(p) da Eq. (4.77) para § = 0. O resultado
da Eq. (4.177) é adequado para investigar unitariedade para o caso em que 6 # 0 e D, é geral
em que a forma nao depende de uma decomposicao de dois 4-vetores .

Para concluir esta se¢ao, a violacao da unitariedade parece estar conectada ao aparecimento

de derivadas temporais adicionais nas contribuicoes violadoras de Lorentz da densidade de
Lagrange, das Eqs (4.31), (4.33).
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Capitulo 5
Eletrodinamica Classica

5.1 Introducao

Neste capitulo faremos um estudo das solucoes classicas da eletrodinamica de Podolsky mo-
dificada por termo de altas derivadas CPT-par de violagao de Lorentz. O objetivo é mostrar
como os termos de violacao modificam as solucoes da eletrodinamica de Podolsky. Através da
equagao de movimento obtemos as equagoes de onda para o potencial escalar e vetorial, em
que usamos as transformadas de Fourier e obtemos a funcao de green que é a solucao para o
potencial escalar e vetorial. Com o potencial em maos podemos obter os campos elétricos e

magnéticos e analisar as contribuicoes do tensor de violacao para os campos.

5.2 Equacao de movimento e solucao classica

A equagao de movimento modificada para derivadas de ordem superior é dada pela equacao de

Euler Lagrange modificada

oL oL oL
g 8,)8(81)14”) + 8,,8,)—8 G0 Ay 0. (5.1)

A Lagrangiana de Podolsky modificada pelo termo de violacao de Lorentz é dada por

1 6>
E = —ZF#VF‘LW + gﬁaFaﬁaAFg\ + 77280F058AF)\QD,8Q - juAu‘ (52)

Através da equagao de Euler Lagrange modificada obtemos a equagao de movimento, para a

eletrodinamica de Podolsky modificada pelo termo de violagao de Lorentz dada por:
(14 6°0) 0, F*" + 20> (D" 00\ — D’ ,0"9,0\F**) = j*. (5.3)
Escrevendo a equacao de movimento em termos dos campos A%, obtemos:
(14 6°0) (8uF*") + 20* (D", 0 — D’ ,079,) (rF*) = j", (5.4)
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(14 6°0) (OA" — 0°9,A%) + 2¢° (D",0 — D ,0%0,) (OA* — 9°O\AY) = j*, (5.5)

usando o gauge de Lorenz 0,A% = 0, podemos escrever

(14 6°0)0A" + 29> (D", 0 — D*,070,) DA™ = j*, (5.6)
[(146°0) Og™ + 2p*D™0* — 29° D**00"9,| Aa = j", (5.7)
AHOLAa — jl{7

onde
A" = (1 + 92[1) Og"™ + 2n*D"*00% — 20> DP*0"0,.
Para solucionar A,, temos que inverter o operador A"*. A solugao é dada por:
Ay = (A" g8 o Ay = GopJ”

que satisfaz a identidade

NGy = 0,
Propondo

Gap = oy + 0Dy + cDf 9,0, (5.8)
temos
[(1+6°0) Og™ + 2> D" — 2° D**0"0,0] [agay + bDay + cDf) 8,0,] = 07,
considerando apenas a primeira ordem do background
(1+6°0) O [ad), + bDy; + ¢D*0,0,,| + 2n°0°aDy — 2an*D*,\[00°0,, = &%,
obtemos os valores para as constantes a, b e ¢, dadas por
1

= 5.9
‘T +eo)o (59)
2 2
b= —#2 (5.10)
(1+6°0)
2 2
c=—"1 (5.11)
O (1 + 6°0)
A expressao (5.8) tem a forma
1 2n*0] 21
Gop=————\9n— ——Dop + ———D" 0,0,| . 5.12
O (o) R O R O oy e (512
Substituindo em
Aa = Gcmt]R7
temos
1 2n*0] 2n?
0o =7—"-—— |9ax — ———5=—Dor + ——5=D? 0,0,| J". 5.13
+#0)0 | (e aeeny - o (5-13)
No espaco dos momentos podemos escvrever a expressao para o potencial
1 2n2p2 2772
Av=——F"——F=|Jo+ Do) — —5—=D,. J'pup’|. 5.14
A=) | o) (L= g7) Don o (5-14)
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5.2.1 Solucao estacionaria para o potencial escalar

Fixando a = 0 na expressao (5.14), a solugao estaciondria para o potencial escalar assume a

forma
1 2772132 ;
) [ o) Pl Do) (5.19
Para J =0 e Jy # 0,temos:
1 22p? ;
Ay= —F——5— |Jo— ——55 Do’ | . 5.16

Usando transformada de Fourier e considerando a carga pontual na origem, temos:

Ay = q . / d3p2 P _ 2q772D300 / d’p 2€ip.r‘ (5.17)
P ] P {1+ oY) ey ) 1+ 0p)

Resolvendo a primeira integral no plano complexo, em que os detalhes estao no apéndice A,

temos
d’p ip: d’p ip: 2/ d’p ip-
NP o S —ePT_ g -~ _'PT 5.18
/p2 (1 + 92p2) € / p2 € (1 n 92p2) e, ( )
d3p ip-r 271-2 —Mpr
/p2(1+92p2)6p :T(l_eMp)a (5.19)

onde M, = 1/6. Para resolver a segunda integral, podemos usar o resultado obtido em (5.19)

d*p > 10 d*p >
——ePT = ——— ———————ePT ] 5.20
/ (1 + 92p2)2€ 20 96 (/ p2 (1 4 92p2) € ( )
logo
d3 ) 2 B 2
/—p2elp* =T ey = oM (5.21)
(1 + 92p2) Or 06 0

A solugao do potencial escalar (5.17) para uma carga pontual, com viola¢ao de Lorentz é dada
por:

4q —Mpr 4 ;.3 2 ~ My
Ay = — (1 — Ty — — M°n*D P 5.22
0= I ( e ) . p1l Loo€ ) ( )

para o background de violacao Dy = 0, obtemos:

q —Mpr
AOIE(I—e My ), (523)

que ¢é o potencial escalar elétrico da teoria de Podolsky.
Para o potencial escalar com violagao de Lorentz temos que no limite 6 — 0 ou M, — oo

—Mpr

a exponencial e cai mais rapido, logo a soluc¢do (5.22) reproduz o comportamento puro

coulombiano. No limite de grandes distancias, r — oo, a solugao (5.22) também reproduz o
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comportamento puro coulombiano. No limite de pequenas distancias da fonte, r — 0, temos

e " ~ (1 — Myr), e a equagao leva ao resultado constante

9 4 33 2
AO = EMP - EMPU Doo, (524)

evidenciando que na eletrodinamica de Podolsky com violagao, os campos também sao cons-
tantes nas proximidades das cargas pontuais. Que é uma peculiaridade da teoria.

Para J # 0 e Jy; = 0,0 potencial escalar

2.2
Ay=—— TP i (5.25)
p? (1+ 6°p?)°

pode ser reescrito usando transformada de Fourier

21%q (Dg; v d? ,
4y = —2ral g‘”/ S (5.26)
(2m) (14 6°p?)
cuja solugao tem a forma
AQ = — (DOZ‘Vi) %Mgnze_Mpr. (527)

Para o potencial escalar com violagdo de Lorentz (5.27) temos que a presenga do termo de
violagao faz com que a corrente induza a um potencial escalar, nao existindo um analogo na
teoria de Maxwell puro. Vemos que no limite M, — oo e para grandes distancias, r — 00,0
potencial vai a zero. No limite de pequenas distancias da fonte, r — 0, temos e Me" ~ (1—M,r),
e a equagao (5.27) leva ao resultado constante

5.2.2 Solucgao estacionaria para o potencial vetorial

Para a soluca@o estaciondria fixando o = i a expressao (5.14), assume a forma

1 2n*p? 0 l
A = ——— | Ji— ——— (D, D;
Z p? (1 + 6°p?) s (1+92p2)( "+ D) +
2n?

(Dij J'pipi+ Djo Jpipj) | (5.29)

+ (1+ 6°p?)

observando a expressao (5.29) vemos que os termos Djo J'p;p;, Dy J7p;p; tem a forma de um
gradiente, logo quando aplicado o rotacional para calcular o campo magnético esses termos
serao nulos. Assim, o potencial vetorial pode ser reescrito na forma

1 2,,72p2

A= — L — ) ¥ 0 D, l . .
e | e (Dio "+ ”J)] (5.30)
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Para a configuracao J # 0 e Jy = 0, temos:

(DaJY) | -

7

R S R
N p? (1 + 92p2) (1 + 92p2)

Usando a transformada de Fourier, podemos escrever:

J d3p - 1 2772p2 . d3p .
A; = SePT — DyJ') —e®*, (531
/p2 (1+6°p2) (27)° /p2 (1+6°p2) (1+92p2)( l )(27r)36 (5:31)

considerando uma carga pontual
J(p)=qv, (5.32)

temos que

A=E / &p Pt _ 2n°q (Darv') / d’p P
(2m)° ) p? (14 6°p7) (27)° (1+ 6*p2)*

Fazendo os mesmos procedimentos e usando os resultados ja obtidos, temos:

qvi YRR .
A = = (1 —e M ) — EM;"OQ (Dilvl) e Mor, (5.33)

que ¢é o potencial vetorial para a eletrodinamica de Podolsky com violagao de Lorentz.
Para J =0 e Jy # 0, temos:

2 2.2
Aj=——2TP poge (5.34)
p? (1 + 6%p?)’

Usando a transformada de Fourier
26]772Di0 dgp
i = e
(2m)° (1+ 92p2)2

ipr

e resolvendo a integral no plano complexo, temos que a solucao para o potencial vetorial na
cofiguracao J = 0 e Jy # 0, tem a forma dada por:

A = —%nQMgDme*’”Mp. (5.35)

Temos que a presencga do tensor de violagao D;g faz com que uma carga produza um potencial

vetorial.

Os campos elétricos e magnéticos para uma carga pontual podem ser obtido para as confi-

guracoes:
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Para a configuracao J #0 e J, = 0:

O potencial vetorial

qv; —Myr q —Myr
A = yo— (1—e ™) — EM;’nQ (Dav') e M, (5.36)

produz o campo magnético B, que pode ser obtido usando
B = (V X A)z = EijkajAk. (537)

Logo a expressao para o campo magnético é dado a seguir:

g | Q=) M, o, q a2kt (Duv')
Bi = E [—r—g + T_26 (I' X V)i + EMpn 76 ) (538)
onde
€ijkTj (Dklvl) =(rx (D- V))z )
logo
o q (1 - e_MpT) MP —Mpr q 4 2 (I‘ X (D ) V))z —Mpr
B“@%P__ﬁ__+7ﬂ (X V)it My —— e (539
No limite em que M, — oo a exponencial e”**" cai mais répido, logo
g 1 .
Bi = —Eﬁ (I' X V)i’ (540)

que é um termo de monopolo. No limite de grandes distancias, r — oo, o campo magnético vai

a zero. No limite de pequenas distancias temos que e™*" ~ (1 — M,r)

o q L q ao@xD-v)), g 4,
B, =~ L0 (e xv), + e O Ly vy, ()
Bi= LM (0 xv), LM (5 x (D)), (5.42)

Se a velocidade for constante, o campo magnético é constante.

Por outro lado, o potencial escalar

Ay = — (Dov) %M}fnZe’MP’”, (5.43)

produz o campo elétrico, dado por

E = —VA,,

T
E—-— _%le (Dorv') e . (5.44)

Temos corrente gerando campo elétrico. Nos limites M, — oo, r — 00, 0 campo elétrico ¢ nulo.

No limite de pequenas distancias, r — 0, temos

E = = — LM (Dov') .
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Para a configuracao J =0e Jy #0:

O potencial vetorial

A; = —%nQMjDioe—Mﬂ, (5.45)
gera o campo magnético B; = (V x A), = €30, A,
iK1 D
B = LMy e (5.46)

onde Dyg = Do, = Do1 + Dga + Dy, podemos escrever na forma

_ 4y o(r x Do) —Myr
B = LM M,

A7 T

Temos carga gerando campo magnético. Nos limites M, — 0o, r — 00, 0 campo magnético ¢é

nulo. No limite de pequenas distancias, r — 0, temos

B = LMY (# x Dy); e M.

4
O potencial escalar,
q —Mr q 273 2 —Mr
Ag=—(1-— Ty — = M°n°D P 5.47
- ( € ) e pl Loo€ ) ( )
produz o campo elétrico, E = —V Ay,
q ~Myr\ T q ~Myr T q a4 2 ~Myr T
E=—(1- )y — — =M Pr— — =M n*D pr—, 5.48
4 ( ¢ ) B g e 12 g el H00C r (5.48)
No limite em que M, — oo a exponencial e *" cai mais répido, logo
qg t
=—— 5.49
A r?’ (5.49)

que é um termo de monopolo. No limite de grandes distancias, r — 0o, o campo elétrico vai a

zero. No limite de pequenas distancias temos

B =M (1 - M7’ D) . (5.50)

Gauge generalizado com violagao de Lorentz

Podemos observar que através da equagdo de movimento (5.3), para a eletrodinamica de Po-
dolsky modificada pelo termo de violacao de Lorentz podemos construir um novo gauge gene-
ralizado

(1+426°0) 0A° — 9" [(1 +26°0) 9, AN + 21> D? ,0,0A% — 2° D ,0,0%0, A (5.51)
—2n?DF 00\ AN 4 20° DF 2 A* = j*, (5.52)

dado por
(14 26°0) 0, A + 20> D* ,0,0A% — 20°D? 0,0 O\A* = 0. (5.53)
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Logo a equacao de movimento assume a forma
(14 26°0) OA" — 2¢° D" 00 A* + 20° D" [P A* = j*. (5.54)

Através da equagao de movimento fazendo os mesmos procedimentos das equagoes (5.5) a

(5.14), obtemos uma expressao para o potencial

1 2n2p2

Ay=—— s
o (1= 07 Jo + (-0

D,.J"| . (5.55)

Podemos observar que a expressao (5.14) obtida usando o gauge de Lorentz se diferencia
da expressao (5.55), apenas pela adigao dos termos Djo Jp;p;, Di; J/pip, nas configuragoes
J=0,J%#0eJ #0, J°= 0 simultaneamente. Esse termo adicional, tem a forma de um
gradiente que quando aplicado o rotacional vai a zero. Nao alterando os resultados obtidos para
os campos magnéticos de ambas as configuracoes J =0, J° # 0 e J # 0, J° = 0. Mostrando

assim que o gauge generalizado com violagao
(1+426°0) 9\A* + 20> D? ,0,0A% — 2’ D" 0,00, A = 0, (5.56)

¢ de fato consistente. Pois os campos elétricos e magnéticos gerados sao os mesmos para ambos

0s gauges.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho fizemos um breve estudo do setor de gauge, CPT-par, do Modelo Padrao Es-
tendido. Analisamos a causalidade e estabilidade da eletrodinamica CPT-par, com VL em que

substituimos o tensor (kp) pelo tensor simétrico D,, cuja a parametrizacao ¢ dada por

KAV
D,, = (C,B,+C,B,) /2. Uﬂsando a parametrizagao calculamos o propagador e através dos
polos do propagador obtemos as relagoes de dispersao para analisar a causalidade e estabili-
dade da teoria. Concluimos que o coeficiente de paridade par, C, = (Cy,0), By, = (By,0)
é estavel e causal apenas para CyBy < 0 e menor que 1. O coeficiente de paridade par
Co = (0,C),B, = (0,B), para ambas as relagoes de dispersao (2.16) e (2.18) e os setores
de paridade impar sera causal se algumas consideracgoes forem satisfeitas.

No capitulo 4, fizemos um estudo da teoria de Podolsky que é uma teoria de derivadas
superiores, que tem como objetivo eliminar as divergéncias do eletromagnetismo. Calculamos
as equagoes de movimento, obtemos a solucao da funcao de Green para o potencial escalar
e vetorial. Mostramos que no limite em que o parametro de Podolsky 6 — 0 e no limite de
grandes distancias, [r| — 0o, o potencial escalar reproduz o comportamento puro coulombiano.
Porém, no limite de pequenas distancias da fonte, |[r| — 0, obtemos uma resultado constante,
Ag (r) = £ M, evidenciando que na eletrodinamica de Podolsky os campos nao divergem nas
proximidades das cargas pontuais. Analisamos a estabilidade, causalidade e unitariedade da
teoria através da relacao de dispersao obtida dos podlos do propagador, em que o céalculo do
propagador, foi realizado usando o gauge de Lorentz. Mostramos que a teoria de Podolsky
é estavel e causal. A unitariedade s6 é satisfeita apenas para o modo sem massa. Para o
modo massivo apresenta a nao unitariedade, o que é comum em teorias de derivadas superiores.
Mostramos também o célculo do propagador usando o gauge generalizado e vimos que, apesar
do gauge modificado ser o mais apropriado para tratar os aspectos de quantizacao desta teoria,
nada modifica os resultados de causalidade e unitariedade da teoria.

No capitulo 5, estudamos teorias de derivadas superiores com violagao de lorentz. Onde
introduzimos o termo de violacao de Lorentz, 720, F°?0\F ’\abﬁa, na lagrangeana de Podolsky
e analisamos alguns casos. Foram considerados aspectos como a avaliacao do propagador, as

relagoes de dispersao e os modos de propagacao. Primeiro, uma eletrodinamica de Maxwell
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modificada por um termo anisotrépico do tipo Podolsky de dimensao de massa 6 foi exami-
nada. Para determinadas escolhas de parametros, todos os modos, que sao afetados pelo termo
de maior dimensao, exibem um comportamento nao fisico. O médulo da velocidade de grupo
foi demonstrada como maior que 1 o que implica em quebra da causalidade, para ter singula-
ridades ou desaparecer por pequenos momentos (auséncia de propagagao). Os dois primeiros
comportamentos descritos sao interpretados como nao fisicos, e nos referimos as relagoes de
dispersao tendo caracteristicas como espurias. Velocidade decrescente de grupo ou velocidade
de frente de onda para momentos pequenos indicam apenas que esses modos se desvinculam
do regime de baixa energia. De acordo com os critérios utilizados no trabalho, um modo do-
tado de tais propriedades é chamado de exdtico, desde que nao envolva singularidades nem
velocidades superluminais de grupo ou frente de onda. Os resultados obtidos indicam que uma
eletrodinamica modificada por termo de violagao de Lorentz com derivada superior s6 pode
fornecer uma propagacao fisica de sinais no limite de grande momento. Tal interpretagao po-
deria recuperar um comportamento significativo da teoria no caso em que é possivel afirmar
um cutoff adequado sem gerar efeitos ruins. Para pequenos momento, alguns dos modos cor-
respondem a modificagoes violadoras de Lorentz da relacao de dispersao do tipo Podolsky, que
nao sao necessariamente nao-fisicas. Também encontramos relagoes de dispersao que fornecem
velocidades de grupo maiores que 1 ou divergentes em alguns pontos, que sao comportamentos
que caracterizam modos de propagacao espurios. Uma breve discussao de unitariedade para os
setores analisados foi feita também. O resultado de nossa andlise foi que derivadas de tempo
adicionais na densidade de Lagrange provavelmente estragariam a unitariedade. Este compor-
tamento é esperado e ja foi observado em teorias de derivadas superiores invariantes de Lorentz,
bem como em modificacoes de derivadas superiores com violagao de Lorentz do setor de fétons

e férmions.
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Apeéendice A

A funcao de Green para o potencial

escalar e vetorial

A funcao de Green é uma excelente técnica para resolver equacoes diferenciais nao homogéneas.
Fazendo uso dessa ferramenta podemos obter a funcao de Green para o potencial escalar e
vetorial, em que a parte nao homogénea das equacoes representam as fontes do campo elétrico
e magnético. Neste apéndice serd mostrado o calculo da funcao de Green para o potencial
escalar e vetorial da teoria de Podolsky.

Na eletrodinamica de Podolsky, assim como ocorre na eletrodinamica de Maxwell pura, o
nimero de graus de liberdade fisicos é menor que o niimero de componentes do campo de gauge,
surgindo a necessidade de fixacao do calibre. Uma escolha possivel e covariante, seria o calibre

de Lorentz, 0,A% = 0, com o qual a equagao

(1+6°0) (04”7 — 9°9,A%) = j°, (A1)
recai em
(1+6°0)04° = 4°. (A.2)
Partindo da eq. (A.2), encontramos as equagdes estaciondrias para os potenciais escalar e
vetorial:
(1-6°V?) (V24 = —p, (A.3)
(1-6°V?) (VA -V (V-A)) =—j". (A4)

Na literatura especializada, ha um calibre especifico para a eletrodinamica de Podolsky, encon-

trado na Ref. [23], denominado de calibre de Coulomb generalizado,

(1-6°V?) (V-A)=0. (A.5)
Adotando-o, a eq. (A.4) assume a mesma forma diferencial da eq. (A.3):

(1-6°V?) VA = —j". (A.6)
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Tais equagoes podem ser solucionadas pelo tradicional método de Green, calculando-se a fungao

de Green G(r,r’) que satisfaz a equagao diferencial:
(1-6°V?) V*G(r,r') = 6°(r — 1').
As solucoes procuradas sao genericamente dadas pelas integrais
Aolr) = = [ Glerp ).
A(r) = —/G(r r')j (r') d*r.

Para encontrar a funcao de Green que satisfaz eq. (A.7), escrevemos:

6w = [ oG, P® - [

onde R =(r — r’). Substitindo tais relagoes na eq. (A.7), encontramos

~ 1
G(P) = _W’

de modo que

- d3p e—ip~R
W=~ | G

N dg_p i _ 0" e PR
¢R)= /(27r)3 [p2 (1+02p2)] '

Reescrevendo as integrais nas coordenadas esféricas d®p = p?dpsenadade, temos

desena 1 0? i Reosa
GRI= 3/(W/ / [?‘ET%EFPR'

Separando as integrais e resolvendo para a primeira, temos

d*p 1 _ipR
) eaPp?t T

Resolvendo a integral em «
/senadae_lpRCOS"‘ = /e”’Rudu,

onde foi usado a seguinte mudanca de varidveis

—ipR cos ey,

senae

dp

u = —cosa — du = senada,

obtemos:

ipR pR

-1 ipRu _ i (,ipR _ _—ipR
. e 11\€ €
—/ ePRudy = — {— } = ( )
1 u=F1

7

(A7)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)



Substituindo a integral em « na equagao (A.15), temos:

d3 1 ) 1 o s (,ipR _ _—ipR . 9] ipR _ _—ipR
_/ p3 _26_”)'}{ - 2/ (e . )dp = 22 / wdp.
(27?) P (27T) 0 pR (27T) R Jo p
(A.18)
Usando que ffooo If(;:) dp :% obtemos a solucao para a primeira integral dada por:
d3 1 ) : 00 ipR o] —ipR iy 1
_/ p3 _2671le _ 1 / e dp—/ e ip| - % _ '
(2m)° p 2(2m)R | ) o 2m)p oo (2m)P 2(27) R AT R
(A.19)

Do mesmo modo podemos resolver para a segunda integral, dada por:

d3 02 ] 82 27 [e%) 2d T )
/ p3 5 e PR _ —3/ d¢/ B S 2p / dfsenfePreost (A.20)
(2m)” (1 +6°p?) (2m)* Jo o (1+6°p?) Jo

usando o resultado ja obtido da integral de av (A.17), temos:

2 :02 o0 e
/ ’p f ——e PR = _ 292 / ol et _/ p;dpeiipR - (A21)
(2 (1 +6%p?) (2m)°R [ Jo (1+6°p?) o (1+6°p?)
Fazendo p — —p
&Bp 02 o i6* < pdp
/ 3 e = T / envILH (A.22)
(2m)* (1 + 6°p?) (27)° R J oo (1+6°P%)

e escolhendo o contorno superior, temos que o pélo da integral é dado por

p:a

Usando o Lema de Jordan e o teorema dos residuos de Cauchy, podemos resolver a integral

(A.22) na seguinte forma:

* __pdp :
/ (1+—92132)6 PR — 271 (T@S.f) (p) s (A23)
S pdp ipR . ( Z) peipR
——eP" =2mi | lim (p — - - =~ (A.24)
/°° (1+6%?) L*é 0) 0" (p—3) (p+3)
/ . (A.25)
_w (1+6°p?) 6? '
Logo a integral (A.22) assume a seguinte forma:
d*p 6> , e s
PR — A.26
/ (2m)® (1 + 6°p?) ‘ ATR ( )

Usando os resultados obtidos em (A.19) e (A.26), obtemos a fungao de Green para o potencial

escalar e vetorial dado por:
1 (1 — e*R/B)
GR)=——-—=. A.27
(R)= - (A.27)
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Fazendo o uso da fungao de Green (A.27), o potencial escalar e vetorial sdo dados por:

1 [1—e M=l

Ao(r) = Wp(r)d r, (A.28)
1 [1—e Molr=x]

A = + / i ) (A.29)

onde M, = 1/6 representa o fator de massa de Podolsky. Para uma carga pontual, ¢ (r') =
q0® (r') , temos:

q 1 — efMp\rfr’\ 5
== | ——§ d A.
AO (T) 47T/ |I‘—I‘l| (I‘) r, ( 30)
q 1 . e_MP|r‘

No limite § — 0 ou M, — o0, a solugdo (A.31) reproduz o comportamento puro coulombiano.

No limite de grandes distancias, |r| — oo, a solugao (A.31) também reproduz o comportamento

puro coulombiano. Porém, no limite de pequenas distancias da fonte, |r| — 0, temos e~ M»/Fl ~
(1 —M,|r|), e aeq. (A.31) leva ao resultado constante,
Ay (r) = LM, (A.32)

4

evidenciando que na eletrodinamica de Podolsky os campos nao divergem nas proximidades
das cargas pontuais.
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Apendice B

Calculo do explicito do propagador
com VL

A lagrangeana com altas derivadas incluindo o termo de violagao é dado por:

1 1
L=—FuF" + 0? 0o F*PO\F) + 00, F7PO\F * Dy, + % (0,AM)? . (B.1)
Para obter o propagador de Feynman o primeiro passo ¢ escrever a lagrangeana em termos dos
campos bilineares A*. Para a lagrangeana (B.1), temos:

L= %A” 06,. + 202 [0? 6,,] - é

1
74 [27°0°D,,, — 20°00,0° Dy — 27°00,0° D,y + 20°0,0,0°0% Dy | A*, (B.2)

00+ | AP+

1 1%
L= A0, A",

onde
1
O = (O+20°0° )06, — EDQW +20°0P D, +
—21*00,0° Dyo, — 20°00,0° Dy + 20°09,,0° 0% D gy (B.3)

Usamos os projetores longitudinal e transversal dado por:

Osx = gar — Qsa.

Sabendo que o background de violacao D,,, é simétrico, propomos a seguinte parametrizagao:

D,y == (C,B,+C,B,). (B.4)

DN | —

Fazendo uso da parametrizacao, o operador O, assume a forma
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1
Ow = (O+20°02)6,, + (QTIQDPH - ED) Y + 0’0°C, Byt

+n*0°C,, B, — n*0kC,0, — n*0OkC,0, — n*0pB,0, — n*CpB,0,, (B.5)

onde foi feito k = B,0% e p = C,0°.
Uma vez obtida a lagrangeana na forma quadratica, temos que inverter o operador A, em

que a sua inversa é o propagador procurado. Podemos propor a seguinte forma para a inversa:
AV = aO! 4+ b, 4+ cB,0" + dC" B, + eC"04 + fB"04 + gCo B” + hC,0", (B.6)
que satisfaz a identidade

Ouw Ay = Guas
OuwAL = 0,0 + Qo (B.7)
Substituindo o operador (B.5), (B.6) na identidade (B.7) e calculando todas as contragoes
obtemos dois novos elemento B, B,, C,,C,. Temos que inclui-los no operador (B.6) para fechar
a algebra. Logo
AV = a0 + b + cB,0" + dC" B, + eC" 0+
+fB"04 + gCoB” + hCL 0" + iB" B, + jC"C,,. (B.8)

Vemos que estes operadores satisfazem uma algebra fechada:

o Qv | B, C”B,
O 0 0 0 | CuBa— £Bao,
O, 0 Qo | Bad, 28,0,

B,0, | BaOy — Ko | KQua | B0, | (C-B) B,0,
CuB, | CuBy — £CL04 | £C0s | KO, B, | (C-B)C,B,
C,.0, 0 C.0, | 0C,B, pC\ B,
B,d, 0 B.da |OB,Ba|  pBuBa
C,B, | CuB, — £B,0 | £Bu0u | pB,Bo | C°B,Ba
Coo, | Coly— e | PQua | pBaO, C?B,0,
B,B, | ByBo — LB,0 | £B,ds | £B,B. | (C-B)B,B,

C,Cy | CuCo — £C0n | £Cuda | pCuBs | C2C,Ba
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C"0, B0, CoB”
Ouw | Cula — PQua | Bulo — KQua | CaBy — £Ca0,

Q. PQua EQa 500,
B,0, |O(C - B)Qua OB?Q, B%*C,0,
C.,B, | (C-B)C,0, B%*C,0, B*C,C,
C,0, pCl0q kC0q kC,Cy
B,0, pB,04 KkB,,0q kCo B,

C,B,| B0, | (C-B)B,d.| (C-B)C.B,
C,0, | C20Q. |O(C-B)Qa]| (C-B)CLo,
B,B,| (C-B)B,d, | B?B,0, B2C,B,

C.C,| C*C.0, | (C-B)Cu, | (C-B)C,C,

CL0" BB, cve,

O 0 B, By — £B,0, | C,.Cy — £CL0,
Q| Ci0y 58,0, £C.0,
B0, | kKC,0, B%B,0, (C- B)Cy0,
C.B, | kC,Cy B*C,B, (C-B)C,.C,
c,0, | 0c,C, kC, By pC,Cy,
B0, | OC,B, kB, B pCaB,,
C,B, | pCyB, | (C-B)B,B, Cc*C,B,
C,0, | pCa0, | (C-B)B,o, Cc*C,0,
B,B, | kC,B, B®*B, B, (C-B)C,B,
c.C, | pC,Co | (C-B)C,B, C?*C,C,

Uma vez a &lgebra fechada, daremos continuidade ao célculo do propagador. A expressao

Ay (A =040 + Q0 implica em fazer:
a (04 26°0° ) O,
+d (O +20°0° ) (CuBa = £Bay) + ¢ (04 20°0 ) (Cula = p0)
+f (O+20°0% ) (Byba — k) + g (O +20°0° ) (CuB, - %caau)

i (O+20°0% ) (BuBa — £Bady) +J (O+20°02 ) (CuCa — £C00, ) +
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1 1
b <2772D,0/£ — —D) Qo +c (2772D,0/1 — ED) B0,

§
2 1 P 2 1
+d | 2n°Opk — ED iBaau +e | 2n“Upk — ED P
, 1 ) 1\ & , 1
+f(2n°0pk — ED Qo + 9 | 20°0pk — ED EC’QE)“ +h( 2n"Opk — ED Co 0y
. 1 K , 1 p
+i (2772Dp/< - ED> EBaau +J (2772Dp,% — ED) ECQ0N+

a2 (CaB, ~ %Buaa> + 0" L B0 + en’ B, By
+dn’0°C? B, By + en’?C?*B,0s + f7°0? (C - B) B0,

gn*0% (C - B) CoB,, + i’ pCyB,, + in’0? (C - B) B,B, + in’0*C*C,\ B+

K K
an*0? (CuBa — EC,/%) + anDQECM&y + en*0%kC, B,
+dn*0? (C - B) CuBy + en’ (C' - B) Cud + f1*1?B*Cu0a
+gn’0°B*C,,C, + *0*kC,C,, + i’ 0*B*C, B, + jn*0% (C - B) C,Co+

—an’0k (Co0, — pQua) — *OkpQue — en®OrpBao,
—dn*OkC? By, — en’OkC*00,0 — 1’00 (C - B) Qua
—gn*0k (C - B) C,0,, — *OkpCu0, — in’Ok (C - B) Bad, — jn*0kC?Co0,+

—bn*0kC,0, — en’Ok0OC, B,
—dn*OkpC By — en’OkpCL0a — [n*0kkC,0,
—gn°OkkC,C, — hn*Ox0C,,C,, — in’OxkkC,Ba — jn*0OrpC,LCot

—an’0p (BaO, — £Qua) — b 0pkQ,0 — en*OprBad,
—dn*Op (C - B) B,0,, — en’0p0(C - B) Qo — fn*0p0B* Q0
—gn*0pB*C,0, — *OprCad, — in*OpB*Bad, — jn*0p (C - B) Cod,+

—bn*0pB,0s — cn*0p0B, B, — dn’OppB, B,
—en’0ppBuda — f1°OpkBda — gn*0prCoB,,
—hn*0p0C, B, — in*OpkB,Ba — jn°0ppCaB = 640 + Qo

83



Obtemos um sistema de dez equacoes dadas por:

Para ©,, :
a(0+20°0% ) O, = 6,0,
1 1
T @) T OOt (B.9)
Para €, :

1
—e (EI + 20%7 ) PQpua + € (2772Dp/1 — ED) Qe — e’ OrC?OQ,, 0+

1
—en*0p0(C - B) Qo + b (2772me — Elj) Que — *0kpQpe — b’ OprQyua+

+f <2772me — ém) Qo — [ (O+20°0% ) £Q0 — f0*0k0(C - B) Qua+

— f*0p0B*Q0 + an*OpsQua + an’OkpQue = Qo (B.10)
Para B0, :
£ (O+20°0%) (B,da) — anQDQ%Bﬁa + bn2D2éBﬁa+
+en’0°C? B0y + 1’0 (C - B) B,0s — b’ 0pB,0a+
—en*0p* B0y — f1n*0pkB,0, = 0. (B.11)
Para C,0,
e (O+20°07 ) (Ca) — an2D2%Cu0a + bn2m2%cﬂaa+
+en’0? (C - B) C04 + f*0*B*C L0, — b’ OkC 04+
—en*0kpCL0s — fn*0kkC,0, = 0. (B.12)
Para B, B,
[ (O+20°0%) (B,Ba) + en’0%pB, B, + dy’0°C*B, B, + In*0* (C - B) B, B,
—en*0p0B, B, — dp’CppB,Bs, — In*OpkB, B, = 0. (B.13)
Para C, B,
d (O +20°0% ) C,, By + an’0* (C,Ba) + en*0°kC,, B, + dn’0? (C - B) C,Bo+
+In*0°B*C, B, — en*’*kC, B, — dn*OkpC, By — In*0kkC, B, = 0. (B.14)
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Para B,0,

§
B,0, — an*0p (Bo0,,) +

1
~d (0+26°0 ) £B.0, — 1 (O+20°0° ) =B, +c <2772Dp/£ = —D) Bad,+

K

1 1
+d <2772me — —D) ﬁBaau +1 (2772Dp/{ — —D)

¢ ) ¢ )t
—en?*0OpkBad, — dn’Op (C - B) Bo0,, — In’0pB*Bad, — cn*OrpBad,
—dn’0kC?B,0, — In*0k (C - B) B,d,, = 0. (B.15)
Para C,C,
J (D + 26°1? ) + in*0* (C - B) — jn*Okp + 0%k
+gn*0?B? — gn*0Okk — hy?0x0 = 0. (B.16)
Para C, B,

g (O+26°0% ) (CoBy) + an’ D (CuB,) + gn° 0 (C - B) Co By, + hi*0%pC, B, +
+in*0*C*Cy B, — gn*OprCoB,, — h*Op0C,B,, — jn*OppCyB, = 0. (B.17)

Para C,0,

1
—g (0+26°07 ) £Ca0, —j (O+26°0% ) ECL0, + g (27]2|:|pli - ED) ZCad,t

+h (anD,on — %D) Co0,+j (27]2[]pf£ — %D) %Caaﬁ

—gn*0pB%C,0, — h*OprCad, — jn*0p (C - B) Cod,+
—an’0k (CL0,) — gn*0k (C - B) Co0, — h*OkpCad,, — jn*0kC?Chd, = 0. (B.18)

A solucao deste sistema fornece os seguintes valores:

1 HOC? - p?) — nPpll
. 2 7c:f:m7( p)2 el (B.19)
O (1+20°0 ) ro(1426°0)
2_22DB2_ 2\ 22D 2 2 2 II
O ro(1+426°0)
T 2p(OB* — k%) —1I
d:g:n—2’ ezh:n2[,’7 p( /{:2) I{]’ (B21)
(1+20°0)T IO (1426°0)

T(a+2PO) T T (14200)
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onde valem as definigoes:

I'=[p*(0C? — p*)n* (OB* — k%) — 1I7], (B.23)
= (1+20°0+7n"0(C-B) —n°pk ), (B.24)

Substituindo todos os valores para a, b, c,d, e, f, g, h,i,j, o operador (B.8) assume a forma

1

“ O(1+20°0)T [
+n’IIO (CY By + CoBY) 4+ H (C¥ 04 + Co0”) +

n* (OC* — p*) 0 B'B, — n* (OB* — £*) OCYC,] . (B.25)

v

PO + (=& (1+420°0) T + ) Q% + F (Bod” + B*9,) +

O propagador de Feynman do campo de gauge no espaco dos momentos é definido como
7

p? (1—26°p ) T (p)

—iF (p) (Bapy + Bupa) — 1’0’11 (p) (CyBo + CoB,) — iH (p) (Cupa + Cupy) +

<AVAa> = -

1) O+ (¥ — € (1 26% ) T) o +

> ((C-p)* = p*C?) B,Bo +0'*p* (B - p)* — p°B*) C,C,] (B.26)
onde
b=77( (C p)* ((B-p)* = p’B?) +
+n* (B - p)* ((C - p)* — p*C?) —2(C - p)( -p) Il(p), (B.27)
F(p ) ”72 (P)( ) in* (B-p) ((C-p)* —p’C?), (B.28)
H (p) = in” (B -p)Il —in* (C - p) ((B'p) —p’B?), (B.29)
L(p) = [7* ((C-p)* = p*C*) n* ((B - p)* — p*B?) —11*] (B.30)
(p) = (1 —26p* = *p* (C- B) +1°(C-p) (B-p) ). (B.31)
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Apeéendice A

Relacao de dispersao em termos do

tensor D,

Para escrever a relacao de dispersao

n*t (p*C? — (C-p)*) (p°B* — (B-p)*) = (A.1)
' (p'C?B? — p*C* (B - p)* — p* (C-p)* B>+ (C-p)* (B -p)?), (A.2)

em termos do tensor D, escrevemos os elementos:

1
Dy = (C,B"+C"B,) = (C-B), (A.3)
14 1 4 1
Duup” = 5 (CoBu+ CuBy)p" = 5[(C-p)Bu+ (B -p) Cul, (A.4)
Dy p'p* = (C-p)(B-p), (A.5)
D" = LC°B+ (D) (A6)
C*B? = 2D,,D"™ — (DY), (A7)
1
Dy D" p'po = Z[2(C - p)(B - p) (C - B) + (B p)° C* + (C - p)*B7]. (A.8)
Assim, temos:
1
Dy D" p'po = J[2(Duup"p") DG + (B -p)" C*+(C-p*B%, (A9)
(B-p)>C? + (C-p)?B? = 4D,,D"p'p, — 2 (D,,p"p") D. (A.10)

Substituindo todos esses elementos na expressao (A.1), encontramos:

n*2p* D, D" — p* (D%)? — 4p> D, D" 0" po, + 2p* (D,,p"p*) DX + (Dyp”p*)?)
1% 12 2
= (1-260°p> —n’p* (DY) + 0 (Dup”p") ). (A.11)
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Por inspegao, podemos verificar a situacao em D,, reduz-se a componente Dgyy. Neste caso,
temos:

' [p* D — 2D D™pp? + D2 (1°)"] = (1 — 26%* — i?p? (DY) + n? (Doop?) )°
0'[p' D3 — D3+ 2D2p2p?) = (1—260°p* + n’p* (DY) )°,
0 Dp* = (1—20% +°p* (DF) )°,
p® = —1/21*Dyo. (A.12)
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