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Resumo

Neste trabalho, objetiva-se investigar significativos aspectos da eletrodindmica de
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Proca (MCFJP). Esta eletrodindmica ¢ construida via a
implementagao de campos de fundo (backgrounds), responsaveis pela violagdo da invar-
iancia de Lorentz, no setor de gauge puro do Modelo Padrao usual. Primeiramente,
averigua-se sob quais circunstancias é possivel a definicao de uma Teoria Quantica de
Campo (TQC) consistente, ou seja, capaz de descrever as intera¢oes mediadas por fétons.
Neste interim, calcula-se o propagador (A“(k)Av(k)), relagoes de dispersao e modos de
propagacao associados. Em seguida, identifica-se quais destes modos sao estdveis, cau-
sais e unitdrios. Apenas quando a teoria é causal, estdvel e unitdria, pode-se dizer que a
mesma pode ser consistentemente quantizada. Conclui-se que a eletrodinamica de MCFJP
¢ consistente apenas apenas para o caso de um background tipo-espago, V, = (0;v). Na
sequéncia, investiga-se as solucoes cldssicas (estdticas e estaciondrias) para a eletrod-
inamica de MCFJP. Calcula-se a equagdo de onda para o setor AV (r) e, via a imple-
mentagao do Método de Green, expressoes explicitas para AV (k). Para um background
tipo-tempo, V* = (vg;0), resulta um setor elétrico exponencialmente decrescente. No
limite M 4—0, conclui-se que o background nao promove alteracao nos setores elétricos
das eletrodindmicas de MCFJP e MCFJ. J4 o setor magnético ¢é alterado: quando ger-
ado por cargas em movimento estaciondrio, este exibe um comportamento oscilante [na
eletrodinamica de Maxwell-Proca (MP), as solugoes sao exponencialmente decrescentes].
No limite M4—0, obtém-se o campo B(r) estacionario de MCFJ (comportamento os-
cilante), o qual é compativel com a emissao de radiacdo Cerenkov. Para um background
tipo-espago, V* = (0;v), obtém-se solucoes estaciondrias em segunda ordem em v, e
supondo v || r, v < M3. Verifica-se que ambos os setores elétrico e magnético exibem
solucoes exponencialmente decrescentes, as quais, no limite v — 0, reproduzem aquelas
da eletrodinamica de MP.

Palavras-chave: Violagao de Lorentz, Modelo Padrao estendido, Eletrodindmica de

Carroll-Field-Jackiw, solucoes clédssicas



Abstract

In this work, we investigate some significant aspects of the Maxwell-Carroll-Field-
Jackiw-Proca (MCFJP) electrodynamics. This electrodynamics is built through the im-
plementation of the Carroll-Field-Jackiw(CFJ) term on the Proca Lagrangian. The CFJ
term is the CPT odd term of the gauge sector of the Standard Model Extension. First,
we verify under which circumstances this model yields a consistent Quantum Field The-
ory (QFT) capable of describing the interactions mediated by photons. In this sense,
the propagator (A%(k)A(k)) is carried out, with the dispersion relations and associated
propagation modes being determined. Then, we verify which of these modes are stable,
causal and unitary. Only when the theory is causal, stable and unitary, we can say that it
can be consistently quantized. It follows that the MCFJP electrodynamics is consistent
only for a purely space-like background field, V# = (0;v). A posteriori, we investigate
the classical solutions (static and stationary) of MCFJP electrodynamics. The starting
point is the wave equation for the gauge field A (r), which through the use of Green
Method, yields explicit expressions for A* (k). For a purely time-like background field,
V# = (vp;0), an exponentially decreasing solution for the electric sector is obtained, equal
to the Maxwell-Proca solution. Therefore, the background does not promote any change
in electric sectors of the MCFJP and MCFJ electrodynamics. On the other hand, the
magnetic sector is changed: for stationary currents, it displays an oscillating behavior [in
Maxwell-Proca (MP) electrodynamics, these solutions have an exponentially decreasing
behavior|. In the limit M4—0, we obtain the stationary field B(r) of MCFJ electrodynam-
ics (oscillating behavior), which is compatible with the emission of Cerenkov radiation.
For a purely space-like background, V* = (0; v), we obtain stationary solutions at second
order in v, assuming v? < M3, and v || r. It appears that both magnetic and electric
sectors display exponentially decreasing solutions, which recover those ones of the MP
electrodynamics in the limit v — 0.

key-words: Lorentz violation, Standard Model Extension, Carroll-Field-Jackiw elec-

trodynamics, classical solutions
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Capitulo 1

Introducao

No ano de 1905, A. Einstein apresentou ao mundo a sua Teoria da Relatividade Restrita
(TRR) [1]. Uma das principais caracterisiticas desta teoria ¢ a flexibilizagao dos conceitos
de espago e tempo, até entao tidos como entidades absolutas. Uma segunda, e mais
fundamental caracteristica, é o estabelecimento de um novo principio da relatividade. Este
principio, valido para toda a Fisica, contrapoe-se ao principio da relatividade de Galileo,
valido apenas para a Mecanica Newtoniana. Primordialmente, o principio da relatividade
de Einstein afirma que toda a Fisica ¢é invariante segundo um conjunto de determinadas
transformacoes de coordenadas representativas de uma mudanca de referencial inercial.
Estas transformacoes sao atualmente conhecidas por transformacoes de Lorentz. Este
principio estabelece, de forma efetiva, a indistinguibilidade entre todos os referenciais
inerciais, uma vez que a Fisica é a mesma para todos.

Varios experimentos foram propostos e realizados no intuito de verificar a validade da
TRR, inclusive medigoes do efeito Doppler [2], polarizagao da luz emitida por galdxias dis-
tantes [3], anélise do espectro energético proveniente de fontes astrofisicas [4], entre outros
[5]. Esta teoria revelou-se, entao, como uma das mais bem sucedidas ja construidas. Até o
presente momento, nao existem registros de experimentos cujos resultados contraponham
quaisquer das previsoes obtidas a partir dos pressupostos assumidos como validos pela

TRR [6]. Esta inexisténcia é responsavel pela elevacao desta teoria ao status de verdade da



natureza. Deve-se ressaltar que a formulacao singular desta teoria em cima do principio
da relatividade de Einstein estipula a existéncia de uma nova simetria da natureza: a
covariancia de Lorentz. Segundo esta simetria, ha a possibilidade de, considerando-se as
transformacoes de Lorentz e as perspectivas de diferentes referenciais inercias, escrever-se
as leis da Fisica exatamente sob a mesma forma matemadtica (em todos os referenciais
inerciais).

Atualmente, o conjunto formado a partir da uniao entre a TRR e a Mecanica Quantica
(MQ) constitue-se como a pedra fundamental das modernas teorias de campos. Estas teo-
rias recebem, por conseguinte, a denominacao de teorias de campos quantico-relativisticas,
uma vez que, como anteriormente esclarecido, estao de acordo tanto com os pressupos-
tos constituintes da TRR quanto da MQ, quando aplicados para campos estendidos no
espaco-tempo. As teorias de campo quantico-relativisticas foram desenvolvidas a partir
da década de 1930, tendo como perspectiva a obtencao de uma descricao consistente das
interacoes entre particulas elementares. A pedra fundamental no desenvolvimento destas
teorias adveio com Paul Adrien Maurice Dirac, que elaborou a primeira teoria quantico-
relativistica da historia formulada para descrever o elétron e seu spin de maneira auto-
consistente. Com Dirac nascia entao a Mecanica Quantico-Relativistica, teoria quantica
para um elétron relativistico, em que a tradicional fun¢ao de onda de Schrodinger era
subtituida por um espinor de 4 componentes, cujos médulos quadraticos forneciam prob-
abilidades sobre o estado do elétron, contemplando também as possiveis polarizagoes de
spin. O principal sucesso da teoria de P. Dirac reside no fato de esta teoria incorporar,
de maneira completamente natural, o conceito de spin (na teoria de Schrédinger, este
elemento era deliberadamente introduzido a partir de uma hipotese ad hoc, portanto, de
forma pouco esclarecedora e/ou elegante).

Com o passar do tempo, elaboradas e sofisticadas foram as anélises baseadas no formal-
ismo tedrico - matematico proprio das teorias de campos: estas analises fundamentam-se
na hipétese primordial segundo a qual todas as interagoes (exceto a gravitagao) sao rep-

resentadas por campos relativisticos quantizados. Dito de outra forma: as mais diversas



interagoes associaram-se quanta especificos, cada um destes responsaveis pelo transporte
dos sinais referentes a suas respectivas interagoes. Dentre as principais teorias de campos
quantico - relativisticas, estao: a Eletrodinamica Quantica (QED), responsével pela de-
scricao das interagoes entre particulas fundamentais via os quanta associados ao campo
eletrogmagnético, e a Cromodinamica Quantica (QCD), a qual descreve as interagoes
entre os quarks, constituintes de protons e neutrons, e glions. H& ainda uma teoria de
gauge cujo principal objetivo é a descricao pormenorizada da interacao eletrofraca: esta
interagao é a responsavel direta pelo denominado decaimento beta (processo no qual um
neutron decai em um préton, um elétron e um antineutrino). O conjunto destas idéias
constituem o chamado Modelo Padrao das Interagoes Fundamentais. Este Modelo ¢ tido
como uma das maiores construcgoes da Fisica do século XX. A partir das verificacoes ex-
perimentais que corroboraram algumas das suas previsoes tedricas, e conhecendo-se o fato
de este modelo estar amplamente fundamentado nos pressupostos centrais da TRR e da
MQ), decorre a ampla validade de suas previsoes tedricas. Ademais, estando as particular-
idades observaveis da fisica de particulas consideravelmente bem explicadas pelo Modelo
Padrao, e estando este modelo fundamentalmente baseado na TRR e nos seus pressupos-
tos, verifica-se, indiretamente, a validade da simetria de Lorentz como uma simetria da
natureza.

O Modelo Padrao aborda as interacoes entre todas as particulas elementares, exceto
aquelas ditadas via forca gravitacional. O principal empecilho tedrico para a nao insergao
desta interacao no arcaboucgo do Modelo Padrao é o fato de ainda nao existir uma teoria
de campo quantizavel e renormalizavel capaz de descrever satisfatoriamente o comporta-
mento dos quanta responsaveis pela transmissao da interagao gravitacional, denominados
genericamente por gravitons. Por conseguinte, a interagao gravitacional ainda nao pode
ser tratada segundo o formalismo/metodologia préprio das teorias quanticas de campos.
A elaboracao de uma teoria para a gravitacao quantica, capaz de descrever de forma
satisfatéria a interagao gravitacional, seria um fator que possibilitaria a inclusao desta

entre aquelas interagoes descritas pelo Modelo Padrao. O desenvolvimento de uma teo-



ria consistente para a gravitagao quantica figura como uma questao em aberto para os
fisicos tedricos contemporaneos ja ha algumas décadas. Atualmente, existem algumas teo-
rias que aparecem como possiveis versoes validas para a gravitacao quantica, tais como
a gravitagao em lacos (loop quantum gravity) e as teorias de cordas. Para que sejam
aceitas como validas, tais versoes devem caracterizar a chamada gravitagao quantica,
contextualizando-a na escala da energia de Planck (~ 10! GeV), regime no qual efeitos
quanticos e gravitacionais tornam-se equiparaveis e interconectados. Tais teorias sao
eventualmente conceituadas como aquelas responsaveis pela descricao da fisica além do
Modelo Padrao. A tarefa cujo principal objetivo é a satisfatoria caracterizacao dos quanta
associados a interagao gravitacional constitui-se como o cerne das chamadas teorias de
unificacao (GUT).

H4 ainda uma segunda simetria fundamental, conectada a simetria de Lorentz [7],
satisfeita pelas modernas teorias de campos [8]: esta é conhecida como simetria CPT.
Os sistemas fisicos que respeitam esta simetria possuem a propriedade de permanecerem
invariantes ante a acao conjunta das operacoes de conjugacao de carga C (operagao que
transforma estado de particula em anti-particula em um determinado sistema fisico),
paridade P (quando invertidos sdo os sentidos dos eixos espaciais segundo os quais um
determinado sistema fisico é analisado) e reversdo temporal T (quando invertido é o
sentido segundo o qual o tempo flui durante a consideracao de um determinado sistema
fisico). O teorema CPT estabelece a invariancia de determinados sistemas fisicos ante
estas simetrias. Este teorema ¢é aplicavel a todas as teorias de campos locais, tendo a
simetria de Lorentz como uma das condicoes de validade. Registre-se a existéncia de
evidéncias de ocorréncia de violacgoes individuais das simetrias C, P e T. Existem ainda
evidéncias experimentais da violagao de CP. Porém, inexiste indicacao experimental, no
ambito da Fisica das particulas elementares, de violacao da simetria CPT em qualquer
um sistema fisico conhecido [9]. Esta conclusao é extraida, dentre outros exemplos, dos
experimentos de alta precisao envolvendo interferometria [10].

Além de serem renormalizdveis (a renormalizagdo é o processo segundo o qual uma



teoria, na qual, originalmente, ocorram resultados divergentes e, portanto, fisicamente
inaceitaveis, é redefinida a fim de promover a obtencao de resultados finitos fisicamente
admissiveis) e invariantes ante as simetrias de gauge e CPT, as teorias constituintes do
Modelo Padrao devem, obrigatoriamente, observar uma outra propriedade fundamental:
a chamada covariancia de Lorentz. Esta covariancia figura como uma consequéncia direta
do primeiro postulado utilizado por Einstein durante a elaboracao da TRR. Segundo este
postulado, observadores postados em distintos referenciais inerciais sao capazes de descr-
ever um determinado evento fisico de maneira equivalente. Existem intimeras evideéncias,
confirmadas com elevados niveis de precisao, de que a covariancia de Lorentz seja de fato
uma simetria fundamental da natureza. Trata-se de experimentos de alta precisao, con-
cebidos com o intuito de testar as leis da TRR e suas premissas fundamentais. Como as
leis da TRR sao covariantes, a confirmacao experimental das mesmas pode ser entendida
como uma validagao do principio da relatividade e da simetria de Lorentz. Dentro desta
concep¢ao, todos os experimentos que testam e validam as leis/previsoes da TRR servem
também para estabelecer a covariancia de Lorentz como uma simetria fundamental da na-
tureza. O mesmo pode ser dito acerca dos experimentos realizados para verificar previsoes
da Eletrodinamica Quantica (teoria de campos que descreve a interagao da radiagao com
léptons), construida em cima das premissas da TRR e da MQ. Portanto, de uma forma
geral, pode-se afirmar que se nao valesse a covariancia de Lorentz, entao nao deveria
haver concordancia entre a TRR, a QED e demais teorias de campos, com os respectivos
resultados experimentais.

Neste contexto, porém, ha uma questao que ainda aguarda por respectiva resposta,
questao esta diretamente associada a covariancia de Lorentz: resta verificar se esta co-
variancia ¢ uma simetria exata ou aproximada da natureza, ou seja, deve-se ainda verificar
até que ponto esta simetria é valida. Isto equivale a impor limites maximos para uma
eventual quebra da SL. Este limite méaximo poderia ser entendido com uma faixa de
tolerancia para a admissao da violagao da simetria de Lorentz (VSL), a ser estabelecida,

obviamente, respeitando a precisao de resultados experimentais conhecidos.



Objetivando estabelecer um limite para a validade da covariancia de Lorentz nos mais
diversos sistemas fisicos, alguns tedricos propuseram modelos onde a violacao da SL é
admitida e controlada por alguns coeficientes de quebra. A anélise destes modelos conduz
a determinacao de consequéncias desta violagao em diversos sistemas fisicos conhecidos.
A partir da comparacao destas consequéncias com o comportamento usual dos sistemas
fisicos conhecidos (sem violagao de Lorentz), podem ser estabelecidos limites maximos na
magnitude dos coeficientes que controlam tal violacao. Neste sentido, o pioneiro trabalho
foi concebido, no inicio da década de 1990, a partir de uma cooperacao entre Sean M.
Carroll, George B. Field e Roman Jackiw [11]. Neste trabalho, os referidos autores pro-
puseram um modelo tedrico, definido em (1+3) dimensoes, elaborado a partir da jungao
da eletrodinamica de Maxwell com um termo tipo Chern-Simons, €., A*V”F**, no qual
V¥ representa um campo de fundo, convencionalmente denominado por background, re-
sponsavel pela violacao da covariancia de Lorentz. Ainda neste trabalho, os autores
previram diferentes modos de propagacao diretamente influenciados por background. Ul-
teriormente, Carroll, Field e Jackiw demonstraram que estes modos, caracterizados por
diferentes estados de polarizacao, estao associados a diferentes valores de velocidade de
grupo, v,. Este fenomeno é nomeado por birrefringéncia do vacuo. Os autores, entao,
via consideracao de dados provenientes da observacao da luz emanada por galdxias dis-
tantes, ndo verificaram a existéncia do efeito previsto (birrefringéncia). Assentados nesta
anéalise, estabeleceram um upper bound (limite superior) para a magnitude do campo V*:
|[V¥| < 10733eV. Este trabalho constitui-se como um precursor esforgo, cujo objetivo era
a obtencao de um limite superior para a validade da covariancia de Lorentz no ambito da
eletrodinamica de Maxwell no vécuo.

Nos anos 90, apareceram alguns trabalhos na literatura especializada que contem-
plavam a possibilidade de ocorréncia de violacao espontanea das simetrias CPT e de
Lorentz em varios cenarios teodricos, tais como aqueles que tratam sobre teoria das cordas
(refs. [12] e [13]), dlgebras nao-comutativas [14], gravidade quantica em lagos [15] e difer-

entes estruturas espago-temporais [16]. Assim, foram descobertos mecanismos capazes de



promover a violagao espontanea da simetria CPT. Via a motivacao concebida a partir
destes trabalhos, D. Colladay e V. Alan Kostelecky [17] desenvolveram, em 1996, uma
estrutura teodrica voltada para admitir e investigar os limites da violacao de Lorentz e
CPT em todos os setores de interacao do Modelo Padrao usual. A principal caracteristica
deste modelo era a presenca de termos de violagao da simetria, de natureza tensorial,
gerados como valores esperados no vacuo de quantidades tensoriais pertencentes a teorial
primordial. Segundo este modelo, estes termos estariam presentes em todos os setores de
interagao caracteristicos do Modelo Padrao, inclusive no setor que descreveria a interacao
gravitacional [18]. Este modelo, denominado de Modelo Padrao Estendido, é préprio
a descricao de sistemas fisicos em regimes de baixas energias. Tal Modelo, acentue-se,
corresponde a fase em que a simetria de Lorentz estd quebrada, na qual os coeficientes
tensoriais que governam a tal quebra surgem como valores esperados no vacuo de quan-
tidades tensoriais pertencentes a teoria original, valida na escala de altissimas energias
(escala de Planck). O fato desta teoria mais fundamental admitir a violagdo da simetria
de Lorentz abre a possibilidade de ocorréncia da quebra de Lorentz na escala da energia
de Planck, regime no qual os efeitos gravitacionais e quanticos tornam-se inseparaveis.
A informacao da violacao ou auséncia de violacao de Lorentz na escala da energia de
Planck pode ser encarada como um divisor de aguas na formulacao de uma teoria para a
gravitacao quantica, o que é uma forte motivagao para o estudo do Modelo Padrao Es-
tendido e suas consequéncias. A conexao tedrica existente entre esta teoria fundamental
e o modelo efetivo é estabelecida do seguinte modo: se ha ocorréncia de violagao (quebra)
espontanea da covariancia/simetria (QES) de Lorentz no contexto da teoria fundamental,
esta violagao é responsavel pela geragao de valores esperados nao-nulos no vacuo (os co-
eficientes tensorais que regem a violacao de Lorentz na fase quebrada). Tais coeficientes,
congregados dentro da estrutura do Modelo Padrao Estendido, geram efeitos observaveis
sobre os sistemas fisicos conhecidos. A partir da comparacao entre tais efeitos previs-
tos e os dados observacionais é que entao se pode fixar um limite para a magnitude de

cada coeficiente de violagao. Destaque-se que, apesar do MPE contemplar os efeitos da



ocorréncia espontanea da violagao da invariancia de Lorentz em sistemas fisicos, definidos
a baixas energias, os resultados obtidos sao tteis para indicar a existéncia da violacao da
simetria de Lorentz na escala de energia da teoria das cordas (escala de energia da grande
unificagao).

Desde o surgimento do Modelo Padrao Estendido, intensificou-se a busca por efeitos da
ocorréncia da violagao espontanea da invariancia de Lorentz. Nesta busca, sao realizadas,
entre outras, andlises envolvendo mésons [19], barions [20], elétrons [21], fétons [22], midons
[23] e o setor de Higgs [24].

Destaque-se que, apesar da ocorréncia da violacao da invariancia de Lorentz, per-
manece a covariancia de Lorentz como uma simetria fundamental subjacente. Desta
forma, a teoria efetiva (i.e., aquela proveniente do MPE) deve preservar algumas carac-
terfsticas fisicas desejaveis, tais como: causalidade (inexisténcia de taquions!), estabili-
dade (caréncia de particulas associadas a estados caracterizados por valores imaginarios
de energia) e a estrutura de gauge SU(3) x SU(2) x SU(1). A esta teoria pode-se aplicar,
de forma coerente, os métodos convencionais de quantizacao dos campos associados.

Uma ressalva faz-se necessaria. A ocorréncia espontanea da violagao da invariancia
de Lorentz estd associada somente ao referencial das particulas? e, portanto, tal violacao
inexiste segundo a perspectiva associada ao referencial do observador® (uma discussao
simplificada sobre este mecanismo esta na Ref. [25]). Esta é uma consequéncia direta do
fato de esta violacao ocorrer de forma completamente espontanea a partir da descricao
associada a teoria fundamental. Neste interim, afirma-se que, sob a atuacao de uma
transformacao de Lorentz associada a mudanca entre dois referenciais préprios ao obser-

vador, nao ocorre a violagado da covariancia de Lorentz, i.e., os coeficientes responsaveis

IParticulas dotadas de velocidades superiores & velocidade da luz.
2Uma transformacao de Lorentz no referencial das particulas equivale a uma transformacio que ocorre

sobre as coordenadas das particulas ou dos campos agregados as mesmas. Tais transformagoes nao atuam

no background advindo da violagao espontanea de simetria.
3Uma transformacdo de Lorentz no referencial do observador corresponde uma transformacio de

Lorentz tradicional, onde a transformagio ocorre sobre as coordenadas do referencial (observador). Esta

transformagao implica em transmutagoes tensorais sobre o campo de fundo.
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pela violagao explicita desta covariancia, sob esta particular perspectiva, comportam-se
como tensores genuinos. No entanto, sob a atuacao de uma transformacao de Lorentz as-
sociada & mudanca entre dois referenciais proprios a particula, estes mesmos coeficientes
comportam-se como um conjunto de escalares independentes, gerando, por conseguinte,
termos diretamente responsaveis pela ocorréncia da violacao da invariancia de Lorentz.
O presente trabalho de dissertacao de mestrado situa-se no ambito do contexto tedrico
associado ao setor de gauge do MPE. Tem-se por objetivo investigar os principais efeitos
da violagao da invariancia de Lorentz, tanto no que concerne aos aspectos de consisténcia
da teoria quanto ao que se refere as suas solucgoes classicas. O ponto de partida desta
investigagao é a langrangeana associada ao setor de gauge puro do MPE [17]. Nesta, os
coeficientes tensoriais responsaveis pela violacao da invariancia de Lorentz sao represen-
tados via termos de acoplamento entre campos de fundo e o préprio campo de gauge.
Tais termos figuram de forma explicita na Eq.(3.1), sendo o primeiro deles CPT - impar
enquanto o segundo é CPT - par. Num primeiro momento, restringe-se a andlise a um
termo especifico, a saber, aquele convencionalmente denominado de termo tipo Chern-
Simons, €, A"V F**. A partir desta restrigao, no Capitulo II calculou-se o propagador
(A*(k)AV(k)) associado ao campo de gauge deste modelo. Os pélos deste propagador
definem as relacoes de dispersao proprias da eletrodinamica de Maxwell-Caroll-Field-
Jackiw-Proca. Via este procedimento, sao obtidas relagoes de dispersao, a priori, distin-
tas*. Uma destas descreve os modos ordindrios puramente massivos, ou seja, aqueles cuja
propagacao nao sofre influéncia do campo de fundo, e a outra descreve modos massivos
cuja propagacao é diretamente influenciada pela presenca do background responsavel pela
violacao de Lorentz. Contempla-se entao a andlise da estabilidade, a causalidade e a uni-
tariedade destes modos. Conclui-se, ao término desta verificacao, ser possivel a elaboragao
de uma teoria quantica de campo que descreva, de forma coerente, apenas as interagoes

mediadas pelos quanta influenciados pelo campo de fundo tipo-espago, V* = (0, v), uma

4Verifique-se que, na auséncia do campo de fundo, estas relacdes de dispersdo resultam mutuamente

idénticas.
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vez que aqueles [quanta] influenciados pelo campo de fundo tipo-tempo, V< = (vq, 0), s@o
nao-estavéis, nao-causais e nao-unitarios. Os resultados obtidos neste capitulo estao de
pleno acordo com aqueles verificados na Ref. [26].

Ulteriormente, o Capitulo III é dedicado a investigacao das solugoes classicas para
eletrodinamica de MCF JP. Destas solucoes, obtém-se aquelas previstas pela eletrodinamica
de MCFJ (limite M4—0) [11]. A partir da lagrangeana da eletrodinamica de MCFJP,
calcula-se a equagao de onda para o campo A" (r). Via a implementacao do Método de
Green, obteve-se expressoes para AV (k) (espago dos momentos). Para V' = (vg; 0), resul-
tou um setor elétrico exponencialmente decrescente, igual ao previsto pela Eletrodinamica
de Maxwell-Proca (MP). No limite M4—0, esta solugao transforma-se na ” Coulombiana”.
Conclui-se, portanto, que o background nao promove alteracao nos setores elétricos das
eletrodinamicas de MCFJP e MCFJ. O setor magnético, no entando, é radicalmente al-
terado por este campo de fundo: gerado por cargas em movimento estacionario, este setor
exibe um comportamento oscilante (na Eletrodinamica de MP, o comportamento é expo-
nencialmente decrescentes). Em M4—0, o campo B(r) estacionario de MCFJ é obtido e
revela-se compativel com a ocorréncia da radiagdo Cerenkov. Para V* = (0;v) e via a
implementacao do método de Green, obteve-se solucoes estaciondrias, até a ordem de v2,
com v || r e v? < M3. Verificou-se que ambos os setores elétrico e magnético exibem
solucoes exponencialmente decrescentes®.

No Capitulo IV, sao apresentadas as principais conclusoes da dissertacao.

Ressalte-se que, segundo a prescricdo adotada nesta dissertacdo, o vetor r tem sua origem na fonte

J* = (p;j) e sua extremidade no ponto no qual o campo AY (r) é mensurado.
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Capitulo 2

Ensaio sobre a quantizacao da

eletrodinamica de MCFJP

2.1 Introducao

Inicialmente serd averiguada a possibilidade de realizar uma quantizacao consistente deste
modelo. Para tanto, faz-se necessaria a verificacao de trés aspectos fudamentais da teo-
ria: estabilidade, causalidade e unitariedade. Uma teoria é dita causal quando prevé a
propagacao de sinais fisicos apenas com velocidade menor que c. Portanto, analisar a
causalidade de um modelo consiste em calcular a velocidade de propagagao de sinais (on-
das) associados com os modos da teoria [27]. Uma teoria é dita estavel quando a energia
quadratica das quantidade dinamicas é sempre positiva. Finalmente, um dado modelo é
denominado unitério quando possui modos de propagagao associados a estados (definidos
no espago de Hilbert) que exibem norma quadrética positiva.

Para que seja efetivada a referida averiguagao, é imprescindivel o calculo do propagador
(A,A,) associado ao campo de gauge A, da teoria: via a estrutura de pélos definida por
(A, A,), obtém-se as relagdes de dispersao e, destas, os modos de propagacao pertencentes
ao espectro da teoria. Encontrados tais modos, deve-se entao verificar quais destes (e em

quais condigoes) satisfazem os pré-requisitos de estabilidade, causalidade e unitariedade.
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Apenas a interacao mediada por modos estaveis, causais e unitarios pode ser corretamente
descrita por uma teoria quantica de campo conveniente.

Inicie-se, pois, o calculo do propagador (A4,A4,).

2.2 Calculo do Propagador

O propagador (A,A,) é obtido a partir da acdo S caracteristica do Modelo [26]:

1 1 1
S = / diz <—ZFQBFC“B — ZeﬁwvﬂAan@ + 51\43’114&,4&) : (2.1)

O objetivo é reescrever a Eq.(2.1) na forma S = [d*zA, B* A,, na qual B* ¢ um
operador diferencial, tradicionalmente denominado operador de onda'. Este objetivo é

alcancado reescrevendo-se, separadamente, os termos constituintes da Eq.(2.1):

1 1
_Z aﬁFaﬁ = §A6D®a/@Aa, (22)
1 2 « 1 Bar2 a
3™ A AY = §A Min.sA”, (2.3)
1 1
—ZgﬁapwvﬁAanga = §Aﬁsﬁa‘4a7 (24)

nas quais utilizou-se as seguintes definigoes:

@ag = Nas — Wap, (25)
905
= 2.
waﬁ |:| ) ( 6)
gl — gharey (2.7)

Nestas, figuram os operadores projetores transversal O,4 e longitudinal w,z. A Eq.(2.7)
encerra a definicao de um operador tipo Chern-Simons, S°¢, em (1 + 3) dimensdes. Este
operador contém toda informacao referente a presenca do campo de fundo V,,. Substi-

tuindo as eqs.(2.2), (2.3) e (2.4) na Eq.(2.1), resulta:

5= %/(#mﬁ e, A, (2.8)

IEsta nomenclatura serd novamente utilizada adiante. Neste fnterim, deixa-se para aquele momento

os esclarecimentos necessarios.
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na qual utilizou-se o seguinte para o operador de onda Hg,:
Bso = (O + M) Opa + Miwsa + Sa- (2.9)

Como todo operador tensorial, o operador Hg, possui uma representacao matricial propria.
Adiante-se, portanto, que a matriz Hg, exibe det Hg, # 0, 0 que assegura a existéncia da
sua inversa. Esta inversa é exatamente o propagador (A, A,) procurado. Busca-se, entao,

a matriz A,, = (A,A,) que satisfaz:
Hoa A% o = npy, (2.10)

na qual vale a métrica ng, =diag(+ — ——). E necessdria a construcdo de uma forma
geral para A% ,. Via Eq.(2.9), define-se, neste interim, o set (inicial) de operadores

[@5as Opas Ssa). Utilizando este set, uma primeira forma geral para A® , é a seguinte:
Aay = alwo‘y + b1®a,, + Clsay . (211)

A qual define, a priori, o propagador (A,A,) em termos dos coeficientes ay, by e ¢;.
Objetivando encontrar a forma explicita destes coeficientes, calcula-se, via as eqs.(2.9) e

(2.11), o seguinte:

Hgo AY , = (D + Mf‘) (010520, + 0103,0%, + 103,5%)] +
+M3 (a1, + b1 0%, + c1wpaS*] +

+a155away + blSﬁa@aV + clSﬁaSaV . (212)

Para resolver as contragoes existentes na expressao acima, é necessario conhecer a algebra

do set [Wsa, Opas Spa). Esta propriedade é exposta na Tabela 1 abaixo:

way @O{V Sal/

Tabela 1. Algebm dos operadores projetores [wﬂa, O3a; Sﬂa] .
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na qual valem:
fav = (VO = X?) Og, — Nwg, + A (Zg, + Sup) — OAg, (2.13)
Y = V30, A, = V3V, e A=V, 0=V-0. (2.14)
Via a Tabela 1, a Eq.(2.12) resulta:

oo A% » = [(O+M3) b +c (VO—-N)] Op, +
+ [ M5 — a1 N] @g, + o1 + bi] Spy +
+ai A (Ep, + X05) — A, . (2.15)
Substituindo a Eq.(2.15) na Eq.(2.10), obtém-se:
Op+ g = [(O+M3) b+ (VO-X)]Os, +
+ [ M} — 1 N] @g, + o1 + bi] Spy +

+c1 A (ZﬁV -+ 2,,5) — clﬂAﬁ,, , (216)

na qual escreveu-se 73, = O, + wg,. Via Eq.(2.16), emerge o seguinte sistema:

(O+M3) b+ (VO=N) ey =1, (2.17)
ay M3 — )\ =1, (2.18)

¢+ by =0, (2.19)

aA=0 e cqg=0. (2.20)

Este sistema deve ser solucionado para os coeficientes a1, by e ¢;. O valor deste ultimo
é ¢ = 0 [vide Eq.(2.20)]. A partir deste, emerge by = 0 [Eq.(2.19)]. Todavia, estas
solugbes sdo incompativeis com a Eq.(2.17). Conclui-se que o sistema resultante das
eqs.(2.9), (2.10) e (2.11) é incapaz de definir os coeficientes ay, by e ¢y, e, por conseguinte,
o propagador (A,A,). Logo, diz-se que a algebra do set [@sa, Opa, Ssa) é incompleta?

(non-closed algebra).

2Esta conclusio pode ser previamente extraida da Tabela 1, quando, via o resultado de Sp,S%, =

fsu, surge a necessidade de definir os novos operadores X3, e Ag,.
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Faz-se necessaria, portanto, a construcao de um set de operadores cuja algebra seja
completa (closed algebra). Defina-se, via Eq.(2.13), o novo set [waa, ©ga, Spa, 2sa, Njal-

Proponha-se, a seguir, a forma geral para a matriz A% ,:
A, =aw®, +bO%, + S, +dX, +eX,* + gA”, . (2.21)

Como antes, deve-se procurar solugoes para os coeficientes a, b, ¢, d, e e g. Neste interim,

substituindo as egs.(2.9) e (2.21) na Eq.(2.10), e conhecendo a Tabela 2 abaixo:

w® o, S, Yo, Y, @ A,
Wea | Way 0 0 ATgy 28 %E,,g
Opa | 0 Op. Sgy | Saw—Awg | 0 | Ag,— A%
Spa | 0 Sy fav 0 0 0
Soa | Sa 0 0 ASg, | OAg, Ag,
Yap | Awgy | Mg — Awg, | 0 V0ws, | AXus V2¥,5
Ago | 3860 | Mgy — 335, | O V2%, Mg, VZ2As,

Tabela 2. Algebra dos operadores projetores (Wsas Opay Ssas Lpvs Npy).

resulta o seguinte sistema3:

O+M)b+ (VPO-N)ec=1,  Mia—0OM-Nc=1, (2.22)
b+ (O+M3)c=0,  Ac+ (O+M3)d=0, (2.23)
Mie —Ag+ Ac=0 e (O+M3)g—0c=0. (2.24)

Resolvendo estas equacgoes, obtém-se:

1[D A (O+ M3)
_ ! p— =) 2.2
“CTp et aEran) D (225)
1 A
N A 2.2
‘T DO+ M2)’ (2:26)
Y O
_ N 2.2
‘ToO+a2y YT D@+ MY (227)

3Reescreve-se, inclusive, 15, = O, + wa, .

17



D= (0+M3)* - (V2O -»?). (2.28)

Ressalte-se que estes coeficientes s6 foram determinados tendo em vista a dlgebra completa
do set [@Waa, Opay Spay 2gas Nga). Substituindo estes resultados na Eq.(2.21), obtém-se o

propagador do campo de gauge da eletrodinamica de MCFJP [26]:

1 A O
AaAu - = av D M2 av — Mav —Eow - —Aau )
(o) = 3 { O+ (B M) o = S+ (o~ (3o
(2.29)
na qual valem:
D A2 _
C= — e Zor = B + Za- (2.30)

M%: (O+ M3)
Como sabe-se, as relacoes de dispersao deste modelo sao obtidas via os pélos do propa-

gador (A,A,). Portanto, no intuito de identificar os modos de propagagao previstos pelo

modelo, busca-se as referidas relagoes de dispersao.

2.2.1 Relagoes de dispersao

A obtencao das relacoes de dispersao proprias ao modelo ocorre via a definicao dos polos
do propagador. Para obter-se uma relagao de dispersao escrita em forma conveniente (i.e.,

em termos do momento k e da frequéncia w), utiliza-se o ansatz de onda plana:
A, (z) = g4 (k) exp (ik - ) (2.31)

na qual vale k = k% = (w, k). Implementando a Eq.(2.31) na Eq.(2.29), emerge o progador

(Ay (k) A, (k)) do modelo, agora escrito no espago dos momentos:

1 ~ ~ ~ vk~ k? }
A, (k)A, (k) = = Ck)Ta — UEk)Ony + 1S5S0 + ——Z=a — —— N ¢, (2.32
(A 8] 4, () = 55 { COWIZar 1) e = e (232)
onde vale:

fa ~ ~ Kok, g PLP
@au = Nav — Waw, Wav ?7 Soa/ = Eavppl k ) (233)
Eau = iau + i/:Vom iau - Uakua (234)

=~ D (k) (v- k)Q (12 2

C(k) = — 0N Q(k) = (K* —m?), (2.35)



D (k)= (K — M3)* +v*k* — (v- k). (2.36)
Observa-se que o operador A,, nao é alterado pelo ansatz da Eq.(2.31), uma vez que o

mesmo independe de k¥. Obtidos estes resultados, verifica-se que as relacoes de dispersao
advindas dos pélos do propagador (A, (k) A, (k)) s@o as seguintes:
k2 = M2, (2.37)
(K = M3)* + 0%k = (v k). (2.38)
A Eq.(2.37) advém de Q(k) = 0, enquanto a Eq.(2.38) resulta de D (k) = 0. A Eq.(2.37)
indica a existéncia de um modo massivo ordindrio (i.e., previsto pela eletrodinamica de
Maxwell - Proca) associado aos setores w@,,,, ia,, e A, do propagador. Este modo, por ser
amplamente descrito em literatura especializada, nao deveria ser aqui analisado. Porém,
tal andlise serd aqui construida por fins didéticos: sera utilizada como uma prescri¢ao/guia
para correta averiguagao dos outros modos pertencentes ao modelo. A Eq.(2.38), obtida
a partir de D (k) = 0, constitui-se como a relacdo de dispersao que governa os modos
(massivos) diretamente influenciados pelo presenca do campo v®. Verifica-se que tais

modos est@o associados a todos os setores de (A, (k) A, (k)).

2.2.2 Modos de propagacao

Escrevendo k? = w? — k? na Eq.(2.37), verifica-se a existéncia de um pélo massivo or-

dinério, cuja frequéncia w esta associada ao momento k pela a equagao:

w=/k2+ M2. (2.39)

Deve-se agora buscar os valores de k¥ para os quais a Eq.(2.38) é satisfeita. Para
tanto, é conveniente efetivar separadamente a andlise dos casos nos quais v é puramente
tipo-tempo, definido por v® = (vg,0), ou puramente tipo-espago?, v® = (0,v). Primeira-

mente, adotando o caso tipo-tempo, v* = (v, 0), a Eq.(2.38) assume a forma:

Wt =2 (K2 + M3) W + (12 + M3)? — (vok)? = 0, (2.40)

4Estas sdo as configuracdes extremas do campo de fundo. Portanto, o caso no qual este campos é tipo

luz, definido por v*v, = 0, nao sera tratado.

19



cujas solugoes sao:
wi =k*+ M3 £ v K. (2.41)

Tais solugoes descrevem os modos diretamente influenciados apenas pelo setor temporal

«

de v*. Visando a obtencao dos modos influenciados apenas pelo setor espacial de v?,

implementa-se vo = 0 na Eq.(2.38):
w' = [2 (K + M3) + v+ (K + ]\431)2 +vk? — (v-k)> =0. (2.42)

As solucoes desta expressao estao dadas abaixo:

1
wi =k*+ Mj + 3 {v2 + \/(2Mfl +v2)? 44 [(v k) — Mi] } : (2.43)
Estas descrevem os modos influenciados pelo setor espacial do campo v®.
Deve-se agora investigar quais destes modos de propagacao sao, simultaneamente,
estaveis, causais e unitarios, pois a construcao de uma teoria quantica de campo coerente
sO é possivel quando considera-se a interacao transmitida por fétons associados a tais

modos.

2.3 Estabilidade dos modos

2.3.1 Introducao

Desta analise resulta a identificacao dos modos associados a valores imaginérios de energia.
Tais modos, caso ocorram, conduzem a impossibilidade de interpretacao fisica dos quanta
por eles descritos. Um modo w sera dito estavel se exibir energia quadrética positiva,

w? > 0. Caso contrario, o modo serd dito nao-estével.

2.3.2 Modo k2?2 = m?

Inicialmente, tome-se o modo k? = M3. Este modo é naturalmente estavel, pois sempre
vale w? = k?*+M3 > 0 [via Eq.(2.39)]. Ressalte-se que este modo possui energia quadrética
positiva sem a necessidade de imposicao de qualquer condi¢ao complementar; isto é o que

configura a estabilidade do modo.
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2.3.3 Setor temporal

Considere agora os modos descritos pela Eq.(2.41). Neste contexto, verifica-se que o modo
k3 = M3+vo k| é estdvel, pois sempre vale w? = k? + M3+vo|k| > 0. No entanto, o
modo k% = M3%—v k| serd nao-estvavel. No intuito de obter maior esclarecimento sobre

esta ultima afirmacao, resolva-se a inequagao seguinte (condigao de estabilidade):
w? =k* — v k| + M3 >0, (2.44)
cuja solucao para o médulo de k ¢ dada por:
0< |kl <l|k|_ , k|, < k| . (2.45)
Aqui, k|, sao raizes da equagao w? = 0, dadas abaixo:

1 /

E necessario que estas raizes sejam reais, pois |k| é uma quantidade fisica mensurdvel.

Neste interim, via Eq.(2.46), deve valer:
Vo > 2M. (2.47)

Apenas para tais valores de |k|, e observada a restricio vo > 2My, valerd w? > 0. Ha,
obviamente, uma regiao na qual w_ < 0: |k|_ < [k| < |k|,. Portanto, a estabilidade do

modo w_ nao é completamente assegurada.

2.3.4 Setor espacial

Considere-se agora os modos wy definidos pela Eq.(2.43). Para que estes sejam estéveis,

deve valer:

wi = % {2 (K + M3) +vi+ \/(2M§ +v2)? 4 4[(v k) — M4] } >0, (2.48)

da qual resulta:

2 (K2 + M3) +v? > 5/ (M3 +v2) + 4 [(v - K)° — M. (2.49)
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Elevando ao quadrado e escrevendo v - k = |v| |k| cos 6, obtém-se:

(k2 + M2)?

.2
sin“ 6 > — TCa

(2.50)

a qual é automaticamente satisfeita. Desta maneira, verifica-se que ambos os modos
influenciados por v possuem w? > 0, o que implica em estabilidade. Vale destacar que

estes modos resultam estéveis porque obtém-se w3 > 0 para qualquer valor de |k]|.

2.4 Causalidade dos modos

2.4.1 Introducao

O estudo da causalidade objetiva estabelecer os modos causais (associados a transmissao
de sinais com velocidades inferiores a da luz) e nao causais de uma teoria. Os modos néao
causais, ligados a propagagao de sinais superluminais/taquionicos, conduzem a violagao
do principio da causalidade. Esta violagao é fisicamente indesejavel. Consequentemente,
tais modos impossibilitam a elaboragdo de uma teoria quantica consistente [27].

A causalidade do modo w (k) é analisada a partir de suas velocidades de grupo, v, =

dw

au © de frente, Verente (Vgrente = 1Moo ﬁ) este é causal quando exibe v, < 1 e

Ufrente = 1, simultaneamente [28]. Desta forma, calcula-se, separadamente, as velocidades

de grupo e de frente associadas a cada modo pertencente ao modelo.

2.4.2 Modo k* = M3

Considere-se, primeiramente, o modo k? = M3. Os quanta descritos por este modo estio

associados a v, dada por:
_dw 2]k K|
dlk|  2/kK2+ M w

Via Eq.(2.39), verifica-se w > |k| e, portanto, v, < 1. Calcula-se agora a velocidade de

(2.51)

Ug

fase, v,y = ﬁ, prevista para este modo:
w k2 + M3
Upp = — = —— 5 . (2.52)
K| k|
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A velocidade de frente é, por conseguinte, obtida como abaixo:

m vy, =1. (2.53)

Vfrente = li
|k|—o00

Via egs.(2.51) e (2.53), conclui-se ser causal o modo k? = M3.

2.4.3 Setor temporal

Objetivando seguir a cronologia de andlise estabelecida ne secao anterior, considere-se,
primeiramente, os modos wy definidos pela Eq.(2.41). Tomando estes modos, calcula-se

a velocidade de grupo:

L dwy 2 k| £ vo 2]k £ v

v = = =
7 dlkl 2 /K2 + M3 £ v K| 2wy

(2.54)

No intuito de obter v;t < 1, deve-se tomar apenas valores de v tais que vo < 2M4 [vide
Eq.(2.54)]. Desta forma, ocorre, de forma natural, a imposi¢ao de um limite superior para
o valor de vy.

A velocidade de fase resulta:

+ W+ \/inV0|k|+Mi

== = . 2.55
KO K (259

Desta, obtém-se a velocidade de frente:
Upente = lim v, =1 (2.56)

|k|—o00

Dado que a imposicao vy < 2M 4 é antagonica aquela que garante a realeza das raizes
k|, [vide Eq.(2.47)], conclui-se que estes modos wy sao ndo-causais (mesmo exibindo
vﬁeme = 1), uma vez que o momento deve ser real.

E necessério aqui o esclarecimento de um ponto especifico. Infelizmente, uma vez
prevista a existéncia de diferentes modos a partir de uma mesma relacao de dispersao
(como o sao, por exemplo, wy e w_), ndo é possivel garantir a excitagdo de um tinico modo

especifico: esta impossibilidade esta associada ao controle de condigoes iniciais proprias ao

sistema que nao estao submetidas ao controle do experimentador. Portanto, a existéncia
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de um unico modo nao-causal é suficiente para comprometer todo o setor de uma teoria
associado com a relagdo de dispersao (pé6lo) em questdo. Neste interim, a obtengao de
excitagoes fisicamente quantizaveis, associadas com um dado pdlo do propagador, s6 é
possivel quando todos os modos (advindos deste pélo) sao causais, estdveis e unitarios.
Logo, no contexto da eletrodinamica de MCFJP, toda interacao intermediada por modos

influenciados pelo background tipo-tempo, v* = (vg, 0), estd comprometida.

2.4.4 Setor espacial

Analisa-se agora a possibilidade dos modos w., ambos previstos pela Eq.(2.43), resultarem

causais. A velocidade de grupo v;t associada a estes modos é:
d k 20
i = T LIy P [v] cos . (2.57)
dlk[  we V2 +4(k2cos? 0+ M?)

Objetivando consideravel simplificagao, considere-se um contexto caracterizado por v L k.

A partir desta conjectura, a Eq.(2.57) resulta:

x_ [kl (2.58)

(%
g W:I:’

enquanto os modos w4, primordialmente descritos via Eq.(2.43), agora sao definidos por:
wi=k*+mi, (2.59)
onde:
1
mi= M3+ 3 lv|y/v2+4M3. (2.60)

Para que ocorra vgi < 1 deve valer wy > |k|. Esta tltima é automaticamente satisfeita
[vide egs.(2.59) e (2.60)], ou seja, ¢ vélida sem a necessidade de imposigao de qualquer

condicao complementar. Calcula-se a velocidade de fase:

+ W4 \/k2 + mi (2 61)

Uph = m oy —|k| s
e a velocidade de frente:
U}trente = |k1\1£>noo U;Jth =1. (262)
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Neste interim, os modos w., influenciados pelo background v* = (0;v), resultam causais
(Ug:]t <le U}trente = 1)

Sumarize-se as conclusoes até aqui obtidas. Verificou-se ser o modo massivo ordinario
existente no modelo naturalmente estavel e causal. No caso de um background tipo-tempo,
Vo = (vo, V), observou-se que a eletrodinamica resultante nao é passivel de quantizacao,
por ser o modo w_ deste setor, em geral, nao-estavel e nao-causal. Simultaneamente, para
um background tipo-espago, averiguou-se que os modos w4 sao ambos estaveis e causais.
Resta, finalmente, averiguar se este modelo é unitario. Esta averiguacao sera efetivada na

sequencia.

2.5 Unitariedade dos modos

2.5.1 Introducao

A unitariedade de uma teoria estd ligada a norma dos estados definidos no espacgo de
Hilbert. Quando todos os estados exibem norma positiva, a teoria é dita unitaria. Quando
surgem estados de norma negativa, a teoria resulta nao-unitdria, e os estados sao denomi-
nados de fantasmas. A averiguagao acerca da unitariedade da eletrodinamica de MCFJP
serd efetivada via o método da Saturagao. Supondo a validade de d,J" = 0, este método
consiste em calcular, utilizando o propagador do campo considerado, a contragao tensorial
entre as correntes J*, J” e a matriz do propagador (A, (k) A, (k)) escrita em cada um
dos seus pdlos, o que envolve, naturalmente, o calculo do residuo do propagador nestes
polos. Neste interim, a saturacao S é dada pela contracao tensorial do propagador com
as correntes:

S =J% (k) (Aa (k) A, (K))J” (k) (2.63)

na qual J¥ = (p;j) representa a fonte do campo de gauge A, (k). A obtengao do valor de
S deve estar associada a um modo especifico da teoria. Neste sentido, fala-se no valor de
S associado ao modo w, ou no valor de S associado ao modo w_. Este valor resultard em

uma quantidade tal que S = «ai, na qual a é um parametro real. Quando a > 0, o modo
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serd unitdrio, caso contrario, o modo em questao serda nao-unitario. Como a Eq.(2.63)
considera a expressao para (A, (k) A, (k)), é necessario escrever a expressao 0,J* = 0
também em termos de k. Para isto, utilize-se o ansatz da Eq.(2.31), a partir do qual
obtém-se:

ko =wp—k-j=0. (2.64)

Via o uso da Eq.(2.64), verifica-se a validade dos seguintes resultados:

f%@%wf%m:Jﬂmgpr:Q (2.65)
T (k) O (k) = J* (k) nawJ” (k) # 0, (2.66)
J (k) S J” (k) = J* (k) vak - J =0, (2.67)
J (k) Spad” (k) = J* (k) vykaJ” (k) = (J - k) (v-J) = 0. (2.68)

Deste modo, a Eq.(2.63) resulta:
S = 7% (k) (Aa (K) Ay ()7 (k) = J° (k) Mo (1), (2.69)

a partir da qual definiu-se a matriz M,, como abaixo:
My =~ (02 = 32 oy — i +
D (k) (k* — M3)

Na obtencao da matriz M,, utilizou-se a Eq.(2.32). Uma répida comparacao entre os

Aaw| - (2.70)

operadores M, e (A, (k) A, (k)) revela que os setores em @y, oy € Ly nao influenciam,
de forma alguma, no valor final de S, enquanto o setor em O,, influenciara, em parte,

neste valor final. Por conveniéncia, reescreva-se a Eq.(2.70) como:
M., = A(k) Nu, (2.71)

a partir da qual se define o tensor NV, e o coeficiente A (k):

Am:_ﬁ%MM—M@’ (2.72)

Now = (K> = M2)* 1oy — i (K2 = M3) Sauy + KA. (2.73)

O valor de S deve ser calculado, separadamente, para cada modo, ordinario ou nao,

pertencente a eletrodinamica de MCFJP. Este calculo sera efetivado adiante.
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2.5.2 Setor temporal

Calculo de S

Como dito anteriormente, o valor de S deve contemplar cada modo w pertencente ao
espectro da eletrodinamica de MCFJP. Objetivando a manutencao da coeréncia deste
trabalho, considere-se, primeiramente, os modos influenciados apenas pelo setor temporal
do campo de fundo. Como verificado, os quanta caracterizados por tais modos nao sao, em
geral, causais e estaveis. Ainda assim, a unitariedade destes modos sera aqui averiguada
por fins de completeza. Para tanto, deve-se calcular o valor de S associado a tais modos,

o que se inicia reescrevendo o tensor M, para v® = (v%;0):

(k% — M3)* + k202 0 0 0
Y 1 0 — (k% = M3)? M, M
D(k) (k? — M3) 0 M C (k2 M2’ M,
0 M, M — (k* = M3
(2.74)
onde:
D(k) = (K — M%) + vak* — viu*. (2.75)

Na Eq.(2.74), figura o vetor imaginéario M, definido por:

M =i (k> — M3) vok. (2.76)
Substituindo estes resultados na Eq.(2.69), resulta o calor de S:

S =J(k)My,J" (k), (2.77)
a qual define o valor de S associado aos modos w influenciados apenas pelo background
v* = (v%;0).
O pdlo k% = M3

Calcula-se aqui, via a Eq.(2.77), o valor da saturagao S associado ao modo k? = M3. Para

isto, implementa-se k* = M?% na Eq.(2.74), o que exige o cdlculo do residuo do coeficiente
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A(k) neste pdlo, dado por:

l ?

o~ = 2 2-
Dy |’92:M§ vpk

Res A |]€2:]\/[f1 = — (278)

Aqui foi usado o fato que Dy 2= M2 = —v2k?. Tendo calculado o residuo do pdlo no
coeficiente A(k), escreve-se agora a matriz do propagador, M,,, neste pélo, que tem a

forma simples:

100 0
M2 0 00O
Mey [h2orz = zk—;‘ (2.79)
0000
00 00
Com este resultado, a saturacao, dada pela Eq.(2.77), vale:
M2
S =i—2J2 (2.80)

K2
Como a saturacao S obtida é um ntmero imaginario positivo, conclui-se que o modo
k* = M? satisfaz os requerimentos de unitariedade. Desta forma, as excitagoes fisicas
(quanta) associadas a este modo correspondem a estados (definidos no espago de Hilbert)
que exibem norma quadratica positiva. Conclui-se que a interacao mediada por estes
quanta, por ser o modo k* = M3 estével, causal e unitério, pode ser corretamente descrita

por uma teoria quantica de campo conveniente.

O modo w,

Proceda-se agora a andlise da unitariedade das excitagoes fisicas ligadas ao polo ﬁ(k:) =0,
que possui dois polos: k. e k_. Inicialmente, analisa-se a unitariedade no pélo k, , depois
em k_. Seguindo o procedimento descrito para o pélo k? = M2, o primeiro passo consiste
em montar a matriz do residuo do propagador, o que passa pelo céalculo do coeficiente

A(k) no referido pdlo:

1
Al = — . 2.81
fes et =~z @ — 1) 251

28



Este residuo pode ser explicitamente a partir da Eq.(2.41), que fornece:

k2 — M3 = v k], (2.82)
k2 — k2 = 2v K|, (2.83)

de modo que:
Res A |2z = —ﬁ. (2.84)

Escreva-se agora a matriz M,, no pélo k7, o que é bastante facilitado quando se observa

que o vetor M que compoe o tensor M,, tem agora a forma:
M = ivg |k| k. (2.85)

A partir deste, a Eq.(2.74) resulta igual a:

wi 0 0 0
Mo, | i ’ (2.86)
av |k2=k2 = =5 , .
0
onde a matriz A;; é dada tal como abaixo:
— k| ik, —ik,
N =k | —ik, —|k| ik, |- (2.87)

ik, —ik, — k|
Uma maneira de facilitar o calculo da saturacao S é diagonalizando a matriz do residuo
do propagador, dada na Eq.(2.86). No caso, deve-se diagonalizar apenas a matriz A;;,
cujos autovalores sao A\ = —2k* Ay = —k? e A3 = 0. Com isto, a matriz A;; é escrita

numa forma diagonal:

2 00
i=-kK101 0|, (2.88)
0 0 0

A
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o mesmo sendo realizado para a matriz do residuo do propagador:

wi 0 0 0
M, | i 0 —2k* 0 0 (2.80)
av k‘2:k‘2 - ———= .
R IR S T
0 0 0 0
Usando-se este resultado e a definicao de saturagao, obtém-se:
t 2 12 2 72 2 72
S = ~513 (WP JG —2k*J2 —K2J7). (2.90)

Implementa-se, sem perda de generalidade, j = (0, j,, 0), de modo que a Eq.(2.90) reduz-se

a:
(w2 J2 _ k2j2)
g — _j 70 v/ 291
e (2.91)
Da relacao de conservacao de corrente, k,J* = 0, verifica-se:
, w4 J,
Jy = Z 2 (2.92)
y
Substituindo a Eq.(2.92) na Eq.(2.90), emerge o seguinte:
2 72 (1.2 2
wiJg (ky —k )
= — 2.
S i T (2.93)
Finalmente, escreve-se o seguinte resultado:
k! —k* = -k}, (2.94)
sendo k; = k, + k.. A Eq.(2.93) resulta:
k2w2 ,]2
S =i—t0 2.95
g2 (2.95)

Verifica-se que o valor da saturacao S é sempre imaginario positivo. Por conseguinte,

diz-se que 0 modo k% = M3 + v |k| ¢ unitario.
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O modo w_

Investiga-se agora a unitariedade do modo k_. Via o mesmo método utilizado no caso do

modo k., calcula-se coeficiente A(k) no referido pélo:

7

Res A |p2p2 = TSI R (2.96)
Via a Eq.(2.41), obtém-se:
k2 — M?% = —u, K|, (2.97)
k2 — k2 = —2u K| (2.98)
Substituindo estes resultados na Eq.(2.96), resulta:
Res A |pepe = — i (2.99)

205k?
Escreva-se a matriz M,, neste po6lo. Verifica-se que o vetor M (componente do tensor

M,,) tem agora a seguinte forma:

M = —iv; k| k. (2.100)
Neste interim, a Eq.(2.74) resulta:
w2 0 0 0
Moy | i ’ (2.101)
av k‘2=k‘2 = — s .
- 2k?
0 ANy
0
onde vale:
— k| —ik, ik,
Nij =k | ik, —|k| —ik, |- (2.102)
—ik, ik, —|K]
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No intuito de calcular a saturagao S, diagonaliza-se a matriz A\;; acima, cujos autovalores

sao A\ = —2k2, Ay = —k? e \3 = 0. Portanto, a forma diagonal da matriz M,,, é:
w2 0 0 0
M., | i 0 —-2k* 0 O
av |k2=k?> — T 5132
k2l g 0 k0
0 0 0 O

Implementando este resultado na definicao da saturacao S, obtém-se:

S = w?J§ —2k2 T2 — K2 7).

1
“31 (

Como antes, implementa-se j = (0, j,,0). Via esta, a Eq.(2.104) resulta:

W2 JE — K252)

(
e

Considerando k,J* = 0 reescreve-se a Eq.(2.92):

w_ J()
ky

Jy =
Substituindo as eqs.(2.94) e (2.106) na Eq.(2.105), tem-se:

Kkiw? p?

S =it
2K2)2

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

Verifica-se que este valor de saturacao nao é, em geral, imaginario positivo. Este fato

ocorre por ser o modo k_, de maneira geral, nao-estavel (w% < O). Por conseguinte,

conclui-se que a unitariedade do modo k? = M3 — vy |k| ndo é completamente assegurada.

2.5.3 Setor espacial

Calculo de S

Considera-se os modos influenciados pelo setor espacial do background, v* = (0;v). Ob-

jetivando o calculo do valor de S associado a tais modos, deve-se reescrever a Eq.(2.69)
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considerando v* = (0; v). Neste interim, o tensor M,, resulta:

(kz_Mfl)Q Mz My Mz

; M;  H, L L
M=o g S (2.108)
D (k) (k* — M3) My  Ln H, Ly

M Lsi Ls H,

na qual:
D (k)= (K — M3)* + vk — (v - k)%, (2.109)
M =i (k> — M3) (v x k), (2.110)
H = (k22— (k2 = M)’ e, (2.111)
Ly; = kK*vpv; — i (K* — M3) weyjqvg. (2.112)

Aqui, e; é a j-ésima componente do versor e = (i, j, k) e €123 = 1. Como antes, a saturacao

S é dada pela Eq.(2.69), com o tensor M, agora dado pela Eq.(2.108).

O pélo k2 = M?

Calcula-se o valor da saturagao S associado ao modo k? = M3. Neste intuito, implementa-
se k* = M3 na Eq.(2.108); isto exige, como antes, o cdlculo do residuo de Res A(k) neste

pélo. O valor de Res A(k) é tal como abaixo:

7 1
Res A |2y = —= = ) 2.113

na qual utilizou-se D |2_ amz=—[(v- k)? + M3v?]. Calculado este residuo, implementa-

se v* = (0;v) nas egs.(2.110), (2.111) e (2.112). Este processo conduz a:

M =0, (2.114)
H = k*ve;, (2.115)
Ly; = K*vv;. (2.116)
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Considerando-se as egs.(2.113), (2.114), (2.115) e (2.116), a matriz do propagador, M,,,

torna-se:
00 0 0
.M2 0
Moy ez = k’2 AM2 - , (2.117)
(V' ) + Av 0 Aij
0
onde a matriz A;; vale:
v v, VU,
DN =| v, 02 v, |- (2.118)

VUp U Uy v?
Deve-se agora diagonalizar a matriz M,,, o que equivale a diagonalizar a propria matriz
A;;. Neste interim, os autovalores associados a A\;; sao A\ = vZe Xy = A3 = 0. Com isto,

a forma diagonal da matriz M,, é:

0000

Moy |s2eme = i ]\?‘Vz — vl (2.119)
(v-k)"+Miv2 | 0 0 0 0
0000

Calcula-se, finalmente, o valor da saturagao S a partir do uso da Eqs.(2.77) e (2.119):

M2 2,2
S=i Atde (2.120)
(v-k)"+ M3v

Sendo S um nimero imaginario positivo, verifica-se que o pélo k* = M?%, tal como acontece
no caso de um background tipo v* = (vg;0), satisfaz os requerimentos de unitariedade.
Conclui-se, portanto, que os quanta gerados a partir via modo estao associados a estados

que possuem norma quadratica positiva.

O modo w,

Investiga-se agora a unitariedade do modo w,, obtido via a suposicao v 1 k. Para

tanto, objetivando maior simplificagdo, suponha-se v = (v,,0,0) e k = (0,0, k). Via esta
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imposicao, a Eq.(2.59), resulta:

k2 =m?, (2.121)

na qual o parametro m., definido a partir da Eq.(2.60), vale:

1
my =g [,/vfe +4M3 +vz] . (2.122)

Este m, ¢é a massa das excitagoes associadas aos modos definidos pela Eq.(2.121). Ver-
ificadas estas observacoes, parte-se para o cdlculo do valor de S associado a este modo,

iniciando pelo valor do Res A em tal pdlo:

1

A partir das Eqs.(2.121) e (2.122), resulta:
k2 — M3 = v,my, (2.124)

k2 — k2 = v, /02 + 4M3. (2.125)

Substituindo estes resultados na Eq.(2.123), obtém-se:

1

Res A |22 = — ) 2.126
o= m v\ v+ 4M3 ( )
A implementacao de k3 = m? nas egs.(2.110), (2.111) e (2.112), resulta:
M = iv,m4 (v x k), (2.127)
H=m} (v] —v2) e, (2.128)
Lyj = M2 0,0; — 10,01 M4 EpjgVg- (2.129)

A partir das eqs.(2.126), (2.127), (2.128) e (2.129), emerge a seguinte forma para o tensor

M,
v2mi 0 —imyvik, 0
M, | ! vl ! (2.130)
av |k2=k2 — — :
v miviy/op HAME | i o2k, 0 —vimi  —iviwimy
0 0 wiwym, —v2m?2
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Diagonalizando-se esta a matriz M,,, verifica-se que os seus autovalores sao:

2
L vpmy Y-

2
)\1 — . VM-
2

> 0, Ay = 5

<0, (2.131)

A3 = Ag =0, (2.132)

Ve =/m3 + 8wl tmy . (2.133)

Verifica-se que estes . sao valores sempre reais e positivos. Com tais resultados, escreve-

onde valem:

se a forma diagonal da matriz M,, tal como segue:

v~ 0 00
Moy iy = ———— 2.134
e TR | 0 0 00 e
0 0 00
Com esta matriz, calcula-se a saturacao S como segue:
1
S=——ee— (S — J2vy) . 2.135
9 /—U§+4Mi< 07 zfy"') ( )
Usando a conservagao de corrente, k,J* = 0, resulta:
g = =, (2.136)
com o que o valor de JZv_ — J?~, fica igual a:
myJ3
Jov- — iy = — ]:2  (myyy +282), (2.137)
onde utilizou-se a Eq.(2.133). Finalmente, a saturagao é expressa na forma:
J2 2k

2. /02 2
2k2\/v2 + AM*%
Verifica-se que S resulta sempre em um numero imaginario positivo. Por conseguinte,

diz-se que 0 modo k% = m3 ¢ unitério.
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O modo w_

Investiga-se agora a unitariedade do modo w_. Este, tal como w,, foi obtido via v L k.
Objetivando coeréncia, implementa-se v = v, e k = k,. A Eq.(2.59), por conseguinte,
resulta:

k2 =m?, (2.139)

1
m- =g {\/vﬁ +4M32 — vx] . (2.140)

Esta m_ é a massa das excitacoes associadas ao modo w_. Agora, como anteriormente,

na qual utilizou-se:

calcula-se o Res A, dado a seguir:

7

Res A |22 = — . 2.141
ko2 (k2 — M2) (k2 — k2) ( )

Calcula-se, separadamente, o seguinte:
k> — M3 = —vym_, (2.142)

k2 — k2 = —v,y /02 + 4M3. (2.143)

Substituindo as eqs.(2.142) e (2.143) na Eq.(2.141), obtém-se:

{

Res A |22 = _m,vg\/m. (2.144)
Implementando-se a Eq.(2.139) nas eqs.(2.110), (2.111) e (2.112), implica:
M = —iv,m_ (v x k), (2.145)
H=m’ (v —v2) e, (2.146)
Ly = m2 0,05 + 10,0 M_€piqVq- (2.147)
Com estes resultados, constréi-se a matriz M,,, que se revela como:
vim? 0 im_vik, 0
Moy |re=p2 = — i ’ ’ " ’ (2.148)
B m_vi\ /s HAME | o2k, 0 —0?m? itwome
0 0 —iw?w_m_ —vim?




Diagonalizando-se M,,, os autovalores associados sao dados abaixo:

2
_vzm_o_

\ vim_o,
L= _ 594
2

> 0, Ao = 5

<0, (2.149)

A3 =\ =0, (2.150)

or =/m% +8u% £tm_ . (2.151)

Estes o4, tal como os 74 anteriormente definidos, sdo sempre reais e positivos. A forma

nas quais utilizou-se:

diagonal de M,, é:

o 0 00
M,, | i 0 o 00 (2.152)
av =k2 = .
BN E 7
0 0 00
O valor da saturacao S é dado entao por:
i
S=—-—oe— (Jjo_ — J20y). 2.153
2\/@( 0 z +) ( )
Novamente, usando-se k,J* = 0, resulta:
Jz = Wk_p. (2.154)

Com isto, a saturacao S é finalmente escrita como:

_J2 (m_oy + 2k
g = m=to (m_os +2k;) (2.155)

2k2./v2 + 4M3

Verifica-se que este valor da saturacao S é imagindrio positivo. Portanto, o modo k%2 = m?

resulta unitario. Sendo este modo estavel, causal e unitario, os quanta a eles associa-
dos figuram como mediadores de uma interacao descritivel como uma teoria quantica de
campo.

Dado que os modos ki e k? sao estdveis, causais e unitarios, conclui-se que os fétons
associados ao setor espacial do presente modelo sao os transmissores de uma interacao

perfeitamente tratavel como uma teoria [quantica] de campo [26].
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Capitulo 3

Aspectos Classicos do Modelo

3.1 Introducao

O objeto de estudo deste capitulo é um subproduto do setor de gauge do Modelo Padrao
Estendido: a eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Proca (MCFJP). O setor
de gauge (puro) do MPE é amplamente considerado com dois objetivos principais: (7)
a determinagao de novos efeitos eletromagnéticos originados pelo background e (it) a
imposicao, via dados experimentais, de limites superiores rigorosos sobre a magnitude
deste campo de fundo.

O setor de gauge puro do MPE é composto por dois campos tensoriais de fundo: V7
(via 0 termo €pa,, VAAYFP?) € Wy, (termo W, ,, F FP¥). Os aspectos cléssicos asso-
ciados ao campo V*? foram investigados, de forma pioneira, em artigo publicado por S. M.
Carrol, G. B. Field e R. Jackiw [11]. Neste trabalho, os autores consideraram o eletromag-
netismo de Maxwell na presenca do termo 5@ap¢VﬁAaF Pe responsavel pelas violacoes das
simetrias de Lorentz e CPT (CPT impar). Desta forma, os autores obtiveram um mod-
elo de eletrodinamica, denominado de eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ), invariante sob as transformagoes de gauge (calibre). Posteriormente, em artigo
publicado, os autores C. Adam e F. R. Klinkhamer verificaram que esta eletrodinamica

é estavel, causal e unitario apenas quando considerado um background puramente tipo-
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espago [26], V* = (0; v).

O segundo termo (W, F'*Y FP?), também responsével por violacoes das simetrias de
Lorentz e CPT (CPT par), também foi investigado. Em artigo publicado, Q. G. Bailey e
V. A. Koslelecky analisaram algumas caracteristicas da eletrostatica e da magnetostatica
advindas deste termo [29]. Para tanto, utilizaram a técnica da fungao de Green no intuito
de obter as solugdes cldssicas para o campo de gauge A* (r). Tais resultados expuseram
a correlacao entre os setores elétrico e magnético desta teoria.

Ressalta-se que varios outros trabalhos tiveram por objetivo a andlise de modelos
de eletrodinamica concebidos a partir da idéia de violagao espontanea da invariancia de
Lorentz [30].

A violagado da invariancia de Lorentz no contexto de uma teoria de campos mas-
sivos também ¢é examinada, principalmente no intuito de analisar os modos de Nambu-
Goldstone [31]. Uma investigagao interessante trata da consisténcia da eletrodinamica de
MCEFJP [26]. Neste trabalho, os autores avaliaram a possibilidade de elaborag¢ao de uma
teoria quantica de campo capaz de descrever corretamente a interagao mediada por fotons
existentes neste modelo de eletrodinamica. Como resultado, concluiram que apenas as
interacoes mediadas por quanta influenciados por um background puramente tipo-espaco
pode ser descrita por uma teoria [quantica] de campo. Desta forma, verificaram que a
introducao da massa de Proca nao induz quaisquer modificagoes na consisténcia geral da
teoria.

Deve-se mencionar que algumas propriedades gerais da eletrodinamica de MCFJ foram
investigadas em um espago-tempo de dimensao reduzida. Para tanto, considerou-se a
eletrodinamica de MCFJ definida em (143) dimensoes e, via um processo de redugao
dimensional, obteve-se um teoria de campo que contempla a eletrodinamica de MCFJ
[definida em (1+42) dimensoes| associada a um campo escalar real massivo. A consisténcia
deste modelo planar foi, posteriormente, investigada. Desta investigagao, concluiu-se que
o modelo reduzido ¢é totalmente estavel, causal e unitdrio [25]. Também foram calculadas,

para uma carga pontual, as solugbes classicas (estéaticas) deste modelo [32]. A mesma
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analise foi aplicada a eletrodinamica de MCFJP: esta, primordialmente definida em (1+43)
dimensoes, foi submetida ao processo de reducao dimensional e, posteriormente, teve sua
consisténcia e solugdes cldssicas investigadas [33].

Os estudos sobre as solugoes cldssicas dos modelos definidos em (142) dimensoes nao
possuem correspondentes no tratamento dos modelos originais (refs. [11] e [26]), definidos
em (143) dimensoes. Neste interim, o propédsito deste capitulo é a obtencao e estudo
das solugoes classicas (estaticas) das eletrodinamicas de MCFJ e MCFJP, tanto para o
caso de um background puramente tipo-tempo, quando para o caso de um background

puramente tipo-espaco.

3.2 0O Modelo.

Como dito anteriormente, a eletrodinamica de MCFJP advém do setor de gauge puro do

MPE. A densidade de lagrangeana L, caracteristica deste setor é a seguinte:

1 av 1 av 1 et 1 o @
Ly = = FauF™ = SWayp P F — 2g0p VIAT P 4 SMIAA® + J, A%, (3.1)

na qual M, é a massa associada as excitagoes do campo A%, e J* = (p,j) é a fonte deste
campo. A eletrodinamica de MCFJP ¢ obtida via a implementagao de Wy,,, = 0 na
Eq.(3.1). Portanto, a densidade de lagrangeana L desta eletrodindmica ¢é lida tal como
abaixo [26]:

1 1 1
L= _ZFaVF(W N ZsﬁapchﬁAan@ + EMflAaAa + Jo A% (3.2)

No intuito de investigar as solucoes classicas da eletrodinamica de MCFJP, obtém-se,
primeiramente, as equacoes de Maxwell Modificadas, a partir das quais se deriva as
equagoes de onda para o potencial escalar A (r) e vetorial A (r). Nestas, devem figu-
rar explicitamente as componentes vy e v do campo V# = (vp;v), obtendo-se solucdes
correspondentes para o caso de um background tipo-tempo, V? = (vp;0), e tipo-espaco,
VP = (0;v). Finalmente, via tais solugdes, sdo obtidas solucdes para os campos E(r) e

B(r). Comparando-se tais solugoes com aquelas do caso sem violagao de Lorentz, torna-se
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possivel identificar o efeito do background sobre a eletrodinamica usual. Ao longo deste
processo, algumas especificidades associadas a eletrodinamica de MCFJP serao também

averiguadas.

3.3 Equacoes de Maxwell Modificadas

As equagoes de Maxwell estendidas, equacoes de movimento da eletrodinamica de MCFJP,

sao obtidas via a equacao de Eiiler-Lagrange:

oL oL
% 50,4y~ 0Ay (3:3)

A partir da Eq.(3.2), tém-se:

oL |
— v ZgwPeYs A
(0, A) e e
oL 1, o
DL Ly MGAT £ 7

resultados que, ao serem substituidos na Eq.(3.3), implicam em:
B, FV + VaFoP 4 M3A® = —J°. (3.4)

A Eq.(3.4) é a equagao de Maxwell modificada (forma tensorial) prevista pela eletrodinamica
de MCFJP. Verifique-se a presenca explicita do campo V3 na Eq.(3.4). Nesta equagao,

foram usadas as seguintes definigoes:
F,=0A4,-0,A,, (3.5)

~a 1 apr
FoP = 3¢ e, (3.6)

sendo F,, o tensor do campo eletromagnético; Fo8 o tensor dual do campo eletro-
magnético, enquanto £*?*? é o simbolo de Levi-Civita escrito em 4 (quatro) dimensoes.
A Eq.(3.4) conduz a forma explicita das equagdes de maxwell, escritas em termos dos
campos E (r) e B(r):

V-E+v-B+Mi¢p=—p, (3.7)
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VxB—-0E+uB—-vxE+MA=-j, (3.8)
V-B=0, (3.9)
VxE=-9B. (3.10)

As Eqs.(3.7) e (3.8) sdo, respectivamente, as leis de Gauss (na qual ¢ é o potencial escalar
e p é a densidade de carga) e Ampere (na qual A é o potencial vetor e j é a densidade de
corrente) estendidas. Uma caracteristica do setor de gauge do Modelo Padrao Estendido
pode ser averiguada a partir das Eqgs.(3.7) e (3.8). Por conta da presenga dos campos de
fundo, é impossivel dissociar os campos elétrico e magnético. Conclusao similar é obtida
via a consideracao do termo Wy, F'* F*¥ [29]. Nesta situagao, uma densidade carga
p sera nao s6 fonte do campo E, mas também do campo B. Isto pode ser verificado
diretamente a partir da Eq.(3.7). Da mesma forma, uma averiguagao similar é obtida
via a Eq.(3.8): uma densidade de corrente j é fonte tanto do campo B quanto do campo
E. Ressalte-se que esta vinculagao ocorre sempre que o background possui componente
espacial (v) nao-nula. Manipulando as equagbes de Maxwell, obtém-se as equagoes de

onda para os campos E (r) e B (r):
(O+M3)B+v(VxB)=Vx(vxE)-Vxj, (3.11)

(O+MIE+0,(vxE)=V(v-B)+vedB+Vp+0,j. (3.12)

3.4 Equacao de onda para A®

Como ponto de partida para a obtencao de solugoes classicas, propoe-se obter a equagao

de onda para o campo de gauge A®. Aplicando-se o operador d,, sobre a Eq.(3.4), advém:
M30, A% = —0,J". (3.13)

A Eq.(3.13) mostra que a conservagao da carga elétrica implica na imposi¢ao do gauge de

Lorentz, 0,A* = 0. Partindo-se da Eq.(3.4) escrita para o 4-potencial, resulta:
XA = —J°, (3.14)
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onde o operador (de onda) tensorial X est4 dado na forma:
X = (O + M3) 0% + (O + M3) @ + 5. (3.15)

Na Eq.(3.15) utilizou-se o seguinte:

0a0s

Wap = O s (316)
eaﬁ = GJas — Was, (317)
Sag = 56,5,)@‘/@‘9, (318)

nas quais wyg € t,3 sao, respectivamente, os operadores projetores longitudinal e transver-
sal, enquanto S, ¢ um operador tipo Chern-Simons em 4-dimensodes. As equacoes de onda
para os potencias ¢ e A sao obtidas a partir da Eq.(3.14). Para tanto, deve-se implementar

valores tais que @ = 0, 1,2, 3. Tomando inicialmente o = 0 na Eq.(3.14), resulta:
(O+M3) Ao+ v-B=—p, (3.19)

A Eq.(3.19) é a equacao de onda para o potencial escalar ¢. Implemente-se o = k

(k=1,2,3) na Eq.(3.14), resulta:
(O+M3)A+"B-—vxE=-j (3.20)

Nas equacoes acima foram usadas:
E=-V¢-0A, (3.21)

B=VxA. (3.22)

A Eq.(3.20) é a equacao de onda para o potencial vetor A. Verifique-se que, no limite V,, =
0 as Eqgs.(3.19) e (3.20) resultam iguais as equagoes de onda previstas pela eletrodinamica

de Maxwell-Proca (MP).
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3.5 Solucoes da equacao de onda para A“

No intuito de investigar algumas peculiaridades do campo A%, busca-se solugoes da
Eq.(3.14). A partir destas, caracteristicas importantes dos campos E e B serao esclare-
cidas. O principal objetivo é verificar qual a influéncia do background V* nos campos
E e B. Adiante-se que vy e v influenciarao, de maneira consideravelmente diferente, as
solucoes para E e B. Para melhor caracterizar esta influéncia, as solucoes obtidas para
estes campos serao comparadas aquelas obtidas via a eletrodinamica de Maxwell-Proca
(MP). Para obter as solugbes clédssicas para os campos, ¢ de suma importancia conhecer
a forma das densidades de carga e corrente. Serao consideradas aqui formas razoavel-
mente simples, representativas de uma carga pontual parada ou em movimento retilineo

uniforme.

3.5.1 Meétodo de Green

As solugoes para Ay e A serdo obtidas via o uso do Método de Green. A implementagao

deste Método inicia-se a partir das seguintes expressoes integrais de Fourier:

= —d4p A exp(—ip-r
Ay (r) = / (%)414“(10) p(—ip-7), (3.23)
Hr)= d'p J* (p) exp (—ip -
J (T)_/(Qw)4j (p) exp (—ip- 1), (3.24)

As Eqs.(3.23) e (3.24) sao, respectivamente, o campo de gauge A, e sua fonte J# escritos

como transformadas de Fourier. Implementando estas expressoes na Eq.(3.14), resulta:
DA, (p) = J" (p), (3.25)
na qual definiu-se o operator D" como o seguinte:
D" = (p* — M3) g™ + ic"" " V,op, (3.26)

Durante a obtengao de Eq.(3.26), utilizou-se as Eqgs.(3.17) e (3.18). Verifique-se que D"

¢é o operador X" escrito no espaco dos momentos. Considere-se a forma matricial de D*.
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Entao, o determinante D desta matriz vale:
D= (p? = M3) [(p- V) = V2 = (7 = M3)"]. (3.27)

A solucao da Eq.(3.25) consiste em obter a matriz inversa a D*”. O procedimento para a
obtencao desta inversa foi pormenorizado no capitulo anterior, onde foi calculado o propa-
gador (A, (k) A, (k)) associado a eletrodinamica de MCFJP. Neste interim, adotando o

método utilizado naquela oportunidade, a matriz inversa a D" resulta igual a:

D], = 00w {QQ(p)g,w +V2pupy, —iQ(p) S + 0P A — (V- ) EW} . (3.28)

na qual valem:

S;w = 6;wpavppga Euu = VuDv + Vl/p,ua Auu = Vuvzn (329)

Qp)=p*—M3 e Q) =(p*— M) + V¥ —(V-p). (3.30)

Verifique-se que esta inversa nao ¢ igual ao propagador (A, (k) A, (k)). A diferenga é
consequéncia direta da utilizacao de 0 - J = 0, a qual nao é implementada durante o

célculo de (A,A,). A partir da Eq.(3.28), define-se:

2

Q= (" - M3) + V' —(V-p). (3.31)

De posse do tensor inverso [D™1] R Eq.(3.25) pode ser escrita para o 4-vetor potencial
na forma:

Aup)=[D7Y],, T () (3.32)

No intuito de obter maior clareza acerca da influéncia de vy e v sobre as solugoes para
E e B, a Eq.(3.32) serd agora particularizada para o caso de um (i) background tipo

Ve = (v0;0) e (i7) background tipo V¢ = (0;v).

46



3.5.2 Solucao para V* = (v, 0)

Via a implementagao de V' = (vg, 0), os elementos constituintes da matriz [D,,g]_1 resul-

tam:
1
-1 _ -1 _ [p-11 _
[D ]Oo(p)_pQ—Mi’ [D L}k_ [D ]k:O_O’ (3-33)
-1 1 2 2 v -
[D ]jk (p) = X1 (p* — M3) 05 + pQ_—ipjpk — €5k VopL ( (3.34)
cujo denominador vale:
A= (p?— M3)* —vip? (3.35)

Busca-se solugoes estaciondarias para o campo de gauge. Deve-se, portanto, implementar

po = 0 nas Eqgs.(3.33) e (3.34). Deste procedimento, resulta:

_ 1 _ _
[D 1]00 (p) = —m7 [D 1}% - [D l}ko =0, (3.36)
_ 1 2 ‘
[D_l]jk (p) = Z {(Iﬂ + Mi) (Sjk — pz_\(_—o]wipjpk — ZEjle()pl} , (337)
com:
A= (p*+ M) - vip® (3.38)

reva- ra uma expressa r r m u . Xpressao é 1
Escreva-se agora a expressao geral para o campo de gauge A,,. Esta expressao ¢ obtida
via a adog¢ao do Método de Green e de um valor nao-nulo para a fonte J”. Neste interim,

escreve-se o campo A, comor:
A, (r) =dY'G,, (x — 1) J" (), (3.39)

na qual G, (r — ') é a fungao de Green. Esta fungdo é obtida a partir de [D_l]w, tal
como abaixo:

d*p
(2m)°
Os elementos de G, (r — r’) sdo obtidos a partir das eqs.(3.36) e (3.37), sendo dados por:

Gu(r—1') =

[D7] () P (=), (3.40)

Goo (R) = —1h (R), (3.41)
Gox (R) = Gro (R) = 0, (3.42)
ij (R) = jkll (R) + VgajakIQ (R) — Voﬁjklallg (R) s (343)
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em termos das integrais I; (R) definidas abaixo:

d3p 6z'p~R 1 e_MAR
Ih(R) = = — 3.44

d’p _ (p*+ Mj) PR

B = (o 2 =) (2 =)’ 349
B d3p 67Lp~R
R = oy o2+ M) (92 — ) (0P — 2 (3.46)
d3p eip-R
I3 (R) = (3.47)

(2m)* (p? —m3) (p* —m2)’
Aqui, R = (r — '), e o termo A foi fatorizado em termo de suas raizes (pdlos) na forma:

A= (p’—mi) (p>—m?), (3.48)

onde os polos massivos sao:

1
mi = 3 [vg — 2M3 £ v/ vE - 4Mj] : (3.49)

Importante destacar que os parametros de massa m?2, verificada a condigao v3 > 4M3,
serao sempre reais positivos. Esta particularidade esta associada ao comportamento os-
cilante caracteristico ao campo B, tal como verificado adiante. As integrais I; (R), I3 (R)

e I3 (R), solucionadas no plano complexo, resultam:

I (R) = ﬁ [%* cos (m4 R) — %‘ cos (m_R)] , (3.50)
I(R) = 4;R [i:\z:R N cosg;z:R) B COSEZL_R) } 7 (3.51)
I3 (R) = ﬁ é [cosm R — cosm_R], (3.52)
cujos coeficientes valem:
a=voy/vi—4M3, (3.53)
ay = % [Vg +voy/vE — 4Mﬂ : (3.54)
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Substituindo as Eqs.(3.50), (3.51) e (3.52) na Eq.(3.43), resulta:

1 a a_
Gjr (R) = m(sj [f cos (myR) — ~ cos (m_R)}
1 e MaR )
~ Tﬁ [Ajk(l + RM4) — MARij]
1 Aji+m%R;R Aj+m?R;R
- \ (A + i ) cosm4 R — (g +m2 By ) cosm_R
A R3 aa. aa_
1 2 m+ . m_ .
— WVO Ajk |:a Slnm+R - J sinm_R :|
Vo€l

T [(cosmiR —cosm_R)+ R (mysinmyR—m_sinm_R)|, (3.55)

onde se usou a defini¢ao:

Aji, = (6k; — 3R;Ry,/R?) . (3.56)

A fungao de Green da teoria sem massa de Proca pode ser obtida diretamente da Eq.(3.55).
Para isto, toma-se o limite M4 — 0. Desta forma, obtém-se a expressao para Gj; (R)

associada a eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ):

1 1 R* R 1 — cos(voR)
ij (R) = 47TR6j (VOR) + gD Ajk |:7 - V_() Sin (VOR) + V—g
1 €k L : 1 —cosvoR
+ PR R;Ry [1 — cos (voR)] + ]R3 {R sinvoR — V—o} : (3.57)

Reescrevendo-se a Eq.(3.57) no limite vy — 0, obtém-se como resultado a funcao de Green

da eletrodinamica de Maxwell,

1

Gk (R) = 50k,

(3.58)

onde, obviamente, nao hé sinal de violacao da simetria de Lorentz. Retoma-se agora o
calculo das solugoes explicitas para o campo A, atendo-se ao caso da expressao para o
campo Ay (r) gerado por uma densidade de carga pontual Jy (r) = ed (r). Via a Eq.(3.39),
e considerando-se o resultado da Eq.(3.41), obtém-se a seguinte expressao para o potencial
escalar:

e e—MAT

Ao (r) = . (3.59)

Cdm o
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na qual vale r = ||r||. A solugao para E(r) é prontamente obtida a partir da Eq.(3.59).
Neste intuito, utiliza-se E = —V A,. O campo E(r) resulta:

E(r) = — <% + i) e~ Mar g, (3.60)

47 r 72

Note-se que esta solu¢ao independe do background V*. Ademais, a solu¢ao da Eq.(3.60)
coincide com o campo elétrico da eletrodinamica de Maxwell-Proca. Isto mostra que,
nestas condigoes, o acoplamento entre o background e o campo de gauge nao altera o
setor elétrico deste modelo. A andlise das Eq.(3.7) e (3.8) revela que esta conclusao
permanece valida mesmo na presenga de uma densidade de corrente nao-nula. Portando,
os campos Ay (r) e E(r) aqui obtidos permanecem os mesmos ainda que gerados por uma
carga pontual em movimento uniforme (solugoes estacionérias). Via a implementacao de

m — 0, as Eqgs.(3.59) e (3.60) recaem em:

A =-1 Br--S1ls (3.61)

Ay’

Estas sao exatamente as solucoes obtidas nas Eletrodinamicas de Carroll-Field-Jackiw
(CFJ) e de Maxwell. Verifica-se assim que a presenga do background nao promove al-
teracao no setor elétrico da eletrodinamica de CFJ. Pelo mesmo procedimento, obtém-se

a solucao para o vetor potencial A. A partir de [Dl,ﬁ]_l7 constréi-se a seguinte expressao

para A; (p):

(P2+M3)J~i+ivo(p><j).

A= (362
[(p* + M3)" — vip?]

na qual utilizou-se J-p = 0. Considerando-se uma corrente J (r) associada ao movimento

uniforme de uma carga pontual, tal corrente sera, neste interim, dada como abaixo:
J(r)=-eud(r), (3.63)

na qual u é a velocidade da carga. Reescrevendo a Eq.(3.63) no espago dos momentos,
tem-se:

J (p) =eu. (3.64)
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O vetor potencial A, obtido via a transformada de Fourier da Eq.(3.62), deve ser reescrito

a partir das Eqgs.(3.45) e (3.47), o que leva a:
A (r) =—eul; (r) +evoux Viz(r). (3.65)

Substituindo as Eqs.(3.50) e (3.52) na Eq.(3.65), resulta:

A(r)= c {1 [A4 cos (myr) — A_cos(m_r)] u

At

+ V—03 [(cosmyr —cosm_r) 47 (mysinmyr —m_sinm_r)] uxr }’ (3.66)
ar

na qual vale Ay = ay/a. Considere-se o limite definido por M4 — 0. Neste regime, a
Eq.(3.66) reduz-se a:

Ar) = e {cos (vor)u N 1 [cos(ver) —1

dn

+ rsin(vor)] u x r}. (3.67)

r = Vo
A Eq.(3.67) é exatamente a expressao para A obtida no ambito da eletrodindmica de
MCEFJ. Verifica-se que em ambas eletrodinamicas (MCFJP e MCFJ) é previsto um com-
portamento (oscilante) para o campo A. Logo, conclui-se que a introducao do parametro
de massa M4 nao é capaz de descaracterizar este comportamento. Considerando uma
carga pontual estatica, verifica-se que ambos A e B sao nulos, visto que apenas uma
densidade de corrente nao-nula (j # 0) é capaz de gerar estes campos, tal como a dada
na Eq.(3.63). O campo magnético B pode ser calculado diretamente da Eq.(3.66) (B =

V x A), sendo obtida a seguinte solugao:

B(r)= _47r67“3{[A+ cos (myr) — A_cos(m_r) + Aym rsin(m,r)

—A_m_rsin(m_r)](uxr) — E[(1 —mZ%r?)cosmyr — (1 —m2r®) cosm_r
a

+ myrsin (myr) —m_rsin (m_r)ju}. (3.68)

Ressalte-se aqui que, na solugdo para B, surge ainda um termo proporcional a (u-r)r.
Este termo, porém, nao esta presente na Eq.(3.68), pois vale u-r = 0. Esta imposigao
deriva da condicao V - A =0, a qual é consequéncia da conservacao da carga em um

regime estaciondrio. A Eq.(3.68) possui duas componentes: uma na dire¢ao de u, e outra
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ortogonal ao plano definido por u e r. O campo B comporta-se como 1/r% préximo da
origem, enquanto decai assintoticamente com 1/r. No limite em que a massa de Proca
vai a zero (M4 — 0), o campo B assume a forma:

1 — v2r? 1

_47rr3{[COS<VOT> + vorsin(ver)] (uxr)— V—OO cos(vor) — \To + rsin(vor) | u},

B(r)=

(3.69)
que é a solugao do setor magnético (regime estaciondrio) da eletrodinamica de MCFJ. Esta
solucao também possui uma componente na direcao de u e outra na direcao de u x r.
Também exibe um comportamento em 1/r? préximo da origem e decai com 1/r enquanto
se afasta da origem. O comportamento assintotico em 1/r é compativel com a emissao de
radiagdo Cerenkov por uma carga pontual em movimento [34], uma vez que se sabe que
para uma carga pontual emitir radiacao os campos E e B devem apresentar um decai-
mento assintético em 1/r [34]. Desta forma, percebe-se a impossibilidade de ocorréncia
da radiagao Cerenkov no ambito da eletrodinamica de MCFJP, uma vez que a Eq.(3.60)
estabelece um decaimento exponencial para E (r). E interessante investigar quais as mod-
ificacoes sofridas pelas solugoes aqui encontradas quando levadas ao regime sem violacao
de Lorentz (vo — 0). Nesta situacao, estima-se que estas solugoes reproduzam aquelas da
eletrodinamica de Maxwell-Proca. Entretanto, verifica-se ser impossivel a implementacao
de vop — 0 diretamente nas Eqs.(3.66) e (3.68), pois estas estao definidas via a condigao
vz > 4M3, que garante que os parametros my, definidos via Eq.(3.49), sejam reais e
positivos. Uma maneira de contornar esta situacao é tomar o limite vo — 0 apenas apos
a implementacao prévia da condigao (M4 — 0), ou seja, faz-se vo — 0 nas Eqgs.(3.67) e

(3.69). Por este caminho, obtém-se:

e e
A(r)= o B(r)= i uxr (3.70)

Estes resultados, porém, nao reproduzem aqueles obtidos a partir da eletrodinamica de

Maxwell-Proca, dadas a seguir:

e
4qrp3

A(r)= _C eMar u, B(r)=

I [1+ Myr]e ™" u xr. (3.71)
wr
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As solugoes de Maxwell-Proca podem ser corretamente obtidas a partir da Eq.(3.62),

tomada no limite vy — 0:

5 J;
A;(p) = CESTER

A comparacao entre as Eqgs.(3.70) e (3.71) revela que as solugoes do setor magnético do

(3.72)

presente modelo nao reproduzem as solugoes de Maxwell-Proca (no limite vo — 0). Esta
limitagao esta relacionada a estrutura de polos de cada modelo. Esta estrutura, no ambito
da eletrodinamica de MCFJ, resulta em um comportamento exponencial e decrescente, en-
quanto a estrutura prevista pela eletrodinamica de MCFJP evidencia solugoes de campos
oscilantes, que decaem com 1/r. Conclui-se assim que o background transmuta o com-

portamento do campo A (r) de exponencial decrescente (Maxwell-Proca) para oscilante

(MCFJ e MCFJP).

Grdfico 1. Campo magnético no intervalo radial 0.4 < r < 4 para as sequintes eletrodinamicas:
Mazwell-Proca (M4 = 1) - circulos; MCFJ - cruzes (para vg = 3, My = 0); MCFJ-Proca - caizas
(para vo = 3, M = 1); MCFJ-Proca - continuo azul (para vo = 6, M4 = 1); MCFJ-Proca -

continuo preto (para vog = 10, Mg = 1). Considerou-se u = 0.5 em todos estes casos.

O Grafico 1 mostra, simultaneamente, os comportamentos dos campos magnéticos pre-

vistos pelas eletrodinamicas de MP, MCFJ e MCFJP. Verifica-se as solugoes de MCFJP
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divergem daquelas da eletrodinamica de MP principalmente pelo comportamento oscilante
das primeiras. Esta diferenca aumenta com a magnitude do background: quanto maior o
background, mais pronunciadas a amplitude e a frequéncia das oscilagoes. No regime de
background pouco maior que My (vo = M), as solucoes previstas pelas eletrodinamicas
de MCFJ e MCFJP comportam-se de maneira semelhante. Mantendo M, constante e
ampliando o valor de vy, estas solugoes comecam a manifestar comportamentos diferentes.
Esta conclusao ¢ confirmada via o Gréfico 2 (seguinte), no qual é estabelecida uma com-
paragao entre o campo B (r) calculado no ambito das eletrodinamicas de MCFJ e MCFJP

(utilizou-se os mesmos valores de vp e u-r).

Grdfico 2. Campos magnéticos de MCFJ (curvas pontilhadas - M4 = 0) e MCFJ-Proca
(curvas continuas) no intervalo radial 0.4 < r < 3. Curvas inferiores - circulos e curva
vermelha - correspondem a (vg = 2, My = 0) e (vg = 2, M4 = 0.5). Curvas intermedidrias -
caizas e curva azul: (Vg =4, My = 0) e (vg =4, Ma = 1). Curvas superiores - cruzes e curva
preta: (Vg =9, Ma=0) e (vo =9, Ma = 4). Utilizou-se u = 0.5 na confecgdao de todas estas

curvas.

Verifica-se que, em geral, estas solugoes sao aproximadamente coincidentes, distinguindo-

se sensivelmente no regime definido por altos valores de M.
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3.5.3 Solucao para V= (0,v)

O caso no qual o background é puramente tipo-espago, V¢ = (0,v), é particularmente
interessante quando considera-se a eletrodinamica de MCFEFJP sob a perspectiva de sua
consisténcia fisica. Como previamente averiguado, a consisténcia deste modelo é com-
pletamente assegurada (estabilidade, causalidade e unitariedade) somente para o caso
de um background puramente tipo-espaco. Isto constitui uma boa razao para estudar as
solugdes classicas associadas ao campo V = (0, v). Como ponto de partida, e em analogia

. -1
completa com o caso tipo-tempo, escreve-se os elemetos de [D, 3] para este caso:

_P=M; \&

D! 2 '

(D™ o 5 5 ) ™ (3.73)
-1 : (v p)vi — Vi

(D71, = ieravip + D (2 — M%) Do, (3.74)

(v-p) v — VZpi

(D], = —iewvip + D — V) Po; (3.75)
2 _ a2 T A } N
[Dil}jk __p DMA(;J' _ VDipk — P V]l\;k(pz (_V]\/i)%))(vjp;C + Vip;) N ze]kg/lpo7 (3.76)
onde:
D= (p*~M3)" — v~ (v-p). (3.77)

Tendo em vista que o objetivo aqui é calcular as solucoes estacionarias, implemente-se

po = 0 nas expressoes acima, com o que se obtém as seguintes componentes da funcao de

Green:
Gonlp) = -EEMA Gy () =il g, 379
G (p) = p’ J];SME; 5in + dik (Vv X p) - (Z’p>2< f)]\/;ig\;%j p); (v x p)k7 (3.79)
cujo termo de denominador R, tem a forma:
R, = (p*+M3)" +p*v’ = (p-v)". (3.80)

Estes resultados serao, como antes, utilizados na obtencao de solugoes estacionarias para

a equacao de onda para o campo de gauge. Supondo que # é o angulo formando entre os
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vetores p e v, o denominador R, resulta como abaixo:
R, = (p* + M32)” + p*v2sin® 6. (3.81)
Por meio do mesmo procedimento utilizado na secao anterior, constroéi-se a funcao de
Green a partir das Eqs.(3.78) e (3.79), realizando-se as integracoes de Fourier. Com isto,
escreve-se:
Go(r—1r)=-F((r—-1), Gupr—-1r)=(wvxV), F(r—1), (3.82)

Gip(r—1') =0 Fo(r—1') — [5jk (VX V) (vxV)—(vxV)(vx V)k] F3(r—r)

(3.83)
onde as funcoes F; estao apropriadamente definidas a seguir:
Pp PR
Fi(R) = , 3.84
1 ( ) (27_[_)3 RS ( )
&’p (p* + Mj) P
K (R) = , 3.85
(R = B P (3.55)
d3 ip-R
Fy(R)= —> ‘ (3.86)

(2m)° (p* + M3) Ry’
Devido a presenca do angulo 6 na expressao para o denominador R, é impossivel o célculo
de solugoes exatas para as Eqs.(3.84), (3.85) e (3.86). Uma possivel forma de contornar
esta dificuldade é realizando-se as integrais sob alguma aproximacao. Deste modo, tome-
se a aproximacao em que o background é pequeno perante a massa de Proca (v? < M?%).

Com isto, o fator do denominador pode ser expandido em segunda ordem em v:

1 1 2sin? 0
L S -2 210 (vY). (3.87)
Rs  (p?+M3)"  (p?+ Mj)

A partir deste resultado, e supondo uma situacao especifica em que v é paralelo ao vetor

r, as eqs.(3.84), (3.85) e (3.86) resultam, respectivamente, tais como na sequéncia:

1 v2 R 1
Fi (R) = 11— —(—+— —MaR 3.88
L) =g, { 12 (MA * Mgﬂ ‘ ’ (3.88)
11 v2
PR = - | L ~M4R 3.89
2 () = - {R 4M,J € (3.89)
17T 1 R v2/3 3R R?
F3(R) = - — “MaR 3.90
3 (B) 327T[M§;+Mi 24(M;Z+M;§+M§1)]e (3.90)
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Considerando tais resultados, as expressoes para Goo (R), Go; (R) e Gj; (R) assumem a

forma:

1 (1 v:i]

1 1 v?

8 {_E 12MA1 v xR, (392)

1 1 2 1 1 )

6 l==— R+ —) + — (v-R)?*| e MaR 3.93
4W{Jk{R 8( +MA)+8R(V )16 (3:93)
1 ; 1
3 {%k = (vxR); (v x R)k] e Mal L O (V4>}

Calculadas as componentes da funcao de Green, retorna-se ao objetivo de calcular os

potenciais escalar e vetor deste problema. As correspondentes componentes no espaco

dos momentos advém das Eqgs.(3.32) e (3.78):

fon_iexv)s  (PP+MHDI (pxv)-(pxv)] (pxv)-J
AR == e T Tk, TP e By
(3.95)

Tais expressoes demonstram claramente que os setores elétrico E e magnético B estao

acoplados. De fato, uma carga (elétrica) estética é capaz de criar de campo magnético

nao-nulo <A + 0), assim como uma densidade estacionaria de corrente (elétrica) é capaz

de gerar um campo elétrico ndo-nulo (Ag# 0). Observa-se assim que os campos E e B

coexistem simultaneamente. Este cendrio surge apenas para o caso de um background

puramente tipo-espago. Estuda-se agora os campos estacionarios gerados por uma carga

pontual em movimento uniforme. Esta distribuigao de cargas é descrita por Jy (r) = €d (r)

e J(r) = eud (r). Estas, escritas no espago dos momentos p, resultam, respectivamente,

em Jy (p) = e e J(r) = eud (r). Admitindo-se correcdes apenas até segunda ordem sobre

a magnitude do background v, obtém-se as seguintes expressoes para os potenciais escalar
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Ap(r) e vetor A(r):

Ap(r) = —eFy (r) +e[(V xv)-u] Fi(r), (3.96)
Ar)=e(VxVv)F(r) —eF(r) u+e[(Vxv)(Vxviu—(Vxv)[(VxvV)-u]] F5(r) .
(3.97)

Substituindo as eqs.(3.88), (3.90) e (3.90) nas eqgs.(3.96) e (3.97), resultam, respectiva-

mente, as seguintes expressoes para os potenciais Ag(r) e A(r):

Ao(r) = —— <1 _ v > e~ Mar (3.98)

e 1 v? 1 ~Mar
A(r)——E [<;_8MA> u—|—8MA (veu)v|e . (3.99)

Estas sao as solucgoes gerais para os potenciais escalar e vetor, para v paralelo a r e
correcoes até a ordem de v2. Verifica-se que no campo A(r), ao contréario do campo Agy(r),
figuram apenas contribui¢oes proporcionais a velocidade u. Portanto, neste contexto,
averigua-se que (i) a densidade de corrente nao contribui ao setor elétrico e (ii) a carga
estatica nao contribui ao setor magnético. Isto revela que o acoplamento entre os setores
elétrico e magnético nao se realiza dentro do regime em que tais solugoes sao construidas.
Partindo-se das Eqgs.(3.98) e (3.99), as seguintes solugoes explicitas para os campos elétrico

E e magnético B sao encontradas:

e 1 M v?2

E(r) = CAn (ﬁ * TA B Z) e MY, (3.100)
1 M 2

B(r) = _i {ﬁ + TA — %} e MaT u x . (3.101)

Estas expressoes confirmam a conclusao elaborada anteriormente (no contexto definido
pelas conjecturas adotadas). Em regides préximas a origem (r — 0), estas solugoes
comportam-se como 1/r?. Em regices distantes da origem (assintéticas), tais solugoes
comportam-se de forma completamente ”blindada” (totally screened solutions), inviabi-
lizando quaisquer tentativas de ocorréncia de radiagao Cerenkov. Por fim, ressalta-se que

estas solucoes, quando analisadas no limite v.— 0, reproduzem aquelas obtidas no ambito
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da eletrodinamica de MP. Contudo, a implementacao do regime definido por M4 — 0 é

prontamente reprovavel, pois tais solugoes sao concebidas a partir da condigao v < M3.
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Capitulo 4

Conclusao

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é um cendrio tedrico no qual as investigagoes sobre
violacoes das simetrias de Lorentz e CPT sao desenvolvidas. Neste interim, a identi-
ficacao de violacao da invariancia de Lorentz no Modelo Padrao usual representa um sinal
(indicio) acerca das caracteristicas de uma teorial (mais) fundamental, vélida na escala
de altissimas energias (escala da GUT). A prescricao de averiguagdo consiste em agre-
gar termos responsaveis pela violacao da invariancia de Lorentz nos diferentes setores do
Modelo Padrao, prevendo, a posteriori, possiveis alteracoes nas caracteristicas de diversos
sistemas fisicos. Finalmente, via a comparacao entre estas previsoes e dados experimen-
tais minuciosos, resulta a imposi¢ao de limites superiores sobre magnitude dos coeficientes
responsaveis pela violagao. Os limites assim obtidos, sublinha-se, sao extremamente rig-
orosos, uma vez que a invariancia de Lorentz figura amplamente (i.e., com grande nivel
de precisao) vélida. A partir deste método, diversas andlises, envolvendo o setor de gauge
puro do MPE, foram efetivadas. Destas, resultaram rigidas restri¢oes sobre os parametros
(coeficientes) de violagao.
Este trabalho foi desenvolvido no ambito do Modelo Padrao Estendido. Aqui, contemplou-

se a eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Proca (MCFJP), subproduto do se-
tor de gauge puro do MPE, no intuito de verificar qual a influéncia da violagao da simetria

de Lorentz sobre os diferentes aspectos deste setor.
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No Capitulo II, no intuito de verificar a possibilidade de elaboracao de uma teoria
quantica de campo capaz de contemplar a eletrodinamica de MCF JP, considerou-se, como
ponto inicial, a lagrangeana propria desta eletrodinamica, na qual figura, explicitamente,
o campo de fundo (background) responsavel pela violagdo de Lorentz. Posteriormente,
calculou-se o propagador (A®(k)A¥(k)) associado ao campo de gauge especifico. Via
os pélos de (A%(k)AY(k)), obteve-se duas relagbes de dispersao: a primeira descreve a
existéncia de um modo massivo ordinario, e a segunda, significativamente mais inter-
essante, contempla a existéncia de modos de propagacao diretamente influenciados pelo
background. Identificados estes modos, averiguou-se quais sao estaveis, causais e unitarios.
Apenas o setor responsavel pela excitagao destes modos (estaveis, causais e unitérios) pode
ser corretamente descrito por uma teoria quantica de campo. Neste interim, conclui-se
que tal teoria quantica é factivel apenas para o caso de um background tipo V,, = (0;v).

Ulteriormente (Capitulo III), investigou-se as solugoes cldssicas (estaticas e estaciondrias)
para o setor de gauge da eletrodinamica de MCFJP. Destas solucoes, foram obtidas aque-
las previstas pela eletrodinamica de MCFJ (limite em M4—0). A partir da lagrangeada
da eletrodinamica de MCFJP, calculou-se a equagao de movimento (i.e., eq. de onda) para
o setor de gauge AV (r). Na sequéncia, via a implementacao do Método de Green, obteve-
se expressoes explicitas para o campo A" (k), agora escrito no espago dos momentos. Para
um background V® = (vg;0), resultou um setor elétrico (solugao) exponencialmente de-
crescente, igual ao previsto pela eletrodinamica de Maxwell-Proca (MP). Esta solugao, no
limite M4—0, transmuta-se na ”Coulombiana”. Deste fato, conclui-se que o background
nao promove alteracao nos setores elétricos das eletrodinamicas de MCFJP e MCFJ.
Ressalta-se, entretanto, que esta conclusao contrasta com a obtida via a eletrodinamica
de MCFJ em (142) dimensoes [32], construida via um processo de redugdo dimensional:
nesta eletrodinamica, o setor elétrico é drasticamente modificado por um campo de fundo
tipo V¢ = (vp;0). Ja o setor magnético da eletrodinamica de MCFJP usual [em (1+43)
dimensdes| é radicalmente influenciado por este campo de fundo: quando gerado por

cargas em movimento estaciondrio, este setor exibe um comportamento oscilante (na
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eletrodinamica de MP, as solugoes sao exponencialmente decrescentes). Esta alteracao
de comportamento é consequéncia da reversao dos sinais dos pélos da teoria. No lim-
ite M4—0, o campo B(r) estaciondrio de MCFJ é obtido (comportamento oscilante), e
revela-se compativel com a emissao de radiagao Cerenkov, como demonstrado em [34].
Sublinha-se que a emissao desta radiacao, na Eletrodinamica de MCFJP, nao é possivel,
uma vez que aquele campo E(r) exibe uma solugao de curtissimo alcance (”blindada”).
Para um background V¢ = (0;v), o mesmo procedimento foi utilizado. Via a imple-
mentacao do Método de Green, obteve-se solucoes estaciondrias, até a ordem de v2 e com
v paralelo a r, sob a aproximagao v? < M3. Verificou-se que ambos os setores elétrico
e magnético exibem solucoes exponencialmente decrescentes, as quais reproduzem, no
limite v — 0, aquelas da eletrodinamica de Maxwell-Proca.

Um possivel tema de averiguacao versa sobre o uso do Método de Green na inves-
tigagdo da radiagao emitida por uma carga pontual em movimento circular (radiagao
synchrotron). Neste caso, deve-se buscar fungoes de Green dependentes do tempo, as
quais, por conseguinte, conduzirao a solugoes também dependentes do tempo e, portanto,

proprias ao estudo da radiacao.
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In the present work, we investigate classical solutions of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Proca
(MCFIJP) electrodynamics for the cases of a purely timelike and spacelike Lorentz-violating (LV)
background. Starting from the MCFJP Lagrangian and the associated wave equations written for the
potential four-vector, the tensor form of the Green function is achieved. In the timelike case, the
components of the stationary Green function are explicitly written. The classical solutions for the electric
and magnetic field strengths are then evaluated, being observed that the electric sector is not modified by
the LV background, keeping the Maxwell-Proca behavior. The magnetic field associated with a charge in
uniform motion presents an oscillating behavior that also provides an oscillating MCFJ solution (in the
limit of a vanishing Proca mass), but does not recover the Maxwell-Proca solution in the limit of vanishing
background. In the spacelike case, the stationary Green function is written and also explicitly carried out
in the regime of a small background. The electric and magnetic fields reveal to possess an exponentially

decaying behavior, that recover the Maxwell-Proca solutions.

DOI: 10.1103/PhysRevD.78.025030

L. INTRODUCTION

Lorentz covariance is regarded as one of the fundamen-
tal symmetries of nature. The rise and establishment of
such a symmetry begun with the advent of special theory of
relativity, being after incorporated as a key feature of the
modern field theories. Nowadays, Lorentz covariance per-
vades all known physical interactions, having the status of
a cornerstone of modern physical theories. Investigations
concerning LV are mostly conducted under the framework
of the SME—standard model extension, developed by
Colladay and Kostelecky [1]. The SME is a broader version
of the usual standard model that embraces all Lorentz-
violating (LV) coefficients (generated as vacuum expecta-
tion values of tensor quantities belonging to an underlying
theory at the Planck scale) that yield Lorentz scalars (as
tensor contractions) in the observer frame. Such coeffi-
cients govern Lorentz violation in the particle frame, where
they are seen as sets of independent numbers, whereas they
work out as genuine tensor in the observer frame. One
strong motivation to study the SME refers to the desire to
get information on the Planck scale physics, where Lorentz
violation may be allowed. This possible breaking is an
important information for the development of quantum
gravity theory. This kind of idea was supported by the
demonstration concerning the possibility of Lorentz and
CPT spontaneous breaking in the context of string theory
[2]. In this scenario, a minuscule Lorentz violation at a
lower energy scale (scrutinized into the framework of the
SME) is to be read as a remnent effect of spontaneous
Lorentz violation at Planck scale. Nowadays, Lorentz vio-
lation has been investigated in many different systems
and purposes [3], involving also fermions [4], CPT and
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Lorentz-violating probing tests [5], topological phases [6],
radiative corrections [7], and the gauge sector [8,9].

Lorentz violation in the photon sector of the SME has
been widely investigated in literature with basically a
twofold purpose: the determination of new electromag-
netic effects induced by the Lorentz-violating coefficients
and the imposition of stringent upper bounds on the LV
coefficients that constrain the magnitude of Lorentz break-
ing. The pioneer investigation of LV effects on classical
electromagnetism was performed by Carroll-Field-Jackiw
[10], who studied the Maxwell electrodynamics in the
presence of the assigned Carroll-Field-Jackiw term
(€P*PAV A F ,)), with Vg standing for the LV fixed back-
ground. This Lorentz and CPT-odd term leads to a gauge
invariant theory—Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ)
electrodynamics, which is causal, stable, and unitary only
for a purely spacelike background [11]. The photon sector
of SME is composed by the Carroll-Field-Jackiw term and
another Lorentz-violating term (KA***F,F ), which is
CPT-even, with K#%r* being the LV tensor coefficient.
An interesting study on the electrostatic and magneto-
static features associated with this term was performed
by Bailey and Kostelecky [12], which have used the
Green function techniques to obtain the classical solutions
for the 4-potential vector in vacuum and in a material
medium. Such solutions revealed the interconnection ex-
isting between the electric and magnetic sectors in this
theory. Other studies involving LV in electrodynamical
models are also known in literature [13].

Lorentz violation in the presence of the Higgs sector
has also been examined, with the purpose of establishing
upper bounds on the associate breaking parameters and
studying the Nambu-Goldstone modes [14]. An investiga-

© 2008 The American Physical Society


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.025030

CASANA, FERREIRA JR., AND SANTOS

tion of the Higgs sector in the context of the MCFJ model
was accomplished as well [15]. The resulting Mawell-
Carroll-Field-Jackiw electrodynamics with the Proca
mass term—Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Proca (MCFJ-
Proca) electrodynamics, has had its consistency examined,
exhibiting an outcome similar to that of the MCFJ model,
that is, the causality and unitarity are assured for a purely
spacelike background whereas are spoiled for a purely
timelike background. It is still worthwhile to mention that
several properties of the MCFJ electrodynamics were al-
ready addressed in a low-dimension space-time. Indeed,
such a model was properly undergone to a dimensional
reduction to (1 + 2) dimensions, yielding a Maxwell-
Chern-Simons (MCS) electrodynamics coupled to a mass-
less Klein-Gordon field (stemming from the previous A®
component) and a two-dimensional LV background. The
consistency of this planar model was examined, revealing a
model totally causal, stable, and unitary [16]. The static
classical solutions of this planar model were determined
for a pointlike charge [17], revealing the background
effects on the electric and magnetic sectors of the MCS
electrodynamics. A similar study was also performed
for the case of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw electro-
dynamics with the Higgs sector. Such a model was dimen-
sionally reduced to (1 + 2) dimension as well, having its
consistency and classical solutions properly examined
[18].

Such detailed investigations on the classical solutions in
(1 + 2) dimensions have not counterpart in the original
models [10,15], defined in (1 + 3) dimensions. Hence, the
purpose of the present work is to study the classical solu-
tions of the MCFJ and MCFJ-Proca models for both purely
timelike and purely spacelike backgrounds, for static and
stationary sources. The starting point in both cases is the
evaluation of the Green function for the tensor equation for
the four-potential A*, which provides Fourier expressions
for the scalar and vector potential in the momentum space.
The Fourier transforms of such relations lead to the clas-
sical solutions for these potentials, which yield the solu-
tions for the field strengths. In the purely timelike case, the
stationary Green function is evaluated. It is observed that
the electric field presents an exponentially decaying be-
havior, independent of the background, equal to the usual
Maxwell-Proca result. The magnetic field is null for a static
charge and exhibits an intricate oscillating behavior for a
stationary moving charge. The limit of a vanishing Proca
mass yields the stationary MCFJ solutions. For the case of
a purely spacelike background, no exact Fourier transforms
for the potentials are obtained. The integrals are then
performed under the approximation of a small background
(v < M3?), and the stationary Green function carried out.
The electric and magnetic field strengths, evaluated at the
v2-order, exhibit an exponentially decaying behavior. In
the limit of a vanishing background, the results recover the
usual Maxwell-Proca solution.

PHYSICAL REVIEW D 78, 025030 (2008)

This paper is outlined as follows. In Sec. II, we give
a brief presentation of the basic aspects of the classi-
cal MCFJ-Proca model, including equations of motion,
energy-momentum tensor, and classical wave equations.
In Sec. III, we proceed with the evaluation of the Green
function associated with the tensor equation for the four-
potential. The stationary Green function is computed ex-
plicitly. Expressions for the scalar and vector potentials are
derived, which provides explicit solutions for the electric
and magnetic field strengths. This is done both for a purely
timelike and spacelike background configuration.

II. THE CARROLL-FIELD-JACKIW
ELECTRODYNAMICS WITH PROCA MASS

The starting point is the Carroll-Field-Jackiw-Proca
Lagrangian, written in (1 + 3) dimensions:

L = —1F, F* + IM3A,A" — LePardy A F |
+J%A,, (1)

with V¢ = (v, v) being the fixed background responsible
for Lorentz-violation in the gauge sector. Such a model
was by first considered in Ref. [15], where the Proca mass
stems from a Higgs scalar sector. The gauge propagator
was evaluated and its consistency was analyzed. It was
then shown that this model is unitary just for a spacelike
background while it presents ghost states for a timelike or
lightlike background. The Euler-Lagrange equation leads
to the modified Maxwell equation,

3,F" + M3A® + VgFF = —Je, 2)

a,F*B =0, (3)

where FP = 1l evPrvp v 1S the dual tensor, with the con-
vention €°'?3 = +1. From Eq. (2), we obtain M39,A% =
—d,J%. Considering current conservation (d,J* = 0), the
Lorentz gauge (9,A% = 0) appears as an implied condi-
tion. The energy and momentum stored by the electromag-
netic field may be taken by the energy-momentum tensor:

OF = —FFB, + 1g*PF, FI" + (""" VBAF),
— 1g®BM3A, AN, 4)

Once this theory is invariant under space-time translations,
the energy-momentum tensor is conserved (9,0%% = 0)
in the absence of sources. This tensor can not be turned
symmetric as a consequence of Lorentz violation. The
energy density is the written as

0% =UE? + B2+ vB-A-M3(A2 - A-A)] (5

This expression reveals that the energy is not positive
definite due to the term vyB - A, which may be negative.

The motion equations (2) and (3) are explicitly written
as the modified Maxwell equations:
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V-E+MA"+v-B=—p, (6)

VXB—-—9,E-vXE=—-v,B—-M:A—-j (1)
VXE=—-9,B, )

V-B=0. 9

Manipulating these relations, wave equations for field
strengths are readily attained:

(O+M3)B +v(VXB)=VX(VXE)—VXj,

(10)

(O+ M3)E + 9,(vX E) =V(v-B) + v,9,B

+Vp + a,j. (11)

Wave equations can be also written for the

four-potential:
[(O+ M2)gh” + err AV, 9,]A, = —J*, (12)
whose scalar and vector components are:

O+ M3)A° +v-B = —p, (13)

O+ M2)A +voB —vXE = —j. (14)

These equations reveal a remarkable feature of the CFJ
electrodynamics: the electric and magnetic sectors become
entwined for the case the background presents a non-null
space component (v # 0). In this situation, the magnetic
field strength contributes to the determination of the scalar
potential while the electric field strength affects the vector
potential solution. This means that charge and current den-
sities both contribute to electric and magnetic field solu-
tions, so that a static charge originates both electric and
magnetic field strengths and a stationary current yields
both magnetic and electric fields. A similar mixing of the
electric and magnetic sectors is also reported in the context
of the electrodynamics related to the term KP*PAF g, F
(see Ref. [12]). For a purely timelike background, V# =
(vg, 0), the potential equations decouple and the sector
entanglement ceases, recovering the usual uncoupled elec-
tromagnetic behavior.

II1. SOLUTION BY THE GREEN METHOD

A complete solution for the potentials can be obtained
by the Green method. The implementation of the Green
method begins by writing the 4-potential and the 4-current
as Fourier transforms in momentum space:

4
a0 = | (gﬂ’;4A‘,L(p) exp(—ip-n,  (15)

PHYSICAL REVIEW D 78, 025030 (2008)

JH(r) = f L Jrprexp-ip-n. (16
(2m)*

Such expressions must be replaced in Eq. (12), providing:
DA, (p) = J*(p). (17

The tensor operator D*? is fully written as
DM = (p* = M})gh” + ie"*V,p,,  (I8)

having as its determinant the expression

= (P> = MDI(p- V) = pV> = (p> — M3)*] (19)

whose zeros play a relevant role in the investigation of the
spectrum of the theory, as suitably shown in Ref. [15].
The solution for the 4-potential can be constructed in

terms of the inverse tensor operator, [D W]_l, that is:

A, (p) =D, (p). (20)

2
—1 _
[D ]/.LV é{(p MA)gy,V mp,upu
p?
’u,,p(,Vpp + mv V
(V p)
 Vp + Vor} 1)

with

= (p* — M3)* + V2p* — (V- p) (22)

Itis important to point out that the inverse tensor [D W]_l
is not equal to the photon sector propagator obtained in
Ref. [15]. Now, we shall particularize the tensor D*# and
the associated solutions for the cases the LV background is
purely timelike or purely spacelike.

A. Solution for a purely timelike background

For a purely timelike background, V¢ = (v, 0), the
components of the inverse tensor operator, [D,,B]*', take
the form

1
- [D7 o =[0I = 0,
p* — M;

(23)

[D™po(p) =

2

1 v,
D u(p) = —1—(p> = M3)6; + "D,
[ ]Jk(P) A{ (P A) Jjk pz _ME; pjpk

~ iegvon) 24)
where €53 = 1 and A is
— (p? = M3) = Vip2. (25)

We are interested in stationary solution of the four-
potential, thus, setting p, = 0 the components of the tensor

025030-3



CASANA, FERREIRA JR., AND SANTOS
[D,z]"" read as
1

(D~ oo(p) = — Pl M2 [D7 o = [D™"Tio = 0,
(26)
51 _ 1 2 Vo
[D~'](p) = Z{(P + M3)6 — ml’jﬁk
- ifjleopl}y 27
with
A = (p? + M%) — vgp*. (28)

We should now write a general expression for the four-
potential by the Green method taking a non-null current
density. In this sense, the four-potential is read as

A,r) = [d3r’GM,,(r —r')J”(r)), (29)

where G, (r — 1) is the Green’s functions here written in
terms of the inverse tensor [D~'],,,

d’p
(2m)?

From the matrix [D~'],,(p), we can write straightfor-
wardly the components of the Green function in terms of
Fourier integrals:

G,,(r—r)=

[D~1],,(p)e® ). (30)

Goo(R) = —IH(R), (3D
Gor(R) = G(R) =0, (32)

Gi(R) = 811 (R) + v§ 0, 1,(R) — vo€j49,15(R),
(33)

where the integrals I;(R) are defined below:

PHYSICAL REVIEW D 78, 025030 (2008)
d’p  (p? + Mj)e®®

I,(R) = , 35
R = e @ e -y
d3p ip~R
L(R) = (36)
2 @m) (p* + M3)(p* — m2)(p> — m2)’
d3 eip-R
I(R) = . 37
N ore e i ML
where R = (r — r’). In order to solve these integrals, we

first have factorized the denominator as (p? + M3)* —
vip? = (p> — m?%)(p? — m%). It is very important to re-
mark that the massive poles m3,

1
mi = 5[ —2M3 = Vm/vo aM3], (38)

are positive under the condition V0 = 4M3. This fact is
responsible for the oscillatory character of the magnetic
sector solutions to be achieved for this model. The remain-
ing three integrals can be solved in the complex plane,
yielding:

1 _
I,(R) = _R[a cos(m,R) — % cos(m_R)], (39)
LR) = 1 [e_MAR cos(myR) cos(mR)]’ 40)
47RLaya_ aa, aa_
1 1
I;(R) = IR E[COSHHR — cosm_R)], (41)
with

as = =[v3 = vpa/v3 — 4M3].

a = vo\vg — 4M3,

(42)
d’p PR 1 e MaR . . .
I)(R) = e T e (34)  Replacing these results in Eq. (33), the Green function
@Qm)’p*+M; 4w R G (r — r') is finally obtained:
|
1 a; a_ 1 e MaR 5
ij(R)_majk —cos(m+R)——COS(m7R) —WM—%[Ajk(IJFRMA)_MARJRk]
1 Ay +miR;R Ay +miR;R 1
> OI:( st k) cosm —Mcosm_l{l ——ViA,; [ * sinm, R ——— sinm_ R]
 47R aa, aa_ 4R aa; aa_
A
+ Oejkl [(cosm ., R —cosm_R) + R(m_. sinm, R — m_sinm_R)]. (43)

where A j; = (8y;

—3R,R,/ R?). This Green function can be simplified to its MCFJ counterpart taking the limit (M, — 0):

1 R* R . 1 — cos(VoR)
/k(R) ]k COS(V()R) +— R3 A/kl:? - q S]n(V()R) + V—(z)]
! klRl 1 — cosvyR
+ pps R;Ri[1 — cos(voR)] + [R sinvoR — TO]_ (44)
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It is easy to verify that such result in the Lorentz symmetric
limit (vy — 0) rescues the pure Maxwell result
1
Gy(R) = IR 0 jy- (45)
Turning back to the issue of calculating explicit classical
solutions, we address the solution for the scalar potential.
Regarding Eq. (29), and the density current for a pointlike
charge, Jy(r) = ed(r), the following expression is obtained
for the scalar potential

e e—MAr
Ag(r) = — e (46)
T r
where r = ||r||. The electric field may be easily evaluated
from the scalar potential (E = —VA,), exhibiting an ex-
ponentially decaying solution as well:
M 1
E@:—i(i+7yww. @7)
47\ r r

It is interesting to note that this is the same result obtained
for the electric field of the Maxwell-Proca Lagrangian
(without Lorentz violation, V# = (). This means that the
Lorentz-violating background, when coupled to the gauge
field as in Lagrangian (1), does not alter the electrostatic
sector. Analysis of Maxwell equations (4), (7), and (8) in
the static regime reveals that this scenario remains true
even in the presence of a non-null current. Hence, the
scalar potential and electric field achieved here are the
same for a pointlike charge in uniform motion (stationary
solution), once the current J does not contribute to A,. In
the absence of the Proca mass, the solutions (46) and (47)
reduce to the CFJ ones, which coincide with the
Coulombian result:

A =-1 Er=- %f. (48)

4 r r
The fixed background, therefore, does to not induce any
effect on the electric field solution of the MCFJ model, as
well. This fact deserves to be compared with the scenario
of the dimensionally reduced version of this model, studied
in Ref. [17]. In such work, it was shown that the purely
timelike background alters the character of the classical
Maxwell-Chern-Simons electric solution, turning the usual
screened Bessel-like solution into an unscreened 1/r elec-
tric field.

The solution for vector potential can be found by the
same procedure. From the inverse tensor [D,,B]", we
obtain the expression for the vector potential Fourier
transform:

_(p? + MT; +ive(p X J);
[(* + M3 —vip’]
where it was considered that J - p = 0, as a consequence of

current conservation (p,J% = 0). In this case, we take the
current associated with a pointlike charge in uniform mo-

Ai(p) = (49)
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tion with velocity u,

J(r) = eud(r), (50)

In the momentum space, J(p) = eu. The vector potential,
written as the Fourier transform of Eq. (49), may be
compactly expressed in terms of the integrals (39) and
(41), so that:

A (r) = —eul|(r) + evyu X VI5(r). (51)

Considering the results already obtained, the vector poten-
tial takes the form:

Afr) = — E{% [A; cos(m,r) — A_cos(m_r)|u

\/ .

+ a—’%[(cosm+r —cosm_r) + r(m, sinm,r

— m_sinm_r)Ju X r}, (52)
where A = a. /a. For the case of a vanishing Proca mass

(M, — 0), this expression is reduced to the MCFJ vector
solution:

Alr) — _i{COS(Vor)u 4 %[cos(vor) -1
41 r r Yo

+ rsin(vor)]u X r}. (53)

It is interesting to note that oscillating solutions are ob-
tained in both cases, and the Proca mass is not a factor able
to annihilate such a behavior. For the case of a pointlike
static charge, the potential vector and the magnetic field
strength are null, once it depends only on the current source
(j # 0). Hence, for a pointlike charge in uniform motion,
J(r) = eud(r), the magnetic field becomes non-null. It
can be derived from the vector potential (B =V X A),
yielding:

B(r) = - —

g {[A; cos(myr) — A_cos(m_r)
ar

+ A myrsin(mor) — A_m_rsin(m_r)](u Xr)

— E[(l — m%ir?)cosm, r — (1 — m2r?)cosm_r
a

+ myrsin(m,r) — m_rsin(m_r)Ju}. (54)

An additional contribution proportional to (u - r)r also ap-
pears in the above expression, but it was discarded because
the scalar product u - r is null. This result stems from the
condition V - A = 0, a consequence of the external current
conservation in the stationary regime. This magnetic field
solution exhibits two components: one in the direction the
velocity u, and another orthogonal to the plane defined by
u and r. This magnetic field exhibits a decaying 1/r?
behavior near the origin while it decays asymptotically as
1/r. In the limit of a vanishing Proca mass (M, — 0), this
expression is reduced to the MCF]J solution:
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B(r)=— Fe’ﬁ{[cos(vor) + vorsin(vor)]J(u X r)

1—v3r 1
— [i cos(vor) — — + rsin(vor)]u}.
Vo Yo
(55)

The MCFJ magnetic field presents the same behavior as the
MCFJ-Proca field both near and far from the origin. The
fact that the MCFJ magnetic field exhibits an oscillating
1/r behavior is compatible with the emission
of Cerenkov radiation by a pointlike charge in uniform
motion [9]. At the same way, the exponentially decaying
behavior of Eq. (47) puts in evidence that no Cerenkov
radiation can be emitted by a stationary charge in the
framework of the MCFJ-Proca electrodynamics, once one
condition to have radiation is that the fields should present
a non-null asymptotic behavior [9].

Another regime in which such solutions shall be inves-
tigated is the one of a vanishing LV background (v, — 0),
which should lead back to the usual Maxwell-Proca elec-
trodynamics. This limit, however, can not be implemented
directly on the MCFJ-Proca expressions of Egs. (52) and
(54), since these solutions were derived under the condition
v} = 4M?3, which assures that the poles (38) are real and
positive definite. A way to avoid this complication is to
implement the limit vy — O on Egs. (53) and (55). The
results obtained,

A= - B(r) = —— 6

(r) = mu, (r) = muXr, (56)

nonetheless, do not recover the correct Maxwell-Proca
behavior,

Al =— 4ie_MAru,
wr
e (57
B(r) = ———[1+ M,rle Mara X r,
darr

attained from A;(p) = —J,/(p? + M3) [Eq. (49) taken in
the limit vy — 0]. This apparent nonequivalence simply
shows that Maxwell-Proca behavior may not be found
as the limit vy — O of the MCFJ-Proca solutions. This is
ascribed to the structure of poles appearing in the MCFJ
model, 1/(p?> + m?), associated with an exponentially de-
caying behavior, in contrast with the MCFJ-Proca pole
structure, 1/(p?> — m?), related to an oscillating behavior.
In this way, we see that the background turns the exponen-
tially decaying behavior of the Maxwell-Proca model into
an oscillating solution that goes as 1/r2 far from the origin.
This is true in both MCFJ and MCFJ-Proca models.

The graph of Fig. 1 depicts a simultaneous plot of the
Maxwell-Proca, MCFJ, and MCFJ-Proca magnetic fields
in the case the velocity u is orthogonal to the vector r.
Such a graph shows clearly that the MCFJ-Proca solution
deviates substantially from the Maxwell-Proca behavior
mainly due to the presence of oscillation. This deviation
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FIG. 1 (color online).
in the radial interval

Simultaneous plot for the magnetic field
0.4 <r <4 of the following models:
Maxwell-Proca (for M, = 1)—-circle dotted line; MCFJ—cross
dotted line (for vy =3, M, = 0); MCFJ-Proca—box dotted
line (for vy =3, M, = 1), MCFJ-Proca—intermediary con-

tinuous line (for vy =6, M, = 1), MCFJ-Proca—thicker
continuous line (for vy =10, M, = 1), and u = 0.5 in all
cases.

increases with the background magnitude: the larger the
background, more pronounced is the amplitude and the
frequency of such oscillations. For a background not so
large in comparison with the Proca mass (vy = M,), the
MCEFJ and MCFJ-Proca solutions are close to each other.
Keeping M, constant while v, increases, it occurs that
these solutions become different. This behavior is con-
firmed in the graph of Fig. 2, where we show a comparison
between the MCFJ and MCFJ-Proca magnetic solutions for
equal values of v, (for the case in which the velocity u is
orthogonal to the vector r). In general, these solutions are
nearly coincident, but deviate from each other for larger
M, magnitudes.

In order to find a general expression for the magnetic
field strength, a direct way consists in starting from wave
equation (10), which in the stationary regime and for a
purely timelike background is simplified to

[V2(V? —2M3 + v3) + M3]B
= —M3(V X j) — vyV?j + V3(V X j). (58)

The corresponding Green function for this equation

is G — 1) = [ LGP, with G(p) = [0 -
m2)(p> — m%)]"!, and the poles m% being given by

Eq. (38). In true, this Green function was already eval-
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1.6-]
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1,0 ]

0,8

0.6
0.4

0,2

FIG. 2 (color online). Simultaneous plot of the magnetic fields
for the MCFJ (dotted curves— M, = 0) and MCFJ-Proca (con-
tinuous curves) models in the radial interval 0.4 <r < 3. The
lower two curves—point dotted and continuous superposed
line—correspond to (vg =2, My =0) and (vo =2, My =
0.5). For the two intermediary curves—box dotted and continu-
ous thin line: (vg =4, M4 =0),and (vy =4, M, = 1). For
the two upper curves—cross dotted and thicker continuous line:
(vg=9, My =0)and (v =9, My, =4). It wasused u = 0.5
in all graphs.

uated, corresponding to the result of integral I3, so that the
magnetic field strength is

_ 1 1 _ _a2 (v
B(r) = - fﬁ[cosm+R cosm_R][—M3V X j(r')
—voV2j(r') + V2V X j(r')]d>r. (59)

This outcome differs from the MCFJ one presented in
Ref. [10], which exhibits an exponentially decaying be-
havior. For the case of the pure CFJ model (M, — 0),
we get
B(r) — ( — cos VOR)>v

X [VoJ(l") = VX )], (60)

with R = [[r—r/||. Using the Green theorem, [,[¢V?x —
XV2pldir = [, [pox/on — xd¢/dnldS, and consider-
ing that the current and its derivatives are null on a very
distant surface, then Eq. (60) is rewritten as

B — - [(COS(VOR))[VOJ-(I,/) — V X j(r)]dr. (61)

where it was used V2[(1 — cos(vgR))/R] = v cos(VoR)/

PHYSICAL REVIEW D 78, 025030 (2008)

R. This result is equal to the one of Ref. [10] apart from a
global signal stemming from our definition of the external
current vector j(r).

B. Solution for a purely spacelike background

The case the background is purely spacelike, V¢ =
(0, v), becomes particularly interesting when we consider
the model of Lagrangian (1) under the perspective of its
physical consistency. In fact, it is known that this model
exhibits full consistency (stability, causality, unitarity) only
for a spacelike background. Henceforth, this is a good
reason to study the corresponding classical solutions for
a purely spacelike background. We begin writing the ele-
ments of the inverse matrix (21) for V¢ = (0, v):

pPoMi_ ¥
D D(p* — Mf‘)

[D~ ]y = (po)? (62)

(V- p)v, — V2Pk

[D™'ox = i€;vipr + D(p* — M) Do (63)
B . (V- p)v — v?p
[D7 ']k = —i€xvipi + D(19+]l4§)kpo’ (64)
2 2
_ p-— My
[D~ '] = _7[) Ok
B V2p;py — pPVivi — (V- p)(V;pr + Vip))

D(p* — M)

n i€ kiViPo

D ’
with D = (p? — M3)* — v*p? — (v- p)*.
As we are to study the stationary solutions of the
model, we set po = 0 in the above equations to get the

Green function for the wave equation for the stationary
four-potential:

(65)

2 2
p-+ M (v X'p)
Goo(p) = — TA, Go(p) = sz = =Gy,
(66)
M2
Gy(p) = p°+ My R 46k
8 (v X p)-(vXp)—(vXp)(vXp)
(p*> + MR, ’
(67)
where
R, = (p* + M3’ +p*vV’ — (p- V). (68)

Supposing that 6 is the angle between the vectors p and v,
(p - v = |pl|v| cos®), the denominator R, is read as

R, = (p? + M3%)? + p*>v?sin?6. (69)

025030-7
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Similar to the timelike case, we can construct the stationary
Green function from the inverse matrix (66). In this sense,
we write:

Goo(r — 1) = =Fy(r — r'),

(70)
Gor(r —1') = (VX V) Fi(r — 1),
Gi(r—1') = 8, F(r — 1) = [6,(vX V) - (vX V)
= (VX V)(v X V) JF3(r — 1) (71)
where the Fourier transforms F; are defined as
d3p eip~R
Fi(R) = 2
®) = [ S8 72)
_ [ 4p (*+ MHePR
RR) = [ 5Tt )
d3 eip-R
F3(R) = p (74)

2m)* (p* + MR,

The main difficulty concerning the Fourier transforms
above is that we cannot calculate an exact solution for
such integrations due to the presence of the angular fac-
tor in the denominator R,. A possible way to circum-
vent this impossibility is to perform the integration under
some approximation. A feasible approximation consists in
considering the background small before the Proca mass
(v> < M3), which implies the following second order
expansion:

1 1 _ p’sin?f

S 2 4
R, (p*+M3)?* (p*+ Mi)4V OV 09

With it, and regarding the special situation in which the
background v and the vector r are parallel, the following
second order solutions are obtained:

1 vZ /R 1
Fy(R) = =Y (2 Y ]emr (76
1(B) 87TMA[ 12<MA Mﬁ)]e (70)
171 v
R - S
A

11 R ¥ R  R?
F3(R) = [ 3+—2—V—(is+3—4+—3)]e—MAR.
R2mwlMy, My 24\M; M; M;
(78)
The Green functions are finally written as
1rr v
R)=——|=— “MaR, 7
Gol®) =~ 2~ ) (79)
Goi(R) = - [ L, ¥ ] “Mik(y X R),  (80)
oi 8wl R 12M, b
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S I

+;D/IVA"+ (vXR); (VXR)k:I MAR+@(V4)}'

Gy (R)=

81)

We can now write the solutions for the scalar and vector
potential, starting from the corresponding Fourier trans-
forms extracted from Eqgs. (20) and (66):

2 2 ; T
(P +MA)J~0+I(P><V) J

Aop) == S 82)
o _ipXxXv) . (PP+MPI (pXv)-(pXV)]
Alp) === R, (p? + MO)R,

+(p XV (pxv)-J (83)

(p> + MR,

Such equations show clearly that the electric field and the
magnetic sectors are now entwined. In fact, a static charge
is able to create a magnetic field (A # 0) as much as a
stationary current is capable of implying a non-null electric
field (Ay # 0). Hence, the electric and magnetic fields
coexist simultaneously both for a static charge or a sta-
tionary current. Such a scenario occurs only for a spacelike
Lorentz breaking background. We now study the solu-
tions corresponding to a pointlike charge [Jy(r) = ed(r),
J(r) = eud(r). In momentum space, Jo(p) = e, J(p) =
eu. Working at second order in the background magnitude,
we obtain the following expressions for scalar and vector
potential as Fourier transform of the expressions (82) and
(83), so that it holds:

Ap(r) = —eFy(r) + e[(V X V) -u]Fi(r),  (84)

A(r) = e(V X V)F(r) — eFy(r)u + ¢[(V X v) - (V X v)u
— (VX V)[(V X v)-u]]Fs(r). (85)

Taking the expressions (76) and (78), the solutions for
these potentials are readily achieved:

e (1 v
G —4MA)6 ’ (86)

_e[(l_vz)u
4 \r 8M,

These are the general expressions for the scalar and vector
potential in v? order derived under the condition that v and
r are parallel. It is seen that the vector potential only retains
the contributions proportional to the velocity u, while these
contributions do not appear in the scalar potential. This
means that the current does not contribute to the electric
sector and the static charge does not yield magnetic field.

Ay(r) =

Ar) = + L(V u)v] ~Mar,

8M,,
(87)
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The explicit expressions for the electric and magnetic field
strength,

e (1 My ¥ .
E (r) = - E(ﬁ + TA - Z)eiMArr, (88)
e[l My VY o
B(r)—_ﬂ ﬁ+7_§e AuXI‘, (89)

confirm that this is really the case (at least in the context of
the approximations adopted) in v?> order and taking into
account the condition that v and r are parallel. Near the ori-
gin, these solutions present a 1/r> behavior, while far from
the origin both fields possess a totally screened behavior,
which avoids any attempt to obtain Cerenkov radiation for
such background. It is instructive to mention that these
expressions provide the Maxwell-Proca solutions in the
limit (v — 0), given by Eqgs. (47) and (57). Although the
limit (M, — 0) could be easily carried out in the above
expressions, such a limit has no sense here, once these
equations have been derived under the supposition that
(V2 < M3).

IV. CONCLUSION

In this work, we have studied the classical static and
stationary solutions of the Lorentz-violating MCFJ-Proca
model, while the MCFJ solutions were also obtained as the
limit of a vanishing Proca mass (M4 — 0). Starting from
the equation of motion for the four-potential, the corre-
sponding Green function was written in a matrix form,
which provides explicit expressions for the four-potential
in momentum space. In the purely timelike case, the Green
function was properly evaluated for a stationary configu-
ration. An exponentially decaying solution was attained for
the electric sector, which is equal to the Maxwell-Proca
solutions. In the limit (M, — 0), these solutions recover
the Coulombian ones, which reveals that the background
does not modify the electric sector of both MCFJ-Proca
and MCFJ models. This is to be contrasted with the LV
low-dimensional scenario of the model of Ref. [17], estab-
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lished as the dimensional reduction of the MCFJ model,
where the Maxwell-Chern-Simons electric sector was dras-
tically altered by the presence of the timelike background.
Concerning the magnetic sector, the background induces a
radical modification. In fact, while the Lorentz symmetric
Maxwell-Proca model exhibits an exponentially decaying
magnetic field strength, the MCFJ-Proca model presents an
oscillating magnetic field solution for charges in stationary
motion. This change in behavior is ascribed to the sign
reversion in the poles of the theory. Taking the limit (M, —
0), the magnetic solution for a stationary charge in the
MCFJ model is obtained, whose oscillating 1/r asymptot-
ical behavior is compatible with the emission of Cerenkov
radiation in such framework, as shown in Refs. [9]. The
emission of Cerenkov radiation in the context of the
MCFJ-Proca model is not allowed, due to the exponentially
screened behavior of the electric field.

In the purely spacelike case, the same procedure was
employed. The Green function for a stationary scenario
was written in terms of Fourier integrals, explicitly solved
in a second order approximation into the regime of
a small background (v> < M3). The solutions were de-
rived for a special configuration in which the background is
parallel to the position of observation of the fields. It was
then verified that the electric and magnetic sectors present
exponentially decaying solutions, which recover the
Maxwell-Proca behavior in the limit (v — 0).

In a forthcoming work, we intend to use the Green
function techniques to investigate the classical radiation
emitted by a pointlike charge in uniform linear acceleration
and in uniform circular motion (synchrotron radiation). In
this case, we shall search for time-dependent solutions for
the Green functions which may lead to the calculation of
the time-dependent solutions that yield radiation.
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