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Resumo

Nesta dissertação apresentamos o estudo dos estados de espalhamento e estados ligados

para campos de férmions acoplados a dois campos escalares reais em (1 + 1) dimensões.

Este campo background é normalmente chamado parede de Bloch e ela surge como uma

solução topológica de equações diferenciais parciais não-lineares. Este tipo de parede é

amplamente utilizada e é também bem conhecida, não só no marco teórico, mas também

no contexto experimental (PÁTEK; TOMÁŠ; BOHÁČEK, 1990). Uma forma possível

de introduzir a interação entre os campos fermiônicos e os campos escalares é através de

um acoplamento de Yukawa, isto é, a interação é dada pelo termo ηΨ(ϕ + χ)Ψ. Neste

trabalho, primeiramente procuramos as equações de movimento do campo fermiônico

aplicando o princípio da Hamilton. Logo, para encontrar as soluções estáticas das equa-

ções de campos escalares seguimos, as ideias desenvolvidas por (BOGOMOLNY, 1976;

RAJARAMAN, 1979; BAZEIA et al., 2002). Por esta razão, revisamos alguns métodos e

conceitos matemáticos básicos para entender como a parede Bloch surge a partir das solu-

ções de campos clássicos. Em relação à equação de campo de férmions, como o espaço é

(1+1) dimensões, o procedimento é mapear o problema em uma equação tipo Schrödinger

com um potencial do tipo Scarf II (Scarf hiperbólico), assim somos capazes de encontrar

soluções analíticas utilizando a maquinaria matemática das funções hipergeométricas. De-

pois disso, estamos em posição de escrever tanto os estados ligados quanto os estados de

espalhamento. Além disso, para férmions não massivos encontramos o estado de modo

zero (E = 0), o qual dependerá do sinal da constante do acoplamento de Yukawa.



Abstract

This dissertation presents the study of the scattering and bound states for fermion fields

coupled to two scalar real fields in (1+1) dimensions. This scalar field background is usu-

ally called Bloch wall and it comes up as a topological solution to nonlinear partial differen-

tial equations. This type of wall is widely used and is also well-known not only in the the-

oretical framework but also in the experimental context (PÁTEK; TOMÁŠ; BOHÁČEK,

1990). The way to introduze an interaction between the fermion field and the scalar field

is through a suitable Yukawa coupling, that is, the interaction field is given by ηΨ(ϕ+χ)Ψ.

In this work, we first find the fermionic field equations by applying Hamilton’s principle.

Then, in order to find the static solutions of the scalar field equations, we follow the ideas

developed by (BOGOMOLNY, 1976; RAJARAMAN, 1979; BAZEIA et al., 2002). For

this reason, we review some mathematical methods and basic concepts in order to unders-

tand how the Bloch wall arises from the classical field solutions. Regarding the fermion

field equations, since we are working in (1 + 1) dimensions, we resort by mapping our

problem intot a Schrödinger-like equation in a Scarf II potential (hyperbolic Scarf poten-

tial); hence, we are able to find analytic solutions by using the mathematical machinery

of hypergeometric functions. After that, we are in position to write both the bound and

scattering states. Also, we find massless fermion zero state E = 0, which will depend on

the Yukawa coupling constant.
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1 Introdução

Quando queremos descrever um fenômeno físico ou formular leis fundamentais da

natureza para algum tipo de problema, em alguma área da física, tais como por exemplo:

fisica de estado sólido, dinâmica de fluídos, física de plasma, cosmologia, ciência dos ma-

teriais, entre outras, nós temos que lidar com equações diferenciais parciais não-lineares.

A procura de soluções de equações diferenciais parciais não-lineares tem sido uma área

ativa de pesquisa, pois as soluções exatas podem nos dar uma melhor compreensão do

mecanismo do fenômeno físico. Por exemplo, uma solução conhecida é a solução de só-

liton1. Por sóliton queremos dizer que um lump2 de energia move-se a uma velocidade

constante e sem mudar de forma. Historicamente, este objeto foi chamado assim por

Zabusky e Kruskal (ZABUSKY; KRUSKAL, 1965) depois de obter numericamente al-

gumas ondas que não modificavam sua forma e velocidade após uma colisão com outro

sóliton. A principal característica de tais soluções é a sua estabilidade. Aplicações de só-

litons podem ser encontradas em diferentes contextos e elas estão relacionadas a diversas

áreas como: cosmologia, física nuclear, física de altas energias, física da matéria conden-

sada (GOLDSTONE; WILCZEK, 1981) e até mesmo em nano-tecnologia e modelagem

do DNA (ENGLANDER et al., 1980).

Existem dois tipos diferentes de sólitons, eles podem ser do tipo topológico ou do

tipo integrável. Entre eles existem alguns pontos em comum: todos os sólitons são locali-

zados espacialmente, são estáveis e são soluções do tipo lump (RAJARAMAN, 1982) de

equações diferenciais parciais não-lineares. Da mesma forma, existem algumas diferenças.

Sólitons integráveis devem sua estabilidade aos detalhes locais da equação da evolução,

isso significa que o sistema solitônico em estudo pode reduzir-se a um número finito de ope-

rações algébricas e portanto, ser completamente integrável. Uma das consequências desta

característica é que as soluções solitônicas integráveis de tais sistemas têm um número

infinito de quantidades conservadas, e este por sua vez é responsável pela estabilidade do

sóliton. Além disso, sólitons integráveis ocorrem quando existe um adequado equilíbrio

entre o termo dispersivo e o termo não-linear na equação3, só neste caso o lump pode

mover-se sem alterar a forma. O equilíbrio será destruído pela adição de um termo que

vai perturbar a equação de evolução. De maneira oposta aos sólitons integráveis, os só-

litons topológicos devem sua existência ao papel desempenhado pelo aspetos globais do

campo (sua topologia). Quando impomos condições para que o campo tenha um único
1 Em 5 de setembro de 2016, um novo sóliton foi descrito na revista Nature Physics (YANG et al., 2016)
2 (RUBAKOV, 2009) e (COLEMAN, ) utilizam essa palavra para definir o sóliton. De acordo com o

dicionário (MICHAELIS, 2008), sóliton é um pulso.
3 Em ótica pode-se produzir sólitons quando na equação de um pulso de luz, o termo não-linear cancela

o termo dispersivo. Este efeito é conhecido como efeito Kerr (REMOISSENET, 2013)
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valor finito na sua energia, obtem-se restrições no seu comportamento assintótico o que

implica que deverá haver um lump solitônico em algum lugar no espaço.

Sólitons topológicos têm muitas aplicações em áreas como na física da matéria condensada

e física de partículas. Por exemplo, em física da matéria condensada, sólitons são usados

para modelar deslocamentos de cristais, paredes de domínio magnético, pulsos de onda

em fibras ópticas (GEDALIN; SCOTT; BAND, 1997). Por outro lado, o sóliton topoló-

gico mais simples em (1 + 1) dimensões é chamado de kink, em (2 + 1) dimensões temos

vórtices e os monopólos e skyrmions em (3 + 1) dimensões.

Neste ponto, precisamos explicar o que a palavra topologia4 significa: a topologia

é o ramo da matemática que está interessada em estudar as formas e as propriedades do

espaço que são invariantes sob deformações contínuas. Por exemplo, um defeito topológico

pode ser um nó que existe na estrutura microscópica de um material (TKALEC et al.,

2011). Em metais, os defeitos surgem durante a transição de fase e os defeitos resultantes

podem ser defeitos tipo ponto, linha ou planares. Por outro lado, na física teórica, é espe-

rado que os defeitos topológicos surjam sempre que houver uma transição de fase e em par-

ticular após de uma quebra espontânea de simetria. Estes novos objetos se originam devido

à degenerescência do estado fundamental da teoria. Além disso, esses interessantes objetos

topológicos desempenham um papel importante em vários ramos da física. Tais defeitos,

por exemplo, podem surgir como kinks, vórtices em superfluidos (BRUCKMANN, 2007) e

monopólos magnéticos em teorias de Yang Mills (BELAVIN et al., 1975). Entretanto, as

paredes de domínio topológicos (kinks em 2D), surgem como uma solução solitônica de um

campo escalar e deram um impulso à ciência teórica e fenomenológica nos últimos anos.

Extensas investigações foram feitas em paredes de domínio, pois elas podem representar

uma interface entre materiais magnéticos em matéria condensada. Na cosmologia, eles

podem explicar transições de fase no início do universo (VILENKIN; SHELLARD, 2000).

Além disso, pesquisas sobre sistemas fermiônicos em uma parede de domínio tanto em

(1 + 1) e (2 + 1) dimensões têm sido capazes de explicar o fenômeno da carga fracionária

e a condutividade de alguns materiais, como o poliacetileno (JACKIW; REBBI, 1976) e

o grafeno (HOU; CHAMON; MUDRY, 2007), respetivamente.

A parede de Bloch possui um vasto estudo teórico, sendo explorada em diversas

áreas da física, por exemplo, em materiais magnéticos (ZHU, 2005). Por outro lado, na lite-

ratura podemos encontrar que soluções de modo zero são de grande importância, por exem-

plo, o modo zero é usado para colocar férmions quirais em estruturas discretas5 (KAPLAN,

1992). Além disso, na área de materiais ferromagnéticos, o estado de modo zero é res-

ponsável pelo efeito Hall quântico semi-inteiro para o grafeno (FUJITA; SUZUKI, 2016).

Embora seja fácil calcular o modo zero, estados ligados e estados de espalhamento não são
4 O Prêmio Nobel de Física de 2016 foi concedido a David Thouless, Michael Kosterlitz e Duncan

Haldane por seu trabalho pioneiro em topologia associada com estados exóticos da matéria.
5 Em lattice gauge theory, estas estruturas são uma rede de pontos do espaço-tempo.
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tão simples. No último caso, eles têm gerado muita atenção no campo da matéria conden-

sada, especialmente na produção de isolantes topológicos e além disso tem uma relevância

teórica para estudos de problemas de valores próprios (TAKHTADZHYAN; FADDEEV,

1974). Ademais, estados ligados desempenham um papel importante para construir as

transformações inversas do espalhamento, as quais podem ser usadas para descrever a

evolução de soluções solitônicas.

Nesta dissertação estudamos a interação de férmions num defeito topológico tipo

parede de Bloch. O campo de férmions e os campos escalares são acoplados através de um

acoplamento de Yukawa geral, o qual será essencial para determinar o estado de modo zero.

Escolhendo a forma da interacão entre férmions e bósons como a soma das soluções solitô-

nicas da parede de Bloch, o problema pode ser mapeado numa equação tipo Schrödinger

com um potencial tipo Scarff II (SCARF, 1958). Vale a pena mencionar que a solução do

nosso problema é obtida de forma analítica. Assim podemos calcular completamente os

coeficientes de transmissão e reflexão, assim como também os estados ligados e o modo

zero. A fim de alcançar o nosso objetivo, esta dissertação é estruturada da seguinte forma.

No capítulo 2, discutimos os conceitos fundamentais, por isso estudamos o campo escalar

real em (1 + 1) dimensões. Encontramos as condições necessárias que um campo deve sa-

tisfazer para obter o mínimo de energia e, portanto, para encontrar soluções topológicas.

Depois disso, estudamos o número quântico chamado de carga topológica. Em seguida,

estudamos o modelo ϕ4, e estudaremos a estabilidade das soluções estáticas do campo

escalar. No capítulo 3, apresentamos o método Bogomol’nyi que permite encontrar equa-

ções de primeira ordem e também permite minimizar a energia. Então, como um exemplo,

aplicamos o método de Bogomol’nyi para o modelo ϕ4, que contém um campo escalar.

Além disso, nós aplicamos o mesmo método para dois campos escalares. No capítulo 4,

apresentamos a equação de Dirac e revemos algumas ideias básicas desta equação. Em

seguida, discutimos as principais características das matrizes gama. Depois disso, nós es-

tudamos a solução da equação de Dirac para uma partícula livre. Finalmente, mostramos

o formalismo que descreve a interação entre campos de bósons e férmions. O capítulo 5

é dedicado a resolver o nosso problema e alcançar os nossos objetivos. Aqui, vamos usar

todas as técnicas que aprendemos nos capítulos anteriores. Por fim, terminamos o capítulo

6 com as conclusões.

Neste trabalho estamos usando o sistema natural de unidades com ~ = c = 1, onde

~ = h/2π, sendo h a constante de Planck e c a velocidade da luz. A métrica do espaço

tempo de Minkowski é dada por (+,−,−,−).
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2 Campo Escalar Real em (1 + 1) dimensões

Um campo escalar é uma função que relaciona um único número para cada ponto

no espaço, por isso, o campo escalar é uma função que tem um valor diferente em cada

ponto do espaço. Em física, o campo escalar pode ser interpretado como a informação

sob alguma distribuição no espaço. Pode-se dizer que teorias que usam campos escala-

res são pedagogicamente importantes para o estudo de conceitos que envolvem a física.

Por exemplo, em cosmologia se usa um campo escalar chamado ínflaton para modelar

a expansão do espaço-tempo no início do universo (GUTH, 1998). Também, campos es-

calares podem ser usados para descrever o fenômeno de quebra espontânea de simetria

(MANTON; SUTCLIFFE, 2004). Outro exemplo do uso do campo escalar pode ser na

distribuição da temperatura no espaço, e na distribuição da pressão em um fluido. Em

teoria quântica de campos, as partículas de spin zero estão representadas por um campo

escalar (WACHTER, 2010).

2.1 Conceitos Fundamentais

Nesta seção apresentamos os conceitos teóricos básicos para entender a origem das

soluções do tipo kink. Considere um campo escalar real ϕ(x, t) com a seguinte densidade

Lagrangiana

L(x, t) =
1

2

(
ϕ̇
)2 − 1

2
(ϕ′)

2 − V (ϕ), (2.1.1)

onde ϕ′ = ∂ϕ
∂x

e ϕ̇ = ∂ϕ
∂t

. O potencial é uma função positiva dependente do campo, isto é,

V (ϕ).

A ação do sistema (2.1.1) é escrita como

S =
∫
dt

+∞∫

−∞
dxL(x, t). (2.1.2)

O princípio da mínima ação requer que a ação S seja estacionária; isto significa que,

δ



∫
dt

+∞∫

−∞
dxL(x, t)


 = 0. (2.1.3)

A equação de movimento obtida a partir da eq. (2.1.3) é dada por

ϕ̈− ϕ′′ = −∂V (ϕ)

∂ϕ
, (2.1.4)

se considerarmos soluções estáticas (RUBAKOV, 2009) para o campo escalar, isto é, solu-

ções que para algum sistema de referência não dependem do tempo, a eq. (2.1.4) reduz-se
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a

ϕ′′ =
∂V (ϕ)

∂ϕ
. (2.1.5)

Para resolver esta equação diferencial, necessitamos das seguintes condições de contorno

lim
x→±∞

ϕ(x) ≡ ϕ± = ±v. (2.1.6)

onde ±v são os mínimos do potencial. Se ϕ+ = ϕ−, então o campo ϕ pode ser continu-

amente deformado a uma solução com energia zero. Por outro lado, se ϕ+ ̸= ϕ−, nesse

caso, o campo ϕ não pode ser continuamente deformado a uma solução com energia zero

(MANTON; SUTCLIFFE, 2004).

A outra condição de contorno adicional é dada por

lim
x→±∞

(
dϕ

dx

)
= 0. (2.1.7)

A relação (2.1.6) garante que ϕ(x) tenda assintoticamente para um dos zeros do potencial

de maneira que V (±v) = 0.

A energia total em (1+1) dimensões é definida por (VACHASPATI, 2006)

E[ϕ] =

+∞∫

−∞
dx ε(x, t) (2.1.8)

onde ε(x, t) é a densidade de energia.

O tensor energia-momento T µν é definido como (RUBAKOV, 2009)

T µν = ∂µϕ∂νϕ− ηµν
[
1

2
∂αϕ∂

αϕ− V (ϕ)
]

(2.1.9)

e a componente T 00 representa a densidade de energia do sistema, assim temos que

ε(x, t) = T 00 =
1

2

(
ϕ̇
)2

+
1

2
(ϕ′)

2
+ V (ϕ) (2.1.10)

substituindo (2.1.10) em (2.1.8) obtemos que

E[ϕ] =

+∞∫

−∞
dx
[
1

2

(
ϕ̇
)2

+
1

2
(ϕ′)

2
+ V (ϕ)

]
. (2.1.11)

Da eq. (2.1.11) vemos que a energia E[ϕ] está dada por uma soma de termos positivos e

é zero só quando ϕ = ±v. Estes são os mínimos absolutos da energia e eles são chamados

vácuos clássicos. Além disso, a energia total E será conservada se satisfaz as seguintes

condições
∂ϕ

∂t
= 0 e

∂ϕ

∂x
= 0 (quando | x |→ ∞) (2.1.12)

e também V (ϕ) = 0 para ϕ = ±v. Se o potencial V tem somente um zero, então não

existem soluções independentes do tempo com energia finita. Isto significa que a energia

do sistema físico não é finita em alguma região do espaço e não cai a zero rapidamente

no infinito e não teremos objetos topológicos, tais como kinks. Por outro lado, se V tem

vários zeros, a teoria possui vários estados de vácuo.
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2.2 Carga Topológica

O teorema de Noether nos diz que, se um sistema é invariante sob certas trans-

formações, então existe uma ou mais quantidades conservadas. Essas quantidades são

chamadas carga de Noether e correntes de Noether, e desempenham um papel essencial

na física. É importante observar que esse teorema é definido para os sistemas que passam

por transformações globais e locais. Por outro lado, existe outro tipo de quantidade con-

servada, que nada tem a ver com o teorema de Noether, e chama-se carga topológica, isto

significa que a sua existência depende do comportamento nas condições de fronteira do

sistema dado.

A corrente topológica em (1+1) dimensões pode ser definida como (RAJARAMAN, 1982)

jµ = εµν∂νϕ (2.2.1)

onde µ, ν = 0, 1 e εµν é um tensor antisimétrico, com ε01 = 1, ε10 = −1 e ε00 = ε11 = 0.

Pode ser mostrado que a equação (2.2.1) obedece a seguinte condição

∂µjµ = 0 (2.2.2)

Este último resultado nos diz que a corrente topológica é conservada. É claro que a corrente

jµ não está relacionada com a invariância da Lagrangiana sob alguma transformação. Além

disso, pode-se ver que a equação (2.2.2) é obtida sem o uso das equações de movimento.

A carga topológica é definida pela integral em todo o espaço da componente temporal da

corrente topológica, isto é

Q =
1

2v

+∞∫

−∞
dxj0 =

1

2v

+∞∫

−∞
dxε0ν∂νϕ

Q =
1

2v

+∞∫

−∞
dx
(
ε00∂0ϕ+ ε01∂1ϕ

)

Q =
1

2v

+∞∫

−∞

∂ϕ

∂x
dx =

1

2v

+∞∫

−∞
dϕ

assim, chega-se a

Q =
1

2v

(
ϕ(+∞) − ϕ(−∞)

)
(2.2.3)

essa última expressão indica que a carga topológica só depende das propriedades assintó-

ticas do campo ϕ. Vemos que quando ϕ(+∞) ̸= ϕ(−∞) a carga Q terá valor diferente de

zero, isto implica que existem soluções não triviais do campo que interligam dois mínimos

distintos do potencial. Quando ϕ(+∞) = ϕ(−∞) a carga topológica Q é nula, significa

que as soluções constantes (vácuo trivial) do campo conectam ao mesmo mínimo. Além

disso, tomando a derivada de Q temos dQ/dt = 0, isso implica que a carga topológica é

conservada.
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2.3 O kink ϕ4

Começamos esta seção estudando um modelo que surge em diversos contextos e

é que usado para desenvolver sistemas altamente complexos. O modelo ϕ4 tem atraído

a atenção em uma vasta abrangência na área de física. Os kinks são objetos topológicos

e são definidos pelas condições de fronteira no infinito. Para o modelo ϕ4, o kink surge

como uma solução de uma equação diferencial não-linear, sendo conhecido como kink

Z2 (VACHASPATI, 2006). Em função da Langrangiana original deste modelo, o kink é

invariante sob ϕ → −ϕ. Aqui, o modelo ϕ4 baseia-se na utilização de um campo escalar real

ϕ, em (1 + 1) dimensões. Uma característica interessante deste modelo é que o potencial

tem um termo quártico em ϕ. Por conseguinte, o modelo ϕ4 possuirá dois estados de vácuo.

A densidade Lagrangiana tem a forma da eq. (2.1.1), e o potencial (veja figura 1) pode

ser escrito como

V (ϕ) =
λ

4

(
ϕ2 − m2

λ

)2

(2.3.1)

onde λ e m2 são constantes positivas.

-2 -1 1 2
Φ

2

4

6

8

V HΦL

Figura 1 – O potencial ϕ4

Uma condição necessária para a existência do kink é que o potencial tem que ter pelo

menos dois mínimos. Historicamente, o modelo ϕ4 foi usado pela primeira vez por Ginz-

burg e Landau na teoria de transições de fase (LANDAU; GINZBURG, 1950). É im-

portante mencionar que o kink do modelo ϕ4 em determinados cenários pode ser visto

como uma partícula e podemos ter um melhor entendimento sobre certos comportamen-

tos das soluções, como por exemplo, podemos usar conceitos de dispersão de partículas

(GOODMAN; HABERMAN, 2005). No estudo da supercondutividade, podemos encon-

trar kinks em óxidos de metais de transição (GRAF et al., 2006), tanto em super con-

dutores de baixa temperatura com energias de 40-70 meV, como também em super con-

dutores de alta temperatura com energias maiores a 150 meV. Este tipo de pesquisa

experimental é feita usando o método de espectroscopia eletrônica como podemos ver em

(BYCZUK et al., 2007).

Para calcular os mínimos do potencial (2.3.1) procedemos da seguinte forma: calculando
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a derivada de V (ϕ) em relação a ϕ e fazendo igual a zero. Assim, temos que

dV (ϕ)

dϕ
= λϕ

(
ϕ2 − m2

λ

)
= 0

e os mínimos são ϕ ≡ ±v = ±
√

m2

λ
≡ ± m√

λ
, ou seja, o potencial tem dois mínimos. Se

multiplicarmos a (2.1.5) por ϕ′ obtemos

ϕ′ϕ′′ = ϕ′dV (ϕ)

dϕ

e integrando na coordenada x, temos
∫
dxϕ′ϕ′′ =

∫
dxϕ′dV (ϕ)

dϕ
∫
dx

d

dx

(
1

2
ϕ′
)2

=
∫
dx
dV (ϕ)

dx

(
dϕ

dx

)2

= 2V (ϕ) (2.3.2)

e tomando a raiz quadrada em ambos termos, a eq. (2.3.2) pode ser reescrita como

dx = ± dϕ√
2V (ϕ)

,

logo, integrando obtemos

x− x0 = ±
∫ ϕ(x)

ϕ(x0)

dϕ√
2V (ϕ)

(2.3.3)

onde ϕ(x0) é um parâmetro arbitrário para um ponto x0 e este pode ser qualquer número

entre os dois zeros do potencial V (ϕ). Substituindo o potencial (2.3.1) em (2.3.3), obtemos

x− x0 = ±
∫ ϕ(x)

ϕ(x0)

dϕ√
2λ
4

(
ϕ2 − m2

λ

)

x− x0 = ±
√

2

λ

√
λ

m
arctanh

(√
λ

m
ϕ

)
(2.3.4)

invertendo a eq. (2.3.4), consegue-se a seguinte expressão

arctanh

(√
λ

m
ϕ

)
= ± m√

2
(x− x0)

ϕ(x) = ± m√
λ

tanh
m√

2
(x− x0) (2.3.5)

onde assumimos que ϕ(x0) = 0 (RAJARAMAN, 1982). A constante de integração x0 nos

dá a posição do centro de kink, ou seja, x0 representa o centro da configuração do campo

ϕ(x). A solução referida à eq. (2.3.5) com o sinal “ + ” é representada na figura 2a1, e será

chamada de kink. Por outro lado, a solução com o sinal “ − ” será um antikink, ver figura

2b. Como o modelo ϕ4 é simétrico, pode-se escolher x0 = 0 (KAKU, 1993).
1 Veja que o campo φ varia em uma pequena faixa ao longo do eixo x
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HaL

-6 -4 -2 2 4 6
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Φ

HbL

-6 -4 -2 2 4 6
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Φ

Figura 2 – (a) O kink. (b) O antikink com x0 = 0

Um fato interessante a notar é que o kink instala-se em um estado em que a metade

do campo habita em um vácuo e a outra metade no outro, isto também acontece com o

anti-kink. Em outras palavras o kink e anti-kink conectam os dois mínimos do potencial,

quer dizer que o kink vai de ϕ(x → −∞) = −v até ϕ(x → +∞) = +v, no entanto o

anti-kink vai de ϕ(x → −∞) = +v até ϕ(x → +∞) = −v.
Lembramos que a solução (2.3.5) foi obtida para soluções estáticas, por conseguinte, solu-

ções dependentes do tempo são alcançadas após um boost de Lorentz à eq. (2.3.5). Para

isso, precisamos ter em mente que o campo ϕ é um escalar e é invariante sob um boost,

devido a esse fato necessitamos apenas transformar a variável x dada em (2.3.5). Desse

modo, o kink em movimento será

ϕ(x, t) =
m√
λ

tanh

[
m√

2

(x− x0 − ut)√
1 − u2

]
(2.3.6)

onde o parâmetro u representa a velocidade do kink, e encontra-se em −1 < u < 1. Aqui,

x0 é a posição do centro do kink em t = 0.

No limite não relativístico, isto é, quando | u |≪ 1, o kink em movimento torna-se a

ϕ(x, t) =
m√
λ

tanh

[
m√

2
(x− x0 − ut)

]

2.4 A energia do Kink ϕ4

Para avaliar a energia, consideremos que o kink seja estacionário, ou seja, vamos

encontrar a energia do campo ϕ que é independente do tempo.

A densidade de energia foi escrita na eq. (2.1.10) como

ε(x) =
1

2

(
dϕ

dt

)2

+
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)

Note que o primeiro termo na equação acima representa a densidade da energia cinética,

a soma dos outros termos são chamados densidade da energia estática. Se considerarmos
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a condição dϕ
dt

= 0, teremos

ε(x) =
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ). (2.4.1)

Agora, considerando a eq. (2.3.2), podemos reescrever a equação acima como

ε(x) = 2V (ϕ) = 2
λ

4

(
ϕ2 − m2

λ

)2

. (2.4.2)

Como a energia precisa ser finita, o potencial V (ϕ) deve ir a um dois mínimos (vácuos)

quando x → ±∞, pois de outro modo, se substituirmos os dois termos da eq. (2.4.1) na ex-

pressão da energia total (veja eq. (2.1.8)) ela divergiria. Ou seja, como E = 2V (ϕi)
∫∞

−∞ dx,

então, vemos que para obter soluções fisicamente aceitáveis devemos ter que o potencial

assintoticamente deve ser V (ϕi) = 0. Substituindo (2.3.5) em (2.4.2), obtemos

ε(x) =
λ

2

(
m2

λ
tanh2 m√

2
(x− x0) − m2

λ

)2

=
λ

2

m4

λ2

(
tanh2 m√

2
(x− x0) − 1

)2

,

portanto, a densidade de energia para o kink é

ε(x) =
m4

2λ
sech4 m√

2
(x− x0) . (2.4.3)

Vemos que a distribuição de densidade de energia ε(x) está concentrada em torno de x0.

(Veja-se a figura 2.4). Alem disso, encontramos que ε(x) é finita tanto para o kink quanto

para o antikink.

Observe que a densidade de energia do kink é máxima, e igual a m4/2λ, no ponto x0.

Por esse motivo, o ponto x0 representa a posição do centro do kink. Ademais, note que

quando | x− x0 |>>
√

2/m a densidade de energia cai rapidamente a zero.

-4 -2 2 4
x

0.2
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0.8

1.0

ΕHxL

Figura 3 – Densidade de energia para o kink com x0 = 0

Se considerarmos que o campo ϕ representa a magnetização de um ferromagneto,

então para encontrar a energia total2 do kink, é necessário substituir a eq. (2.4.2) na eq.

(2.1.8), assim temos

E[ϕ] =

+∞∫

−∞
dx2V (ϕ) =

+∞∫

−∞
dϕ
dx

dϕ
2V (ϕ)

2 a densidade de energia para este sistema vai ser dada por (2.4.1), e o V (φ) é o potencial do modelo φ4
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E[ϕ] =

+v∫

−v

2V (ϕ)
dx

dϕ
dϕ,

logo, usando a equação (2.3.2), obtemos

E =
∫ +v

−v
2V (ϕ)

1√
2V (ϕ)

dϕ =
∫ +v

−v

√
2V (ϕ)dϕ. (2.4.4)

Ao colocarmos o potencial dado por (2.3.1) em (2.4.4) teremos

E =
∫ +v

−v

√√√√2
λ

4

(
ϕ2 − m2

λ

)2

dϕ =

√
λ

2

∫ +v

−v
| ϕ2 − m2

λ
| dϕ,

o valor absoluto garante que a energia seja positiva, logo

E =

√
λ

2

∣∣∣
(
ϕ3

3
− m2

λ
ϕ

)+v

−v

∣∣∣ =

√
λ

2

∣∣∣
v3

3
− m2

λ
v − (−v)3

3
+
m2

λ
(−v)

∣∣∣,

E =

√
λ

2

∣∣∣
v3

3
− m2

λ
v +

v3

3
− m2

λ
v
∣∣∣ =

√
λ

2

∣∣∣
2v3

3
− 2

m2

λ
v
∣∣∣,

substituindo o valor de v = m/
√
λ, vamos ter que

E =

√
λ

2

∣∣∣
2

3

m3

λ3/2
− 2

λ
m2 m

λ1/2

∣∣∣ =

√
λ

2

4m3

3λ3/2
. (2.4.5)

Assim, a energia total está dada por

E =
2
√

2

3

m3

λ
,

que corresponde à massa do kink. Como a energia do kink é finita, quer dizer que ele

existe.

2.5 Carga Topológica do Kink ϕ4

De acordo a equação (2.2.3), encontramos

Q =
1

2v
(ϕ(+∞) − ϕ(−∞)) (2.5.1)

Para o kink, temos que ϕ(+∞) = v e ϕ(−∞) = −v, portanto Q = +1 e para o antikink

temos que ϕ(−∞) = v e ϕ(∞) = −v, logo Q = −1.

Note que ao contrário de uma solução constante, isto é, quando ϕ(−∞) = ϕ(∞) = v,

temos Q = 0, quer dizer que o estado do vácuo tem carga igual a zero. Também, Vemos que

a carga Q é um número discreto, portanto, Q não pode ser transformado continuamente.

Quando as soluções possuem Q ̸= 0, dizemos que a solução é topológica. Do contrário,

quando Q = 0, dizemos que a solução é não topológica.
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2.6 Estabilidade linear

Nesta seção vamos investigar a estabilidade das soluções estáticas da equação de

movimento para o campo ϕ(x). O procedimento dado por (JACKIW, 1977), nos diz que

devemos introduzir pequenas perturbações de primeira ordem em torno das soluções. Ou

seja, vamos supor que a solução da eq. (2.1.4) é da forma:

ϕ(x, t) = ϕ(x) + η(x, t), (2.6.1)

onde ϕ(x) é solução da equação estática (2.1.5) e η(x, t) é uma pequena perturbação em

torno desta solução. Substituindo a eq. (2.6.1) em (2.1.4) encontramos que,

d2η

dt2
− d2ϕ

dx2
− d2η

dx2
+
dV

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x,t)

= 0. (2.6.2)

Fazendo uma expansão de Taylor para o potencial em torno de ϕ(x),

dV

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x,t)

=
dV

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

+ η
d2V

dϕ2

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

+
η2

2

d3V

dϕ3

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

+ ... , (2.6.3)

considerando termos até primeira ordem da eq. (2.6.3) e substituindo na eq. (2.6.2), ob-

temos,
d2η

dt2
− d2ϕ

dx2
− d2η

dx2
+
dV

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

+ η
d2V

dϕ2

∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

= 0. (2.6.4)

Os segundo e quarto termos da equação acima se anulam, se considerarmos a eq. (2.1.5).

Portanto, ficamos com a seguinte expressão

d2η

dt2
− d2η

dx2
+ u(x)η = 0, (2.6.5)

onde u(x) = (d2V/dϕ2)
∣∣∣∣
ϕ=ϕ(x)

. Usando a separação de variáveis para obter uma solução

para a eq. (2.6.5), ou seja, vamos supor uma solução do tipo

η(x, t) = η(x)T (t), (2.6.6)

então a última equação torna-se em

T
′′

(t)η(x) − η
′′

(x)T (t) + u(x)η(x)T (t) = 0, (2.6.7)

dividindo a eq. (2.6.7) por (2.6.6) obtemos

T
′′

(t)

T (t)
=
η

′′

(x)

η(x)
− u(x). (2.6.8)

Notamos que o lado esquerdo desta expressão depende só da variável t, enquanto o lado

direito depende de x. Isto quer dizer, que ambos lados da eq. (2.6.8) devem ser iguais a

uma constante. Seja −ω2
n a constante, então a última equação torna-se em

T
′′

(t) + ω2
nT (t) = 0 (2.6.9)
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e

−η′′

(x) + u(x)η(x) = ω2
nη(x). (2.6.10)

A equação (2.6.9) é do tipo oscilar harmônico e sua solução é escrita como

T (t) = T0 cos(wnt). (2.6.11)

A equação (2.6.10) é uma equação de autovalores tipo Schrödinger, a qual é expressa da

seguinte forma

Ĥηn(x) = ω2
nηn(x), (2.6.12)

onde Ĥ = − d2

dx2 +u(x) é o operador Hamiltoniano, ω2
n são os autovalores e ηn(x) representa

o conjunto de autofunções do operador Ĥ. Notamos que se tivermos ω2
n < 0, então ωn é

imaginário e nossa perturbação não seria pequena, isto é, teremos uma solução instável.

Entretanto, se ω2
n > 0, temos que ωn, é real, resultando em uma solução estável. Quando

ω2
n = 0, a solução é estável com perturbação constante no tempo.
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3 O Método de Bogomol’nyi

No capítulo 2, encontramos que a solução de uma equação diferencial não-linear

(defeito topológico) de segunda ordem para um campo escalar pode ser obtida resolvendo

a equação de movimento de Euler-Lagrange (GOLDSTEIN, 1965). No entanto, há um mé-

todo alternativo descoberto por (BOGOMOLNY, 1976) que encontra soluções de equações

diferenciais não-lineares de segunda ordem. Este método consiste na redução da equação

diferencial de segunda ordem para um sistema de duas equações diferenciais de primeira

ordem. Geralmente, as equações de campo de primeira ordem são chamadas equações

Bogomol’nyi, embora eles foram derivados por Belavin e Polyakov para um modelo da

teoria de Yang-Mills SU(2) (BELAVIN et al., 1975). Por exemplo, os monopólos em R
3

são soluções de uma equação diferencial parcial de primeira ordem que é uma equação de

Bogomol’nyi (SUTCLIFFE, 1997). Como as equações de Bogomol’nyi não envolvem deri-

vadas temporais, suas soluções são configurações solitônicas estáticas ou multi-solitônicas.

Modelos de campo que satisfazem as equações de Bogomol’nyi podem ser encontrados em

instantons de Yang Mills (VAINSHTEIN et al., 1982; IVANOVA, 2016), modelos sigma

gravitacionais (FORGÁCS; HORVATH; HORVATHY, 1994), e vários tipos de buracos

negros acoplados à matéria (BRADEN; VARELA, 1998). Por outro lado, as soluções

de Bogomol’nyi podem reproduzir os resultados experimentalmente de massas nucleares

como o He 4. Sem a equação de Bogomol’nyi, seria difícil compreender o cancelamento

exato entre a força magnética e força escalar, quando temos dois monopólos separados

(MANTON; SUTCLIFFE, 2004).

Para obter as equações de Bogomol’nyi, o primeiro passo consiste em reescrever

de uma forma conveniente a energia funcional, e assim pode-se evitar a resolução de

equações Euler-Lagrange. Logo, impomos a condição de que a energia é mínima avaliando

os termos presentes na energia funcional. Finalmente, obteremos a equação Bogomol’nyi.

A ideia principal do presente método baseia-se em que o potencial V tem que ser não

negativo e tem que ter pelo menos dois valores mínimos. Na seguinte seção, vamos aplicar

o método Bogolmony para o modelo ϕ4 .

3.1 O método de Bogomol’nyi

Temos que a energia funcional é escrita como (veja eq. (2.1.11))

E [ϕ] =

+∞∫

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dt

)2

+
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)


 (3.1.1)



Capítulo 3. O Método de Bogomol’nyi 28

como estamos interessados em soluções estáticas, a eq. (3.1.1) se reduz a

E [ϕ] =

+∞∫

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)


 . (3.1.2)

Completando quadrados a expressão em (3.1.2), pode ser reescrita como

E [ϕ] =

+∞∫

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dx
∓
√

2V (ϕ)

)2

±

+∞∫

−∞
dx
dϕ

dx

√
2V (ϕ), (3.1.3)

onde os sinais são usados para os kinks (superior) e antikinks (inferior). Como procuramos

o mínimo da energia, requeremos que

dϕ

dx
∓
√

2V (ϕ) = 0. (3.1.4)

Note que a eq. (3.1.4) é uma equação diferencial de primeira ordem e ela é chamada

equação de Bogomol’nyi.

Aplicando (3.1.4) em (3.1.3), temos que

Emin = ±
+∞∫

−∞
dx
dϕ

dx

√
2V (ϕ), (3.1.5)

isto quer dizer que a energia é mínima e chamada também energia Bogoml’nyi, Prasad e

Sommerfield (energia BPS). Por outro lado, note que a eq. (3.1.5) é valida sempre que o

potencial for positivo.

Se diferenciarmos (3.1.4) respeito à variável x, temos

ϕ′′ = ± 1√
2V

dV

dϕ

dϕ

dx
=
dV

dϕ
. (3.1.6)

A eq. (3.1.6) é a equação de movimento (2.1.5) que foi calculada para soluções estáticas.

Portanto, podemos concluir que as soluções da equação (3.1.4) são também soluções da

equação de movimento (2.1.5). Na seguinte seção, aplicaremos o método de Bogomol’nyi

para o modelo ϕ4.

3.2 Equação de Bogomol’nyi para o modelo ϕ4 (Kink Z2)

Usando a equação (3.1.2) e o potencial dado pela eq. (2.3.1), a funcional de energia

pode ser expressa como

E [ϕ] =
∫ +∞

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dx

)2

+
λ

4

(
m2

λ
− ϕ2

)2

 . (3.2.1)

Onde o potencial para o modelo ϕ4 foi reescrito (ver (VACHASPATI, 2006) ), para obter

soluções de campo escalar com os sinais corretos tanto para os kinks quanto para os



Capítulo 3. O Método de Bogomol’nyi 29

antikinks. Completando quadrados na equação (3.2.1), obteremos

E [ϕ] =
∫
dx




1

2


dϕ
dx

∓
√
λ

2

(
m2

λ
− ϕ2

)


2

±
√
λ

2

dϕ

dx

(
m2

λ
− ϕ2

)
 (3.2.2)

reescrevendo o segundo termo do lado direito de (3.2.2)

E [ϕ] =
∫
dx




1

2


dϕ
dx

±
√
λ

2

(
ϕ2 − m2

λ

)


2

∓
√
λ

2

d

dx

(
ϕ3

3
− m2ϕ

λ

)
 . (3.2.3)

Integrando o segundo termo da eq. (3.2.3), obtemos

E [ϕ] =
∫
dx




1

2


dϕ
dx

±
√
λ

2

(
ϕ2 − m2

λ

)


2

∓

√
λ

2

[
ϕ3

3
− m2ϕ

λ

]ϕ(x=+∞)

ϕ(x=−∞)

, (3.2.4)

onde os termos ϕ(x = +∞) e ϕ(x = −∞) são os mínimos do potencial que já foram

discutidos na seção 2.3. Avaliando o segundo termo para uma solução tipo kink, temos

que

1

3
ϕ3(x = +∞) − m2

λ
ϕ(x = +∞) − 1

3
ϕ3(x = −∞) +

m2

λ
ϕ(x = −∞) = − 4m3

3λ3/2
.

Substituindo essa última expressão em (3.2.4), temos que

E [ϕ] =
∫
dx




1

2


dϕ
dx

±
√
λ

2

(
ϕ2 − m2

λ

)


2

∓

√
λ

2

(
− 4m3

3λ3/2

)
.

Considerando sinais acima nesta última equação, obtemos

E [ϕ] =
1

2

∫
dx





dϕ
dx

+

√
λ

2

(
ϕ2 − m2

λ

)


2

+

2
√

2m3

3λ
. (3.2.5)

Agora, nós requeremos atingir o mínimo de E, para isso precisamos fazer o primeiro termo

igual a zero, isto é
dϕ

dx
+

√
λ

2

(
ϕ2 − m2

λ

)
= 0. (3.2.6)

A solução da eq. (3.2.6) é chamada kink (vide eq. (2.3.5)). Assim, as soluções que satisfa-

zem as equações de primeira ordem possuem energia mínima e é dada por

Emin =
2
√

2m3

3λ
. (3.2.7)

Em geral, a energia pode ser escrita em função da carga topológica Q, isto é

Emin =
2
√

2m3

3λ
| Q | (3.2.8)
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3.3 Equação de Bogomol’nyi para o potencial supersimétrico

Aqui vamos aplicar o método para Bogomol’nyi para um superpotencial. Estes

superpotenciais estão referidos a funções contínuas do campo que são usados em teorias

supersimétricas (EDELSTEIN et al., 1998). Lembre-se que as soluções de Bogomol’nyi

são válidas para modelos com potencial não negativos e que apresenta pelo menos dois

mínimos. O potencial é escrito em função do superpotencial W como:

V (ϕ) =
1

2
W 2

ϕ (3.3.1)

onde Wϕ = dW/dϕ. Usando as considerações da seção 3.2, podemos escrever a energia

como

E [ϕ] =
∫ +∞

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dx

)2

+
1

2

(
dW

dϕ

)2

 (3.3.2)

E [ϕ] =
1

2

∫ +∞

−∞
dx

(
dϕ

dx
∓ dW

dϕ

)2

±
∫ +∞

−∞
dx
dW

dϕ

dϕ

dx
, (3.3.3)

observe que o primeiro termo da integral é realmente positivo. A eq. (3.3.3) pode ser

reescrita como

E [ϕ] =
1

2

∫ +∞

−∞
dx

(
dϕ

dx
∓ dW

dϕ

)2

±
∫ +∞

−∞
dW, (3.3.4)

e a energia será mínima quando
dϕ

dx
∓ dW

dϕ
= 0, (3.3.5)

ou seja, temos obtido um sistema de duas equações diferenciais de primeira ordem. A

equação (3.3.5) também pode ser expressa como uma equação diferencial de segunda

ordem. Para conseguir isso, temos que diferenciar em função de x a eq. (3.3.5)

d2ϕ

dx2
= ± d

dx

(
dW

dϕ

)
=
d2W

dϕ2

dϕ

dx
=
dW

dϕ

d2W

dϕ2
= WϕWϕϕ. (3.3.6)

Portanto, a equação de movimento independente do tempo para um potencial supersi-

métrico é dada por (3.3.6). Por outro lado, se a equação (3.3.5) de primeira ordem for

satisfeita, então a energia BPS (3.3.4) será dada por

E =| W (ϕ(+∞) −W (ϕ(−∞) |=| ∆W | . (3.3.7)

Assim, vemos que para avaliar o valor da energia do sistema só necessitamos calcular o

superpotencial W (ϕ) e avaliar nos seus limites assintóticos.

A relação (3.3.1) pode reescrever-se como

dW

dϕ
=

√
2V ,
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inserindo o potencial ϕ4 nesta última equação, temos

dW

dϕ
=

√

2
λ

4
(v2 − ϕ2)2 =

√
λ

2

(
v2 − ϕ2

)

∫
dW =

√
λ

2

∫
(v2 − ϕ2)dϕ

W =

√
λ

2

(
v2ϕ− ϕ3

3

)

onde v = m/
√
λ. Lembre-se que ϕ(±∞) = ±v, então a energia será

E = | W (+v) −W (−v) |=
√
λ

2

(
v2ϕ− ϕ3

3

)ϕ=+v

ϕ=−v

E =

√
λ

2

(
v2v − v3

3
− v2(−v) +

(−v)3

3

)

E =
2
√

2m3

3λ

a qual é a mesma obtida na eq. (3.2.7), mas neste caso, a energia foi calculada a partir

do superpotencial do modelo ϕ4.

3.4 O método de Bogomol’nyi para dois campos escalares

Nesta seção aplicamos o método de Bogomol’nyi para o caso de dois campos esca-

lares acoplados estáticos. Neste caso, o potencial V (ϕ, χ) pode ser escrito em função do

superpotencial W (ϕ, χ) como

V (ϕ, χ) =
1

2
W 2

ϕ +
1

2
W 2

χ (3.4.1)

onde Wϕ = ∂W
∂ϕ
, Wχ = ∂W

dχ
e W (ϕ, χ) é uma função suave dois campos ϕ e χ.

Similarmente ao procedimento mostrado para calcular a energia de um campo escalar,

escrevemos a energia para o potencial dado por (3.4.1)

E =
∫ +∞

−∞
dx


1

2

(
dϕ

dx

)2

+
1

2

(
dχ

dx

)2

+ V (ϕ, χ)


 , (3.4.2)

substituindo o potencial dado por (3.4.1) em (3.4.2) temos

E =
1

2

∫ +∞

−∞
dx



(
dϕ

dx

)2

+

(
dχ

dx

)2

+ (Wϕ)2 + (Wχ)2


 , (3.4.3)

aproveitando o método que já conhecemos de completar quadrados, a equação acima

escreve-se como

E =
1

2

∫ +∞

−∞
dx



(
dϕ

dx
∓Wϕ

)2

+

(
dχ

dx
∓Wϕ

)2

±
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±1

2

∫ +∞

−∞
2dx

[
dϕ

dx
Wϕ +

dχ

dx
Wχ

]
, (3.4.4)

como queremos que a energia seja mínima, devemos impor que o primeiro termo entre

colchetes será igual a zero, portanto temos duas equações de primeira ordem

dϕ

dx
∓Wϕ = 0, (3.4.5)

dχ

dx
∓Wχ = 0, (3.4.6)

por conseguinte a energia será

E = ±
∫ +∞

−∞
dx

[
dϕ

dx
Wϕ +

dχ

dx
Wχ

]

=
∫ +∞

−∞
dx

[
dW

dx

]
= |∆W (ϕ, χ)| (3.4.7)

onde

∆W (ϕ, χ) = W [(ϕ(+∞), χ(+∞)] −W [(ϕ(−∞), χ(−∞)]. (3.4.8)

Novamente obtivemos o valor da energia e ela depende dos valores assintóticos do super-

potencial. A energia BPS será escrita como

EBP S ≡| △W (ϕ, χ) | . (3.4.9)

Como temos duas equações para resolver (3.4.5) e (3.4.6), necessitamos impor as condições

de contornos aos campos e às suas derivadas, isto é similar ao que foi feito quando se tinha

um único campo real. Assim,

lim
x→±∞

ϕ(x) ≡ ϕ± = ±v1 (3.4.10)

lim
x→±∞

χ(x) ≡ χ± = ±v2 (3.4.11)

e também

lim
x→±∞

(
dϕ

dx

)
= 0 (3.4.12)

lim
x→±∞

(
dχ

dx

)
= 0 (3.4.13)

onde v1 e v2 são os pontos mínimos do potencial V (ϕ, χ).

Se o modelo que estamos estudando possui um conjunto discreto de n mínimos, isto é,

(ϕ1, χ1), (ϕ2, χ2), ..., (ϕn, χn). Cada par de mínimos forma um setor topológico. Se alguns

dos setores topológicos tiverem soluções que obedecem as equações de primeira ordem,

então, eles serão chamados setores BPS. Além disso, cada setor BPS é identificado com

a energia do setor topológico. Assim, a configuração △Wi,j = |W (ϕi, χi) − W (ϕj, χj)|
corresponde à densidade de energia para uma parede de domínio BPS, onde o subscrito

indica a transição do i-ésimo vácuo ao j-ésimo vácuo.
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3.5 Estabilidade linear para soluções BPS

O problema da estabilidade linear será analisado utilizando os resultados obtidos

na seção 2.6. Quando as soluções são do tipo BPS, podemos reescrever o operador hamil-

toniano Ĥ da eq. (2.6.12) como

Ĥ = − d2

dx2
+
d2V

dϕ2
= − d2

dx2
+W 2

ϕϕ +WϕWϕϕϕ, (3.5.1)

onde usamos (3.3.1) e ainda utilizamos dV
dϕ

= 1
2

dW 2
φ

dϕ
= WϕWϕϕ. Devemos dizer que Ĥ

possui apenas autovalores positivos.

Seja dois operadores S+ e S− (SOUZA et al., 2012) escritos como

S± = − d

dx
± [Wϕϕ]ϕ=ϕs

, (3.5.2)

e

(S±)† =
d

dx
± [Wϕϕ]ϕ=ϕs

, (3.5.3)

onde S†
± representa o conjugado hermitiano de S±. Isto, nos permite definir os hamiltoni-

anos

Ĥ± = S†
± S±. (3.5.4)

Agora, aplicamos Ĥ sob um autoestado ξ. Assim,

Ĥ+ξ = (S+)† S+ξ =

(
d

dx
+Wϕϕ

)(
−dξ

dx
+Wϕϕξ

)
. (3.5.5)

Portanto,

Ĥ+ = − d2

dx2
+
dWϕϕ

dϕ

dϕ

dx
+W 2

ϕϕ = − d2

dx2
+Wϕϕ

2 +WϕϕϕWϕ. (3.5.6)

Onde utilizamos a eq. (3.3.5). Similarmente, obtemos

Ĥ− = − d2

dx2
+Wϕϕ

2 −WϕϕϕWϕ. (3.5.7)

Os operadores Ĥ+ e Ĥ− são chamados parceiros supersimétricos. Vemos que unicamente

a eq. (3.5.6) reproduz a eq. (3.5.1) e se fatoriza como a eq. (3.5.4). Por isto, Ĥ+ é um

operador não negativo. Devemos lembrar que a eq. (2.6.12) é dada por

Ĥη = w2η, (3.5.8)

multiplicando por η† pela esquerda e integrando, obtemos
∫ ∞

−∞
η†Ĥηdx =

∫ ∞

−∞
w2η†ηdx =

∫ ∞

−∞
η†S†

+S+ηdx, (3.5.9)

ou seja, temos que

w2 =

∫∞
−∞ |S+η|2dx
∫∞

−∞ |η|2dx . (3.5.10)

Assim, vemos que ω2 ≥ 0, isto quer dizer que todos os modos são positivos ou nulos. Por

conseguinte, as soluções BPS são linearmente estáveis sob pequenas perturbações.
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3.6 Paredes de domínio

Um termo bastante usado em física do ferromagnetismo e cosmologia que têm de-

sempenhado um papel importante no entendimento de alguns fenômenos é a parede de

domínio (Domain Wall). As paredes de domínio são sólitons topológicos que aparecem

como soluções em equações de campos não-lineares. Estes objetos matemáticos tem apli-

cações em diversas áreas da ciência e apresentam-se como transições de fase em diversos

sistemas. Por exemplo, supomos que no início do universo as paredes de domínio separa-

vam o universo em várias regiões não conectadas, isto é devido a que o universo sofreu

uma quebra de simetria (CARTER; HARTLE, 2012). No entanto, uma ideia bastante

intrigante é que talvez, a matéria escura e a energia escura podem encontrase dentro de

paredes de domínios formadas no início do universo (POSPELOV et al., 2013). Em mag-

netismo, existem regiões onde os dípolos magnéticos estão separados por uma fronteira a

qual chamamos parede de domínio magnético ou simplesmente parede de domínio. Dentro

deste domínio os dípolos magnéticos realizam uma transicão suave na sua orientacão. Um

experimento interesante para observar tais domínios pode ver-se em (TONOMURA et al.,

1980). No estudo de branas , as paredes de domínio são consideradas como um objeto de

dimensão 2 (RUBAKOV; SHAPOSHNIKOV, 1983). Por outro lado, quando uma parede

de domínio é formada, estas se podem dobrar, chocar, ou/e aniquilar (VACHASPATI,

2006).

3.6.1 Tipos de Paredes

A ideia para entender o ordenamento dos momentos magnéticos em materiais fer-

romagnéticos1 levou ao físico francês Pierre Weiss a introduzir a existência de domínios

magnéticos, isto é, os domínios magnéticos minimizam a energia dos materiais. Sem dú-

vida, como cada domínio é um sistema que possui uma magnetização uniforme, surge a

pergunta de porque o campo magnético dentro de cada domínio não atraem ou repelem

aos outros domínios. Então, Weiss sugeriu que dois domínios adjacentes estariam sepa-

rados através de uma região (parede de domínio) de distância finita onde ocorre uma

transição na orientação dos momentos magnéticos. Desta forma, a magnetização muda de

orientação de um domínio para o outro domínio. Assim, quando um campo magnético ex-

terno é aplicado sobre um material ferromagnético, a parede de domínio tem a minimizar

a energia magnética do sistema e leva a uma configuração mais favorável do sistema. No

estudo de domínios magnéticos, há dois tipos de estruturas, estes são:

(a) Parede de Néel:

Entre duas regiões magnéticas, há uma faixa onde os momentos magnéticos viram

progressivamente a partir de uma certa orientação de um primeiro domínio à outra
1 Ver (CHIKAZUMI; GRAHAM, 2009)
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orientação do segundo domínio. Na figura 4a, temos um material com largura w

e espessura d. Quando w → 0, a magnetização gira ao longo do eixo z no plano

y − z. Isto significa que na parede de Néel, os alinhamentos dos spins ocorrem em

um plano paralelo a superfície do material. Este tipo de parede é usado em fitas

delgadas de materiais ferromagnéticos.

(b) Parede de Bloch:

Esta parede é uma estrutura que está situada entre dois domínios com diferentes

momentos magnéticos, isto é, existem duas regiões com spins opostos. A parede de

Bloch é um tipo de parede onde os spins giram em um plano normal ao longo do

eixo z, isto é a magnetização gira no plano x − y (veja a figura 4b, que foi obtida

de (DEJONG; LIVESEY, 2015)). Uma aplicação muito interessante para formar

uma parede de Bloch por meio de dispositivos ópticos, pode ver-se na área da ótica

(IZÚS; MIGUEL; SANTAGIUSTINA, 2000).

Figura 4 – (a) Parede de Néel (b) Parede de Bloch

3.7 As equações de uma parede de Bloch

Nesta seção, a fim de encontrar as soluções para dois campos escalares acoplados,

seguimos as idéias desenvolvidas por (ALONSO-IZQUIERDO et al., 2013). Em unidades

naturais, a ação é dada por

S =
∫
dµx

[
1

2
∂µϕ ∂

µϕ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (ϕ, χ)
]
, (3.7.1)

onde µ = 0, 1. Portanto, a densidade Lagragiana para o nosso sistema em termos de dois

campos escalares reais ϕ e χ está definida como

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (ϕ, χ). (3.7.2)

Consideremos um modelo com um superpotencial dado por (SHIFMAN, 1998)

W (ϕ, χ) = ϕ− 1

3
ϕ3 − aϕχ2, (3.7.3)
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onde a é um parâmetro real positivo. As equações de movimento para soluções estáticas

ϕ = ϕ(x) e χ = χ(x) são resolvidas pelas equações diferenciais de primeira ordem

dϕ

dx
= ±(1 − ϕ2 − aχ2), (3.7.4)

dχ

dx
= ∓2aϕχ, (3.7.5)

onde usamos as equações (3.4.5) e (3.4.6) respectivamente. Doravante, vamos considerar

as equações com o sinal positivo. Enquanto as equações com sinal negativo serão obtidas

pela troca de sinal, já que o potencial na eq. (3.4.1) é simétrico. Como as condições

de contorno (3.4.12) e (3.4.13) devem ser cumpridas, então vemos que os mínimos do

potencial são satisfeitos quando Wϕ = 0 e Wχ = 0, ou seja, as duas equações acopladas

(3.7.4) e (3.7.5) tornam-se

1 − ϕ2 − aχ2 = 0

e

2aϕχ = 0

Na última relação, é claro que se a função ϕ é diferente de zero, então a função χ será

zero. Por isso, vemos que os mínimos do potencial são obtidos quando ϕ = ±1 e χ = 0.

Outra possibilidade é quando ϕ = 0 e χ = ±1/
√
a. Em resumo, encontramos os seguintes

pares de mínimos para essa teoria

(ϕ = ±1, χ = 0) e (ϕ = 0, χ = ± 1√
a
),

para a > 0. Se inserimos a eq. (3.7.3) na eq. (3.4.9), podemos encontrar a energia para as

configurações de vácuo. Assim, escrevemos os setores BPS como:

• Setor BPS(1): (±1, 0) → EBP S =| W (1, 0) −W (−1, 0) |= 4
3

• Setor BPS(2): (−1, 0) − (0,− 1√
a
) → EBP S =| W (−1, 0) −W (0,− 1√

a
) |= 2

3

• Setor BPS(2): (−1, 0) − (0, 1√
a
) → EBP S =| W (−1, 0) −W (0, 1√

a
) |= 2

3

• Setor BPS(2): (1, 0) − (0,− 1√
a
) → EBP S =| W (1, 0) −W (0,− 1√

a
) |= 2

3

• Setor BPS(2): (1, 0) − (0, 1√
a
) → EBP S =| W (1, 0) −W (0, 1√

a
) |= 2

3

• Setor não BPS(3) (0,± 1√
a
) → EBP S =| W (0, 1√

a
) −W (0,− 1√

a
) |= 0

Como o setor BPS(3) tem energia nula, esse setor não apresenta um defeito do tipo BPS

conectando os dois vácuos do potencial . O setor BPS(2) não é muito interessante embora

ele possua soluções BPS (veja apêndice A). Além disso, as soluções deste setor quando

são acopladas ao campo fermiônico não nos leva a obter soluções analíticas. Portanto,
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o primeiro setor é o mais interessante, onde pode ser utilizado o método das órbitas

(BAZEIA et al., 2002), esse método consiste em escolher uma órbita para desacoplar as

equações de movimento de dois campos, usando a seguinte relação (ver apêndice A)

ϕ2 +
a

1 − 2a
χ2 = 1. (3.7.6)

Para que a solução acima seja real temos que a ∈ (0, 1/2). Esta equação da órbita identi-

fica segmentos elípticos que conectam os mínimos (±1, 0). Neste caso temos as seguintes

soluções

ϕ(x) = tanh(2ax), (3.7.7)

χ(x) = ±
√

1

a
− 2 sech(2ax), (3.7.8)

as quais são conhecidos como paredes de Bloch. Discussões detalhadas podem ser encon-

tradas nas referências (SARKER; TRULLINGER; BISHOP, 1976; MONTONEN, 1976).

Note-se que quando a → 1/2 as soluções para dois campos transformam-se em uma

solução de um único campo, e esse tipo de configuração é chamada parede de Ising

(CHAIKIN; LUBENSKY; WITTEN, 1995).
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4 Férmions na presença de Bósons

Desde que a equação de Dirac apareceu em 1928, ela tem sido usada em muitas

áreas da física. Os campos fermiônicos desempenham um papel importante, especialmente

quando eles estão acoplados a campos bosônicos (escalares). Por exemplo, hoje em dia, a

localização de férmions em cenários mundos-brana (que usa paredes de Bloch em 5D) é um

área bastante interesante, não só porque permite obter resultados cosmológicos interessan-

tes, mas também porque aborda questões teóricas importantes, tal como o problema de

hierarquia (RANDALL; SUNDRUM, 1999). Outro fato importante no estudo do campo

fermiônico foi dado, quando Jackiw e Rebbi estudaram a interação de férmions não mas-

sivos com sólitons (kinks) em (1+1) dimensões, eles descobriram que o vácuo adquire um

número fermiônico fracionário (carga fracionada). Isto permitiu compreender a condutivi-

dade do poliacetileno (JACKIW; REBBI, 1976). Por outro lado, o estudo da interação de

férmions com campos bosônicos são geralmente analisadas considerando que os campos

escalares são externos e clássicos. Por conseguinte, o campo de Dirac é estudado naquele

background. Este tipo de descrição só é válida se considerarmos a energia dos bósons maior

que a energia dos férmions. Isso significa que para investigar a interação entre campos

bosônicos e fermiônicos, primeiro nós devemos construir a solução de bósons, ignorando a

presença de férmions, e em seguida considerarmos os férmions no background dos bósons.

4.1 Equação de Dirac

Quando Dirac propôs sua equação , o que ele estava procurando é livrar-se das

duas dificuldades (BJORKEN; DRELL, 1964) que encontrou na equação de Klein Gordon

(RYDER, 1996). Isto é, ele resolveu o problema de interpretação da densidade de proba-

bilidade negativa e energia negativa. Para superar tais problemas, ele construiu uma nova

equação de onda que contém apenas a primeira derivada tanto temporal e espacial, similar

à equação de Schrödinger. Assim, a equação de Dirac é de primeira ordem, e fornece uma

descrição de partículas com spin 1/2, como por exemplo, o elétron. Como a relatividade

especial trata o tempo e o espaço de maneira simétrica, ou seja, uma equação que contém

apenas a primeira derivada temporal, também deve conter só primeiras derivadas espaci-

ais, isto quer dizer que a equação de Dirac é relativisticamente covariante. Por isso, Dirac

escreveu sua nova equação de onda relativística da seguinte forma

i∂tψ = Ĥψ = (α · p̂+ βm)ψ (4.1.1)
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onde α e β são coeficientes. Elevando ao quadrado ambos os lados da eq. (4.1.1) e lem-

brando que Ĥ2 deve ter a forma da energia relativística (GREINER et al., 1990)

p̂2 +m2 =
∑

i

α2
i p̂

2
i +

∑

i,j

(αiαj + αjαi)p̂ip̂j +m
∑

i

(αiβ + βαi)p̂i + β2m2

esta equação só será verdadeira se

α2
i = 1, β2 = 1 (4.1.2)

{αi, αj} = αiαj + αjαi = 0 para i ̸= j (4.1.3)

{αi, β} = αiβ + βαi = 0, (4.1.4)

vemos que os coeficientes αi e β se fossem apenas números, eles comutam. Portanto, os

únicos objetos matemáticos que satisfazem as relações acima, são matrizes.

4.2 Matrizes Gama

Multiplicando a eq. (4.1.1) pela esquerda por β, obtemos

(iβ∂t − βα · p̂− β2m)ψ = 0. (4.2.1)

Definindo outro conjunto de matrizes

γ0 = β, γi = βαi, i = 1, 2, 3

e usando p̂ = −i−→∇ a eq. (4.2.1) pode ser reescrita como

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (4.2.2)

onde as matrizes γµ são também chamadas matrizes gama de Dirac.

Agora, multiplica-se a eq. (4.2.2) por (iγν∂ν −m), então

(iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ(x) = (−γµγν∂µ∂ν − 2imγµ∂µ +m2)ψ = 0 (4.2.3)

e usando o fato que ∂µ∂ν = ∂ν∂µ, a eq. (4.2.3) pode ser reescrita como

(
1

2
{γµ, γν}∂µ∂ν +m2

)
ψ = 0 (4.2.4)

a expressão acima deve ser a igual a equação de Klein Gordon (RYDER, 1996), portanto

as matrizes γ devem satisfazer a álgebra de Clifford

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2ηµν , (4.2.5)

onde ηµν é a componente (µ, ν) do tensor métrico no espaço tempo de Minkowski. Para

avaliar o traço da eq. (4.2.5), primeiro fazemos µ = ν, assim temos que
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γµγµ = ηµµ.

Se multiplicamos a relação acima por γν em ambos lados, obteremos

γνγµγµ = γνηµµ

logo, aplicando o traço

tr(γν) =
1

ηµµ
tr(γνγµγµ) = − 1

ηµµ
tr(γµγνγµ) = − 1

ηµµ
tr(γνγµγµ) = −tr(γν)

portanto tr(γν) = 0. Também, veja que

(
γ0
)2

= I , válido para µ = ν = 0

(
γi
)2

= −I , válido para µ = ν = i.

Para µ ̸= ν temos que

γµγν = −Iγνγµ (4.2.6)

onde I é a matriz identidade N x N . Aplicando o determinante a (4.2.6) temos

det(γµ)det(γν) = det(−I)det(γν)det(γµ), (4.2.7)

como os determinantes são simplesmente números ordinários, arranjando a expressão

acima obtemos

det(γµ)det(γν) = det(γµ)det(γν)det(−I)

det(γµ)det(γν) − det(γµ)det(γν)det(−I) = 0

det(γµ)det(γν)(1 − det(−I)) = 0

1 = det(−I) = (−1)N ,

quer dizer que N é par, ou seja, a dimensão da matriz gama é par.

Assim, as matrizes gama de menor dimensão serão matrizes 2 × 2 de traço nulo. Nós

sabemos que as matrizes de Pauli são de dimensão 2 × 2 e elas são de traço nulo, então só

necessitamos usar duas matrizes quando trabalhamos em (1 + 1) dimensões. Consequen-

temente, em (1 + 1) dimensões as matrizes a usar são

σ1 =


 0 1

1 0


 , σ2 =


 0 −i
i 0


 , σ3 =


 1 0

0 −1


 (4.2.8)

Por outro lado, em (3 + 1) dimensões, precisamos de 4 matrizes. Sabemos que as três

matrizes de Pauli não comutam. Poderíamos usar a matriz identidade para ter em total

4 matrizes, mas ela comuta com as matrizes de Pauli, e além disso tem o traço diferente

de zero, portanto, a relação de anticomutação (4.2.5) não é satisfeita. Quer dizer que em
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(3+1) dimensões, a dimensão das matrizes γν deve ser maior que 2. Assim, Dirac observou

que a matriz γν deve ser de dimensão 4, por conseguinte na equação de Dirac1, o espinor2

ψ deve ser uma matriz coluna de quatro componentes.

Uma representação das matrizes γµ é dada por

γi =


 0 σi

−σi 0


 , γ0 =


 I 0

0 −I




onde σi, (i = 1, 2, 3) são as matrizes de Pauli. Multiplicando a γi por β, temos βγi =

γ0γi = ββαi = αi. Então

αi = γ0γi =


 1 0

0 −1




 0 σi

−σi 0


 =


 0 σi

σi 0


 (4.2.9)

que explicitamente são dadas por:

α1 =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0




(4.2.10)

α2 =




0 0 0 −i
0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0




(4.2.11)

α3 =




0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0




(4.2.12)

β = γ0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




(4.2.13)

4.3 Transformações de Lorentz para espinores

Se considerarmos a equação de Dirac em dos sistemas de referencia x e x′, as quais

estão relacionadas pela transformação de Lorentz Λ. Utilizando a eq. (4.2.2) temos

iγµ∂ψ(x)

∂xµ
−mψ(x) = 0, (4.3.1)

iγµ∂ψ
′(x′)

∂x′µ −mψ′(x′) = 0, (4.3.2)

1 Matematicamente, a equação de Dirac é um sistema de 4 equações acopladas
2 Um espinor é o objeto matemático que pode ser transformado por transformações de Lorentz.
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onde x′µ = Λµ
νx

ν , e estamos usando o símbolo prima para indicar a novas coordenadas.

Observamos que as matrizes γµ não mudam com respeito ao sistemas de referencia x e

x′, porque elas são matrizes que possuem valores numéricos. Então, podemos relacionar

o novo espinor com o antigo espinor através da seguinte transformação

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x). (4.3.3)

Substituindo a eq. (4.3.3) em (4.3.2), obtemos

iγµ∂S(Λ)ψ(x)

∂x′µ −mS(Λ)ψ(x) = 0,

iγµ∂S(Λ)ψ(x)

Λµ
ν∂xν

−mS(Λ)ψ(x) = 0,

iγµΛν
µS(Λ)

∂ψ(x)

∂xν
−mS(Λ)ψ(x) = 0.

Multiplicando a última equação desde esquerda pela expressão S−1 e comparando-la com

a eq. (4.3.1), encontramos que S(Λ) deve satisfazer a seguinte relação

S−1(Λ)γµΛν
µS(Λ) = γν , (4.3.4)

onde S(Λ) é uma matriz 4×4. Se a matriz S satisfaz eq. (4.3.4), então a equação de Dirac

será covariante. Para uma transformação infinitesimal

Λµν = δµν + ωµν , (4.3.5)

onde ωµν é anti-simétrico em seus dois índices. Além disso, precisamos que S(Λ) seja linear

em os parâmetros de transformação ωµν e que reduz-se à transformação de identidade,

quando ωµν = 0. Podemos escrever

S(Λ) = I − i

2
ωµνSµν , (4.3.6)

onde Sµν são os geradores de transformação de Lorentz, a quais são escritas da seguinte

maneira

Sµν =
i

4
[γµ, γν ]. (4.3.7)

Os geradores de boost são

S0i =
i

4
[γ0, γi] = − i

2


 σi 0

0 −σi


 , (4.3.8)

e os geradores de rotação são

S ij =
i

4
[γi, γj] =

1

2
ϵijk


 σk 0

0 −σk


 . (4.3.9)

Usando a relação (4.3.4), vemos que S†(Λ)γ0S(Λ) = γ0. Se substituirmos a eq. (4.3.6)

nesta expressão, obtemos

(Sµν)†γ0 = γ0Sµν . (4.3.10)
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Para escrever a densidade Lagrangiana para a teoria de Dirac, devemos multiplicar dois

espinores de Dirac, tal que podamos obter um escalar de Lorentz. Obviamente o produto

ψ†ψ não é possível, já que não é um invariante de Lorentz. Uma possibilidade é definir

ψ ≡ ψ†γ0. (4.3.11)

Sobre uma transformação de Lorentz infinitesimal, temos

ψ → ψ†
(
I +

i

2
ωµν(Sµν)†

)
γ0. (4.3.12)

Considerando os geradores de rotação, onde µ e ν são diferente de zero, temos que (Sµν)† =

Sµν , portanto chegamos a obter a relação dada por (4.3.10). Assim mesmo, considerando

os geradores de boost, onde µ ou ν é zero. Encontramos que (Sµν)† = −Sµν , e Sµν anti-

comuta com γ0. Ou seja, a matriz γ0 encontra-se a esquerda de Sµν . Em consequência,

temos a seguinte lei de transformação

ψ → ψS−1(Λ). (4.3.13)

Logo, temos que

ψ(x)ψ(x) → ψ†(x)γ0ψ(x) = ψ†(Λ−1x)S†(Λ)γ0S(Λ)ψ(Λ−1x) = ψ†(Λ−1x)γ0ψ(Λ−1x),

quer disser que a quantidade ψψ é um escalar de Lorentz. Portanto, podemos escrever a

densidade Lagrangiana livre para campos espinoriares da seguinte forma

LDirac = ψ (iγµ∂µ −m)ψ. (4.3.14)

4.4 Solução da equação livre de Dirac em (3 + 1) dimensões

As soluções de onda para a equação de Klein Gordon são do tipo onda plana, e

como a função de onda Dirac deve satisfazer a equação KG, então, é natural procurar

soluções da equação de Dirac na forma de onda plana. Portanto usamos o seguinte ansatz

ϕ(x) = au(p)e−ixµ.pµ

. (4.4.1)

Aqui, a é uma constante de normalização, pµ = (E,p), e u é um espinor de quatro

componentes independentes da variável x. Se substituímos a relação (4.4.1) na equação

de Dirac, teremos

(γµpµ −m)u = 0 (4.4.2)

Usando a convenção de separar o espinor u em dois espinores uA e uB, cada um com duas

componentes:

u =


 uA

uB


 (4.4.3)
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podemos avaliar a seguinte expressão

γµpµ = γ0p0 − γ · p = E


 1 0

0 −1


−


 0 σ

−σ 0


 · p

deste modo

(γµpµ −m)u =


 E −m −σ · p

σ · p −E −m




 uA

uB




=


 (E −m)uA −σ · puB

σ · puA −(E +m)uB


 . (4.4.4)

Logo, como as equações (4.4.2) e (4.4.4) são iguais a zero, então obtemos duas equações

acopladas

(σ · p)uB = (E −m)uA (4.4.5)

(σ · p)uA = (E +m)uB (4.4.6)

ou seja,

uA =
1

E −m
(σ · p)uB, uB =

1

E +m
(σ · p)uA (4.4.7)

calculando σ · p

σ · p =


 pz px − ipy

px + ipy −pz


 (4.4.8)

podemos encontrar as soluções (GREINER et al., 1990). Substituindo (4.4.8) em (4.4.7),

obtemos

uB =
1

E +m


 pz px − ipy

px + ipy −pz


uA. (4.4.9)

Agora, só precisamos fazer uma escolha adequada para uA. Lembre-se que uA é um espinor

de duas componentes, assim

uA =


 1

0


 ou uA =


 0

1


 (4.4.10)

por conseguinte teremos

u1 = N1




1

0
pz

E+m
px+ipy

E+m




e u2 = N2




0

1
px−ipy

E+m
−pz

E+m



, (4.4.11)

onde N1 e N2 são fatores de normalização. Se p = 0 teremos soluções que correspondem a

uma partícula em repouso, com E =
√
m2 + p2 > 0. Repetindo o mesmo processo acima

para uB encontramos os outros espinores (ver (GRIFFITHS, ) )

u3 = N3




pz

E−m
px+ipy

E−m

1

0




e u4 = N4




px−ipy

E−m
−pz

E−m

0

1



, (4.4.12)
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com E = −
√
m2 + p2 < 0. Aqui N3 e N4 são também fatores de normalização. A eq.

(4.4.12) pode ser escrita também como

u3 = N3




− pz

|E|+m

− px+ipy

|E|+m

1

0




e u4 = N4




− px−ipy

|E|+m
pz

|E|+m

0

1



,

onde |E| = | −
√
m2 + p2 |.

4.5 A equação de Dirac unidimensional

Nesta seção vamos assumir que a equação de Dirac depende só da coordenada x.

Portanto, a eq. (4.1.1) é dada por,

Ĥψ(x, t) = (−iα1
∂

∂x
+ βm)ψ(x, t). (4.5.1)

Se considerarmos a função de onda escrita na seguinte forma (estado estacionário)

ψ(x, t) = ϕ(x)exp(−iEt), (4.5.2)

e substituindo (4.5.2) em (4.5.1) obtemos

Eϕ(x) = (−iα1
∂

∂x
+ βm)ϕ(x), (4.5.3)

a qual é uma equação de Dirac unidimensional independente do tempo. Substituindo

ϕ =




ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4



,

a eq. (4.2.10) e a matriz β em (4.5.3), teremos

E




ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4




=




0 0 0 −i ∂
∂x

0 0 −i ∂
∂x

0

0 −i ∂
∂x

0 0

−i ∂
∂x

0 0 0







ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4




+




m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 −m 0

0 0 0 −m







ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4




a qual fornece um sistema de quatro equações diferencias acopladas de primeira ordem

dadas por:

Eϕ1 = mϕ1 − i
∂

∂x
ϕ4 (4.5.4)

Eϕ2 = mϕ2 − i
∂

∂x
ϕ3 (4.5.5)

Eϕ3 = −mϕ3 − i
∂

∂x
ϕ2 (4.5.6)

Eϕ4 = −mϕ4 − i
∂

∂x
ϕ1 . (4.5.7)
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Se definirmos

Φ =


 ϕ1

ϕ4


 ou Φ =


 ϕ2

ϕ3




as equações (4.5.4) e (4.5.7) podem ser reescritas em forma compacta como

EΦ = −iσ1
∂Φ

∂x
+mσ3Φ (4.5.8)

esta última expressão é a equação de Dirac unidimensional (STRANGE, 1998), ou seja,

o número de componentes do espinor de Dirac é reduzido à metade. Comparando (4.5.3)

com (4.5.8), concluímos que α1 → σ1 e β → σ3. Dessa forma, vemos que em uma dimensão

unicamente precisamos uma função de onda com duas componentes, um deles relacionado

ao componente superior e o outro a componente inferior. Similarmente se escrevermos em

forma compacta as equações (4.5.5) e (4.5.6), chegamos a uma equação igual a (4.5.8).

4.6 Campos de interação

Geralmente, as teorias de campo livre são caracterizadas por um Lagrangiano

quadrático, que ao aplicar o principio de Hamilton, obtemos as equações de movimento;

e estas equações têm soluções exatas. Na verdade, dois sistemas bastante conhecidos que

possuem soluções exatas são o átomo de hidrogênio e o oscilador harmônico. As teorias de

campos livres, nós da uma descrição aproximada das partículas encontradas na natureza.

Para obter uma representação do mundo real, devemos incluir termos de interação na

densidade Lagrangiana. Estes novos termos adicionais podem envolver o produto dos

campos da teoria que estão sendo estudados.

A maneira de exemplo, vejamos dois tipos de interações importantes:

1. Teoria ϕ4:

Em física de partículas, o campo de auto interação de Higgs consiste na utilização

de interações ϕ4. A densidade Lagrangiana para a a teoria ϕ4 é expressa como

L =
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4, (4.6.1)

onde λ é uma constante de acoplamento com λ ≪ 1. Além disso, o último termo

desta equação é o termo de interação.

2. Teoria Escalar de Yukawa:

L = ∂µφ
∗∂µφ+

1

2
∂µϕ∂ϕ

µ −M2φ∗φ− 1

2
m2ϕ2 − ηφ∗φϕ, (4.6.2)

com η ≪ M,m. Esta teoria acopla um campo escalar complexo φ com o campo

escalar real ϕ. Isto é, o termo de interação é φ∗φϕ.
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4.7 Acoplamento Bóson-Férmion

Para acoplar um campo escalar e um campo de férmions, é preciso utilizar o

acoplamento de Yukawa. Este tipo de acoplamento foi introduzido pela primeira vez por

Hideki Yukawa, ele usou um bóson sem spin (pion) para descrever a força nuclear entre

os núcleones (férmions). Este tipo de acoplamento é também utilizado no modelo padrão

para estudar o acoplamento entre o campo escalar de Higgs e quarks sem massa. Na seção

4.3 obtivemos que ψψ é um escalar de Lorentz. Se multiplicarmos essa expressão por um

campo escalar, obteremos o termo de interação (veja eq. 4.6.2), que é também um escalar

de Lorentz. Por conseguinte, a densidade Lagrangiana para o acoplamento entre um bosón

e um férmion é expressa da seguinte forma

LYukawa(ϕ, ψ) = ηψ(x)J(ϕ)ψ(x),

onde o vetor coluna ψ = ψ†γ0 e J(ϕ) uma função dependente de um campo escalar.

Esta expressão é chamada interação de Yukawa e η é chamada constante de acoplamento

de Yukawa, a qual indica a intensidade do acoplamento entre os campos bosônicos e

fermiônicos. Assim, a densidade Lagrangiana de um campo escalar interagindo com um

campo de Dirac é:

Ltotal = L campo

escalar
(ϕ) + L campo

fermiônico
(ψ) + LYukawa(ϕ, ψ).

Como exemplo, vamos ver a densidade Lagrangiana para um campo de escalar real inte-

ragindo com o campo de Dirac:

L campo

escalar
=

1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ)

LDirac = ψ(iγµ∂µ −m)ψ

LYukawa = −ηψJ(ϕ)ψ

então a densidade Lagrangiana total será

LTotal =
1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ) + ψ(iγµ∂µ −m)ψ − ηψJ(ϕ)ψ.

Para o caso de um sistema de dois campos escalares reais interagindo com um campo de

Dirac, o termo da interação dependerá dos dois campos e a densidade Lagrangiana total

será dada por

LTotal =
1

2
∂µϕ∂µϕ+

1

2
∂µχ∂µχ− V (ϕ, χ) + ψ(iγµ∂µ −m)ψ − ηψJ(ϕ, χ)ψ.
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5 Férmions em uma parede de domínio de

Bloch

Nas últimas décadas tem havido uma miríade de pesquisas que estudam o compor-

tamento dos férmions em diferentes backgrounds topológicos. Em uma dimensão espacial,

o campo solitônico (campo background) pode ser o kink. O vórtice de Abrikosov-Nielsen-

Olesen (JACKIW; ROSSI, 1981) e o monopólo de Hoof’t-Polyavok são backgrounds solitô-

nicos em duas e três dimensões, respectivamente. Sempre que o campo de Dirac é resolvido

nesses backgrounds, além das soluções de energia positiva e negativa, podem existir ener-

gia zero se o férmion é não massivo, o que implica que pode ser encontrado os modos

zero normalizáveis. As implicações físicas dos modos zero são muito surpreendentes em

QCD (HOOFT, 1976), além da sua utilidade em explorar a supercondutividade de cordas

cósmicas (POLCHINSKI, 2005). O sistema férmion-sóliton em uma dimensão espacial é

particularmente interessante, já que pode ser verificado na física da matéria condensada

como um sistema de elétrons na presença de uma parede de domínio, uma aplicação deste

sistema foi encontrada no poliacetileno. Recorrendo à discussão apresentada na seção 3.7

sobre a solução de dois campos escalares reais acoplados, neste capítulo, procuramos a

solução do campo de férmions em uma parede de Bloch, isto é, procuramos soluções de

modo zero, estados ligados e estados de espalhamento .

5.1 Revisão do acoplamento entre bósons e férmions em (1 + 1)

dimensões

No capítulo anterior, encontramos soluções para dois campos escalares reais aco-

plados, os quais formam uma parede de Bloch. Estas soluções serão expressas pela função

F (ϕ, χ). No entanto, precisamos lembrar que os férmions podem obter massa através do

mecanismo de Higgs (RUBAKOV, 2009). Uma maneira de fazer isso é considerar um aco-

plamento de Yukawa entre o férmion e o campo de Higgs. Para nosso caso, os dois campos

escalares reais desempenham o papel do campo de Higgs. Quando os campos escalares

adquirem o valor de vácuo (mínimo do potencial), estes campos se transformam em uma

constante que multiplica o férmion e este termo é conhecido como termo de massa para

o férmion. Portanto, para desenvolver nosso trabalho, consideraremos um campo fermiô-

nico não massivo. Assim, nesta seção, vamos aplicar todas as ferramentas matemáticas

que foram vistas até agora.

Considere uma densidade lagrangiana dada por

L(x, t) =
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (ϕ, χ) + Ψ[iγµ∂µ − ηJ(ϕ, χ)]Ψ, (5.1.1)
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onde a função J depende de dois campos bosônicos e Ψ é o espinor de Dirac.

O potencial V (ϕ, χ) de nosso interesse, é expresso em termos do superpotencial W por

V (ϕ, χ) =
1

2

(
∂W

∂ϕ

)2

+
1

2

(
∂W

∂χ

)2

, (5.1.2)

onde o superpotencial W = W (ϕ, χ) está dado por

W (ϕ, χ) = ϕ− 1

3
ϕ3 − aϕχ2. (5.1.3)

Calculando as derivadas parciais de W com respeito aos campos ϕ e χ, o potencial será

V (ϕ, χ) =
1

2

(
ϕ2 − 1

)2 − aχ2 + a(1 + 2a)ϕ2χ2 +
1

2
a2χ4. (5.1.4)

A ação em (1 + 1) dimensões de um campo de Dirac interagindo com os campos escalares

é

S =
∫
d2x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (ϕ, χ) + iΨ̄γµ∂µΨ − ηΨ̄J(ϕ, χ)Ψ
]
, (5.1.5)

as matrizes γ representam as matrizes de Dirac. Ademais, η é o acoplamento constante

entre férmions e campos escalares. A ação (5.1.5) pode separar-se em duas partes

S =
∫
d2x

(
S campo

escalar

)
+
∫
d2x

(
S campo

fermiônico

)
,

onde a ação do campo escalar corresponde aos primeiros termos1 e a ação do campo

fermiônico corresponde aos últimos dois termos na equação (5.1.5), respetivamente.

Se considerarmos que os campos ϕ e χ não dependem do tempo, então podemos usar o

método de Bogomol’nyi para dois campos escalares acoplados (veja seções 3.4 e 3.7). Por

conseguinte, as equações de movimento para os campos ϕ e χ são

dϕ

dx
= 1 − ϕ2 − aχ2,

dχ

dx
= −2aϕχ,

e as soluções das equações acima são

ϕ = ±tanh2ax e χ = ±
√

1

a
− 2 sech2ax, (5.1.6)

as soluções (5.1.6) foram obtidas usando o método das órbitas dado por (BAZEIA et al.,

2002).

Até agora, apenas temos encontrado as soluções dos campo escalares. Na seção seguinte,

nos dedicamos a obtenção das soluções para o campo fermiônico.
1 A parte bosônica é resolvida sem a presença do campo fermiônico, ver (JACKIW; REBBI, 1976)
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5.2 Interação com férmions

Aplicando o princípio de mínima ação do Hamilton, isto é, se fizermos δS = 0 sob

uma variação δΨ, obtemos

δS =
∫
d2xδΨ(iγµ∂µΨ − ηJ(ϕ, χ)Ψ) = 0,

como esta relação é satisfeita para qualquer δΨ, então a expressão entre parênteses deve

ser zero em todos os pontos do espaço-tempo em (1 + 1) dimensões. Assim a equação do

movimento é dada por

(iγµ∂µ − ηJ(ϕ, χ))Ψ = 0. (5.2.1)

Se compararmos as equações (5.2.1) e (4.2.2), notamos que a função J(ϕ(x), χ(x)) atua

como massa fermiônica que depende do espaço. Como J(ϕ, χ) é independente do tempo,

podemos escrever Ψ(x, t) = ψ(x) exp (−iEt), onde E é a energia do férmion, de tal modo

que a equação de Dirac independente do tempo torna-se

[
γ0E + iγ1∂1 − ηJ(ϕ, χ)

]
ψ(x) = 0. (5.2.2)

Para ter uma expressão explícita para as matrizes γ0 e γ1, podemos escolher as matrizes

2 × 2 de Pauli. Pode-se escolher explicitamente γ0 = σ1 e γ1 = iσ3. O espinor pode

ser escrito como ψT = (ψ+ ψ−) , de tal modo que a equação de Dirac dá origem a duas

equações de primeira ordem acopladas

dψ+

dx
+ ηJ(ϕ, χ)ψ+ = Eψ− (5.2.3)

dψ−
dx

− ηJ(ϕ, χ)ψ− = −Eψ+ . (5.2.4)

Em termos de ψ+ e ψ− , o espinor é normalizado como

∫ +∞

−∞
dx
(
|ψ+|2 + |ψ−|2

)
= 1, (5.2.5)

assim ψ+ e ψ− são funções quadráticas integráveis. O acoplamento entre as componentes

inferior e superior do espinor de Dirac pode ser eliminado formalmente para E ̸= 0,

assim as eqs. (5.2.3) e (5.2.4) podem ser escritas como um par de equações diferenciais de

segunda ordem

−d2ψ±
dx2

+
(
η2J2 ∓ ηJ ′

)
ψ± = E2ψ± . (5.2.6)

Estes últimos resultados nos dizem que a solução para este tipo de problema consiste na

procura de soluções para duas equações do tipo Schrödinger. Não se deve esquecer, ainda

que as equações para ψ+ ou ψ− não são de fato independentes, porque E2 aparece em

ambas equações. Até agora, temos considerado soluções para E ̸= 0, no entanto, também

pode obter possíveis soluções de energia nula (soluções de modo zero). Estas soluções
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de modo zero podem ser obtidas diretamente a partir das equações de primeira ordem

(5.2.3)-(5.2.4). Pode-se observar que as componentes superior e inferior do modo zero da

solução são

ψ+ = N+ exp (−ηJ ) (5.2.7)

ψ− = N− exp (ηJ ), (5.2.8)

onde N+ and N− são constantes de normalização e

J =
∫ x

0
dyJ(ϕ(y), χ(y)). (5.2.9)

A fim de garantir a condição de normalização (5.2.5) para as soluções de modo zero, o

integrando da condição de normalização deve ser convergente, isto é,
∫ +∞

−∞
dx
[
|N+| 2 exp (−2ηJ ) + |N−| 2 exp (2ηJ )

]
< ∞. (5.2.10)

Este resultado mostra claramente que a normalização do modo zero é decidida pelo com-

portamento assintótico de J (x). Pode-se verificar que é impossível ter ambas componentes

do espinor diferentes de zero simultaneamente como soluções fisicamente aceitáveis. Agora

que conhecemos as equações principais que descrevem a interação de férmions com uma

parede de Bloch, estamos em condição de utilizar a maquinaria matemática desenvol-

vida acima, a fim de resolver a equação de Dirac para um acoplamento de Yukawa, onde

encontraremos soluções analíticas.

5.3 Férmions numa parede de Bloch

Já que estamos procurando soluções analíticas para a equação (5.2.6), vamos definir

a forma da função J(ϕ, χ) simplesmente como uma soma dos campos, isto é, J(ϕ, χ) =

ϕ + χ. Se pudéssemos ter escolhido a função J como os produtos dos campos ϕ e χ,

não obteremos soluções analíticas quando J é substituída na eq. (5.2.6). Portanto, se

considerarmos a primeira opção, a eq. (5.2.6) torna-se

−d2ψ±
dx2

+ V
(±)

eff ψ± = Eeffψ± , (5.3.1)

onde Eeff e Veff são convenientemente escritos como

Eeff = E2 − η2 , (5.3.2)

V
(±)

eff = V
(±)

1 sech2(2ax) + V
(±)

2 tanh(2ax) sech(2ax) , (5.3.3)

com

V
(±)

1 = η
[
η
(

1

a
− 3

)
∓ 2a

]
, (5.3.4)
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V
(±)

2 = 2η (η ± a)

√
1

a
− 2 . (5.3.5)

A solução da eq. (5.3.1) para o potencial (5.3.3) é precisamente a solução conhecida

da equação do Schödinger para o potencial Scarf hiperbólico (ou Scarf II), ver figura

5. É instrutivo notar, porém, que os parâmetros η e a do potencial efetivo Scarf hi-

perbólico não são parâmetros livres. Veja figura 5 que Eeff < 0 corresponde a estados

ligados e Eeff > 0 corresponde a estados de espalhamento. O número de aplicações do

-4 -2 2 4
x

-0.2
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0.4
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0.8
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1.2

Veff HxL

Figura 5 – O potencial Scarf

potencial Scarf II varia desde física de estado sólido, física de partículas até a eletrodi-

nâmica. Assim, por exemplo na física do estado sólido, esse potencial é usado para mo-

delar potenciais periódicos (EGRIFES; DEMIRHAN; BUYUKKILIC, 2000). Na eletrodi-

nâmica, o potencial Scarf hiperbólico aparece em problemas com potencial não centrais

(ALVAREZ-CASTILLO; KIRCHBACH, 2007).

5.3.1 Estados de espalhamento

Os estados de espalhamento são também conhecidos como estados não ligados

(PHILLIPS, 2013) , ocorrem quando uma partícula não tem seu movimento limitado, isto

deve-se a que a energia da partícula é maior que a energia de um potencial dado, ou seja,

a partícula não é confinada pelo potencial. Um exemplo típico de estado não ligado é uma

partícula livre movendo-se na direção x. O espectro de energia destes estados é contínuo,

isto é, os autovalores de energia dos estados de espalhamento formam um conjunto não

enumerável e os autoestados são não localizados, isso implica que as autofunções destes

estados são não normalizáveis.

Para resolver a eq. (5.3.1), definimos uma nova variável z = i sinh 2ax. Assim, a eq. (5.3.1),

para a componente ψ+ , pode ser reescrita da seguinte forma

d2ψ+

dz2
− z

1 − z2

dψ+

dz
+
β2 − ε2 − iγ2z + ε2z2

(1 − z2)2
ψ+ = 0 , (5.3.6)
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com

β =

√
V

(+)
1

2a
,

γ =

√
V

(+)
2

2a
, (5.3.7)

ε =

√
Eeff

2a
.

Observe que a eq. (5.3.6) é uma equação diferencial ordinária do tipo y′′(x) +P (x)y′(x) +

Q(x)y(x) = 0, onde os coeficientes P (x) e Q(x) são funções racionais, que possuem pontos

singulares. Para procurar uma solução da equação diferencial de segunda ordem, devemos

utilizar o método de Frobenius, ou seja, devemos escrever uma solução na forma de série

de potencia em torno os pontos singulares.

Agora, tendo em conta os pontos de singularidade da eq. (5.3.6) em z = 1 e z = −1,

postulamos o ansatz

ψ+ = (1 − z)
1
4

+ µ

2 (1 + z)
1
4

+ ν
2F (z). (5.3.8)

Então, a eq. (5.3.6) é levada a

(1 − z2)F ′′(z) + [ν − µ− (µ+ ν + 2)z]F ′(z) −
1

2
(2ε+ µ+ ν + 1)

[
µ+ ν + 1 − 1

2
(2ε+ µ+ ν + 1)

]
F (z) = 0, (5.3.9)

onde F ′(z) significa derivada em relação a z, e os parâmetros µ e ν estão definidos da

seguinte forma

µ = −1

2

√
1 − 4β2 + 4iγ2, ν = −1

2

√
1 − 4β2 − 4iγ2. (5.3.10)

As duas soluções linearmente independentes de (5.3.9) são funções de Jacobi P (a,b)
n (y) que

também podem ser expressas por funções hipergeométricas2
2F1 (a, b, c, y) (ver apêndice

B). Por conseguinte, uma solução geral para o componente superior do espinor pode ser

escrito como uma combinação linear destas duas soluções independentes de espalhamento,

de tal modo que a eq. (5.3.8) é expressa como

ψ+ = α1f1(z) + α2f2(z), (5.3.11)

onde

f1(z) = (1 + z)− s−iλ
2 (1 − z)− s+iλ

2 2F1

(
−s− ik,−s+ ik, iλ− s+

1

2
,
1 + z

2

)
(5.3.12)

f2(z) = (1 + z)
s+1−iλ

2 (1 − z)− s+iλ
2 ×

2F1

(
1

2
− iλ− ik,

1

2
− iλ+ ik, s+

3

2
− iλ,

1 + z

2

)
, (5.3.13)

2 Veja (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964)
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com s = −(µ + ν + 1)/2, λ = i(µ − ν)/2 e k = ε. Aproveitando a seguinte fórmula

assintótica da função hipergeométrica (ver apêndice B) :

lim
|y|→∞ 2F1 (a, b, c, y) = Γ(c)

(
Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−y)−a +

Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−y)−b

)
(5.3.14)

e o limite elementar limx→±∞ sinh x = ±1
2

exp(±x), podemos obter o comportamento de

f1 e f2 em x → ±∞, assim para o caso de x → ∞, temos que para f1

lim
x→+∞

f1(x) = a1+e2iakx + b1+e−2iakx (5.3.15)

com

a1+ =
e− π

2
(λ−k+is)

2s+2ik

Γ(iλ− s+ 1
2
)Γ(2ik)

Γ(−s+ ik)Γ(1
2

+ iλ+ ik)
, (5.3.16)

b1+ =
e− π

2
(λ+k+is)

2s−2ik

Γ(iλ− s+ 1
2
)Γ(−2ik)

Γ(−s− ik)Γ(1
2

+ iλ− ik)
. (5.3.17)

Da mesma forma, para o caso de x −→ −∞ para f1 encontramos

lim
x→−∞

f1(x) = a1−e2iakx + b1−e−2iakx (5.3.18)

com

a1− = eπ(λ+k+is)b1+ , (5.3.19)

b1− = eπ(λ−k+is)a1+ . (5.3.20)

O procedimento é repetido para a segunda solução f2, com o seguintes resultados

lim
x→+∞

f2(x) = a2+e2iakx + b2+e−2iakx (5.3.21)

onde

a2+ =
e

π
2

(λ+k+i(s+1))

2iλ+2ik− 1
2

Γ(−iλ+ s+ 3
2
)Γ(2ik)

Γ(−iλ+ ik + 1
2
)Γ(ik + s+ 1)

, (5.3.22)

b2+ =
e

π
2

(λ−k+i(s+1))

2iλ−2ik− 1
2

Γ(−iλ+ s+ 3
2
)Γ(−2ik)

Γ(−iλ− ik + 1
2
)Γ(−ik + s+ 1)

, (5.3.23)

e

lim
x→−∞

f2(x) = a2−e2iakx + b2−e−2iakx, (5.3.24)

onde

a2− = e−π(λ−k+i(s+1))b2+, (5.3.25)

b2− = e−π(λ+k+i(s+1))a2+. (5.3.26)

Finalmente, o componente superior do espinor é expressa como

ψ+(x → ±∞) = A±e2iakx +B±e−2iakx, (5.3.27)
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com A± = α1a1± + α2a2± e B± = α1b1± + α2b2±. A componente inferior ψ−(x → ±∞)

pode ser obtido através da substituição da solução assintótica (5.3.27) na eq. (5.2.3).
(
dψ+

dx

)
+ ηJψ+ = Eψ− (5.3.28)

d

dx

(
A±e

2iakx +B±e
−2iakx

)
+ ηJ

(
A±e

2iakx +B±e
−2iakx

)
= Eψ− (5.3.29)

A±2iake2iakx − 2iakB±e
−2iakx + ηJA±e

2iakx + ηJB±e
−2iakx = Eψ−. (5.3.30)

Se considerarmos uma partícula incidente desde a esquerda, na (5.3.27) devemos fazer

B+ = 0 . Isto nós fornece o seguinte vínculo α1b1+ = −α2b2+. E a eq. (5.3.30) torna-se em

A±
2iak

E
e2iakx + η

J

E
A±e

2iakx = ψ−, (5.3.31)

portanto, tem-se

ψ− = A±
2iak + ηJ

E
e2iakx. (5.3.32)

Então, o espinor é dado por

ψ =


 ψ+

ψ−


 =


 A+e

2iakx

A+le
2iakx


 = A+


 1

l


 e2iakx, (5.3.33)

onde l = 2iak+ηJ
E

. Assim, o comportamento assintótico do espinor é representado pelas

seguintes soluções

ψ(x → +∞) = A+


 1

l


 e2iakx, (5.3.34)

ψ(x → −∞) = A−


 1

l


 e2iakx +B−


 1

l∗


 e−2iakx. (5.3.35)

Desta forma, é possível a construção da corrente de Dirac e o coeficiente de transmissão

é expresso como

T =
|A+|2

|A−|2
=

sinh2(2πk)

[cosh(2πk) − cos(2πs)] [cosh(2πλ) + cos(2πk)]

O comportamento do coeficiente de transmissão é mostrado na seguinte figura.



Capítulo 5. Férmions em uma parede de domínio de Bloch 56

1.5 2.0 2.5 3.0
ã

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T

Figura 6 – O coeficiente de transmissão

5.3.2 Estados ligados

Na mecânica quântica, um estado ligado (GRIFFITHS; HARRIS, 1995) descreve

um sistema onde a partícula está localizada numa região do espaço, devido a um potencial.

Este potencial pode ser externo, ou ser resultado da presença de outra partícula. Por

exemplo, um próton e um elétron podem mover-se separadamente, quando isso acontece,

a energia total do centro de massa é positiva, portanto tem-se um átomo ionizado. Se o

elétron começa a orbitar ao redor do próton, a energia torna-se negativa, e forma-se um

estado ligado que é conhecido como o átomo de hidrogênio. Como um estado ligado existe

dentro de uma região, a densidade de probabilidade deve ser finita. Além disso, as funções

dos estados ligados caem rapidamente (ψ(x → ±∞) → 0) de modo que a probabilidade

de encontrá-la em regiões distantes do espaço é desprezível. Matematicamente, um estado

ligado é um estado no espaço de Hilbert e ao conjunto de estados ligados temos associado

um espectro discreto de energia, isto é, estados ligados são autoestados de energia de

quadrado integrável. Por isso, a função de onda de um estado ligado deve satisfazer
∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx < ∞.

A solução de estado ligado pode ser obtido da eq. (5.3.9) através dos polinômios de Jacobi

P (a,b)
n (y), o qual pode ser expresso pela função hipergeométrica. Assim a solução da eq.

(5.3.9) é dada por

F (z) ∝ 2F1

(
−s− ik̃,−s+ ik̃, iλ− s+

1

2
,
1 + z

2

)
.

Onde k̃ = iκ, com κ =
√

−Eeff

2a
. Lembrando que para estados ligados temos que Eeff < 0,

portanto κ ∈ R. Substituindo o valor de k̃ na última equação, obtemos

F (z) ∝ 2F1

(
−s+ κ,−s− κ, iλ− s+

1

2
,
1 + z

2

)
. (5.3.36)

A finitude da função de onda exige que F (z) deve virar um polinômio. Isto poderá ser

alcançado, desde que

κ− s = −n, n = 0, 1, 2, ... , (5.3.37)
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ou seja, κ = s− n. Como κ é um número real positivo, então temos que n < s. Isso quer

dizer que o número quântico n = 0, 1, 2... < s. Logo da eq. (5.3.37) temos que

κ2 = (s− n)2.

Desde o qual temos que

−Eeff

4a2
= (s− n)2.

Logo

Eeff = −4a2(s− n)2. (5.3.38)

Substituindo (5.3.2) em (5.3.38) chega-se a

En = ±
√
η2 − 4a2(s− n)2. (5.3.39)

Como é esperado, vemos que a energia é finita, isto nos indica que o número de estados

ligados dentro do potencial Scarf hiperbólico é finito. Isto concorda com o que é visto

na figura 5 sobre o fato de que o potencial de Scarf II pode ter um número limitado

de estados discretos. Veja que a energia En é simétrica com respeito ao valor de E = 0.

Também, devemos dizer que energias com sinal “+” representam as energias das partículas

e energias com sinal “ − ” representam energias das antipartículas.

5.3.3 Solução de modo zero

Uma solução de modo zero é aquele estado que possui autovalor de energia zero.

Matematicamente, se temos um operador Ô que atua sob uma função, isto é, Ôψj = λjψj,

para algum autovalor λj, a solução de modo zero é dada quando λj = 0. Isto é, o operador

Ô aniquila a autofunção ψj dando um autovalor igual a zero.

Considerando a solução para E = 0 nas equações (5.2.3) e (5.2.4), obtem-se as seguintes

relações
dψ±
dx

= ∓ηJ(ϕ, χ)ψ± , (5.3.40)

que facilmente podemos integrar, dando

ψ± = N±e
∓η
∫ x

0
J(ϕ,χ)dy. (5.3.41)

Considerando, J(ϕ, χ) = ϕ+ χ, e integrando J

J =
∫ x

0
(ϕ+ χ)dy =

∫ x

0


tanh(2ay) +

√
1

a
− 2 sech(2ay)


 dy. (5.3.42)

Portanto, temos

J =
1

2a
{arctan [sinh(2ax)] + ln [cosh(2ax)]} . (5.3.43)

Para este caso, o integrando em (5.2.10) pode ser expresso como

I = |N+| 2 exp (−2η J ) + |N−| 2 exp (2η J ) , (5.3.44)
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O comportamento da eq. (5.3.44) quando |x| → ∞ é

I → |N+| 2 exp (−2η|x|) + |N−| 2 exp (2η| x|) . (5.3.45)

Este resultado mostra claramente que a solução de modo zero é normalizada para η > 0

e N− = 0 ou η < 0 e N+ = 0.

Note que as componentes superior e inferior do modo zero são ψ± = N±e
∓ηJ , ou seja o

espinor pode ser escrito como

ψ =


 ψ+

ψ−


 =





N+


 1

0


 e−ηJ , para η > 0

N−


 0

1


 e+ηJ , para η < 0.

(5.3.46)

Vemos que a densidade de probabilidade para o modo zero cai suavemente quando |x| →
∞

-10 -5 5 10
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Figura 7 – Densidade de probabilidade como função da posição, para η = 1 e a = 0.4
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Considerações Finais

Nesta dissertação estudamos um modelo que descreve a interação entre um campo

de Dirac e dois campos escalares reais em (1 + 1) dimensões. Estes campos escalares

formam um domínio topológico que é conhecido como uma parede de Bloch. Consequen-

temente, os campos fermiônicos admitem soluções onde a parede de Bloch é considerada

como um campo de background.

Primeiro, nós deduzimos o modelo matemático que descreve a interação dos férmi-

ons com a parede de Bloch, este modelo é determinado pela equação de Dirac na parede

de Bloch em (1 + 1) dimensões. Devido à redução unidimensional da equação de Dirac,

encontramos que o espinor tem só duas componentes as quais encontram-se acopladas.

Para desacoplar tais equações, tivemos que expressar uma componente em função da ou-

tra. Assim, obtemos uma equação diferencial tipo Schrödinger com um potencial Scarf

hiperbólico para cada componente do espinor. É importante referir que o potencial Scarf

hiperbólico e suas soluções exatas são entidades matemáticas interessantes, com várias

aplicações em física, que vão desde a mecânica quântica supersimétrica até teoria de

campo.

Fazendo uma mudança de variável, podemos solucionar a equação tipo Schrödinger.

Isto nos levou a encontrar facilmente uma equação diferencial hipergeométrica cujas solu-

ções analíticas exatas já são conhecidas. Em consequência, os autovalores e autofunções

do campo fermiônico foram encontradas sem necessidade de usar alguma aproximação

ou algum outro método já conhecido na literatura, tal como o método Nikiforov-Uvarov

(NIKIFOROV; UVAROV, 1988).

Vale a pena mencionar que neste estudo dos férmions interagindo com uma parede

de Bloch apresentam três classes de soluções, as quais são soluções de espalhamento,

soluções de estados ligados e o estado de modo zero (E = 0). Em relação aos estados

de espalhamento, quando o férmion encontra-se nas regiões afastadas (x → ±∞) da

influência do potencial Scarf II, encontramos soluções tipo onda plana (partícula livre),

o que já é esperado dado que o potencial Scarf II é nulo nessas regiões. Além disso, no

estudo dos estados de espalhamento, que não são normalizáveis, calculamos o coeficiente

de transmissão.

Em relação às soluções de estados ligados encontramos o espectro de energia para

os férmions armadilhados na parede de Bloch. Este espectro é descrito por um conjunto

discreto e finito de valores n inteiros não-negativos. Finalmente, quando abordamos o caso

de soluções de modo zero, mostramos que é impossível ter ambas componentes do espinor

diferentes de zero ao mesmo tempo como soluções físicas aceitáveis. Neste caso a solução
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de modo zero é normalizada para η > 0 e N− = 0 ou η < 0 e N+ = 0. Um trabalho

futuro pode ser feito se considerarmos o efeito de back-reaction, ou seja, o efeito do campo

fermiônico na solução solitônica (parede de Bloch). Esse processo é importante quando

estudam-se modelos solitônicos supersimétricos.
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APÊNDICE A – Apêndice Método da

Órbita-Tentativa

Para desacoplar equações de movimento para dois campos escalares em (1+1) di-

mensões, o método da órbita da tentativa (RAJARAMAN, 1979) é bastante útil. Este

método procura encontrar uma curva chamada órbita, a qual vai estar definida por uma

função dos campos. Além disso, essa órbita deve satisfazer as condições de contorno.

Aqui, vamos seguir o procedimento desenvolvido por (BAZEIA et al., 2002), que nos in-

dica a seguir os seguintes passos:

1. Selecionamos um setor BPS, o qual vai estar dado pelos pares de mínimos (ϕi, χi)

e (ϕj, χj) do superpotencial. Além disso, a energia BPS deve satisfazer △Wij ≡|
W (ϕi, χi) −W (ϕj, χj) |≠ 0.

2. Escolhemos como equação da órbita uma função F , tal que F (ϕ, χ) = 0, e esta

função deve verificar os mínimos do sector BPS, isto é F (ϕi, χi) = 0, e F (ϕj, χj) = 0.

3. Fazemos o teste de compatibilidade entre a equação da órbita e das equações de

primeira ordem. Este teste é obtida diferenciando a equação da órbita com respeito

a x . Isto é
dF

dx
≡ Fϕ

dϕ

dx
+ Fχ

dχ

dx
= 0. (A.0.1)

Usando as equações de primeira ordem, obtemos

∂F

∂ϕ
Wϕ +

∂F

∂χ
Wχ = 0. (A.0.2)

Matematicamente, esta última equação é equivalente a equação da órbita, isto é, a

compatibilidade é verificada se a eq. (A.0.2) é satisfeita.

Um exemplo do método da órbita-tentativa:

Vamos rever o exemplo usado na seção 3.6. O superpotencial foi dado por

W (ϕ, χ) = ϕ− 1

3
ϕ3 − rϕχ2. (A.0.3)

As equações de primeira ordem são dadas por

dϕ

dx
= 1 − ϕ2 − rχ2 (A.0.4)

dχ

dx
= −2rϕχ. (A.0.5)
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Os pontos mínimos para o superpotencial que foram obtidos são

v1 = (−1, 0), v2 = (1, 0), (A.0.6)

v3 = (0,−
√
λ

µ
), v4 = (0,

√
λ

µ
), (A.0.7)

Caso I: r < 0

Para este caso o superpotencial tem os mínimos v1,2 = (±1, 0). Uma solução para este

setor corresponde a ϕ(x) = tanh(x) e χ = 0, porém o modelo dado por (A.0.3) pode ser

resolvido. As soluções não apresentam uma órbita que conecta os mínimos (±1, 0), ou

seja, o sistema não tem soluções topológicas.

Caso II: r > 0

Como primeiro passo, escolhemos o setor BPS dado por v1,2(±1, 0). Além disso, obser-

vamos que W (1, 0) ̸= W (−1, 0). O segundo passo nos disse que devemos selecionar uma

órbita, e ela pode ser escrita como

1 + aϕ2 + bχ2 = 0. (A.0.8)

Aplicando os pontos mínimos, encontramos que 1 + a = 0, portanto a equação da órbita

é 1 − ϕ2 + bχ2 = 0. Para o terceiro passo, diferenciamos a equação da órbita com respeito

à variável x, e obteremos −ϕ(dϕ/dx) + bχ(dχ/dx) = 0. Nesta, última expressão inserimos

as equações (A.0.4) e (A.0.5), assim:

−ϕ(1 − ϕ2 − rχ2) + bχ(−2rϕχ) = 0,

comparando com a equação da órbita (A.0.8) vemos que b = r(2b− 1), ou seja, a equação

da órbita está dada por

ϕ2 +
r

1 − 2r
χ2 = 1, (A.0.9)

e ela conecta os mínimos (±1, 0) para 0 < r < 1/2. Substituindo a eq. (A.0.9) na eq.

(A.0.4), obteremos

dϕ

dx
= (1 − ϕ2) − (1 − ϕ2)(1 − 2r) = 2r(1 − ϕ2), (A.0.10)

cuja integração resulta em

ϕ(x) = tanh[2r(x− x0)], (A.0.11)

substituindo a equação acima na equação da órbita (A.0.9) obtêm-se

χ(x) = ±
√

1

r
− 2 sech[2r(x− x0)]. (A.0.12)

Desta última equação notamos dois detalhes: O primeiro se deve a que se r é negativo,

então o campo χ não seria um campo real. Do fato, estaríamos no caso I. O segundo
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detalhe, é quando r → 1/2, portanto o campo χ = 0 e ϕ(x) = tanh(x), ou seja novamente

teríamos a solução do caso I.

De outra parte, para o setor v1,3, Bazeia nos disse que podemos considerar como órbita a

seguinte equação

rχ2 = 1 − ϕ, para r = 1/4. (A.0.13)

Substituindo a equação acima em (A.0.4) e integrando, obtemos

ϕ(x) = ±1

2

[
1 + tanh

(
x

2

)]
. (A.0.14)

Agora, levando a eq. (A.0.14) na equação da órbita (A.0.13), obtemos que o campo χ é

χ(x) = ±
√

2
(

1 − tanh
(
x

2

))
(A.0.15)
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APÊNDICE B – Apêndice Função

Hipergeométrica

A equação diferencial hipergeométrica apresenta a seguinte forma

z(1 − z)
d2u

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

du

dz
− abu = 0 (B.0.1)

onde os parâmetros a, b, c são independentes de z, e eles podem ser complexos. Note-se

que a equação é invariante se a ↔ b. Esta equação diferencial tem três singularidades em

z = 0, 1,∞, e para resolvê-la usamos o método de série de potências desenvolvido por

Frobenius, que consiste em assumir como solução:

u(z) =
∞∑

n=0

anz
n+s, (B.0.2)

substituindo esta serie em (B.0.1), obtemos

(z−z2)
∞∑

n=0

an(n+s)(n+s−1)zn+s−2+[c−(a+b+1)z]
∞∑

n=0

an(n+s)zn+s−1−ab
∞∑

n=0

anz
n+s = 0.

(B.0.3)

Rearranjando os termos desta última equação na seguinte forma

∞∑

n=0

an(n+ s)(n+ s+ c− 1)zn+s−1 −
∞∑

n=0

an[(n+ s)(n+ s+ a+ b) + ab]zn+s = 0. (B.0.4)

Redefinindo o índice somatório na primeira soma da eq. (B.0.4) e combinando os coefici-

entes que tem a mesma potencia em z, ou seja

a0s(s+c−1)zs−1 +
∞∑

n=0

{(n+s+1)(n+s+c)an+1 − [(n+s+a+b)(n+s)+ab]an}zn+s = 0.

(B.0.5)

Como esta equação é valida para qualquer valor de z, então os coeficientes de z devem

ser iguais a zero. Assim,

s(s+ c− 1)a0 = 0 (B.0.6)

e

an+1 =
(n+ s)(n+ s+ a+ b) + ab

(n+ s+ 1)(n+ s+ c)
an. (B.0.7)

Vemos que se a0 = 0 na eq. (B.0.7), então an = 0 para todo valor de n e portanto temos

como solução u(z) = 0. Para obter soluções não triviais temos que considerar a0 ̸= 0.

Nesse caso, da eq. (B.0.6), se considerarmos s = 0, a eq. (B.0.7) torna-se

an+1 =
(n)(n+ a+ b) + ab

(n+ 1)(n+ c)
an =

(n+ a)(n+ b)

(n+ 1)(n+ c)
an. (B.0.8)
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Os primeiros coeficientes são

a1 =
ab

c
a0,

a2 =
(a+ 1)(b+ 1)

2(c+ 1)
a1 =

a(a+ 1)b(b+ 1)

1 · 2c(c+ 1)
a0,

a3 =
(a+ 2)(b+ 2)

3(c+ 2)
a2 =

a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

1 · 2 · 3c(c+ 1)(c+ 2)
a0.

Note-se que o n-ésimo coeficiente é escrito como

an =
a(a+ 1)(a+ 2)...(a+ n− 1)b(b+ 1)(b+ 2)...(b+ n− 1)

n!c(c+ 1)(c+ 2)...(c+ n− 1)
a0. (B.0.9)

Por conseguinte, obtemos a solução para a eq. (B.0.1)

u(z) = a0

[
1 +

∞∑

n=1

a(a+ 1)(a+ 2)...(a+ n− 1)b(b+ 1)(b+ 2)...(b+ n− 1)

n!c(c+ 1)(c+ 2)...(c+ n− 1)
zn

]
.

(B.0.10)

Usando o símbolo de Pochhammer

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
, (B.0.11)

que está relacionado com a função gamma Γ(z + 1) = zΓ(z) = z! = z(z − 1)!. Logo, a

equação (B.0.11) pode reescrever-se como

u(z) = F (a, b; c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

n!(c)n

zn. (B.0.12)

Esta função F (a, b; c; z) que está definida mediante uma serie é conhecida como função hi-

pergeométrica e ela é denotada por alguns autores por 2F1(a, b; c; z). A solução (B.0.12) faz

sentido se nenhum dos termos do denominado é igual a zero, ou seja, a solução F (a, b; c; z)

existe se temos que c ̸= −n. Também, devemos dizer que quando a = −n ou b = −n a

série termina e define um polinómio de grau n.

Obtivemos uma solução dada por (B.0.10) quando consideramos s = 0. Para obter a

segunda solução, devemos fazer s = −c + 1 (ver eq. (B.0.6)). Assim, rearranjando a eq.

(B.0.7) obtemos que

an+1 =
[n+ (2 − c) − 1][n+ (2 − c) − 1 + a+ b] + ab

(n+ 1)(n+ 2 − c)
an. (B.0.13)

Se escrevemos c = 2 − c′, então (B.0.13) torna-se em

an+1 =
(n+ c′ − 1 + a)(n+ c′ − 1 + b)

(n+ 1)(n+ c′)
an. (B.0.14)

Comparando as equações (B.0.14) e (B.0.8) temos que a′ = 1 + a − c e b′ = 1 + b − c.

Portanto, a eq. (B.0.14) estará expressada como

an+1 =
(n+ a′)(n+ b′)

(n+ 1)(n+ c′)
an. (B.0.15)
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Assim, a segunda solução está dada por u(z) = z1−cF (1 + a − c, 1 + b − c; 2 − c; z). A

solução geral será uma combinação linear das soluções encontradas, isto é

u(z) = AF (a, b; c; z) +Bz1−cF (1 + a− c, 1 + b− c; 2 − c; z). (B.0.16)

Representações Integrais

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0
tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt (ℜc > ℜb > 0) (B.0.17)

Esta integral representa uma função analítica no plano z que corta o eixo real desde 1 até

∞. Outra integral importante é

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

2πiΓ(a)Γ(b)

∫ −∞

∞

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)
Γ(c+ s)

(z)sds (ℜc > ℜb > 0)

(B.0.18)

Transformações lineares

Das equações B.0.17 e B.0.18 podem-se obter muitas formulas de transformação. A con-

tinuação presentamos as formulas usadas nesta dissertação.

F (a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−aF (a, 1 − c+ a; 1 − b+ a;

1

z
)

+
Γ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−z)−bF (b, 1 − c+ b; 1 − a+ b;

1

z
) (| arg(−z) |< π).

Quando z → ∞ teremos

F (a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−a +

Γ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−z)−b (B.0.19)


