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RESUMO

A distribuicao de probabilidade Binomial é uma das mais utilizadas para representar dados
de variaveis aleatorias discretas. Neste trabalho, apresentamos a construcao do modelo
Binomial e suas principais caracteristicas. O relacionamento com outras distribuicoes é
explorado seguindo os aspectos tedricos e exemplos de aplicagoes. Os exemplos usando
dados do campeonato brasileiro de futebol podem se tornar uma proposta motivadora
para os alunos do Ensino Médio. A metodologia é aplicada com o apoio computacional

do software livre GeoGebra.

Palavras-chave: Distribuicao binomial, variaveis aleatérias discretas, funcao de proba-

bilidade, software GeoGebra.



ABSTRACT

The Binomial probability distribution is one of the most commonly used to represent data
of discrete random variables. In this work, we present the construction of the Binomial
model and its main characteristics. The relationship with other distributions is explored
following the theoretical aspects and examples of applications. The examples using data
from the Brazilian soccer championship can become a motivational proposal for the stu-
dents of the High School. The methodology is applied with the computational support of

free software Geogebra.

Keywords: Binomial distribution, discrete random variables, probability function, soft-

ware Geogebra.
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1 Introducao

A Distribuicao de probabilidade Binomial é uma das mais utilizadas para representar
dados de variaveis aleatorias discretas. Ela estd associada a problemas de contagens em
que uma variavel de interesse X representa o nimero de vezes que um particular evento
ocorre em n repetigdes independentes de um experimento aleatério. Meyer (2010), Bussab
& Morettin (2010) e Magalhaes (2006), por exemplo, sdo boas recomendagoes para aqueles

que desejam se iniciar no estudo de probabilidade e varidveis aleatérias.

Conjecturamos que a distribuicao Binomial se estudada de forma dinamica com
o auxilio de ferramentas tecnoldgicas e aplicagoes relacionadas a temas como o esporte,
comum ao cotidiano dos discentes, pode ser mais atrativa nas disciplinas de matematica
e estatistica do Ensino Médio. Neste nivel de ensino, podemos relacionar Dante (2011) e
lezzi (2013) como referéncias fundamentais ao aprendizado. Entretanto, podemos verificar

que no Ensino Médio essa distribuigao precisa ser melhor abordada em sala de aula.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB) em varios artigos,
reforga essa necessidade; coloquemos em evidéncia o artigo Art. 35, inciso IV, quando diz
que uma das finalidades do Ensino Médio como etapa final da educacgao béasica é a com-
preensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos, relacionando

a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

As principais caracteristicas da distribuicao Binomial e relacoes com outras
distribuicoes estao apresentadas. A metodologia aplicada enfatiza os aspectos tedricos
desenvolvidos, incluindo aplicagoes com dados do campeonato brasileiro de futebol com
apoio computacional na construcao e visualizacao de graficos e tabelas. O trabalho tem
subsidios necessarios para motivar alunos de matematica para projetos em duas grandes

areas do conhecimento, a estatistica e a probabilidade.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da distribuicao de probabilidade Bino-

mial e suas aplicagoes, relacionando-a com outras variaveis aleatorias. Especificamente,
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destacamos os seguintes objetivos:

e Introduzir a definicao e alguns conceitos basicos de varidveis aleatérias;
e Definir e determinar algumas caracteristicas da distribuicao binomial;

e Apresentar algumas distribuicoes de probabilidade importantes relacionadas com a

binomial;

e Apresentar e utilizar a calculadora de probabilidade do GeoGebra (Hohenwarter,
2004) como auxilio na construcao de tabelas, gréaficos e solugao dos problemas apli-

cados;

e Propor alternativas para resolugoes de exercicios, fazendo analogia entre uma solucao

escrita e a solugao usando a calculadora de probabilidade do GeoGebra.

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 definimos varidveis aleatérias, funcoes de probabilidade, funcao densidade
de probabilidade e distribuigao acumulada. Uma introducao a fungoes de v.a’s é realizada.
Algumas caracteristicas como valor esperado e variancia sao estudados. A distribuicao
uniforme continua e a distribuicao normal estao apresentadas. No Capitulo 3 apresen-
tamos a distribuicao binomial, mostrando exemplos, definindo a v.a binomial e demons-
trando sua funcao de probabilidade. Neste capitulo, determinamos o valor esperado e a
variancia de uma variavel aleatoria com distribuicao binomial, depois relacionamos esta
distribuicao com as de Bernoulli, Poisson, geométrica, binomial negativa, hipergeométrica,
multinomial e normal, esta tltima por ser a mais importante variavel aleatéria continua,
ja que o tratamento principal aqui é a distribuicao de probabilidade da variavel aleatoéria
discreta, a binomial. O Capitulo 4, estd dividido em duas partes: A primeira consiste em
aplicar o conhecimento de varidveis aleatorias num tema muito popular, o campeonato
brasileiro de futebol; na segunda apresentamos algumas aplicagoes que desenvolvemos
utilizando a Calculadora de Probabilidade do GeoGebra como ferramenta no auxilio das

solugoes. No Capitulo 5, apresentamos as consideracoes finais.
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2 Variaveis Aleatorias

O espaco amostral 2 de um experimento aleatério, algumas vezes nao esta represen-
tado por quantidades numéricas. Por exemplo, suponha que no lancamento de uma
moeda n vezes, desejamos observar as faces voltadas para cima e contar o numero de
caras nos n lancamentos. Ao i-ésimo lancamento podemos associar um espaco amostral
Q; = {cara,coroa}, i = 1,--- n. Contudo, em muitas situa¢oes experimentais, hé o
interesse na mensuragao de alguma coisa e no seu registro como um numero. Mesmo
quando os resultados nao sao numéricos, podemos atribuir um nimero a cada resultado
do experimento. Por exemplo, podemos atribuir o valor um ou zero a cada ocorréncia de

cara ou coroa, respectivamente.

Uma variavel aleatéria X associa um valor numérico a cada resultado elementar
de um experimento aleatério. A Figura 2.1 mostra uma representacao esquematica de uma

varidvel aleatodria.

Figura 2.1: Representacao esquematica de uma varidvel aleatéria X.

Fonte: wikipedia.

Definicao 2.1. Seja (2 um espago amostral associado ao experimento aleatério. Uma

fungao X, que associa a cada elemento w € 2 um numero real, X(w), é denominada
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varidvel aleatdria (v.a.).

Em muitos casos, {2 tem como resultado um nimero; entao X (z;) = x;. Geral-
mente, estamos interessados nos valores numéricos da v.a. Por isso, em muitas situacgoes
a natureza de X ¢é desprezada. Entretanto, é importante compreender a relagao entre a

origem e os valores assumidos pela v.a. X (Meyer, 2010).

2.1 Variavel aleatéria discreta

Uma v.a. ¢ definida como sendo discreta quando o nimero de valores possiveis que a

varidvel assume for finito ou infinito enumeravel.

Exemplo 2.1. Seja X uma v.a. que representa o nimero de caras obtidas em n lancamentos

de uma moeda, entao X é uma v.a. discreta.

2.1.1 Funcao de probabilidade

Esta funcao é associada as variaveis aleatorias discretas. Uma v.a. discreta estd bem

caracterizada se conhecermos a sua funcao de probabilidade dada pela seguinte definicao.

Definicao 2.2. (Bussab & Morettin, 2010). Chama-se func¢ao de probabilidade da v.a.
discreta X, que assume os valores z, xa,... Tp..., a fungdo (z;,p(x;)),i =1,2..., que a

cada valor de x; associa a sua probabilidade de ocorréncia, isto é,
p(x;)) =P(X =u;),i=0,1,2,... (2.1)
A fungao de probabilidade de X, satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 2.1. 0 < p(z;) < 1,Vi=1,2,...;

Propriedade 2.2. ) p(z;) = 1.

A funcao de probabilidade de uma v.a. discreta X pode ser representada por

uma tabela, como mostra a Tabela 2.1:



Variaveis aleatérias continuas 12

Tabela 2.1: Funcao de probabilidade de uma v.a. X.

X ple)

I P(ml)
T2 p(x2)
Tn p(:l:n)

> 1

A funcao de probabilidade de uma v.a. discreta X pode também ser represen-

tada graficamente por um histograma de probabilidade, ver Figura 2.2.

Exemplo 2.2. A Figura 2.2 apresenta a distribuicao de probabilidade da v.a. X =

nimero de coroas em dois lancamentos de uma moeda honesta.

P(X=x)
0.5
0.25
X
% 1 2 3

Figura 2.2: Distribuigdo de probabilidade de uma v.a. X = ntimero de coroas em dois lancamentos de

uma moeda honesta.

No caso de algum valor, x;, nao pertencer ao conjunto de valores possiveis da

v.a., serd atribuida probabilidade zero a z;, ou seja, p(x;) = 0.

2.2 Variaveis aleatorias continuas

Uma variavel é continua se seus valores possiveis nao podem ser listados, podendo assumir

um numero infinito de valores em um intervalo finito ou infinito.
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Definicao 2.3. X é uma v.a. continua, se existir uma funcao f, denominada funcao
densidade de probabilidade fdp de X que satisfaz as seguintes condicoes:

(a) f(x) > 0 para todo z;

(b) [* fla)de=1;

(c) Para quaisquer a, b, com —o0 < a < b < 400, temos P(a < X <b) = fabf(x)dx

Para a v.a. continua a funcao p definida somente para os valores xi, s, ...
associada a v.a. discreta é substituida por uma funcao f definida para todos os valores

de x em algum intervalo [a, b], onde a e b podem ser —co e +00, respectivamente.

2.3 Funcao de distribuicao acumulada

Com os conceitos de v.a’s discretas e continuas formalizados, vamos apresentar um con-
ceito geral, onde ha a formacao de uma funcao denominada de funcao de distribuicao

acumulada (fd), F'(z) da varidvel aleatéria X:

Se X for uma variavel aleatoria discreta,

F(z) = Zp(:vj), para z; < .

J

Se X for uma varidvel aleatéria continua,
Flz) = / f(@)da.

Se X for uma v.a. discreta com um numero finito de valores possiveis, o
grafico da fungao fd é construido por segmentos de retas horizontais (nesse caso a fd se
denomina func¢ao em degraus). A fungao F' é continua, exceto nos valores possiveis de X:
T1, T, -, T,. Novalor z; a funcdo apresenta um ”salto” de magnitude p(z;) = P(z = x;),

como mostra a Figura 2.3.
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1 {F(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 2.3: Representacao grafica de uma funcao de distribui¢cao acumulada de uma v.a.

discreta.

Se X for uma varidvel aleatéria continua para todo z, sua fd pode ser repre-

sentada por um grafico semelhante ao da Figura 2.4.

F(x)

0.5

Figura 2.4: Representacao grafica de uma funcao de distribuicao acumulada de uma v.a.

continua.

Exemplo 2.3. Variaveis aleatérias uniformemente distribuidas. Diremos que X
¢ uma v.a. uniformemente distribuida sobre um intervalo [a,b], abreviadamente X ~
U [a,b], quando X for uma v.a. continua que tome todos os valores no intervalo [a, b],
onde a e b sao ambos finitos e a fdp for dada por

1

flr)=q b=
0, se x ¢ [a,b].

se x € [a, b
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Para quaisquer subintervalos [a,b], onde a < ¢ < d < b, P(c < X < d) é a
mesma para todos os subintervalos que tenham o mesmo comprimento. Assim, podemos
representar a probabilidade de uma variavel aleatéria uniformemente distribuida, nesse

intervalo por:

P(chgd)—/cdf(x)da:—/cdbl

Note que se escolhermos ao acaso um ponto p, num intervalo [a, b], podemos
dizer que a abscissa do ponto escolhido, digamos X, é uniformemente distribuida sobre

la, b].

A fd de uma v.a. X ~ Ula,b] é dada por:

0, se r < a;
v 1 r—a
(z) /oof() f“b—adt - se a <z < b
1, se x> b.

Um modelo gréafico da fd é mostrado na Figura 2.5.

F(x)

<P

Figura 2.5: Modelo gréfico da fd de uma v.a. X ~ Ula,b].

2.4 Funcoes de variaveis aleatorias

As fungoes de v.a.’s também sao v.a.’s. Se uma variavel aleatéria X ¢é definida em um

experimento €) para uma fungao ¥ : R — R, entdo Y (z) = y é uma v.a..

Definigao 2.4. Seja {2 um espago amostral associado a um experimento aleatorio, com
w € Q. Seja X(w) = z uma variavel definida em 2, com = € Cdy e Y(x) = y, com

y € Y, uma variavel definida em X, onde C'dx e C'dy sao o contradominios de X e Y,
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respectivamente. Entao Y (z) = y é uma v.a. por meio de uma relagao de transitividade,

ou seja, y = Y[ X (w)], como ilustra a Figura 2.6.

Q X Y

Figura 2.6: Esquema da relacdo y = Y[X (w)].

As condicgoes exigidas na Defini¢ao 2.4 se estende para as funcoes de v.a.’s. Isso
significa que P(Y =y) = P(X = x), ou seja, a probabilidade associada ao contradominio
de Y ¢ igual a probabilidade do evento equivalente em termos de X. Entao, podemos

definir P(Y") da seguinte forma:
PY)=P({zxeCdx :Y(x) e Cdy}).

As distribuicoes de probabilidades de funcoes de v.a.’s podem ser de interesse em muitas

situagoes, por exemplo na determinacao da variancia e fungoes geradora de momentos.

Exemplo 2.4. Seja X uma v.a. e seja Y = X?2. Entao,
Fy(y) = P(X? <y).

Sey <0, P(X%?<y)=0. Logo

Fx(y)=0,sey <0

Sey >0,

P(X? < y) = P(X| < y5) = P(- T < X < V).

Esta probabilidade pode ser escrita como:
P(—y5 < X < j) = P(X < /1) — P(X < ). (2.2)

A primeira parcela do lado direito de (2.2) ¢ P(X < /y) = Fx(\/y). En-
quanto, a segunda parcela é igual a Fx(—,/y) menos a probabilidade de X ser igual a

—4/y- Portanto,
Fy(y) = Fx(y) = Fx(=yy) + P(X = —\/y), se y = 0.
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2.5 Esperanca matematica e variancia de uma variavel aleatéria

O valor esperado de uma v.a. é uma medida de tendéncia central da distribuicao de
probabilidade dessa v.a., j4 a variancia nos da ideia da dispersao dos valores da variavel

em torno do valor esperado.

2.5.1 Esperanca matematica ou valor esperado de uma variavel

aleatoria

Definigao 2.5. Seja X uma v.a., o valor esperado de X, denotado por E(X) ou pux é
dado por:

Se X é uma v.a. discreta assumindo os valores x1, o, . . .,
oo
E(X) = wp(x), (2.3)
i=1
desde que a série Y .~ z;p(x;) convirja absolutamente, ou seja, se

Z |zi|p(x;) < +00.

=1

Se X é uma v.a. continua,
+o0
E(X) = / zf(x)dx. (2.4)

Pode acontecer que a integral (imprépria) em (2.4) nao convirja. Entao, F(X)

existira se, somente se,

[ s

o0

¢é finita.

2.5.2 Variancia

Definigao 2.6. Seja X uma variavel aleatéria. A variancia de X, denotada por Var(X)
ou 0%, é dada por

Var(X) = E[X — E(X)). (2.5)
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Se X é uma v.a. discreta

Var(X) =Y (x - px)*p(x), (2.6)

T

e se X é uma v.a. continua
+oo
Var(X) = / (z — jx)2f (2)de. (2.7)

—0o0

A raiz quadrada da Var(X), ox é denominada de desvio-padrao da v.a. X.

O célculo da variancia de uma v.a. X também pode ser simplificado com o

seguinte resultado

Var(X) = B(X?) — [E(X)]?, (2.8)

sendo que E(X?) = [T 22 f(x)da.

2.6 Distribuicao normal

Dados seguindo uma distribuicao normal surgem, por exemplo, das variaveis aleatérias:
peso e altura de um determinado individuo; o erro de medigoes; o diametro de uma peca

fabricada, entre outras.

A distribuicao normal é uma das mais importantes distribuicoes de probabi-
lidade, conhecida também como distribuicao de Gauss ou Gaussiana. E completamente
descrita por seus parametros, a média e o desvio padrao. O mais importante uso da
distribuicao Normal é na aproximacao de somas de v.a.’s via o teorema central do limite.
Uma apresentacao deste teorema com demonstracao de um caso particular é dado, por

exemplo, em Meyer (2010) e em Magalhaes (2011).

Definicao 2.7. Uma v.a. X tem distribuicio normal com média p e variancia o2 se a

funcao densidade de probabilidade é dada por

1 e
f(z) = e ,—00 < T < 400, (2.9)

V2ro?

sendo que, —0o < p < +00 e o > 0. Usamos a notacao X ~ N(u,o?) para afirmar que

X tem distribui¢do normal com média yu e variancia o?.

A Figura 2.7 mostra a forma grafica de f(z) definida por (2.9).
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f(x)

T PR
|
Q
=
=
+
Q

Figura 2.7: Representacdo grifica da f(z) da v.a. X~N(u,o?) .

As principais caracteristicas da fdp, f de uma v.a. X ~ N(u,0?) sao:
a) O ponto méximo é o ponto onde a abscissa é y;
b) Os pontos de inflexao sao f(u— o) e f(u+ 0);
¢) f(z) = 0 quando x — £00;

d) O grafico de f é simétrico com relagao a p.

Proposigao 2.1. Seja X ~ N(u,0?), entio, a v.a. padronizada Z = % ~ N(0,1).

Prova:

22
Devemos observar que, P(Z < z) = ®(z ~Zdz. Entretanto,

1 z
)= o e

o Teorema Fundamental do Calculo nao pode ser aplicado para calcular esta integral,

[N

z

porque nao podemos achar uma funcgao cuja derivada seja igual a e~ 2. A solugdao com
o uso de um método numérico de integracao pode ser empregada, ou o uso de tabelas
publicadas na maioria dos livros de estatistica. Obviamente, a distribuicao normal e
outras distribuicoes de probabilidade importantes sao tradadas como funcao de biblioteca

nos softwares de estatistica e de matemédtica, como por exemplo, o R (R Core Team,
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2016) e o Maple (de Andrade, 2004). No Capitulo 4, apresentamos uma se¢ao que trata
detalhadamente o cdlculo de probabilidade usando o Geogebra (Wikipedia, 2017).

Graficamente podemos representar ®(z) como na Figura 2.8.

®(z)

Figura 2.8: ®(z) = P(—oo < Z < z) representada pela drea sombreada.

A Figura 2.9 mostra o grafico da fdp da v.a. Z ~ N(0,1) ea P(0 < Z < b)

representada pela area sombreada.

Figura 2.9: P(0 < Z < b) representada pela drea sombreada para b fixado.

Para calcularmos P (a < X <b), onde X ~ N (u,0?%) fazemos uso da Pro-
posicao 2.1. Logo,

P(agxgb)=P<“_“§Z§b_“> :@(b_“)—é(“_“>.

o o o o

No Exemplo 2.5 temos uma aplicacao da distribuicdo normal padronizada ou

reduzida para calcular uma probabilidade sobre uma v.a. X ~ N (u,0?).
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Exemplo 2.5. Suponha-se que X tenha distribuciao N (u,0?) e desejamos determinar
P(X < p+20).
Note que,

w20 —p
o

P(X <p+20)=P(Z< )= P(Z < 2) =0.9772.

A distribuicao Normal ainda estd explorada em exemplos e aplicacoes do
Capitulo 3 que trata da distribuicao Binomial e no Capitulo 4 de aplicagoes da meto-

dologia.
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3 Distribuicao Binomial

3.1 Introducao

A distribuicao Binomial surge naturalmente em problemas de contagens. Por exemplo, o
numero de caras em n lancamentos de uma moeda honesta; o niimero de pecas defeituosas
fabricadas durante o dia numa linha de produc¢ao; o nimero de alunos que sao favoraveis
a uma determinada pratica de esportes numa escola; sao variaveis que sob determinadas

condicoes podem ser representadas por uma distribuicao Binomial.

Sempre que realizarmos repeticoes independentes de um experimento e esti-
vermos interessados somente em uma dicotomia - defeituoso ou nao-defeituoso (perfeito);
dureza acima ou abaixo de certo padrao; nivel de ruido em um sistema de comunicacao
acima ou abaixo de um limiar preestabelecido, estaremos virtualmente tratando com um
espaco amostral no qual podemos definir uma variavel aleatéria binomial. Enquanto as
condicoes da experimentacao permanecam suficientemente estaveis, de modo que a pro-
babilidade de algum atributo, digamos A, permaneca constante, poderemos empregar o

modelo binomial (Meyer, 2010).

Considere inicialmente o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1. Suponha que uma moeda honesta seja lancada trés vezes e desejamos
obter a face cara voltada para cima e seja X o ntiimero de caras. O espago amostral para

esse experimento aleatério pode ser representado por:
Q = {ccc, cck, kee, cke, kke, kck, ckk, kkk} = {wy,wa, ...,ws},

onde k ="cara”, ¢ =" coroa”.

A variavel aleatoria X, atribui a cada resultado w; € €2 o nimero de caras
ou coroa encontradas em w;, ¢ = 1,2,...,8. Neste caso especifico X assume os possiveis
valores X =0,1,2,3. Logo,

X =0 se, e somente se, ocorrer ccc;
X =1 se, e somente se, ocorrer cck, kcc ou ckc;

X = 2 se, e somente se, ocorrer kkc, kck ou ckk;
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X = 3 se, e somente se, ocorrer kkk.

A Figura 3.1 mostra a distribuicao de probabilidade da v.a. X do Exemplo
3.1.

0.55 {P(X=x)
0.5
045
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Figura 3.1: Representacao grafica da distribuicao de probabilidade do Exemplo 3.1.

A distribuicao de probabilidade empregada no Exemplo 3.1 pode ser generali-

zada de acordo com a seguinte definicao.

Definicao 3.1. Considerem-se n repeticoes independentes de um experimento aleatorio,
e que em cada repeticao, P(A) = p, consequentemente, P(A) = 1 —p. Entdo, X=Ntmero
de vezes que o evento A tenha ocorrido é denominada de varidvel aleatéria binomial, com

parametros n e p.

Empregamos a notagao: X ~ B(n,p) para indicar que a v.a. X tem uma

distribuicao binomial com parametros n e p.

Teorema 3.1.1. Se a varidvel aleatoria X ~ B(n,p), entdo

n
i

P(X:a:):( >pw(1_p)w, r=0,1,2,....n, (3.1)

em que,
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Como as probabilidades (Z) p*(1—p)"~* representam o termo geral da expansao

binomial [p+ (1 —p)]™, a Expressao (3.1) recebe a denominagao de distribuigao binomial.

Demonstracao do Teorema 3.1.1: Considere-se um particular elemento de um
espaco amostral satisfazendo a condicao X = z. Um resultado como esse poderia sur-
gir, por exemplo, se em n repeticoes do experimento ocorresse A x-vezes nas primeiras

repeticoes, enquanto nas tltimas (n — ) repeticdes ocorresse A, isto é,
AAA.AAAA. A
—_——
xr n—x

Como todas as repeticoes sao independentes, a probabilidade desta sequéncia particular

é p*(1 — p)"~*, mas ha (Z) sequencias para as quais temos o resultado X = x. Note que

n!
ﬁ, representa o nimero de arranjos de n objetos, sendo z do tipo A e (n —x) do
z!(n —z)!

tipo A. E o resultado (3.1) fica estabelecido. [J

A fungao de distribui¢ao acumulada de uma v.a. X ~ B(n,p) é dada por:

P(X <a)=F(z)=) plx;) =) (Z)p“(l —p)" (3.2)

i
r; <z z;<x

Assim, a fd da v.a. X ~ B(3;0,5) do Exemplo 3.1 é:

F(z) = 0,sex<0;
= 0,125,se 0 < x < 1;
= 0,50,se 1 >x < 2;
= 0,875,se 2> x < 3;

= 1l,sex > 3.

A Figura 3.2 exibe a representagao grafica da fd da v.a. X ~ B(3;0,5).
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TIF(X)

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.2: Gréfico da distribuicao acumulada da v.a. X ~ B(3;0,5) do Exemplo 3.1.

3.2 Valor esperado e variancia da distribui¢cao binomial

Teorema 3.2.1. (Meyer, 2010) Seja X uma v.a., sequindo uma distribui¢ao binomial
com parametron e p. Entao,

E(X) =np. (3.3)
Demonstra¢ao: Como P(X =z) = (") p*(1 — p)"~*, teremos

BOO = Y

Tr=
n

n! - S
= 2 P

r=1

uma vez que o termo com x = 0 é igual a zero.

Facamos s = x — 1 na soma acima. Como x assume valores desde 1 até n, s
assume os valores desde zero até (n — 1). Substituindo z, em todos os termos, por (s+1),

obtemos

n—1 e
E(X) = ) n P —p) =
s=0 s
= n—1 s n—1—s
= mp) o, )p=pr
s=0

A soma, na expressao (3.4), é apenas a soma das probabilidades binomiais com
n substituido por (n — 1), isto é, [p + (1 — p)]" " e, portanto, igual a 1. Isto estabelece o
resultado (3.1). O
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Teorema 3.2.2. Seja X uma v.a. sequindo uma distribuicao binomaial, com parametros
n e p. Entao,

Var(X) =np(1 — p). (3.4)

Demonstragio: Como ja sabemos que E(X) = np, determinamos F(X?) da

seguinte forma:

E(X?) =30 g w’p(r) = 320, 2* ()" (1=p)" ™" = 320 [o(z—1)+a] (3)p" (1~

n—r

)

E(X?) =Y ez —1)(0)p (1 —p)" "+ x <Z)p‘”(1 —-p)"

J/

-~

np

n!
E(X?) =3, (x —2)!(n — )

E(X* =nn-1)p*> ", (Z:g)px_z(l —p)" " + np.

" (L=p)"™" + np,

Fazendo y = x — 2, temos que
n—2

E(X?) =n(n—1)p*> (n ; 2)py(1 —p)" Y 4np.

y=0

-~

1

Entao,
E(X?) =n(n—1)p* + np.

Substituindo E(X?) e E(X) em Var(X) = E(X?) — [E(X)]? temos
Var(X) =n(n —1)p* +np — [np]?,
Portanto,

Var(X)=np(1l —p). O

Definigao 3.2. A raiz quadrada positiva de Var(X) é denominada de desvio padrao de

X, e denotada por o.

3.3 Relagao entre a distribuicao binomial e de Bernoulli

Definida a distribuicao binomial, agora consideremos uma tnica repeticao de um experi-

mento aleatorio, podendo ocorrer sucesso ou fracasso. Se p é a probabilidade de sucesso e



Relacao entre a distribuicao binomial e Poisson 27

a probabilidade de fracasso é 1 —p. Sendo X o ntimero de sucessos em uma Unica tentativa

do experimento e, considerando X = 0 para fracasso e X = 1 para sucesso, temos que
PX=0)=1—-peP(X=1)=p.

Se considerarmos n = 1 na fungéo (3.1), temos que,

1
x

HX:@:(

)p”(l —p)! T =p"(1—p)'7", 2 =0,1.

Portanto, a v.a. X tem distribuicdo de Bernoulli e sua funcao de probabilidade é dada
por:

P(X=z)=p"(1-p)'*, o=0,1. (3.5)
As repeticoes individuais de um experimento binomial sdo denominadas de
provas de Bernoulli.

Como as provas de Bernoulli sao casos particulares da binomial, o valor espe-

rado e a variancia de uma variavel aleatéria de Bernoulli sao, respectivamente:
E(X)=peVar(X) =p(l-p).

Se Xi + ... + X, ~ Bernoulli(p), entao X = X; + ...+ X,, ~ B(n,p).

3.4 Relacgao entre a distribuicao binomial e Poisson

A distribuicao de Poisson esta relacionada a experimentos em que um evento ocorre em
algum intervalo de tempo, area, volume, etc., e exerce por si mesma um papel extrema-
mente importante, pois representa um modelo probabilistico adequado para um grande
numero de fenomenos observaveis. Nesta secao a distribuicao de Poisson, representando
o numero de ocorréncia, por unidade de medida, é empregada como uma aproximacao da

distribuicao binomial.

Uma v.a. X tem distribuicao de Poisson, com parametro a > 0, quando sua

funcao de probabilidade é dada por:

P(X =x)= , r=0,1,2.... (3.6)

Note que a expressao 3.6 representa uma distribuicao de probabilidade, pois

OOPX:m:ooe_a =e %% =1.
Y PX=w)=) —
=0 ’

z=0
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Além disso se X tiver distribui¢do de Poisson com parametro «, entdo F(X) = « e
Var(X) = a.
As Probabilidades binomiais (Z) p*(1 —p)" % sen — oo e p— 0, quando é considerado

np = «, aproximam-se da distribuicao de Poisson, como mostramos a seguir:

P(X=1) = (n>p”“(1 —p)" =

= x!(nn_!_:c)!px(l —pTT =
_ n(n—1)(n—§!)...(n—x+1)px(1_p)nx.

Considerando np = «, temos que p=a/nel—p=1—a/n.

Substituindo p por sua expressao equivalente em termos de «, obtém-se

P —g) — MDDt ) (g)gc(n_a)nx:

z! n n

_ %{(1)(1_%) (1_2)(1_95”1)] [1_%}:9”: )
- o) (D) (- e

Para que a permaneca constante em np = a; n — oo e p — 0, pois de outro

8

8

modo « nao ficaria constante. De forma reciproca, se n — oo e p — 0, np — a.
Os termos da forma (1 —1/n), (1—2/n),... se aproximam de 1 & medida que n tende para
(e

o infinito, consequentemente, (1 — a/n)~*. Com isso, quando n — oo, (1 —a/n)" — e~ %;

esta tultima é consequéncia da definicao do nimero e.

Dessa forma ¢é obtida a distribuicao de Poisson, ou seja,

limy, o P(X =) = '
!

Este importante resultado estd resumido no teorema seguinte:

Teorema 3.4.1. (Meyer, 2010) Seja X uma varidvel aleatdria distribuida binomialmente

com parametro p (baseado em n repeti¢oes de um experimento). Isto é,

Pix =)= (2 -

Admita-se que quando n — o0, fique np = « (constante), equivalentemente, quando

n — oo, p— 0, de modo que np — «. Nessas condi¢coes, teremos

lim o P(X = ) = ,

que representa a distribuicao de Poisson com parametro .
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O Teorema 3.4.1 diz, essencialmente, que poderemos ter uma aproximacao das
probabilidades binomiais com as probabilidades da distribuicao de Poisson, toda vez eque

n seja grande e p seja pequeno.

3.5 Relacao entre a distribuicao binomial e geométrica

Seja X uma variavel aleatéria que representa o nimero de repeticoes necessarias para
obter a primeira ocorréncia de um evento A (sucesso), os possiveis valores de X sao
1,2,.... Como X = =z se, e somente se, as primeiras x — 1 repeticoes do experimento
derem o resultado A (n@o-sucesso), enquanto a z-ésima repeticao dé o resultado A, com

probabilidades constantes 1 — p e p, respectivamente, temos

P(X =x)=(1-p)*'p, r=12,.... (3.7)

A distribui¢ao de probabilidade da v.a. (3.7) é denominada de distribuicao

geométrica.

Obviamente, P(X = z) > 0. Considere (1 — p) = ¢,

N S I
;P(X:x):p(1+q+q +...)—p{1_q} =1.

O valor esperado de X pode ser obtido da seguinte forma:

E(XX)=> apg" ' =p) d%q”“‘ =
r=1 z—1

d = , d[ ¢ } 1
dq ; dq [1 —q]
Um Célculo andlogo mostra que Var(X) = ¢/p*.

A distribuicao geométrica esta relacionada com a distribuicao binomial, em
ambos 0s casos o interesse esta apenas na ocorréncia ou nao ocorréncia de algum evento
A (sucesso) pertencente a um espago amostral; pois como na distribui¢do binomial, as

repeticoes do experimento, sao independentes, e em cada repeticdo P(A) = p e P(A) =

1— P, permanecemn as 1mesias.

A distribuigao geométrica se difere da distribuicao binomial pelo fato que,
na primeira, repetimos o experimento até que um evento A ocorra pela primeira vez;
enquanto que na binomial, o nimero de repeticoes é pré-determinado; na outra é uma

varidvel aleatodria.
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Na distribuigao geométrica, sendo X o ntimero de tentativas necessarias para

o aparecimento do primeiro sucesso, se X = 1, temos que
PX=2)=1-p)* p=PX=1)=1-p) " 'p=p

Na distribuicao binomial, sendo X o nimero de sucessos em n tentativas, se x = 1 e

n =1, temos que

ou seja, parax =1 e n =1, temos

_ n _
P(X=xz)=(1-p)* by = (x)pm(l —p)" T =p
Isso mostra que as distribuicoes geométrica e binomial se igualam quando o nimero de
tentativas e o nimero de sucesso sao iguais a 1. Esse fato também mostra a aproximacao

entre essas distribuicoes quando x — 1 e n — 1.

3.6 Relacao entre a distribuicao binomial e binomial negativa

A distribuicao binomial negativa ou distribuicao de Pascal indica o niimero de experimen-
tos necessarios até que o evento A ocorra pela r-ésima vez. Se a ideia fosse a necessidade
de repetir o experimento até que A apareca pela primeira vez, teriamos uma distribuicao

geométrica.

Retomando a da distribuicao binomial negativa, X = z se, e somente se, A
ocorrer na z-ésima repeticao e A tiver ocorrido exatamente (r — 1) vezes nas (x — 1)
repeticoes anteriores. A probabilidade deste evento é p (f:ll) p" (1 — p)*7", desde que
0 que acontece nas primeiras (z — 1) repetigoes é independente daquilo que acontece na

x-ésima repetigao e, as probabilidades P(A) = p e P(A) = 1 — p, permanegam constantes

em cada repeticao. Portanto,
PX=xz)=(()p(1-p*, r=rr+1,.... (3.8)

Verifica-se facilmente que, para x = 1, a fungao (3.8) reduz-se a fungao (3.7).

Na distribuicao binomial a variavel aleatéria X tém parametros n e p fixos;
onde X representa o nimero de sucessos em n provas repetidas de Bernoulli, com proba-

bilidade de sucesso igual a P(X) = p e, os valores de X sdo tais que 0 < X < n. Por outro
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lado, sendo Y uma variavel aleatéria com distribuicao binomial negativa com parametros
r e p fixos, Yé o nimero de provas de Bernoulli necessarias para obter r sucessos, com
probabilidade P(Y) = p, em que r < Y (aqui usamos Y como v.a. binomial negativa

para diferenciar de X, v.a. binomial).

Quando a quantidade de provas necessarias para se obter r-sucessos for menor
ou igual a quantidade de provas realizadas, a quantidade de r-sucessos dados, devera
ser menor ou igual ao nimero de sucessos previstos; Quando a quantidade de provas
necessarias para se obter r sucessos for maior que a quantidade de provas realizadas, a

quantidades de r sucessos deverd ser maior que o niimero de sucessos previstos.
Dessa forma, valem as seguintes relagoes:
(@)P(Y <n)=P(X >r),
(b)P(Y >n) = P(X <r).

Prova:
(a) Se ocorrem r ou mais sucessos nas primeiras n provas repetidas, entao serao necessérias
7 Ou menos provas para obter os primeiros r sucessos.
(b) Se ocorrem menos de r sucessos nas primeiras n provas, entao sera preciso realizar

mais do que n provas para obter r sucessos.[]

3.7 Relacao entre a distribuicao binomial e a hipergeométrica

A distribuicao hipergeométrica é uma distribuicao de probabilidade de uma varidvel
aleatéria discreta, onde, em um espaco amostral ha N elementos dos quais r sao do
tipo A e N — r sdo do tipo A; escolhe-se um amostra, de um tamanho n, sem reposicao,
desse espaco amostral, com n < N; se X = x é o numero de elementos do tipo A encon-
trados, dentre os r elementos, entdo n — x sdo do tipo A. Essa percepcao gera a seguinte
funcao de probabilidade:
() Gioa)
()

Quando a quantidade N de elementos de um espago amostral é muito grande, a distri-

P(X =x)= r=0,1,2,...,min(n,r). (3.9)

buicao hipergeométrica aproxima-se da binomial, ou seja,

N—oo

lim P(X =) = (Z)px“ -
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em que p =1/N.

De fato,
B ;L“! (N —nr)! n!(N —n)!
Coalr—)(n—2)[(N—-7)—(n—2)]! N!
r! (N —1)! n!(N —n)!

zlir—x)!(n—a)(N—-r—n+2z)! NI

Formando o termo binomial (Z),

B B n! r! (N —r)! (N—n)!
PX=z) = z'n—2)(r—a) (N—-r—n+z) NI
_ <n) [r.(r—=1)..(r—z+ 1][(N=r)(N—=r—1)..(N—r—n-+z+1)]

NN -1)..(N—n+1)

T

Multiplicando o numerador e o denominador da fracao por 1/N, temos

+) (1 —p—r==h)]

le) (1 —p— —”’Jffl

lim P(X =)= lim (n) [p(p—%)“-(P—le)}l[(l—p) (1—]791

N—oo N—oo \ I ( — %) .. ( —
Portanto,
) n px(l _ p)n—a: n B
lim P(X =2x) = —_— = “(1—p)"*
Jim P(X =) (x> 0 (x>p (1-p)"",

que ¢é a funcao de probabilidade da distribuicao binomial.

Se X tiver uma distribuigao hipergeométrica dada pela Fungao (3.9), entéao, o

valor esperado e a variancia de X sao, respectivamente,

N-—n
N -1

E(X)=mnpeVar(X) = npq
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3.8 Relacao entre a distribuicao binomial e multinomial

A distribuicao multinomial é uma generalizacao da distribuicao binomial para mais de

dois resultados possiveis.

A distribui¢ao binomial pode ser generalizada considerando-se um experimento
aleatorio, seu espaco amostral, e a particao desse espaco amostral em k eventos mutua-

mente excludentes Ay, ..., A, associados as v.a.’s X, ..., X}, respectivamente.

Considere-se n repeti¢oes do experimento. Seja p; = P(A;) e suponha-se que

s k -
p; permaneca constante em todas as repeticoes. Certamente, teremos Zi:l p; = 1. Entao
em n repeticoes, a probabilidade de que o evento X; ocorra ny vezes, X, ocorra ns vezes,

...X} ocorra n vezes, onde n = nq + ... + ny, € obtida por:

n!

P(X;=n1,Xo=n9,... Xy =ng) = - 'p?l...p}:’“. (3.10)
Lk

nl'ng‘

Essa fungao de probabilidade é chamada de multinomial de (X7, Xs, ..., Xj).

Para k = 2, temos
n!
P(Xy =n1, Xy =ny) = I ,Pmpnz-
1Mo

Fazendo n = ny + ng, temos que no = n — ny e,

n' n—mnj

Uy

P(Xlznl,ngn—nl):m
1 — 1

que é a funcao de probabilidade da distribuicao binomial com parametros n e p;y, ps =

1—p1.

3.9 Relagao entre a binomial e a normal

As distribuicoes de probabilidade Binomial e Normal estao entre as mais utilizadas para

representar dados de varidveis aleatorias discretas e continuas, respectivamente.

De acordo com Meyer (2010) o relacionamento da distribuigao Binomial com a
Normal decorre da aproximagao de DeMoivre-Laplace, no sentido de que se X tiver uma

distribuicao binomial com parametros n e p e se

X —np
Vnp(1=p)’

entao para n grande, Z terd uma distribui¢ao aproximadamente N (0, 1).

7 = (3.11)
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A lei dos grandes nimeros relaciona-se essencialmente com a variavel aleatoria
X binomialmente distribuida, porque X foi definida como o nimero de sucessos em n
repeticoes independentes de um experimento, e precisamos apenas associar ”sucesso” com
a ocorréncia do evento A, afim de reconhecermos essa relacao. Assim, pode-se dizer que
a medida que o ntimero de repeticoes de um experimento crescer, a frequéncia relativa de

sucesso, X /n, convergird para a probabilidade sucesso p.

Como, X/n é ”préximo”de p, com n grande e isso nao nos diz como essa ” pro-
ximidade”é alcangada, investigaremos a distribui¢do de probabilidade de X ~ B(n,p),

quando n for grande.

Considere-se, a seguir,

Pix =a) = (") -

X

Esta probabilidade depende de n, de uma maneira bastante complicada, e nao fica evidente
0 que acontece a expressao acima se n for grande. Para estudarmos essa probabilidade,
precisamos empregar a formula de Stirling, uma aproximacao bem conhecida de n!. Temos

que, para n grande,

nl ~ V2mre "2,

no sentido de que

limyoen! /(V2me "+ Y2) = 1.

Tabela 3.1: Aproximacdo entre n! e v2me "n"*/2 (Férmula de Stirling).

n n! | \2me "pnt1/2 Diferenga | Diferenca/n!

1 1 0,922 0,078 0,08

2 2 1,919 0,081 0,04

5) 120 118,019 1,981 0,02
10 (3,6288)° (3,5986)10° (0,0302)10° 0,008
100 | (9,3326)157 | (9,3249)10'7 | (0,0077)10%7 0,0008

Fonte: (Meyer, 2010).

Muito embora a diferenca entre n! e sua aproximagao cres¢a quando n — oo,
veja que o erro relativo mostrado na tultima coluna da Tabela 3.1 diminui quando n

aumenta.
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Empregando a férmula de Stirling aos varios fatoriais que aparecem na ex-
pressao de P(X = z), pode-se mostrar (depois de algumas transformagoes), que para n

grande,

P(X =2) = <Z)p"”(1 —p)iTr ! exp —% [x—_np)] . (3.12)

2mnp (1 —p) np(l—p
Finalmente, pode-se mostrar que para n grande,

X —np T —np

Vnp(1—p \/np(l—p)] V2m

Através da aproximacao de DeMoivre-Laplace, encontramos uma boa apro-

P(X <z)= e "2dt. (3.13)

/(r np)/+/np(1—p)

ximacao da binomial pela normal.

Se X tiver uma distribuicao binomial com parametro n e p, e se

X —np

[np(1 — p)]"/*’

7 =
entdo, para n grande, Z terda uma distribuigao aproximadamente N(0,1), no sentido de
que,

limpy—ooP(Z < 2) = ¢(2).

Esta aproximagao sera valida para valores de n > 10, desde que p seja préximo de 1/2.
Se p for proximo de 0 ou 1, n devera ser um tanto maior, para garantir uma boa apro-
ximagao. Este resultado nao é apenas de notavel interesse tedrico, mas também de grande
importancia pratica. Na Tabela 3.2, a precisao da aproximacao em (3.12) é apresentada

para diversos valores de n, x e p.
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Tabela 3.2: Aproximacao normal da distribuicao binomial para alguns valores de n, x e

D.
T n=8 p=0,2 n=8 p=0,5 n=205p=0,2
Aproximacao | Exata | Aproximagao | Exata | Aproximagao | Exata
0 0,13 0,168 0,005 0,004 0,009 0,004
1 0,306 0,336 0,03 0,031 0,027 0,024
2 0,331 0,294 0,104 0,109 0,065 0,071
3 0,164 0,147 0,22 0,219 0,121 0,136
4 0,037 0,046 0,282 0,273 0,176 0,187
) 0,004 0,009 0,22 0,219 0,199 0,196
6 0+ 0,001 0,104 0,109 0,176 0,163
7 0+ 0+ 0,03 0,031 0,121 0,111
8 0+ 0+ 0,005 0,004 0,065 0,062
9 0+ 0+ 0+ 0+ 0,027 0,029
10 0+ 0+ 0+ 0+ 0,009 0,012
11 0+ 0+ 0+ 0+ 0,002 0,004

Fonte: (Meyer, 2010)

Exemplo 3.2. Suponha-se que um processo de fabricagao produza arruelas, cerca de 5%
das quais sdo defeituosas (por exemplo, muito grande). Se 100 arruelas forem inspecio-
nada, qual sera a probabilidade de que menos de quatro arruelas sejam defeituosas?

Fazendo-se igual a X o numero de arruelas defeituosas encontradas, a Lei dos Grandes
Ntumeros apenas nos diz que X/100 serd ”préximo”de 0,05; contudo, ndao nos diz como

calcular a probabilidade desejada.
Observamos que
E(X)=np=100(0,05) =5¢e V(X) =np(l —p) =4,75.

Dai podemos escrever,
0—-5 X -5 3-5
P(X <3) = P( < < )

VLT~ AT~ VAT
= $(—0,92) — B(—2,3).

Temos que $(—0,92) = 0,1788 e $(—2,3) = 0,0107. Portanto,
P(X <3)=0,1788 — 0,0107 = 0, 1681.
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Ao empregar a aproximacao normal a distribuicao binomial, estaremos aproxi-
mando a distribuicao de uma v.a. discreta com a distribuicao de uma v.a. continua. Por
isso, algum cuidado deve ser tomado com os pontos extremos dos intervalos considerados.
Por exemplo, para uma variavel aleatéria continua, P(X = 3) = 0, enquanto para uma

variavel aleatéria discreta esta probabilidade pode ser nao nula.

As seguintes correcoes de continuidade melhoram a aproximacao acima:

1 1
a)P(X:x)%P<x—§§X§x+§);

1 1
b)P(agxgb)gP(a—§§X§§+b).

Empregando esta ultima correcao para a avaliacao de P(X < 3), teremos
1 1
P(X:x):P(O§X§3):P(—§§X§3+§)

>~ (—0,69) — (—2,53) = 0,239,
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4 Aplicacoes
4.1 Introducao

Distribuigoes de probabilidade das varidveis aleatérias estao incluidas no conteido do
Ensino Médio de forma muito discreta. Ha dificuldades de interpretacoes de problemas e
estudar as solugoes somente de forma algébrica e tradicional poderia tornar este estudo
monotono para estes discentes. Um incentivo ao estudo das varidveis aleatérias, em
especial a binomial, é aplica-las para solucionar problemas envolvendo um tema bastante
atrativo para os jovens, o Campeonato Brasileiro de Futebol da série A e usar ferramentas

tecnoldgicas no auxilio das solugoes.

Na primeira parte deste capitulo as aplicacoes estao voltadas a problemas do
Brasileirao. Na segunda, apresentamos algumas aplicagoes de v.a.’s usando a calculadora

de probabilidade do GeoGebra.

4.2 Campeonato Brasileiro de Futebol

Vinte times participam desse campeonato. Durante o decorrer da temporada, cada time
joga duas vezes contra o mesmo adversario (em um sistema de pontos corridos), uma
vez em seu estadio e a outra no do seu adversario, em um total de 38 jogos, ao todo
sao 380 jogos. As equipes recebem trés pontos por vitoria e um ponto por empate. Nao
sao atribuidos pontos para derrotas. As equipes sao classificadas pelo total de pontos

acumulados ao final do campeonato e o time com mais pontos é o campeao.

O “Brasileirao”, como é conhecido este campeonato, é um experimento muito
util para aplicacao dos teoremas e conceitos vistos nos capitulos anteriores. Os dados
produzidos podem revelar as caracteristicas numéricas comum aquelas equipes que con-
quistaram a mesma posi¢ao em anos anteriores. Usaremos dados do Brasileirao 2016 para
observar caracteristicas comuns que servirao como hipéteses aceitas nas aplicagoes deste

capitulo.
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4.2.1 Numero de partidas vitoriosas pelo campeao

O Palmeiras foi o campeao do Brasileirao 2016, conservando uma caracteristica dos
campeoes de anos anteriores, venceu a maioria das partidas jogando em casa, 14 dos
19 jogos em casa, que corresponde a 74% desses jogos. O fato de o time jogar em casa
influencia muito no jogo, pois a torcida transmite uma energia motivadora aos seu jogado-
res. Jogando fora de casa, venceu 10 dos 19 jogos, ou 53%. A associacao da distribuicao

binomial de probabilidade a esses dados ajuda a explicar o titulo de campeao.

Exemplo 4.1. O Palmeiras jogando em casa

Seja X uma v.a. representando o nimero de vitorias do Palmeiras em n
partidas jogando em casa, com probabilidade de vitéria constante p. Como foram vencidas
14 das 19 partidas, assumimos que a probabilidade desse time ganhar em casa é p = 0,74
e de nao ganhar é (1 —p) = 0,26. Entao, a distribuigao de probabilidade associada a v.a.
X, pelo Teorema 3.1.1, é binomial com parametros n = 19 e p = 0, 74, representada pela

Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Distribuigdo de probabilidade da v.a. X ~ B(19;0,74).

T 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

P(X=2)| 7,724,170 1,181,777 1,9°6 | 1,775 | 1,17 | 5,87 | 2,573 | 8,73

Y )

T 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

P(X =z)| 0,025 | 0,058 | 0,109 | 0,167 | 0,204 | 0,194 | 0,138 | 0,069 | 0,022 | 0,003

Essa distribuicao de probabilidade estd também representada na Figura 4.1.

P(X=x)

0.2

0.15

0.1

0.05 ‘

. A I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 4.1: Gréfico da fungao de probabilidade da v.a. X ~ B(19;0,74).
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Pelas hipéteses que fixamos podemos assumir que o time campeao do Brasi-
leirdo tem aproximadamente 20,41% de probabilidade de vencer 14 das 19 partidas jogadas
em casa. A probabilidade de vencer nenhuma partida é praticamente 0%; ao passo que
o numero de vitérias vai se afastando de 14, a probabilidade desse nimero de vitérias
diminui.

Agora, suponha que o nimero de vitorias alcancadas pelo Palmeiras no Bra-
sileirao 2016, sejam suficientes para que uma equipe seja campea. Se as partidas forem
independentes uma da outra, e se uma equipe realmente se tornara campea quando ga-
nhar ao menos 14 partidas das 19 disputadas em casa. Qual serd a probabilidade desse
time ser campeao? Vamos utilizar a v.a. binomial, as aproximacoes Normal e Poisson da

binomial.
Desejamos calcular P(14 < X < 19).

Pela binomial, temos:
P(14< X <19) =317 | P(X = z). Da Tabela 4.1, temos
P14 < X <19)=0,204 + 0,194 + 0,138 4+ 0,069 + 0,022 + 0,003 = 0, 63.

Pela aproximagao normal da distribuicao binomial e empregando a correcao

de continuidade, temos:
1 1
P14<X<19) =P 14—5 <X < 19+§ = P(13,5 < X <19,5).
Temos que a esperanca matematica e a variancia, sao dados, respectivamente, por

E(X)=np=19x0,74 = 14,06 e Var(X) = np(1 — p) = 19 x 0,74 x 0,26 = 3, 66.

Dai podemos escrever

P14 < X < 19)

Q

. 13,5—14,06<X—14,06<19,5—14,06 B
V3,66 3,66 — /3,66 N

— $(2,84) — B(—0,29) = 0, 6118
Logo, pela aproximagao normal, da fdp da v.a. X ~ N(14,06;3,66), P(14 < X <19) =
61,18%.

A Figura 4.2 mostra o grifico da funcao de probabilidade da v.a. X ~
B(19;0,74).
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P(X=x)
0.2

0.15

0.1

0.05

X

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 4.2: Curva normal aproximando o grafico da v.a. X ~ B(19;0,74).

Para encontrar P(14 < X < 19) a partir de Poisson admitimos que P(14 <
X < 19) = P(X > 14) para melhorar a aproximagao, pois a probabilidade estéd rela-
cionada a uma equipe ganhar ao menos 14 partidas em casa. Considerando os dados

anteriores, a = 14 e, sendo X uma v.a. com distribuicao de Poisson. Entao

PX=z)="2 2-0,1,2,..,
x!
€
PU<X<19)~P(X>14)=Y " ~0,51
r=14 17'

A Tabela 4.2 mostra a distribuicao de Poisson com o = 14.

Tabela 4.2: Distribuicao de Poisson com « = 14.

x o | 1] 2| 3|4 |56 781|910

P(X =) | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 |0,00|0,01]0,02]0,03]0,05] 0,07
T 112 13 ] 14|15 |16 | 17| 18] 19 | 20 | 21

P(X =x)|0,08|0,0| 0,11 | 0,11 | 0,10 | 0,09 | 0,07 | 0,06 | 0,04 | 0,03 | 0,02
z 22 | 23 | 24| 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31

P(X =z) | 0,01 0,01 0,00/ 0,00 0,00 0,00 |0,00 | 0,00 |0,00|0,00 0,00

Uma particularidade desse exemplo é que considerando uma tnica partida, ou

seja, n = 1, o Palmeiras poderia ganhar ou nao ganhar, logo a quantidade X de vitéria

seria 0 ou 1(X = 0 ou X = 1), que resulta na distribui¢do de Bernoulli e, sua funcao de
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probabilidade é dada por:
P(X =0)=0,74°x 0,26 = 0,26 e
P(X=1)=0,74 x 0,26° =0, 74.

Essa distribuicao confirma que a probabilidade de nao ganhar ou ganhar em

uma partida, respectivamente, é 26% ou 74% como esperado.

Exemplo 4.2. O Palmeiras jogando fora de casa

Seja X uma v.a. representando o numero de vitorias do Palmeiras em n
partidas jogando fora de casa, com probabilidade de vitéria constante p. Como foram
vencidas 10 das 19 partidas, assumimos que a probabilidade desse time ganhar fora de
casa é p = 0,53 e de ndo ganhar é (1 —p) = 0,47. Entao, a distribuigao de probabilidade
associada a v.a. X, pelo Teorma 3.1.1, é binomial com parametros n = 19 e p = 0, 53,

representada na Tabela 4.3.

Por analogia aos calculos do Exemplo 4.1, serda mostrado apenas o grafico dessa

distribuicao, como mostra a Figura 4.3.

0.32|P(X=x)
0.28
0.24

0.2
0.16

0.12
0.08
0.04
0 SRR N N N A T x
7 8 9 10 11 12 13 14 15 1

0 1 2 3 4 5 6 6 17 18 19

Figura 4.3: Gréfico da fungao de probabilidade da v.a. X ~ B(19;0,53).

Comparando os graficos das Figuras 4.1 e 4.3, podemos perceber que o fator
“casa” realmente influencia no resultado das partidas, como citado anteriormente. Da
Figura 4.3, podemos assumir que um time campeao do Brasileirao tem maior probabili-
dade de ganhar 10 das 19 partidas fora de casa, aproximadamente 18,09%; ao passo que a

quantidade de jogos vencidos fora de casa for se afastando de 10, a probabilidade diminui.

Da mesma forma que caracterizamos um primeiro colocado, podemos caracte-
rizar um ultimo colocado, um que permaneca na série A ou que caia para a série B, entre

outros casos.
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Conservadas as caracteristicas desse time campeao em 2016, era de se esperar
que ele realmente ganhasse 14 partidas em casa. O valor esperado do nimero de vitérias
da v.a. X em n = 19 partidas em casa, considerando a probabilidade p = 0, 74 constante
é:

E(X)=np=19x0,74 = 14, 06.
A variancia (Var(X)) do numero de vitérias em casa é:

Var(X)=np(1—p) =19 x 0,74 x 0,26 = 3, 66.

A variancia (Var(Y)) do nimero de vitérias fora de casa é:

Var(Y) =np(l —p) =19 x 0,53 x 0,47 = 4,73.

Em relacao a quantidade de vitorias do Palmeiras dentro e fora de casa, pode-
mos concluir, através da variancia, que houveram mais regularidades dentro de casa. Isso

pode ser verificado quanto Var(X) < Var(Y).

Exemplo 4.3. Gols no Brasileirao

No Brasileirao 2016 houve 912 gols em 379 jogos, pois em funcao da tragédia
com o time da Chapecoense o campeonato desse ano teve o nimero de jogos reduzido
em 1, o que corresponde a 2,41 gols por jogo. Desejamos determinar a probabilidade de

ocorréncia de 1 gol em uma partida e esbocar o grafico da distribuicao de probabilidade.

Seja X uma v.a. com distribuicao de Poisson com média o = 2,41 represen-

tando o nuimero de gols em uma partida. Entao

P(X =x)= ,x=0,1,2,....
x
Logo,
P(X =1) = e 242,41=0,2165 ou 21,65%.

A distribuicao de probabilidade esta representada na 4.4.
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P(X=x)
0.3

0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

Figura 4.4: Distribuicao de Poisson com média o = 2,41.

4.3 Aplicagoes utilizando a calculadora de probabilidade do Ge-
oGebra

O GeoGebra é um software matematico, que retine um sistema de geometria dinamica,
algebra e calculo, seu download é gratuito; ele foi desenvolvido para educagao matematica
nas escolas. Aqui, usaremos um importante recurso do GeoGebra, a calculadora de proba-
bilidade como ferramenta tecnoldgica para auxiliar na solucao dos problemas. As Figuras

4.5 e 4.6, respectivamente, mostram a janela inicial do GeoGebra e a calculadora de

probabilidade.

Figura 4.5: Tela inicial do GeoGe- Figura 4.6: Calculadora de proba-
bra. bilidade do GeoGebra.

A calculadora de probabilidade esta localizada na barra de menu do GeoGebra,
para acessa-la clique em exibir, em seguida, calculadora de probabilidade, como na Figura

4.7. Este procedimento nos leva a Figura 4.6 que é a calculadora de probabilidade do

GeoGebra.
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€7 GeoGebra = X
Arquivo Editar Exibir Opgbes Fermamentas Janela Ajuda Entrar.
© Janela de Algebra CHri+Shift+A _ > -
SlaBc| 22« o
i Planilha ciri+shift+s N\ ) o o
» Janelade Al I JanelaCAS Ctri+ShiftK X
@ Janela de Visualizacio Clri+Shift+1 &
@; Janela de Visualizagio 2 Cirl+Shift+2
A Janela de Visualizagio 3D Clri+Shift+3
s
4w Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L
<. Calculadora de Probabilidades Ctri+Shift+P
Teclado 4
~ Campo de Entrada
3
& Layout
& Atalizar Janelas Cirl+F )
Recalcular Todos os Objetos  Cir+R
# 4
0
4 3 2 1 [ 1 2 a a 5 [ 7 [ [ 10 1 12 13 14 15 18 17 8
1
2
3
-
5
Entrada:

~ 7 = ) B

Figura 4.7: Localizacao da calculadora de probabilidade no GeoGeabra.

Antes de usar a calculadora de probabilidade, é importante conhecer suas
ferramentas. Para visualizar os elementos, serao aplicados como modelo, os dados de
uma v.a. X distribuida binominalmente, em 20 tentativas com probabilidade 0,5; ou seja,
X ~ B(20;0,5). A Figura 4.8 ilustra a janela esperada, com alguns elementos destacados

e numerados:

€7 GeaGebea - 8 x
Arquive Editar Exidir OpgBes Femamentas Janela Ajuda S

Distribuiclo  Estatisity

B
=
3

12[ 01201 |
13[ 00739
14 0037
15 0.0148
16| 00046
17| 00011
18] 0.0002
17 [ [ 20 w0

I w=10 0=22361 |20/ 0

P(j0 X< 20 =1

Figura 4.8: Calculadora de probabilidade mostrando a fun¢ao de probabilidade da v.a.
X ~ B(20;0,5).
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1. alteram o tipo do grafico, da esquerda para direita, temos respectivamente: grafico
linear, diagrama em degraus, diagrama de barras e curva normal sobreposta ao
diagrama;

2. aba de opc¢oes de distribuicao de probabilidade: Binomial, Poisson, Pascal,
Hipergeométrica, entre outras;

3. campo para inclusao de parametros que variam com o tipo de distribuicao. No caso
da Figura 4.8, n =20 e p = 0.5, pois X ~ B(20;0,5);

4. opg¢ao do tipo de intervalo assumido pela v.a.(limitado a direita, limitado a esquerda
e direita e, limitado & esquerda);

5. campos para inclusao dos limites dos intervalos ou valores, a serem assumidos pela
v.a.; a igualdade representa a probabilidade do intervalo, ou do valor, da v.a. Na Figura
4.8 o intervalo da v.a. X é 0 < X < 20 e a probabilidade é 1;

6. 1 e o representam, respectivamente, a média (ou valor esperado E(X)) e o desvio

padrao (O’ = \/Var(X)> dav.a. Xe

7. tabela da distribuicao de probabilidade da v.a. X.

Apresentamos nos exemplos seguintes solugoes algébricas e ilustragoes usando
a calculadora de probabilidade do GeoGebra. E importante notar que algumas solugoes
podem ser exclusivamente algébricas e, que o conhecimento da teoria é pré-requesito para

insercao dos dados na calculadora de probabilidade.

Exemplo 4.4. Suponha que alunos de matemédtica de uma escola sejam classificados
aprovados em (A) ou ndo-aprovados (A). Admita que trés desses alunos, no fim do
semestre, sejam escolhidos ao acaso. Suponhamos que seja 0,2 a probabilidade de um
aluno ser reprovado e 0,8 a de ser aprovado. Admitamos que essas probabilidades sejam
as mesmas para cada aluno, ao menos enquanto durar o nosso estudo. Finalmente admita-

se que a aprovacoes de qualquer aluno em particular sejam independentes.

Desejamos estudar a v.a. X, a qual atribui a cada resultado w € ) o niimero
de alunos reprovados associados a ). Consequentemente o conjunto dos valores possiveis

de X é0, 1, 2, 3, entao
P(X =z2)=(3)0,2°(1-0,2)37", 2=0,1,2,3.

Na calculadora de probabilidade, como mostra a Figura 4.9, temos o uso da

distribuicao binomial. Insere-se os parametros n = 3 e p = 0.2 no campo 3; no 4, devemos
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optar pelo intervalo fechado a esquerda e a direita e no campo 5 insere-se os limites

do intervalo [0, 3] e, obtemos, na tabela de distribuicdo de probabilidade, o resultado

esperado.

€7 Calculadora de Probabilidades s x
. &

T Tl A

Distribuicio  Estatistica

k PX=k
0512

AREE

0.096
0.008

22 24 26 28 3 32 34 36 38

p=06 o=0.6928

20:33

~ =B eone

Figura 4.9: V.a. X distribuida binominalmente com parametros (3;0, 2).

Além disso, podemos exportar o grafico de P(X = x) para a janela inicial do
GeoGebra.

Exemplo 4.5. Sabe-se que uma determinada moeda apresenta cara trés vezes mais fre-
quentemente que coroa. Essa moeda é jogada trés vezes. Seja X o nimero de caras que
aparece. Estabelega a distribuigdo de probabilidade de X e também a fd (funcao de

distribui¢ao acumulada). Faga o esboco do gréfico de ambas.

Uma solugdo algébrica:

Seja k o numero de caras e ¢ o numero de coroas, temos
p(k) +p(c) =1=p(c) =1 —p(k).

Como a probabilidade de cara(k) é trés vezes mais frequente que coroa(c),

temos
p(k) = 3p(c) = p(k) = 3[1 — p(k)].

Logo,
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p(k) =7 eplc) =3
Assim, se X é igual ao nimero de caras que aparece, temos que X ~ B(3;0,75).
P(X = 0) = p(0)p(e)p(e) = ()" = g5 = 0,0156;
P(X = 1) = p(0)p(e)p(k) +p(e)p(k)p(c)+p(k)p(c)p(c) = 3p(c)?p(k) = 3 (3)" x

3 9 ~ .
8 — 9 200, 1406;

P(X = 2) = p(c)p(k)p(k)+p(k)p(c)p(k)+p(k)p(k)p(c) = 3p(c)p(k)* = 3 () X

(3)% = 2T 2 0,4219;

P(X = 3) = p(k)p(k)p(k) = (3)° = 2 = 0,4219.

Portanto,
6i4 se x = 0;
P(X =1)= 6% sex =1;
2—1 sex =2, 3.
O grafico é mostrado na Figura 4.10.
05 PX=x)
04
03
0.2
0.1
% 1 2 3 §

Figura 4.10: Grafico da fungao de distribuigao de probabilidade da v.a. X ~ B(3;0,75).

Para fd,

0, se x < 0;
4 =20.0156, se0<z<1;
F(r)=4{ 2201563, sel<z<2;

>~ 05781, se2<ux<3;

1, se x > 3.

\

E seu gréfico é mostrado na Figura 4.11.
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P(X=x)

0.75

0.5

0.25

Figura 4.11: Gréfico da fd da v.a. X ~ B(3;0,75).

Uma solucao com o auzilio da calculadora de probabilidade do GeoGebra:

Tendo em vista que a distribuicao é binomial, com parametros n = 3 e p =
3/4 = 0,75, pois a v.a. X é o nimero de caras que aparece, inserindo-se esses dados na

calculadora de probabilidade, como na Aplicacao 4.4, o resultado ¢ a tela da Figura 4.12.

¥ Calculadora de Probabilidades

e x
Tl oA 5]
Distribuico  Estatistica
k PR=k)
0] 0.0156
1/ 0.1406
204219
3| 0.4219
1
-08  -06  -04 -0 0 02 04 0.6 08 1 12 14 16 18 22 24 26 28 32 34 36 38
§=225 0=075
/" Binomial %
n |3 p |075
1B E

P(|0 =x=p )=1

: 01:50
a2 OB 5n0ms

Figura 4.12: Gréfico da distribui¢ao de probabilidade da v.a. X ~ B(3;0,75).

Observa-se que na tabela de distribuicao de probabilidade da Figura 4.12, os

resultados para cada valor da v.a. X sao iguais aos da solucao algébrica.

Para a fd, mostraremos um grafico para cada intervalo acumulado e o que
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teremos é uma sequéncia de gréaficos-1, 2, 3 e 4-representando, respectivamente, as pro-

babilidades de P(0 < X < 1), P(1< X <2), P2<X <3)e P(X >3).

Para fazer uma analogia aos resultados obtidos na solucao algébrica, verifica-

mos a igualdade nos valores acumulados de X, na Figura 4.11, localizado como no Campo

5 referente a Figura 4.8; assim, temos:

P(0 <X <1)=0.0156 (grafico 1),

P(1 <X <2)=0.1563 (grafico 2),

P(2 <X <3)=0.5781 (grafico 3) e
( )

P(X > 3) =1 (grafico 4).
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Figura 4.13: Representacao grafica da funcao de distribuicao acumulada de X ~

B(3;0,75).

Verifica-se, na Figura 4.13, que as tabelas de probabilidade de cada grafico

mostram, através de uma selecao, os intervalos acumulados bem definidos.

Para mostrar que P(X < 0) = 0, insere-se um valor menor que zero, no campo
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indicado para intervalos e o resultado é a Figura 4.14, concluindo assim, a solucao.

7 GeoGebra — O >

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R

T TaAE

DistribuicAo  Estatistica

PEX=K)
0.0156
0.1406
0.4218
0.4218

WM =S| =

e r . . v
0 1 2 3
=225 o=075
/7| Binomial ~
n 3 p |0.75
HIE E
P(X= -1 )= |0

Figura 4.14: Probabilidade de X para valores menores que zero na Aplicacao 4.5.

Exemplo 4.6. Em uma caixa ha 40 bolas brancas e 20 bolas pretas. Retira-se uma bola

dessa caixa. Determinar E(X), Var(X) e a probabilidade da bola retirada ser preta.
Uma solugao algébrica.

Como temos somente uma tentativa de retirar uma bola branca ou preta, temos

uma prova de Bernoulli.

Seja X o numero de bolas pretas, temos

P(X =z)=p"(1-p)',

entao
) 0= (0-p=g=5
| iosp=2ot
Portanto,
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Como X ~ B(1;0,33), E(X) =pe Var(X) =p(1 — p), temos,

B(X) = % — 0,33 ¢ Var(X) = (%) (;) _ ; _ 0,22

Portanto a probabilidade de ser tirada uma bola preta é, aproximadamente, 33%, seu

valor esperado é 0,33 e a variancia é 0,22.
Uma solucao com o auzilio da calculadora de probabilidade do GeoGebra.

Verificando que a questao se trata de uma prova de Bernoulli; opta-se, na
aba de opcoes de distribuicao de probabilidade, pela distribuicao binomial; insere-se os
parametros n = 1 e p = 1/3 = 0,333... no campo para inclusao de parametros; opta-se
pelo intervalo limitado a esquerda na opg¢ao do tipo de intervalo assumido pela v.a., no
campo para inclusao dos limites dos intervalos ou valores, a serem assumidos pela v.a.,

insere-se o valor de z, 1. O resultado esta em destaque na Figura 4.15.

7 GeoGebra — O >

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R

4 |||||J-‘|A|E

Distribuicdo  Estatistica

k PX=K)
0 | 0.6667
103333

05 0 05 1 15
u=03333 0=04714

/7 Binomial w

n |1 p |0.3333
1/H[E

P |1 <X )= 03333

Figura 4.15: Distribuicao de Bernoulli.

Portanto, pela Figura 4.15,
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e a probabilidade de uma bola preta ser retirada é P(X = 1) = 0, 3333;
e 0 Valor esperado F(X) = u = 0,3333 e,
e a variancia Var(X) = 0% = (0.4714)* = 0, 2222

Confirmando, assim, os resultados da solucao algébrica.

Exemplo 4.7. (Morettin, 2010) A probabilidade de um lampada se queimar ao ser ligada
¢ 1/100. Numa instalagdo com 100 lampadas, qual a probabilidade de 2 lampadas se

queimarem ao serem ligadas?

Uma solugao algébrica

Seja X o nimero de lampadas queimadas, com probabilidade 1/100 = 0,01,
se as lampadas podem estar perfeitas ou queimadas, entao X ~ B(100;0,01). Logo,

100
P(X =2) = ( ) )(0, 01)%(0,99)% = 0, 1849.

Fazendo, A\ = np = 100 x 0,01 = 1 e, considerando a distribui¢ao de Poisson, temos

7112
P(X=2)="¢ S = 0,1830;

que é uma boa aproximacao da binomial.
Uma solucao com o auxilio da calculadora de probabilidade do GeoGebra.
Como distribuicao binomial:

Na calculadora de probabilidade do GeoGebra, opta-se por binomial na aba
de opcao de distribuicao de probabilidade; inseri-se os parametros n = 100 e p = 0,01 no
campo para inclusao de parametros; opta-se pelo intervalo limitado a esquerda e a direita
e insere-se 0 2, pois se 2 < X < 2, entao X = 2, nos dois campos para inclusao dos limites

dos intervalos ou valores. O resultado pode ser visto na Figura 4.16.
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€7 GeoGebra = X
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Figura 4.16: Distribui¢ao de probabilidade da v.a. X ~ B(100;0,01).

Verifica-se que o resultado é igual ao da solugao algébrica, P(X=2)=0,1849.
Além disso, visualizar-se a probabilidade de outros valores para X, o valor esperado

E(X)=p =1, avariancia Var(FE) = 0> = 1 e a representagao gréfica.

Como distribuicao de Poisson:

Lembrando que,

e considerando a igualdade o« = p = 1, pois ¢ = np = 100 x 0,01 = 1. Para chegar
a solugao, basta optar pela distribuicao de Poisson, inserir 1 no campo referente a p e
inserir 2 nos campos para inclusao dos limites dos intervalos, como na solucao anterior.

A Figura 4.17 mostra a solugao desejada, P(X = 2) = 0, 18309.
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€7 Calculadora de Probabilidades = X
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Figura 4.17: Distribuicao de Poisson com o = 1.

Observa-se que os resultados obtidos nas Figuras 4.16 e 4.17 confirmam a boa

aproximagao da distribuicao de Poisson a distribuicao binomial, mostrada no Capitulo 3.

Exemplo 4.8. De um baralho com 52 cartas, retiram-se 12 cartas ao acaso, sem reposicao.

Qual a probabilidade de que 2 sejam figuras?
Uma solugao algébrica.

Seja X o numero de figuras em 12 cartas e, estas retiradas de um total de 52
cartas, entao X tem distribuicao hipergeométrica, logo
() (=)

Sabendo que em um baralho comum existem 12 cartas consideradas figuras,

temos 12\ (52—12
P(X =2)= (2)(5+2) =0,2711.
(12)
Portanto, retirando-se 12 cartas de um baralho comum, a probabilidade de
duas dessas cartas retiradas serem figuras é 27,11 %.

Uma solucdo com o auzilio da calculadora de probabilidade do GeoGebra.

Na aba de opgao de distribuicao de probabilidade, optamos por Hipergeométrica;

inserimos os parametros N = 52 em populagao, n = 12 (quantidades de figuras em um
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baralho) e r = 12 em amostra (quantidade de cartas retiradas das 52); optamos por in-
tervalos limitas a esquerda e a direita; nos campos para inclusao de intervalos ou valores,

digita-se 2 (ja explicado antes). A solugao é a que aparece na Figura 4.18.

€7 GeoGebra x
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Figura 4.18: Distribuicao hipergeométrica.

A solugao é 0,2711, como na solucao algébrica e aparece exatamente apos
a igualdade, na Figura 4.18. Também, pode-se visualiza-la na tabela de distribuicao
de probabilidade; além disso, pode ser visto outros valores possiveis para a v.a. X,

a representacao grafica, a média () e o desvio padrao (¢); tornando a solugdo mais

dinamica.
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5 Consideracoes Finais

Esperamos que este trabalho venha contribuir para que a distribuicao binomial e distri-
buicoes relacionadas possam ser melhor abordadas no Ensino Médio. As aplicacoes do
Capitulo 4 relacionadas ao campeonato brasileiro de futebol reforcam a ideia de que pro-
blemas envolvendo a distribuicao binomial sao comumente observados em temas bastante
populares. Claramente o assunto fica mais interessante para a maioria dos discentes, a me-
nos daqueles nao atraidos pelo futebol. A comparacao entre solugoes tradicionais através
de célculos algébricos e solugoes determinadas a partir da calculadora de probabilidade

do GeoGebra podem ser implementadas sem muito esfor¢o didatico.

Mesmo sabendo que os recursos computacionais sao ferramentas poderosas na
obtencao de solugoes numéricas e graficas, podemos perceber que o conhecimento teérico
e algébrico da matemédtica nao pode ser substituido simplesmente pela insercao de dados
em um software afim de obtermos um nimero como resposta. Entretanto, a dificuldade
de trabalho com a distribuicao de probabilidade binomial no Ensino Médio é minimizada

quando usamos temas atrativos e tecnologia em sala de aula.

Os conhecimentos béasicos em probabilidade tornam-se indispensaveis nos dias
de hoje. Além disso, podemos propor que se incluidas no Ensino Médio, as varidveis
aleatorias levarao o estudante muito além das aplicacoes das definicoes classicas e fre-

quentista de probabilidade.

Como tratamos de forma intensa a distribuicao de probabilidade binomial,
fazendo um breve estudo da v.a. continua normal, sugerimos como proposta de trabalho
futuro esta v.a. Finalmente, estamos certos de que o estudo da distribuicao binomial e

suas aplicagoes devem ser melhor tratados no Ensino Médio.
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