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Resumo

Estudamos as configuracoes auto-duais em modelos de gauge no contexto do Modelo Padrao
Estendido e em modelos de Higgs abelianos generalizados. Primeiramente abordamos o modelo
de Maxwell-Higgs provido com termos de violagdo da invariancia de Lorentz (VL) em duas
situagdes: No primeiro caso, adicionamos o termo de Carroll-Field-Jackiw (CPT-impar) ao setor
de gauge e um outro termo CPT-par no setor de Higgs. No segundo caso, inserimos termos CPT-
par em ambos os setores. Em todos os casos os termos da quebra de Lorentz modificam a parte
cinética dos campos. As configuragoes na presenga do termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) tem
carga elétrica total nao nula, além de serem proporcionais ao fluxo magnético, enquanto que
as configuragoes contendo somente termos CPT-par tem carga elétrica total nula. Contudo, as
solucoes obtidas quando consideramos o setor de gauge com coeficientes CPT-par de paridade-
impar possuem campo elétrico nao nulo. A implementacao do formalismo BPS prové equacoes
auto-duais cujas solugoes tem energia total proporcional ao fluxo magnético. Estudamos em
detalhe as solucoes tipo vértices axialmente simétricos usando o ansatz apropriado. Observamos
que o fluxo magnético além de ser proporcional ao nimero de vorticidade, também depende
dos coeficientes CPT-par do setor de Higgs. Mostramos que existem conjuntos de valores dos
coeficientes CPT-par do setor de Higgs que reproduzem as configuracoes dos modelos de Higgs
abelianos ja estudados na literatura. Um outro resultado importante é a existéncia de um
jogo de parametros envolvendo o caso puramente CPT-par cujos vértices BPS (Bogomoln'yi-
Prasad-Sommerfield) apresentam a inversao localizada tanto do campo magnético como do
campo elétrico.

Ainda no contexto de VL, estudamos as configuragoes auto-duais num modelo nao abeliano:
o modelo O(3) sigma nao-linear acoplado a um campo de gauge. O modelo usual é modificado
introduzindo o termo CPT-impar de CFJ no setor de gauge e um termo CPT-par no setor
sigma, ambos modificando somente os setores cinéticos. As configuracoes tem carga total
nao nula proporcional ao fluxo magnético. O formalismo BPS fornece as equagoes auto-duais
com configuracoes possuindo energia total proporcional a carga topoldgica do modelo. Em
seguida, estudamos as solugoes de vortices axialmente simétricos. Estes possuem energia total
proporcional a vorticidade e depende dos coeficientes VL pertencentes ao setor sigma. Essa
dependeéncia é refletida na carga topoldgica e no fluxo magnético. Similarmente ao caso anterior,
existem conjuntos de valores dos coeficientes CPT-par do setor de sigma permitem interpolar as
configuragdes dos modelos O(3) sigma nao-linear acoplado a um campo de gauge encontrados
na literatura.

Finalmente, no contexto de teorias de campo invariantes de Lorentz, estudamos a existéncia
de configuragoes auto-duais nos modelos de Higgs abelianos generalizados: Maxwell-Higgs,
Born-Infeld-Higgs, Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs. A generalizagao modi-

fica a parte cinética dos campos por meio de fungoes que dependem somente do campo de Higgs



(¢). Durante o desenvolvimento da implementagao do formalismo BPS, naturalmente surge a
forma explicita da funcao que generaliza o termo cinético do campo de Higgs, A|¢[**~2, A > 1.
Com isso, determinados os potenciais auto-duais e as correspondentes equacoes de primeira or-
dem para cada modelo. Dentre as configuragoes auto-duais, estudamos as solugoes tipo vértice
e encontramos que a partir de um determinado valor do parametro A os perfis comecam a
adquirir forma semelhante as das solucoes do tipo-compactons.

Palavras chave: Violagao da simetria de Lorentz, configuragoes auto-duais, modelos de Higgs

abelianos, modelos sigma nao linear.



Abstract

We study self-dual configurations solutions for gauge models in the context of the Standard
Model Extension and in abelian Higgs generalized models. First we approach the Maxwell-
Higgs model provided with Lorentz symmetry violation (VL) terms in two situations: In the
first case, we add the Carroll-Field-Jackiw (CPT-odd) term into the gauge sector and another
CPT-even term in the Higgs sector. In the second case, we add CPT-even terms in both sectors.
For both cases the Lorentz symmetry breaking terms modified the kinetic part of the field.
The configurations in the presence of the Carroll-Field-Jackiw (CFJ) term have non-zero total
electric charge as well as proportional to the magnetic flux, while the configurations containing
only CPT-even terms have null electrical charge. However, the solutions obtained when we
consider the gauge sector with CPT-even and parity-odd coefficients have non-zero electric
field. The implementation of the BPS formalism provides self-dual equations whose solutions
have total energy proportional to the magnetic flux. We have studied in detail the axially
symmetrical vortices-like solutions using the appropriate ansatz. We note that the magnetic flux
as well as being proportional to the winding number, also depends on the CPT-even coefficients
of the Higgs sector. We show that there exist a sets of valuesfor the CPT-even coefficients of
Higgs sector that reproduce the configurations for the abelian Higgs models already studied in
literature. Another important result is the existence of a set of parameters involving only the
CPT-even case, in which the BPS (Bogomoln'yi-Prasad-Sommerfield) vértices exhibit localized
inversion of both magnetic and electric field.

In the second chapter, still in the context of Lorentz invariance symmetry violation, we
study the self-dual configurations in the O (3) nonlinear sigma model coupled to a gauge field.
The usual model is modified by introducing the CPT-odd term of CFJ in the gauge sector and a
CPT-even term in the sigma sector, both modifying only the kinetic sectors. The configurations
have non-null total charge and are proportional to the magnetic flux. The BPS formalism
provides the self-dual equations with configurations having total energy proportional to the
topological charge of the model. Then we study the axially symmetric vortices solutions. These
have total energy proportional to the winding number and depends on the Lorentz violation
coefficients belonging to the sigma sector. This dependence is reflected in the topological charge
and in the magnetic flux. Similarly to the previous case, there exist a set of values for the CPT-
even coefficients of the sigma sector that interpolate the configurations of usual O (3) nonlinear
sigma models coupled to a gauge field already found in literature.

On the third and final part of this manuscript we study the existence of self-dual confi-
gurations in models for abelian Higgs generalized models: Maxwell-Higgs, Born-Infeld-Higgs,
Chern-Simons-Higgs and Maxwell-Chern-Simons-Higgs. The generalization modifies the kine-
tics of the fields by means of functions that depend only on the Higgs field (¢). During the

development of the implementation of the BPS formalism, naturally arises the explicit function



that generalize the kinetic term of the Higgs field, \|¢|**72, A > 1. Thus, we are able to
determined the self-dual potential and the corresponding first order equations for each model.
Among the self-dual configurations, we study the vortex-like solutions and found that from
a given value of the parameter A the profiles begin to acquire a shape similar to the form of
compactons-like solutions.

Keywords: Lorentz violation, self-dual configurations, Abelian Higgs models, nonlinear O(3)

sigma models.
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Introducao

As particulas elementares sao descritas pela Teoria Quantica de Campos (TQC) como as
excitagoes elementares de um campo quantizado. A TQC é uma teoria muito bem estabelecida
que ha décadas fornece resultados extremamente satisfatérios no que se refere as interacoes
entre particulas. Notamos que em nenhum momento se fez necessaria a inclusao do conceito
do séliton para o desenvolvimento da TQC, no entanto, as dificuldades encontradas na des-
cricao perturbativa em determinados fenomenos de particulas, especialmente no dominio da
interagao forte, levou muitos fisicos de particulas a reconsiderar, de uma nova perspectiva, as
consequéncias das equacgoes de movimento nao-lineares. Neste contexto, as solucgoes tipo sélitons
foram redescobertas na década dos 70. O termo séliton caracteriza ondas nao dispersivas que
preservam sua forma durante a propagacao. A partir desta caracteristica poderia se pensar em
solitons como a estrutura matematica ideal para a descricao de particulas. Estas solugoes so-
litonicas tipo-particula nao substituem as particulas elementares tradicionais, mas contribuem
na descricao tedrica em virtude da sua natureza nao linear. Mas, de que forma estas solucoes
tipo-particulas, advindas de equacoes de campos classicos, poderiam ser incluidas no contexto
das interagoes elementares, conhecendo-se a natureza quantica do universo sub-microscopico?
A quantizacao nos solitons é de natureza diferente a quantizacao empregada pela TQC na
descricao das particulas elementares. Esta surge naturalmente em alguns tipos particulares de
solugbes das equagoes (nao lineares) de campo quando estes apresentam condigdes de fronteira
nao triviais. Desse modo dizemos que as configuragoes apresentam propriedades topoldgicas
nao triviais. O carater topolégico do campo é dado por um numero inteiro, n, chamado de
carga topoldgica ou em inglés, de winding number [1].

Assim, nas solugbes que apresentam o carater topoldgico, a densidade de energia é bem
comportada e concentrada em uma regiao finita do espago e as configuragoes de campo sao
chamadas de soélitons topoldgicos. Fisicamente, podemos dizer que um defeito topoldgico é a
regiao de transicao entre as fases distintas de um sistema, ou a regiao em que o sistema muda
suas caracteristicas.

Por exemplo, em sistemas unidimensionais surgem os seguintes defeitos topoldogicos: ondas
solitarias, kinks e solitons de sine-Gordon. Estes dos tltimos se diferenciam nos possiveis
valores do vacuo, sendo no caso do kink ¢, e ¢_, por outro lado no caso de sine-Gordon o

estado de vacuo é dado por ¢ = 27mn, onde n € Z [2]. A estabilidade do kink se deve a que este



conecta dois valores de vacuo diferentes e resulta impossivel realizar uma deformacao continua
ou deformag¢ao homotopica do kink, para este conectar um tnico valor de vacuo sem violar a
condicao essencial de termos uma energia finita.

No caso de sistemas bidimensionais, a situagao mais elementar ocorre quando o estado de
vécuo do sistema é caracterizado pelo campo complexo ¢, nao nulo e com médulo |¢| = ¢p.
Esta equacdo admite uma infinita variedade de solucoes na forma ¢ = e??¢,, obtendo assim
um continuo de vacuos degenerados formando um circulo. Neste caso as configuragoes sao
caracterizadas pelo nimero de voltas ao redor do circulo, ou seja, a configuragao com 0 < 6 < 27
sera diferente da configuracao com 0 < 6 < 4w, e em geral daquela com 0 < 0 < 2nmw, n €
Z.. Novamente, estamos frente a uma topologia nao trivial pois é impossivel deformar uma
configuragao na outra sem superar uma barreira de energia infinita. Portanto, o conjunto
de todas as configuragoes de campo com energia finita é dividido em setores topoldgicos nao
equivalentes, onde cada setor é caracterizado por um valor diferente de n € Z.

Sélitons em duas dimensoes, sao realizados na fisica da matéria condensada, por exemplo,
na teoria da supercondutividade. Dentro da teoria da supercondutividade, o fenémeno co-
nhecido como efeito Meissner [3], proibe a entrada de campo magnético de baixa intensidade
dentro do material supercondutor. Podemos dizer, neste caso, que o supercondutor blinda o
campo magnético externo. Experimentalmente, verifica-se que, quando a intensidade do campo
magnético é aumentada, a supercondutividade desaparece. A partir deste mecanismo os super-
condutores sao divididos em dois tipos: Nos supercondutores do tipo-I, a supercondutividade
desaparece via uma transicao de fase de primeira ordem, que ocorre quando a intensidade do
campo magnético externo ultrapassa o valor critico Hs. Por outro lado, a supercondutividade
do tipo-I1 é caracterizada pela formacao de vértices magnéticos quando é aplicado um campo
magnético externo com um valor acima de H¢q. E verificado que a medida que aumenta o
campo magnético externo, aumenta também a densidade de vortices no supercondutor. Con-
tudo, quando o campo magnético alcanga valores maiores que o valor critico Hes, a supercon-
dutividade é destruida completamente. Essa classificagao foi proposta por Ginzburg e Landau
(GL) [4] como resultado do seu modelo fenomenoldgico para descrever a supercondutividade.
Vale ressaltar que a teoria de GL estd incorporada em uma teoria mais geral denominada de
teoria BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) [5], cuja descri¢ao do fenémeno da supercondutividade
leva em consideragao a natureza microscépica da matéria. Foi Abrikosov [6] que estudando o
modelo de GL, descobriu que o funcional de energia suportava sélitons topolégicos, sendo estes,
vértices com fluxo magnético quantizado.

Dentro do contexto cosmolégico, Nielsen e Olesen [7] usando uma teoria de campos (0 modelo
de Maxwell-Higgs) observaram que no limite de baixas energias é recuperada a expressao do
funcional de energia de GL. Analogamente as transi¢oes de fase observadas nos supercondutores
de GL, eles propuseram estruturas topologicas associados ao processo de transicao de fase no

universo primordial, quando a temperatura do mesmo diminuiu até um valor critico 7,, gerando



objetos exoticos em escala cosmologica, denominados de cordas césmicas.

Dentro do amplo contexto envolvendo os defeitos topoldgicos existe uma classe denominada
de configuracoes auto-duais que, em teoria campos, correspondem a configuracoes possuindo
minima energia. Em teorias de campos, uma forma de procurar por configuracoes auto-duais é
através da implementagao do formalismo de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) [8]. Este
procedimento permite obter um conjunto de equagoes diferenciais acopladas de primeira ordem,
denominadas de equacoes BPS ou auto-duais, cujas solugoes também resolvem as equacgoes de
campo de Euler-Lagrange. Um fato importante ¢ a existéncia de uma intima conexao entre as
configuragoes BPS ou auto-duais e as teorias supersimétricas. Esta conexao foi primeiramente
abordada em teorias supersimétricas contendo solucoes de monopolos. Foi observado que existe
uma relacao de simetria entre um bdson eletricamente carregado com valor ¢y = =+eh, e o
monopolo magnético com carga magnética gy = %}h. Com base nesta observacao, Montonen e
Olive [9] propuseram que ha duas formulagoes equivalentes para uma mesma teoria, sendo estas
formulacoes duais uma com a outra. Na primeira, denominada de FElétrica, os bésons eletrica-
mente carregados sao particulas elementares enquanto os monopolos magnéticos sao sélitons.
Na segunda formulacao, denominada de Magnética, as particulas elementares sao os monopoélos
magnéticos enquanto os bdsons sao sélitons. esta simetria de dualidade é conhecida como dua-
lidade de Montonen-Olive. No ano seguinte, Witten e Olive [10] observaram que no limite BPS
a invariancia na massa de Dyons (particulas hipotéticas que aparecem em teorias (3 + 1) — D
possuindo carga elétrica e magnética simultaneamente) pela dualidade de Montonen-Olive ¢é
uma consequencia direta da algebra supersimétrica, abrindo a possibilidade de determinar de
forma exata a massa das particulas nos estados BPS. Posteriormente estes conceitos foram
estendidos para todas as particulas e também tiveram grande importancia no desenvolvimento
da Teoria de Cordas.

Este texto foi dividido em trés partes. As duas primeiras partes tratam de modelos abelia-
nos suportando configuragoes auto-duais topolégicas no contexto do Modelo Padrao Estendido
(MPE), especificamente em teorias com quebra da simetria de Lorentz. J& a terceira parte do
trabalho trata de modelos de Higgs Abelianos generalizados.

As teorias com viola¢ao da simetria de Lorentz (VL) surgiram no intuito de incorporar a
Teoria da Relatividade Geral, encarregada de descrever a forga gravitacional e as estruturas
do Universo em grande escala a Teoria Quantica de Campos [11]. A invariancia de Lorentz é
quebrada nas teorias que tentam uma teoria fisica unificada, como por exemplo na Teoria de
Cordas e em Loop Quantum Gravity. A implementagao da quebra da simetria de Lorentz é
incorporada nos modelos tedricos introduzindo termos contendo campos vetoriais e tensoriais
de fundo, os quais independem das coordenadas do espacgo-tempo. A Fisica no contexto das
teorias com VL, tem sido uma area de interesse nas ultimos anos, tanto no seu desenvolvimento
tedrico como no desenvolvimento experimental [12]-[15]. O MPE [16]-[18] é o marco tedrico

geral para o estudo dos efeitos da VL e é construido adicionando termos de VL em todos os



setores do Modelo Padrao. Particularmente, o setor abeliano do MPE é o foco principal na
busca por efeitos da VL em sistemas fisicos [19]-[25]. Recentemente, com a primeira deteccao
de ondas gravitacionais [26], os efeitos da VL foram estudados nas relagoes de dispersao e na
birrefringéncia de ondas gravitacionais [27].

O estudo de defeitos topoldgicos no contexto de teorias VL tem sido realizado em diversos
modelos, como por exemplo: sistemas escalares [28], monopolos abelianos [29], campos tenso-
riais [30], etc. A pesquisa por solugbes auto-duais do tipo-vértice no contexto do MPE foi
recentemente realizado em [31]-[35].

Na primeira parte deste trabalho, apds uma revisao das solugoes auto-duais nos modelos
abelianos de MH e Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH), abordamos o modelo de MH provido
com termos de VL em duas situacoes: No primeiro caso, adicionamos o termo de Carroll-
Field-Jackiw (CPT-impar) ao setor de gauge e um outro termo CPT-par no setor de Higgs.
No segundo caso, inserimos termos CPT-par em ambos os setores. Em todos os casos os
termos da quebra de Lorentz modificam a parte cinética dos campos. A partir dos modelos
anteriormente descritos, foram obtidas configuracoes auto-duais e solugoes numéricas do tipo
vortices topolégicos, rendendo uma publicacao de artigo cientifico [36].

Na segunda parte do trabalho, comecamos fazendo uma revisao das solucgoes auto-duais
nos modelos calibrados de Maxwell o — O(3) nao-linear e MCSo — O(3) nao-linear. Apds esta
revisao, realizamos o estudo das configuragoes auto-duais num modelo nao abeliano com quebra
da invariancia de Lorentz. Especificamente, abordamos o modelo o — O(3) nao-linear acoplado
a um campo de gauge. O modelo usual é modificado introduzindo o termo CPT-impar de
Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no setor de gauge e um termo CPT-par no setor sigma, ambos
modificando somente os setores cinéticos. O desenvolvimento das configuragoes auto-duais e as
solucoes numeérica do tipo vortices renderam ao trabalho a publicagao de um artigo cientifico
(37].

Na terceira parte do trabalho, no contexto de teorias de campo invariantes de Lorentz,
estudamos a existéncia de configuracoes auto-duais nos modelos de Higgs abelianos generaliza-
dos: MH, Born-Infeld-Higgs (BIH), CSH e MCSH. Especificamente estudamos a formagao de
vértices compactos. A generalizacao nos modelos estudados é fornecida por uma dinamica nao
convencional para os campos de gauge e de Higgs. No setor de gauge a dinamica nao usual
¢ introduzida por uma fungao escalar positiva G(|¢|), a qual pode ser vista como um tipo de
permeabilidade magnética generalizada. No setor de Higgs a dinamica nao usual ¢ introduzida
por meio da funcao escalar, real e positiva w(|¢|), dependendo no campo de Higgs. Nestes
modelos observamos que a para valores grandes do parametro A, contido na funcao generali-
zadora do setor de Higgs, os vértices auto-duais obtidos sao compactados, apresentando perfis
semelhantes as estruturas de defeitos do tipo compactons.

Para todos os modelos aqui apresentados implementamos o formalismo de Bogomol'nyi,

com o qual procuramos configuragoes auto-duais de minima energia. Apds termos encontrados



as equacoes auto-duais para cada modelo, estas serao projetadas no ansatz adequados para a
obtencao de vértices do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen (ANO). As equagoes BPS serao resolvi-
das numericamente utilizando o software Maple. Especificamente sera utilizado o sub-método
para resolver problemas com condigoes de contorno nas fronteiras denominado Midrich. Este
método é uma juncao do Método de Ponto Médio e o Método de Richardson para acelerar
o raio de convergéncia de uma série. As solu¢bes numéricas das equagoes sao apresentadas
graficamente na forma de perfis para vértices para sua posterior analise. Apds cada capitulo

serao apresentadas as conclusoes e os comentarios.



Parte 1

Configuracoes auto-duais no modelo de
Maxwell-Higgs com violacao da

simetria de Lorentz



O objetivo deste capitulo é investigar como os termos de VL afetam a estrutura dos defeitos
topoldgicos, particularmente, discutimos a estrutura de configuragoes BPS em modelos de MH.
No desenvolvimento do capitulo serd observado que a introdugao de um termo de VL no setor
de Higgs prové anisotropia a dinamica do Hamiltoniano, de modo similar ao que aparece nos
modelos de Ginzburg-Landau (GL) anisotrépicos e nos modelos de supercondutores em camadas
(38, 39]

Assim, a principal motivacao para o estudo de vortices topoldgicos no contexto das teorias
com VL, vem da semelhanca com a estrutura matemadtica que descreve a fisica dos novos
materiais supercondutores a altas temperaturas. Estas novas estruturas levam a uma forte
anisotropia das propriedades magnéticas e dao origem a novos fenomenos, como a formagao de
vortices bidimensionais e a existéncia de um novo tipo de rede de vértices [39, 40].

Antes de abordarmos de cheio os modelos abelianos de MH suplementados com termos de
VL, faremos uma breve revisao dos modelos abelianos de MH (MH) e MCSH (MCSH), os
quais, posteriormente serao comparados com os modelos estendidos com termos que violam a
invariancia de Lorentz.

Apos esta revisao serd estudado o modelo abeliano de MH suplementado com o termo CPT-
impar ou de CFJ e, um segundo modelo, sendo suplementado com um termo CPT-par no setor
de gauge. Em ambas as situacoes, introduzimos um termo CPT-par no setor de Higgs. Como ja
¢ esperado, no primeiro modelo obteremos solugoes eletricamente carregadas devido a presenca
do termo de CFJ, que se comporta de maneira andloga ao termo de Chern-Simons nos modelos
de MCSH [41, 42]. Em relacao ao segundo modelo, os setores elétricos e magnéticos se acoplam
devido a presenca de coeficientes de paridade-impar do termo CPT-par no setor de gauge. Nas
segoes seguintes, analisamos em detalhe ambos cenarios de VL para vértices do tipo Abrikosov-
Nielsen-Olesen (ANO). Analisaremos o comportamento assintético dos campos e as solugoes

numéricas das equagoes serao apresentadas em forma de perfis de vortices.



Capitulo 1

Configuracoes autoduais nos modelos

de Higgs abelianos: Uma revisao

1.1 Configuracoes auto-duais no modelo de Maxwell-Higgs

Em um trabalho publicado por H.B. Nielsen e P. Olesen no ano de 1973 [7], aparecem pela
primeira vez, configuragoes de vortices geradas através do formalismo da teoria de campos.
Neste trabalho, os autores construiram uma teoria de campos para cordas duais utilizando o
campo de gauge abeliano acoplado a um campo escalar complexo de Higgs. A continuacao,
mostraremos como implementar o formalismo de Bogomol'nyi para obter as equagoes auto-
duais no modelo abeliano de MH. Posteriormente, utilizando um ansatz especifico, obteremos
numericamente perfis para vortices auto-duais.

O modelo abeliano de MH em (1+42)-dimensoes é descrito pela seguinte densidade lagran-
giana

1
£ == FuF"™ + Dol ~ U (l6]) . (1.1)

no qual definimos a derivada covariante que acopla o campo de gauge ao campo complexo de

Higgs da seguinte forma
D, =0, —1ieA, , (1.2)

sendo a carga elétrica elementar e, a constante de acoplamento entre os campos de gauge e de

Higgs. Definimos também o tensor do campo eletromagnético usual de Maxwell,
F =0,A,—0,A, . (1.3)
Por ultimo, U (|¢|) é um potencial tipo A |qu|4 que prové as solucoes auto-duais.

A equacao de Euler-Lagrange para o campo de gauge,

oL oL
8”8(@14#) A, 0, (14)




fornece a seguinte equacao de movimento
o, F"" =eJt | (1.5)
com a seguinte expressao para a corrente J*,
Ju=i[6(Dud)" — ¢*Dyug] = i ($0,0" — ¢"0,0) — 2¢ A, [¢]" . (1.6)

A respectiva equacao de Euler-Lagrange para o campo de Higgs,

5 L oL
90,07 00"

=0, (1.7)

proporciona a equacao de movimento para o campo escalar complexo

ou

1 - —
DDyt + 5

0. (1.8)
Levando em consideracao que estamos interessados em configuragoes auto-duais, sendo estas
configuragoes estacionarias dos campos, portanto independentes do tempo, escrevemos a partir

da equagao de movimento para o campo de gauge (1.5), a lei de Gauss estacionaria

V2Ay = 26240 0] | (1.9)

e a lei de Ampere estacionaria
ekjﬁjB == Jk s (110)
;05 B + ied O — icddpd” + 262 Ay |6° =0, (1.11)

onde o campo magnético em (1 4 2)-dimensodes é definido por B = Fj5. Observamos na lei de
Gauss estaciondria (1.9) que a condigdo Ag = 0, denominada de gauge temporal, é trivialmente
satisfeita. Isto implica que as configuracoes obtidas a partir deste modelo terao carga elétrica
total nula.

A equagao estaciondria para o campo escalar complexo é obtida a partir da Eq. (1.8), na

qual ja implementamos a condicao Ay = 0,

ou

Dy Dy¢p — 9o

0, (1.12)

ou
ou

9o

V2 — i2eA;0;0 — * (A;)* ¢ — 0. (1.13)

onde usamos o calibre de Coulomb, 0, A, = 0.



1.1.1 Formalismo BPS

O formalismo de Bogomol’'nyi ou BPS [8] consiste em escrever a densidade de energia es-
taciondria de uma teoria como uma soma de termos quadraticos (que posteriormente serao
identicamente nulos) e termos contendo derivadas totais. No caso particular de modelos de
MH, nos quais estamos interessados em configuracoes do tipo-vortices auto-duais, desejamos
também que a densidade de energia inclua um termo proporcional ao fluxo magnético.

Portanto, seguindo o formalismo BPS escrevemos a densidade de energia estacionaria do
modelo (na condicao de gauge Ay = 0):

£ =3B+ D0l + U (I6)) - (1.14)

A energia total estacionaria é
E= /d% E. (1.15)

O proximo passo consiste em escrever a densidade de energia como uma soma de quadrados
mais uma derivada total e um termo proporcional ao campo magnético. Assim, introduzimos

aqui a seguinte identidade

1
Dol = Dol £ eB 6| & Sejudsi (1.16)
onde
Di¢p=DipE£iDso . (1.17)
Com isso podemos reescrever a energia da seguinte maneira
1 1
Manipulando o primeiro e ultimo termo obtemos
1 1 2
SB U= (B ¥ \/2U> + BV2U . (1.19)
Substituindo na energia, ela pode ser expressa da seguinte forma
1 2 1
E= /d% {5 (B ¥ \/2U> +|Dyo + B (\/ZU +e W) + §ejkajjk] . (1.20)

Nosso objetivo é obter configuragoes auto-duais cuja energia seja proporcional ao campo magnético,

com esse intuito escolhemos o potencial U (|¢|) para ser,

U(16l) = 5 (07 — Jof*) (1.21)

Substituindo o potencial em (1.20) obtemos a seguinte expressao para a energia
1 2 1
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Sob condicoes de contorno apropriadas a integral da divergéncia total terd contribuicao nula

para a energia. Por tanto, a energia total possui um limite inferior
E > j:evg/deB = fer’dp (1.23)

proporcional ao fluxo magnético ®g. O limite inferior serda saturado quando as seguintes
equagoes, denominadas de equacoes BPS ou auto-duais, sejam satisfeitas pelas configuracoes

de campo,

Di¢p=0, (1.24)
B = e (v* — |¢[") . (1.25)

Agora, verificamos que estas equagoes reproduzem as equagoes de Euler-Lagrange. Apli-

cando o operador D+ a primeira equagao BPS (1.24) obtemos

D:Di¢p = 0, (1.26)
DyDyd£i[Dy, Do) = 0. (1.27)

Um célculo rdpido mostra que [Dq, Ds] ¢ = —ieB¢ , logo,
DyDrp £ eBp=0. (1.28)
Usando a segunda equacao BPS (1.25) que define o campo magnético, obtemos
DD + € (v = 9]") =0, (1.29)

que resulta ser exatamente a equagao (1.12) quando o potencial de auto-interacao é dado pela
expressao em (1.21).

Para reobter a lei de Ampere, aplicamos o operador €;0; a segunda equagao BPS (1.25)
ijajB = :F€€kjaj ’¢|2 . (130)

Aqui ressaltamos que a equacao BPS (1.24) permite escrever o campo de calibre Ay, e a corrente

J em termos somente do campo de Higgs,
1

Ay = 5 |¢’ 5 (POd" — ¢"Ok9) £ 2e |0 —— ;05 |9 (1.31)

Com isso, vemos que a equacao (1.30) recupera a lei de Ampere (1.10).

11



1.1.2 Vortices auto-duais no modelo MH

Em esta secao procuramos solugoes descrevendo vortices axialmente simétricos, para isto

utilizamos o seguinte ansatz,

p=vg(r)e™ | Ag=-——", (1.33)

similares aos propostos por Abrikosov [6] na obtengao de vértices em supercondutores de alta
temperatura critica T,. No ansatz (1.33) as fungdes a (1) e g (r) sdo regulares na origem e no

infinito e satisfazem as seguintes condigoes de contorno

(1.34)

O nuimero inteiro n, chamado de vorticidade, ou em lingua inglesa de winding number, engloba
o carater topologico do campo devido a que a carga topoldgica é sempre proporcional a n. O
carater inteiro do niimero n esté ligado a termos um campo de Higgs univocamente definido no

plano complexo,

¢(7“,0) = ¢(7ﬂ727rn),
1 = 2™, (1.35)

onde a segunda igualdade somente é satisfeita se os valores de n sao niimeros inteiros positivos
ou negativos.

No ansatz (1.33) o campo magnético é expresso da seguinte forma

B(r)=——, (1.36)

onde o apéstrofe (') simboliza a derivada em relacao a distancia radial r.

Considerando o ansatz (1.33) podemos escrever as equagoes BPS do modelo (1.24) e (1.25)

projetadas
g = % , (1.37)
a/
- = +ev® (1—-¢°) . (1.38)

Vale aqui lembrar que as equagoes auto-duais ou BPS correspondem a uma configuracao de
minimo da energia. Portanto, estas equagoes diferencias de primeira ordem de Bogomoln'yi
também sao solucao das equacgoes de segunda ordem de Euler-Lagrange. De modo ilustrativo,
mostraremos a partir de uma derivacao nas equacoes BPS, como chegar as equagoes de segunda

ordem de Euler-Lagrange, sendo estas ultimas dadas a seguir, na sua forma projetada:

12



Lei de Ampere
B + 2?2 — 0, (1.39)

g +=——= - —— U(g)=0. (1.40)

g”_i_g__ﬂ:j:%_ (141)
r

Por outro lado, escrevemos o potencial BPS do modelo (1.21) no ansatz
1
Ulg) = zev* (1 = 2 (1.42)
e com este escrevemos e equacao de movimento para o campo de Higgs ja implementando a

derivada no potencial

g" + g _ g = —e*’g + 2’ ¢> . (1.43)
rooor

Observamos a continuacdo que as equagoes (1.41) e (1.43) serdo iguais quando a seguinte

equacao for satisfeita
/

+ 29 —e*vg + e2v?gt . (1.44)
r
Dividindo (1.44) pelo fator (Feg) a equacao pode ser escrita na forma
a/
- — =z’ (1-¢ 1.45
T et (1-g) (145

sendo esta tltima expressao a equagao BPS para o campo magnético (1.38).

Agora comegamos derivando a equacao BPS para o campo magnético (1.38)
B' = F2ev?gq | (1.46)

e substituindo ¢’ pela equacao BPS (1.37) chegamos a expressao para a lei de Ampere advinda
da equacao de Euler-Lagrange
2
249" _

B +2ev*— =0, (1.47)
r

ficando assim demonstrado que as equagoes BPS de primeira ordem estao contidas dentro das
equagoes de segunda ordem de Euler-Lagrange.
Devido a que agora conhecemos os valores das fungoes escalares a (1) e g (r) nas fronteiras,

podemos realizar a integracao do fluxo magnético

27 [e8) ! 2 o0 2)
bp = /dx B = / / (_ﬂ) rdrd = — =" da(r) = T : (1.48)
o Jo er e Jo e

verificando assim que ele é quantizado e proporcional a n. Do mesmo modo podemos escrever

o valor para a energia BPS total do modelo,

EBPS = 27TU2 |n| . (149)

13



1.1.3 Comportamento nas fronteiras

A modo de verificacao das condigoes de contorno propostas em (1.34) e para observar em
detalhe o comportamento assintético dos campos, estudamos o comportamento dos campos na
origem (r = 0) e no infinito (r — 00), a partir das equagoes BPS expressas no ansatz.

Para o estudo do comportamento assintético na origem (r — 0) usaremos o método das
séries de poténcias. A partir das condigoes de contorno na origem (1.34), utilizamos a seguinte

expansao para as fungoes escalares g(r) e a(r):
g(r)= Z G,r! : a(r)=n-— ZAjrj : (1.50)
=1 =1

cujos primeiros termos sao mostrados a seguir,

2,2
_ VG g

g(r) = Gurl + ...,
(1.51)
2,,2 2,,2 2
o) = n—C02 g CU G e
2 2(In|+1)

A continuagao estudamos o comportamento no infinito (r — o0), para isto, consideramos as

condigoes de contorno (1.34) no infinito e expressamos os campos da seguinte maneira,
a ~ day , g~1—90qg, (1.52)

onde da e dg se anulam no limite » — co. A substitui¢ao nas equagdes BPS, (1.37) e (1.38) e
a consideracao de somente os termos lineares em da e dg permite obter o seguinte sistema de

equacoes diferenciais
1

(6a1)" — - (6ay)" — 2e*v* (day) =0, (1.53)
(6q1)" + % (6g1)" — 2e*v? (6g1) =0 . (1.54)

A solucao para este sistema de equacoes é dada a seguir:

6g1 (r) = Clog)Ko (evﬁ7~> ~ 12 exp (—Tev\/§> |
dai (r) = ClsarKy <ev\/§r> ~ 1% exp (—revﬁ) , (1:55)

onde Ky e K sao as funcoes modificadas de Bessel de segunda classe de ordem zero e um,
respectivamente. O comportamento acima é exatamente o comportamento tipico para vortices
de Abrikosov.

A quantidade evy/2 no argumento das funcoes de Bessel ou das exponenciais nas equacoes
(1.55), representa a escala de massa dos bdsons auto-duais do modelo de MH no limite de

Bogomol'nyi, sendo esta igual a
ma = my = V2eu . (1.56)
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1.1.4 Solugoes numéricas para vortices no modelo de MH

Para realizar a analise numérica transformamos as equacoes BPS em equagoes adimensionais

via a mudanca de varidvel p = evr e as seguintes redefini¢oes

g(r) = g(p) , a(r)=alp) , gr)—=>9() . (1.57)
B(r) — ev®’B(p) , Esps(r)—= v*Epps(p) . (1.58)

As equagdes BPS (1.37) e (1.38) na versao adimensional resultam

g = =2
p
(1.59)
T r-g) .
p
e a densidade de energia BPS adimensional fica representada por
ag\’
5Bp5 (p) = 32 + 2 <?) . (160)

As figuras 1.1-1.4 mostram os perfis das solugoes para diferentes valores de n, obtidas a
partir das equagoes BPS adimensionais (1.59) e a equagao para a densidade de energia BPS

adimensional (1.60).

11 P 0//——,-—-—/
| /7 7 .
r / A Figura 1.1 apresenta os perfis para o campo escalar,
081 // ! / N observamos que o campo tende para o valor de vacuo
1 .
II i . a medida que nos afastamos do centro do vortice. Por
061 il / outro lado, notamos que o campo se anula na origem,
g II i __”zé como era de se esperar. Observamos também que a
. ——— =
047 1 i, / —-n=5 medida que n aumenta, os perfis para g se afastam
oy =10 ) . .
|1 gradativamente da origem, convergindo para o valor
o211 [ .
I // do véacuo de forma menos pronunciada.
I.I. / .'.
0 ‘I ~ T T T 1
0 2 4 6 8 10

Figura 1.1: Campo escalar g(p).
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A figura 1.2 mostra os perfis para o campo de gauge.
Como é de se esperar devido ao valor do campo de
gauge na origem notamos que seu valor neste ponto
vé-se incrementado a medida que n aumenta. Ao

contrario de que acontece com o campo escalar, o

campo de gauge ¢ localizado e este tende a zero a
medida que nos afastamos da origem.

0.8

o\ s
0.6 \\ ‘ \ —'n=§
B \\ ....n=10
S

p—
: - —n=2
—-n=5
. ""Vl:10

21

N
~

~

\.

_
T

3

~

O T
0 1

T
2

Figura 1.2: Potencial vetor a(p).

A figura 1.3 apresenta os perfis para o campo
magnético. Este apresenta seu valor maximo na ori-

gem e decai pra zero a medida que nos afastamos ra-

dialmente da origem. Observamos também que a me-
41\ dida que n aumenta os perfis para o campo magnético
\ G \ g . .
\ . abrangem uma &area maior, aumentando desta forma
02 \\ A \\ o valor do fluxo magnético.
\ .
NN N )
0 T — \l._' — T s T ml
0 2 4 6 8 10
P
Figura 1.3: Campo magnético B(p).
\
] \
A figura 1.4 apresenta os perfis para a densidade de \\ -
energia auto-dual do modelo. Observamos que so- o \\ R
mente para o caso de n = 1 teremos uma densidade de € ./\\A‘\
BPS \ R
energia centrada na origem com a forma de " lump”. ] 4./_. L/\/ \ R
_ . . T \ -
Para solucoes com n > 1, o valor da energia na origem U .
\ P
¢ igual a 1, independente do valor do n. Notamos que 05, \\ \ \ "
para valores de n > 1 a densidade de energia tem uma \\ ‘.\ \\
pequena depressao na origem, posteriormente apre- 0 N ‘;- et
0 1 2 3 4 5 6 7 8
senta um maximo e apds este maximo decai ate se P
anular por completo. Figura 1.4: Densidade de energia BPS
Epps(p).
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1.2 Configuracoes auto-duais no modelo de Maxwell-Chern-
Simons-Higgs

Continuando a nossa revisao de configuracoes auto-duais em modelos de Higgs abelianos,
abordaremos agora o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Igualmente ao procedimento
realizado na se¢ao anterior, primeiramente implementaremos o formalismo BPS para a obtencao
das equagoes auto-duais do modelo e posteriormente analisaremos os perfis para vértices auto-
duais implementando o ansatz axialmente simétrico.

O modelo de MCSH em (142)-dimensoes é descrito pela seguinte densidade lagrangiana,
lembrando que as teorias do tipo Chern-Simons sao definidas somente para dimensoes de espaco-

tempo fmpares

1 L, 1
L=~ Ful™ + Jre P AaFay + Do — U (|¢]) . (1.61)
As equagdes de movimento para os campo de gauge e de Higgs sao dados respectivamente por
1
o, F"" + 5/@6“"“]’,,& = eJ', (1.62)
ou
D, D* — =0 1.63
1 qb + agb* I ( )

onde lembramos que a corrente J* (1.6) é dada pela expressao
Tt =ilp(D!e)" — ¢* (D"9)] = i (90"¢" — ") — 2 A |9 .
Escrevemos a lei de Gauss no regime estacionario
OO Ag — kB = 2¢*Ag ||, (1.64)

na qual definimos B = Fj5. Notamos a partir da lei de Gauss que a condicao de gauge temporal
Ap = 0 nao é mais satisfeita devido ao aparecimento do parametro de Chern-Simons &, que
acopla os setores elétrico e magnético da teoria. Portanto, podemos inferir que as configuragoes
auto-duais emergentes do modelo de MCSH serao eletricamente carregadas.

A lei de Ampere estacionaria fica denotada por
;05 B — Kerj0;Ag = ei (pOpd* — ¢*Od) — 262 Ay |0 (1.65)

e a equacao para o campo de Higgs independente do tempo é dada pela seguinte equagao

ou

8j8jgb — ZQeAjﬁjgb + 62 (AQ)2 — 62 (Aj>2 gb = 8¢* .

(1.66)
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1.2.1 Formalismo BPS

Passamos agora a implementar o formalismo que permite obter as equagoes auto-duais ou

BPS do modelo. Para este fim escrevemos a densidade de energia no regime estacionério,
£ = 5 (0o + LB+ ¢ (o) o + Dol + U (6]) | (1.67)
e introduzindo a identidade
|Dyo|* = |Dso” +eB o] + %Qkajjk ,

podemos escrever a energia da seguinte forma
1 2
E = /d% {5 (B:F\/2U> + BV2U + Be|g|* + |Diof (1.68)
L 0Tk L (040 + € (Ag)? |0
5€ik0j ke + 5 (OcAo)” +€” (Ao)”[9]" .

Agora utilizamos a lei de Gauss (1.64) podemos escrever os ultimos dois termos em (1.68) na

forma ) ) .
3 (OxAp)” + €* (Ao)? 8] = §3k (ApOrAg) — §/€BA0 , (1.69)

e substituindo esta ultima relagdo em (1.68) obtemos
1 2 1
E = /d% {5 (B ¥ \/2U> +B <\/2U telgl> F 5/@40) (1.70)
, 1 1
+|D1g|” £ E‘Ejkajjk + §ak: (AoakAo)}

Com o intuito de obtermos configuracoes auto-duais com energia proporcional ao fluxo magnético,

impomos
1
VU +elo)* F 5/@40 =ev® (1.71)
resultando na seguinte expressao para o potencial
1 ) o 177
U(l¢], Ao) = 5 1€ (v* —¢°) £ §ffA0 : (1.72)

Notamos que a presenga do potencial escalar Ay na equagao (1.72) quebra a simetria de Lorentz

e a simetria de calibre do modelo (1.61), sendo assim, um potencial inadequado para esta teoria.
Esta situacdo inconveniente foi contornada na referéncia [41], na qual foi introduzido o

campo escalar neutro (¥), satisfazendo a mesma dindmica que o potencial escalar.
Escrevemos a continuagao a densidade lagrangiana do modelo de MCSH modificado com o

campo neutro
1

1 1
L=— ZF,WFW + ZneaﬁmaFﬁ,y + yDﬂd)\Q + 3 (8@)2 — 22 ]qﬂ ~U(|¢],¥) , (1.73)
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com a qual podemos escrever a energia estacionaria

1 2 1
E = /d%; {5 (Bq:\/zU) :|:B<\/2U+e]¢\2> + D26l & ey

(1.74)
+% (OkAo)® + € (Ao)* oI + % (Ok0)° + €0 |¢|2} :

Observamos que a partir da equagao (1.74) terminamos de escrever a energia na forma de
Bogomol'nyi, ou seja,

1 2 1
E — /d% {5 (B ¥ \/2U> +B <\/2U te |¢|2) + D26 £ S0
(1.75)

+= [(9pAg) £ (9R0)]7 + €2 4] (Ag £ U)* T (9, Ag) (9x V) T 262 |¢|2A0\p} :

DN | —

Utilizando agora a lei de gauss estaciondria (1.64) multiplicada de ambos os lados por FV¥
obtemos
+ KBV = +U0,0, Ao F 26% A0 |6]° U | (1.76)

e posteriormente podemos escrever-la da seguinte maneira para obtermos os ultimos dois termos
na equacao

T (9pAg) (0rT) T 262 |¢)* Ag¥ = kB T 9, (U9, Ay) . (1.77)
Introduzindo (1.77) em (1.75) reescrevemos a energia da seguinte forma:
1 2 1
E = /d% {5 (Bq: \/2U> + |D1o|* + 5 [(OcAo) & (8, 0)] + €2 || (A £ 1)?
(1.78)

1
LB <\/2U +elg)+ mp) ¥ 0, (\mjAo - §ejkjk) } .

Com o intuito de obtermos configuracgoes auto-duais com energia proporcional ao fluxo magnético
identificamos o potencial BPS

(ev? —e o> — H\I’)Q . (1.79)

N | —

Ullgl, W) =

Substituindo a expressao para o potencial (1.79) na energia (1.78), escrevemos

E = /d2x {:I:esz + % [BF (ev? — el — R\I’)}z + |Dsigf
(1.80)

+5 [(OkAo) £ (W) + €2 o] (Ag £ 1)* F 0, (\pajAo - %ejkjk) } .

DO | —
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Observamos aqui que ao realizarmos a integragao na equagao (1.80) sob condigbes de con-
torno apropriadas, o termo contendo a divergéncia nao contribui para a energia total. Desta

maneira a energia (1.80) tem um limite inferior dado por
E > ier/de B . (1.81)

Este limite serd saturado quando os campos satisfacam as seguintes equacoes auto-duais ou
BPS

Di¢p=0, (1.82)

BF (ev’ —el¢|’ — k) =0, (1.83)
(s Ao) £ (O¥) =0, (1.84)
AU =0. (1.85)

Notamos que a relacaio Ay = FV, resolve identicamente as duas ultimas equagoes (1.84) e

(1.85). Portanto as equagoes BPS que descrevem as configuragoes auto-duais do modelo de
MCSH sao:

Dip=0, (1.86)

B == (ev? —e|¢’) + KAy , (1.87)

juntamente com a lei de Gauss estaciondaria
xOrAy — kB = 26 Ay |0]” . (1.88)

Vejamos agora de que maneira as equagoes BPS (1.86) e (1.87) reproduzem as equagoes de
movimento (1.63) e (1.65).
Comegamos esta verifica¢do aplicando o operador D= na equagao (1.86)

D-Dip = 0, (1.89)
DiDwp+i[Dy, D6 = 0. (1.90)
e utilizando a relagao [D1, Ds] ¢ = —ie B¢ , podemos escrever

Com o auxilio da segunda equagao BPS (1.87) substituimos a expressao para o campo magnético
em (1.91)
DDy +e¢ [e (v —|¢|*) £rAg] =0 (1.92)
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No segundo termo desta tultima equagao identificamos a expressdo para o potencial (1.79) e
juntamente com a condicao Ay = FV, obtemos a equagao de movimento para o campo de
Higgs
ou
DyDy¢ — =0
k Dy e
Agora, para reobtermos a lei de Ampere, aplicamos o operador €;;0; a segunda equacao BPS
(1.87)

ekjﬁjB — I{EkjajAo = :Feekjﬁj |¢|2 R (193)
introduzindo a equacao que relaciona a corrente com o campo escalar (1.32)
Ty = Fer;0p o
obtemos a lei de Ampere do modelo

ekj(?jB — HEkjajAg = eJk .

1.2.2 Vortices auto-duais no modelo MCSH

Com o intuito de encontrarmos solugoes do tipo vortices auto-duais, projetamos as equagoes

do modelo no ansatz axialmente simétrico
p=vg(r)e™ | Ag=——"— | Ag=A(r), (1.94)
os quais satisfazem as seguintes condig¢oes de contorno

a(0) = n , g(0)=0 , A,(0)=0, (1.95)

a(0) = 0 , g(oo)=1 , Ay(o0)=0. (1.96)

As condigoes de contorno para o potencial escalar (Ay) apresentadas serdao mostradas explici-
tamente por meio do estudo do comportamento assintotico dos campos na origem e no infinito
(vide Sec. 1.2.3).

A continuagao reescrevemos as equagoes BPS (1.86) e (1.87),

g=+2 (1.97)
r
a/
— = Fe’ (1 — ¢%) — erA,, (1.98)
,
e a lei de Gauss (1.64)
v A a’ 2,2 2
Aj+ — + k— = 2e“v°g" A,. (1.99)
r er
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A densidade de energia BPS também pode ser escrita de uma forma positivo-definida, como

uma soma de termos elevados ao quadrados da seguinte maneira,

2
Epps = B + 0 (‘;—g) +2e20? (gAp)? + (AL)? (1.100)

Conhecendo o valor das fungoes que descrevem os campos na origem e no infinito, podemos
integrar a expressao para o campo magnético em (1.81), com o que obtemos novamente um

valor para a energia BPS total proporcional ao médulo do winding number n.

Epps = 2mv* |n| . (1.101)

1.2.3 Comportamento nas fronteiras

Para observar em detalhe o comportamento assintético dos campos, estudamos o comporta-
mento dos campos na origem (r = 0) e no infinito (r — 00), a partir das equagoes BPS expressas
no ansatz.

Para o estudo do comportamento assintdtico na origem (r — 0) usaremos o método das
séries de poténcias. A partir das condigoes de contorno na origem (1.95), utilizamos a seguinte

expansao para as fungoes escalares g(r), a(r) e A(r):
g(r)= ZGjrj , al(r) :n—ZAjrj . Ao (r) :wo+ZVerj , (1.102)
j=1 j=1 j=1

sendo wy o valor do potencial escalar na origem, wy = Ay (0). Estas expansoes em série de
poténcias serao implementadas nas equagoes BPS que descrevem as configuracoes auto-duais e
na lei de Gauss estaciondrias (1.97-1.99).

Analisando os coeficientes da expansao ordem a ordem obtemos o seguinte comportamento

para as funcoes escalares na origem:
gr) = G+ ...,

1
a(r) = n— 3¢ (£ev® + kwo) r* + ..., (1.103)

1
Ag(r) = wo+ 1" (j:ev2 + /iwo) r 4o

que sdo compativeis com as condig¢oes de contorno impostas em (1.95). A partir da expansao
para o potencial escalar podemos observar que o campo elétrico na origem é nulo, A (0) = 0.
Para obter o comportamento das funcoes em r — oo, definimos o comportamento dos

campos por
a~da , g~1—90g , Ay~ dw, (1.104)
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onde dg, da e dw sao funcoes infinitesimais. A partir deste comportamento linearizamos as
equagoes BPS e a lei de Gauss, resultando em um sistema de trés equagoes diferenciais acopla-

das, representado a continuagao

, . o0a
+ 2 =
(0g) + — 0,
@iQe%Q((Sg)—i—e/@(éw) =0, (1.105)
() + O L KO om0y — 0
T e T

Tendo em vista que estamos interessados em voértices, cujo comportamento seja igual ao dos

vortices de Abrikosov [6], queremos que as fungoes tenham o seguinte decaimento exponencial,
0g ~ p 120" ,  dan~ rl/2e=0r , 0w~ p 120 (1.106)

O parametro de massa 3, é obtido resolvendo o determinante da matriz formada pelos coefici-

entes das varidveis no sistema de equacgoes diferenciais, cujo valor é

5 \/K2+8(ev)” — K | (1.10)

2

Observamos que este comportamento é compativeis com as condi¢oes de contorno impostas em
(1.96). No limite quando k — oo, obtemos
2 (ev)”
g~ ,

K

que representa o comportamento das solugoes do modelo de Chern-Simons-Higgs [43].

1.2.4 Solucoes numéricas para vortices no modelo de MCSH

As equagoes BPS (1.97), (1.98) e a lei de Gauss (1.99), podem ser escritas em uma estrutura

adimensional via a introducgao da variavel adimensional, p = evr, tal que

g(r)=g@p) , alr)=alp) , A(r)=v4(p), (1.108)

k—evk , B(r)—e’B(p) , Epps(r) — v*Ezps(p) . (1.109)

Dessa forma, as equagoes que representam as configuragoes auto-duais adimensionais sao:

g =+ (1.110)

%::F(l_f) — kA, (1.111)



/ /

A
Al + 70 + n% = 2¢%A, . (1.112)

A densidade de energia BPS do modelo (1.100) pode também ser reescrita na forma adimensi-

onal da seguinte maneira,

Eps (p) = B2 +2 (;9) £ (Agg)? + (Ay)?. (1113

As figuras 1.5-1.10, apresentadas a continuacao, mostram os perfis das solugoes para dife-

rentes valores de n, obtidas a partir das equagoes adimensionais (1.110)—(1.113).

A figura 1.5 apresenta os perfis para o campo es-

1 P e calar. Observamos que o campo escalar tem um com-
/7’ . .

/ 7/ // : portamento similar ao do modelo de MH, tendendo

sy 11 N para o valor do vacuo a medida que nos afastamos da

origem, e convergindo assintoticamente para zero na

061 origem. Uma diferenga notéria com o modelo ante-

—— =1 ., , L. .
| ! / —m =2 rior é que neste modelo os vortices tem largura maior,
171 : —-n=5 , . . .
04 " i / h e =10 abarcando uma &rea significativamente maior.
T
o2l 1 /
I
/ /
0 / T T T 1
0 5 10 15 20

p
Figura 1.5: Campo escalar g(p).

A figura 1.6 mostra os perfis para o potencial vetor.

Observamos que estes tendem assintoticamente a zero O R L .
a medida que nos afastamos da origem e para o valor
n na origem. Uma diferenca importante em relacao 8 __”:2
——— =
ao modelo de MH é que o campo de gauge permanece - —-n=5
, . . N . . . 6 . =10
no seu valor maximo por uma distancia radial maior.
) - a {—
Este comportamento é bem apreciavel para valores de ~
. T
n grandes. Por outro lado o decaimento dos perfis é \
muito mais acentuado para estes valores. \
24~
N \
\
\\ .\' \
0 = T =~ T 1
0 5 10 15 20
P

Figura 1.6: Potencial vetor a(p).
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0.4+

0.3
0.2
\

0.1+

Figura 1.7: Campo magnético B(p).

A figura 1.8 mostra os perfis para o po-
tencial escalar. Lembrando que o modelo
de MCSH fornece estruturas auto-duais
eletricamente carregadas, teremos um po-
tencial escalar finito na origem, sendo o
seu valor maior a medida que n aumenta.
A partir do rescaling adotado na anélise
numeérica obtemos a relacao B = 1 + Ay,
entre o campo magnético e o potencial es-

calar.
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A figura 1.7 mostra os perfis para o
campo magnético. Observamos que so-
mente no caso de n = 1 teremos um perfil
localizado na origem com forma de ” lump”,
enquanto que para valores de n > 1 o
campo magnético forma anéis entorno da
origem, sendo o raio deste maior a medida

que n aumenta.

— ..
004\
oel \\ :
AN \ E——
N ——n=2
0.6 \ \ U Z:S
0.5 '\‘ \ +n=10

1
0.4 \\ \. \
o1y v\
024 V1V \ .
\ "
0.1 \ '\‘ \
0 \\\I‘ AN . e, .
0 5 10 15 20
P

Figura 1.8: Potencial escalar Agy(p).
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20 11
020__\/\

Figura 1.9: Campo elétrico E,(p)

A figura 1.10 mostra os perfis para
a densidade de energia BPS. A den-
sidade de energia se apresenta como
um maximo pronunciado e centrado
na origem para n = 1, enquanto que
para valores de n > 1 sao formados
anéis, bem localizados, cujo raio au-
menta a medida que n aumenta. O
valor na origem para a energia sera

nulo para valores de n > 2.

——n=1
- =n=2
—-n=5

*n=10

A figura 1.9 mostra os perfis para
o campo elétrico. Pode ser observado
nos perfis que o campo elétrico se
anula na origem, independentemente
do valor de n. Notamos que os per-
fis para o campo elétrico forma anéis
entorno da origem e que estes se es-
palham radialmente a medida que n
aumenta, ocupando desta forma uma

4area maior.

= —4(p).
\
\
14\
\ ——
\ I,
084 | -3
\ s =10
|
0.69 |
Eors X\
\
0.4 i\ \ /\
I. \\ \‘ / \ :. "
4 \ . .
" /'I \\ '\/ \
0 ".)\/\“u\—l‘—\‘a\ . . )
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 1.10: Densidade de energia BPS Egps(p).
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Capitulo 2

Configuracoes auto-duais em modelos
de Maxwell-Higgs com violacao da

simetria de Lorentz

2.1 Configuracoes auto-duais num modelo de Maxwell-
Higgs CPT-impar

Consideramos um setor abeliano do MPE, que corresponde ao modelo de MH suplementado
com termos de violagao de Lorentz [17]. Numa primeira andlise adicionamos ao setor fotonico
apenas o termo CPT-impar ou de CFJ [19], enquanto o setor de Higgs é modificado por um

termo CPT-par,

]- ]- v *
Ligeny = =7 FasF* = 36 (kar), AgFp + Dyl + (iso)™ (D) (Du6) = U (I , (2.1

onde A, é o campo abeliano de gauge, e F),, = 0,4, — 0,A, ¢é o tensor usual do campo
eletromagnético de Maxwell. O vetor (kar),, representa o vetor de fundo de CFJ com dimensao
de massa igual a (+1). O campo de gauge é acoplado minimamente ao campo escalar complexo
de Higgs (¢) através da derivada covariante D,¢ = 0,¢ — ieA,¢, onde e é a carga elétrica
elementar. A violagao de Lorentz no setor de Higgs é regida por um termo CPT-par, contendo
este o tensor adimensional, real e simétrico (kye)"" .

Similarmente ao que acontece no modelo de MCSH [41, 42], como foi explicitamente mos-
trado na secao (1.2.2), devemos modificar o modelo (2.1) introduzindo o campo escalar neutro W

de modo tal que o novo modelo contendo solugoes auto-duais é descrito pela seguinte densidade
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de lagrangiana

Ly = —% ag PP — iea’g’” (kar)y AgFpo + [Duo|* + (kop)" (Dud)" (Do)
(2.2)
500N — & [1+ (k)] W67 ~ U (161, )
A equacao de movimento para o campo de gauge é

O, F"" + %ewﬁ (kar), Fop = eJ" (2.3)

onde J* é a corrente conservada (0,J" = 0) definida como
T =T+ (kgo)" o, (2:4)

sendo que J, dada por

Ju = i0(Dud)” = ¢"Dyg] (2.5)

= io (am)* — ¢ (0u0)] — 2eA, |¢|2 )

a densidade de corrente conservada na auséncia de violagao de Lorentz.

Estamos interessados em solugbes auto-duais em (14-2)-dimensées do modelo (2.2). Para
cumprir este proposito, vamos implementar a projecao no plano fazendo: 03¢ = 0, A3 = 0
e 03A, = 0 onde p = 0,1,2. Desta forma, a partir da equacdo de movimento (2.3), extraimos

a lei de Gauss estacionaria a qual é dada por

@@Ag — (k’AF)3B = —&70 s (26)
onde B = Fj5 e onde J; é

Jo = [14 (ksp)oo) Jo — (ks )g; - (2.7)

A lei de Gauss (2.6) mostra nitidamente que o campo vetorial de fundo (kar); junto aos
coeficientes (kgg),; s80 os responsaveis pelo acoplamento entre o setor elétrico e magnético.
De forma andliga ao observado na se¢ao (1.2.2) a fixacdo do gauge temporal Ay = 0 nao é
solucdo da lei de Gauss (2.6), permitindo a ocorréncia de configuragoes eletricamente carregadas.
Vale ressaltar que os coeficientes (kgg),, deverao ser nulos para a correta implementacao do
formalismo BPS, como mostraremos mais adiante.

O potencial U (|¢|, ¥) em (2.2), ainda desconhecido, deverd fornecer minimos globais ao sis-
tema, e devera apresentar quebra espontanea de simetria, além de dar suporte a implementagao

do formalismo BPS no modelo. Apresentamos a continuacao o formalismo BPS.
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2.1.1 Formalismo BPS

Para implementarmos o formalismo BPS comecamos escrevendo a densidade de energia do

modelo

(B + 3 (F* + 5 (%) 4 5 (00 +1D36F — (ko) (Ds6)" (Do)

&€ = 2

DN | —

(2.8)
+ [1 + (k¢>¢>)oo] ’D0¢’2 +e’ [1 + <k¢>¢>)00} v |¢’2 +U (’¢| ) ‘I’) )

e lembrando que estamos interessados em solugoes estacionarios, reescrevemos a energia na

versao independente do tempo

£ = % (OpAo)® + %BQ + % (060)* + |D;¢l” = (koo) 1. (D39) (Did)
(2.9)

+ [T+ (kop)oo) € 01 (A0)? + €% [1+ (Kps)go) T2 |0 + U (|6], 1)

continuando introduzimos a seguinte identidade (vide Apéndice A)

1
D; 2 — (k) (D30)" (Dyoy) = )Dﬂb’ (det M) eB[6f" £ 5 (det M) e 0i i, (2.10)

onde o determinante da matriz M é dado por

det M = \/ k¢¢ 11 (k¢¢)22} B [(k¢¢)12]2 : (2.11)

Seguindo o procedimento de Bogomol'nyi, escrevemos a energia do modelo como uma soma

de termos quadraticos

£ = % (B T @) + ‘Dm’ akAO £ 0T + [+ (Koo )go) € [6]” (Ao £ 1)
B [VAT + (det M) e o] & o (det M) 4,/ (2.19)

T (O Ao0) (00) F 267 [1 4 (ks )go) (AoW) |6
A lei de Gauss (2.6) escrita explicitamente é
0;0;A0 — (kar)y B = 26 [1+ (kgg)oo) Ao |01 + € (o), i (2.13)
multiplicamos por ¥ e obtemos
F26? [1 4 (koo) o] (Ao0) |0° = FU0;0; A0 £ (kar)y BY + € (kgy)y; Vi
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Substituindo na densidade de energia (2.12), obtemos

£ = (B:F\/_> +‘Di¢’ 8kA0j:8k] + 1+ (kg) o] €2 1617 (Ap £ ©)?

(2.14)

1
2
B [\/QU + (det M) e |6]? + (kar), \11} + 0,0 % e (kgp)y Ui |

onde definimos a corrente J; como

1

Com o intuito de obter solugbes auto-duais, cuja energia total seja proporcional ao fluxo
magnético, impomos que o termo que estd multiplicando o campo magnético em (2.14) seja

uma constante, ou seja,

V2U + (det M) e |¢|* + (kap), ¥ = ev?. (2.16)

Essa condicao permite estabelecer o potencial auto-dual U (|¢|, ¥),

R A e <kAF>3wr | 217

Observamos na expressao para o potencial (2.17) que o valor esperado do vacuo recebe contri-
buigoes dos coeficientes de paridade par de violacao de Lorentz pertencentes ao setor de Higgs,
inseridos dentro da matriz M. Com o potencial em maos reescrevemos a energia do modelo a

partir da integracao na densidade de energia

E = /de {ierB—l—’Digb‘ Z[BF (ev? — e ¢ det M — (kar), ¥)]” +
(2.18)
1
+5 [OkAo + U + [1+ (kog) o) € 1017 (Ao £ 1) £ 0Ty £ e (kuo),, \m} .

Observamos agora que a energia do sistema (2.18) esta composta por um termo proporcional
ao campo magnético, termos quadraticos, um termo contendo uma divergéncia e um termo
indesejado para a implementacao do formalismo BPS, contendo os coeficientes de paridade-
impar e CPT-pares do setor de Higgs. Portanto este tltimo termo devera ser descartado para
termos configuracoes BPS, levando a fixar (kyg),; = 0.

Assim, apés a integragao de (2.18) sob condigdes de contorno apropriadas, a energia BPS

total do sistema possui um valor minimo,
Epps = ier/deB = ev?|P| , (2.19)
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proporcional ao fluxo magnético total. Tal minimo é atingido quando os campos satisfazem as
seguintes equacoes auto-duais:

Dip=0, (2.20)

B = e [v? — (det M) |¢|*] F (kar); ¥ (2.21)
Ao £ 0T =0, (2.22)

Ag+ T =0. (2.23)

Observamos que a condicao Ag = FV satisfaz automaticamente as duas tltimas equacoes
(2.22) e (2.23), portanto as equagoes BPS sao:

Di¢p=0, (2.24)

B = +e [v? — (det M) |¢]*] + (kar); Ao (2.25)
as quais, em conjunto com a lei de Gauss estacionaria
0;0; A0 — (kar)s B = 2€* [1+ (ko) go] Ao [0]” - (2.26)

descrevem as configuracoes auto-duais do modelos.

2.1.2 Voértices auto-duais no modelo MH CPT-impar

Nesta se¢ao estamos interessados na configuracao de vortices. Para isto projetamos as nossas
equacgoes utilizando o ansatz modificado por coeficientes de violagao de Lorentz pertencentes

ao setor de Higgs introduzido em [31],

¢ = g (r)exp <19%> ,

e CIGEEVE

Ag = Ao(r), (2.27)

onde n corresponde ao numero de vorticidade (ou winding number), o qual expressa o carater

topologico dos campos.
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O parametro A depende unicamente nos coeficientes de paridade par da matriz que rege a

VL no setor de Higgs, e é dado por

1 — (Kgg) g
A 1— (kso),, (22%)

n o= 10— Ghsa),] [1— (o)) (2.29)

As fungoes escalares g (1), a(r) e Ap(r) sdao bem comportadas, e satisfazem as seguintes

condic¢oes de contorno na origem e no infinito

(2.30)

As condigbes de contorno para o potencial escalar (Ay) apresentadas serao mostradas explici-
tamente por meio do estudo do comportamento assintotico dos campos na origem e no infinito
(vide Sec. 2.1.3).

Com o ansatz modificado (2.27), a lei de Gauss (2.26) agora pode ser escrita da seguinte

forma
A/
Af+ 70 — (kar)s B = 2¢*v*AAAgg? | (2.31)
!/
onde o campo magnético é dado por B(r) = ——, e o parametro de violagdo de Lorentz A é
er
dado por

A = 1 (Foo)og
An

Para a andlise numérica do modelo escrevemos as equagoes BPS (2.24) e (2.25) devidamente

>0. (2.32)

projetadas respectivamente

¢ =+AY (2.33)
r

/

B= —:—r = tev® (1= %) + (kar)s Ao | (2.34)

as quais, em conjunto com a lei de Gauss (2.31) descrevem configuragoes eletricamente carre-
gadas, que chamaremos de vortices CPT-impar.
Utilizando as condigoes de contorno (2.30) podemos integrar a densidade de energia BPS

do modelo, obtendo a energia BPS total, sendo esta
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Epps = ev? / &r B = :|:27m2% . (2.35)

Observamos aqui novamente que a energia BPS é proporcional ao fluxo magnético, o qual
¢ também proporcional a vorticidade. Igualmente observamos que o fluxo magnético depende
explicitamente dos coeficientes de paridade par de LV pertencentes ao setor de Higgs.

Com as equagoes BPS e com a lei de Gauss podemos reescrever a densidade de energia BPS

como uma soma de termos quadraticos

2
Epps = B2 + 2\ (@) + 2202 AA (Agg)® + (A (2.36)

,
que sera positivo-definida sempre que A, A > 0.

A partir da lei de Gauss em (2.31) podemos observar uma relacao direta entre a carga

elétrica total dos vértices e o fluxo magnético

> k k
Q= 27?/ dr r qo = —( AF)3<I> = 27r—( AF):)’E, (2.37)
0 e e A
onde ¢y = —2ev?AAwg?, é a densidade de carga elétrica. Pode ser observado também que a

carga elétrica total, da mesma forma que o fluxo magnético é proporcional a fragao n/A.

2.1.3 Comportamento nas fronteiras

O comportamento assintotico é estudado resolvendo os campos em » — 0 e r — oco. Para

isto utilizamos as equagoes BPS juntamente com a lei de Gauss em coordenadas polares

g = iA% , (2.38)
CL/
- =Fev’ (1=¢°) + (kar)s Ao , (2.39)
" A6 o 2,2 2
AO + T - (kAF)g B = 2e*v AAAOQ . (240)

Para estudar comportamento dos campos na origem (r — 0) usamos as expansoes
g(r)= Z Gjrj , a(r)=ag— ZAjrj ., Ag=A40(0)+ Z VVjTj , (2.41)
j=1 j=1 J=1

de tal modo que apds substituidas nas equagoes (2.38)—(2.40), obtemos as expressoes:

g(r)=Gur"+ ..., (2.42)

a(r) = % - % [*v® + e (kap)y Ao (0)] 2 + ..., (2.43)
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Ay (r) = Ag (0) + }l [ev? + (kar)s Ao (0)] (kap)s 1+ ... . (2.44)

A equagao (2.43) descrevendo o comportamento do campo a (r) na origem justifica a escolha
do novo ansatz imposto na equacao (2.27). A terceira equagdo, permite impor a seguinte
condigao de contorno para o potencial escalar apresentada em (2.30). Portanto as condigoes de

contorno em 7 = 0 para os campos sao:

g =0 . aO=% . A0)=0. (2.45)

Na sequéncia, analisamos o comportamento assintético em r — oo, para o qual os campos

tem a seguinte forma

1— g~ 7,71/26757" . an~ T1/267ﬁr : Ao ~ 7“*1/26*67" :

que é o comportamento esperado para vortices do tipo ANO, onde o parametro 3 esta relacio-

nado com a extensao espacial dos vortices no espaco, sendo dado por

6= 2\ an g+ 2emen (VA1) = a4 2enen (VA1) ag

com A sendo definido na equagao (2.32).

A escala de massa [ depende explicitamente dos parametros da VL pertencentes a ambos
os setores, sendo assim responsaveis por controlar o comportamento assintotico dos campos no
infinito.

Portanto, as condicoes de contorno satisfeitas pelos campos no infinito sao:

glo)=1 , a(co)=0 , Ay(o0)=0. (2.47)

A expressao para o parametro de decaimento (2.46) nos mostra que para um (kar), fixo, o
comportamento assintotico dos vortices ¢é regido pelos parametros de VL pertencentes ao setor
de Higgs. A partir disso temos dois casos de interesse: O primeiro ocorre quando A = 1 e

A =1, neste caso, [ resulta em

5= 3y (har)yl? + 86202 — 2 |(har)y] (2.43)

sendo este resultado exatamente igual ao obtido no comportamento assintético para vortices
no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs Ref.[41] (com (kar); = ). Um segundo caso de

interesse acontece para valores suficientemente grandes de A, (A > (kar),),

B — evAV2V/2 (2.49)
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sendo este o resultado correspondente ao modelo usual de MH com violagao de Lorentz somente
no setor de Higgs, verificado explicitamente em Ref. [31]. Neste limite a massa dos bésons auto-
duais é comandada pelo parametro A.

Por outro lado, fixando os parametros de VL no setor de Higgs e para valores suficientemente

grandes de (kap),, B se comporta da seguinte forma

8= 26°0° [\ /A , (2.50)
(k?AF)s

que é a escala de massa para o modelo de Chern-Simons-Higgs [43], com violacao de Lorentz

somente no setor de Higgs.

2.1.4 Analise numérica

Com a finalidade de fazer a andlise numérica e deixar as equacoes numa forma adimensional,

usamos a seguinte mudanca de escala

p = evAY?r (2.51)

com a qual reescrevemos os campos e as fungoes a serem plotadas, a saber

(2.52)

(kar)y = evA'?k | B(r) = e’B(p) , Epps(r)— XgBPS (p) -

Com esta mudanca de escala, podemos escrever as equacoes BPS e a lei de Gauss em uma

forma adimensional

, ., ag
g =+, (2.53)
p
/
— % ==+ (1—¢*) + KA, (2.54)
A
A"+ 7" n /{% = 2AAyg® . (2.55)

Este conjunto de equacoes seria exatamente igual ao que descreve os vértices do modelo de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs Refs. [41, 42] se A = 1.

As equagoes adimensionais serao resolvidas utilizando as seguintes condigoes de contorno
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(2.56)

A escala de massa na sua forma adimensional é escrita da seguinte maneira

6:%\/RQ—FZ/\(\/Z—I—l)Q—%\/m2+2A<\/Z—1>2, (2.57)

e a densidade de energia BPS adimensional ¢ identificada como

Esps (p) = B + 2 (;“’) 20 (Agg) + (A))° (2.58)

Em seguida apresentamos os perfis obtidos a partir da solu¢ao numérica das Eqs. (2.53-2.55)
com as condigoes de contorno (2.30) para k = 1, n = 1 e alguns valores especificos de A. Devido
a que a densidade de energia BPS (2.58) é positivo-definida para A > 0, consideramos duas
regioes de valores para A, sendo estas, 0 < A < 1 (linhas verdes) e A > 1 (linhas vermelhas). H&
dois valores interessantes para A, que permitem obter dois modelos ja conhecidos: O primeiro
acontece quando A = 1 (linha preta sélida) cujos perfis correspondem ao modelo de MCSH e

o segundo valor limite acontece para A — oo, quando é obtido o modelo de MH (linha azul
sélida).

A figura 2.1 mostra os perfis para o

campo de Higgs. Observa-se que este
atinge seu valor assintético rapidamente
para A > 1, e satura mais lentamente para
A < 1, tal como é esperado a partir da
Eq. (2.57) para k fixo. Notamos que os

perfis sao mais estreitos quando A > 1, e

'A=0.01
— A=0.1

1
— A=1,MCSH
—=A=3
= A=10
— A> ©,MH

o estreitamento maximo ¢é atingido quando
A — oo (linha azul sélida) onde é recupe-
rado o modelo de MH.

10

p
Figura 2.1: Campo de Higgs g(p) para n = 1.
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Figura 2.2: Campo vetorial a(p) para n = 1.

A figura 2.3 mostra os perfis para o
campo magnético na forma de lumps cen-
trados na origem. Para valores crescentes
de A, os perfis sao mais estreitos e tém
maior amplitude, de maneira tal que o es-
treitamento e a intensidade sao maximos
quando A — oo (linha azul sélida). Para
0 < A < 1, os perfis tem intensidades
menores e se apresentam mais espalhados
quando A — 0. Amplitudes maiores sao
obtidos para os valores 1 < A < oco. No
infinito o campo magnético anula-se rapi-

damente a medida que A aumenta.

1+

0.8

0.6

B
0.4

0.2

A figura 2.2 mostra os perfis para o
campo vetorial. Observa-se que este campo
satura mais rapidamente a medida que A
aumenta. Notamos que para A > 1, os per-
fis sao mais estreitos, sendo este maximo
quando A — oo (linha azul sélida) onde
é recuperado o modelo de MH. Por outro
lado para 0 < A < 1, os perfis aparecem
mais espalhados, ocupando uma area maior
quando A — 0.

— A=0.1

— aA=2L1
A=3

— A=1,MCSH
—-A=3

=t A=10

— - A=100
— A—> o, MH

Figura 2.3: Campo magnético B(p) para n = 1.
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A figura 2.4 descreve os perfis para o
_'A:°l~1 potencial escalar. Para A > 1, o parametro
—_ A=~ N
3 de CFJ torna-se menos relevante a me-
— A=1,MCSH '
——A=3 dida que A aumenta, de tal modo que os
""i:igo perfis apresentam-se menores, e no limite
— A— oo, MH A — oo (linha azul sélida) o perfil so-
brepoe-se o eixo horizontal. Neste limite
os vortices tornam-se eletricamente nulos,
tal como acontece no modelo de MH. Por
— .
——== outro lado, no intervalo 0 < A < 1, os

Figura 2.4: Potencial escalar Ay(p) para n = 1.

A figura 2.5 descreve o comporta-
mento para o campo elétrico. Para
n = 1, a intensidade maxima do
campo elétrico é atingida quando
A —
respondente ao modelo de MCSH.

1 (linha preta sdlida), cor-
Observa-se que o campo elétrico é
mais espalhado para valores decres-
centes de A. Por outro lado, para
A > 1, o campo elétrico esta loca-
lizado mais perto da origem e decai
rapidamente para valores crescentes
de A. No limite A — oo, o campo
elétrico desaparece, o que esta em
concordancia, com os resultados de
modelos com vortices eletricamente

descarregados.

perfis para o potencial escalar sdo mais es-
tendidos e com maior intensidade na ori-
gem. Quando A — 0, o parametro de CFJ

torna-se mais relevante.

0.18
0.16] —'A=01.1
— A= —
0.14] N\ 3
\ —— A=1,MCSH
0.121 \ \ —=A=3
SreA=10
0.10
E, \ ——A=100
0.081 — A— @, MH
0.061
0.04 N
. \
0.02 .
. \\.
——
01 S— — e
0 2 4 6 8 10

Figura 2.5: Campo elétrico E,(p) = —Aj(p), n = 1.
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0.5

Figura 2.6: Densidade de energia Eppg(p) para n = 1.

— A=0.1
1

3

—=A=3
St A=10
—=A=100

— A=1,MCSH

— A— o, MH

A figura 2.6 descreve a densidade
de energia BPS, cujos perfis, para
n = 1 sao lumps centrados na ori-
gem. Para valores crescentes de A, te-
mos amplitudes mais elevadas na ori-
gem com acentuado decaimento e al-
cancando o valor nulo rapidamente,
correspondendo a vértices bem loca-
lizados. Por outro lado, para valores
A — 0, a amplitude decresce na ori-
gem e alcanga o valor nulo mais len-
tamente, implicando em uma distri-
buicao de densidade de energia, po-

rem com pouca intensidade.

Finalizando este primeiro modelo, apresentaremos na figura 2.7 a modo de exemplo, os

perfis do campo magnético e da densidade de energia BPS para o niimero de vorticidade n = 3.

A motivagao para apresentarmos estes perfis consiste em observar de que maneira as solucgoes

de vértices auto-duais se comportam para um valor de n # 1 e de que maneira a vorticidade

influi na localizagao dos defeitos topoldgicos aqui abordados.

1+

0.8

0.6

0.4+

— = A=0.01

— -~A=0.1
— A=1
—— A=3

== om 'AZIO

— — A=100
— A— oo, MH

BPS

Figura 2.7: Campo magnético B(p) a esquerda e densidade de energia Egps(p) & direita para

n = 3.

Como pode ser visualizado no grafico, para n = 3, o parametro A causa igual efeito que



para n = 1, ou seja, a medida que A é aumenta os vértices aparecem mais localizados e
concentrados préximos a origem. De forma andloga, a amplitude na origem é incrementada
por grandes valores de A. Uma diferencia importante que aparece ao modificarmos o valor
de n é que os perfis adquirem forma de anel. Este comportamento é igualmente identificado
no modelo usual de MCSH, sem quebra da simetria de Lorentz. O efeito do parametro A
nos perfis é manter o comportamento tipo anel (0 < A < 1) ou tentar levar ao formato tipo
“lump” (A > 1).
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2.2 Configuracoes auto-duais num modelo de Maxwell-
Higgs CPT-par

Nesta secao investigamos as configuragoes auto-duais, portadoras de campo elétrico mas
eletricamente neutras e com fluxo magnético fracionario para um modelo de MH, no qual ambos
o campo de gauge e o campo de Higgs, contém termos CPT-par, apresentados primeiramente

mal representado

na referéncia [17]. O termo CPT-par apresenta o tensor adimensional (kr)
por 19 parametros independentes, sendo nove destes pertencentes ao setor nao-birrefringente.
O fenomero da birrefringéncia é usualmente a decomposicao da luz propagando-se em um meio
anisotropico em duas componentes diferentes. Podemos chamar também de birrefringéncia a
propagacao de diferentes modos de polarizacao com diferentes velocidades.

O tensor do termo CPT-par apresenta as mesmas simetrias que o tensor de Riemann

(kF>uuaB == (kF)yuaB ) (kF)uyaB = (kF);wBa ) (kF>,uz/aﬂ = (kF)aB,u,u ) (259)

(le>;wa,8 + (kF)uaBl/ + (kF),uBya =0 ) (260)

apresentando também duplo traco nulo,

(kr)*%5=0. (2.61)

Nesta secao, analisamos especificamente o setor nao-birrefringente, descrito somente por
nove componentes do tensor (kp)” 2B contidas num tensor simétrico e de traco nulo K,
definido pela contragao x”* = (k)" . Esta andlise é uma generalizacao natural de trabalhos
anteriores apresentados em [31, 32].

O modelo estudado é descrito pela seguinte densidade de lagrangiana

1 1 ) .
EZ_Z NVFMV_§RPQFPUFQU+‘DM¢’2+(I{¢¢>“ (Du(/ﬁ) (Dy¢)_U. (2.62)

A equagao de movimento para o campo de gauge fornece as leis de Gauss e de Ampere, as
quais sao dadas pelas seguintes expressoes:
Lei de Gauss
L;;0,0; Ao + €ijak0i0j By = —eJ | (2.63)

Lei de Ampere
Mjbc(?bBc — IiOiajajAo —+ liojajaiAo = 6% y (264)

onde definimos a matriz simétrica e positivo-definida L;;,

Lij = (1 + Koo) 6ij — Kij (2.65)
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carregando os coeficientes CPT-par de paridade-par do setor de gauge. Na lei de Ampere
definimos o tensor

Mjbc - (Ejbc — €jac Kab — ’fjaeabc) . (266)

As densidades de corrente J, e J, foram definidas nas equacoes (2.4) e (2.5), respectivamente.

A partir da lei de Gauss (2.63), notamos que os parametros de paridade fmpar (kg;) do
termo CPT-par no setor de gauge, sao responsaveis pelo acoplamento dos setores elétrico e
magnético do modelo. A partir disto podemos dizer que estes parametros cumprem um papel
parecido ao realizado pelo parametro de Chern-Simons abordado na segao (1.2.2). Portanto,
de maneira andloga a apresentada na Ref. [32], o modelo (2.62) deve ser modificado com a

introducao do campo escalar neutro W para suportar solugoes BPS

]' 1 1 le o v *
L= —Ful" = S el +1D,0f + (keo)" (Du6) (Do)
(2.67)
1 1
+3 (14 Koo) 9, TO" + 5/4‘”0“\110”\1/ — e [1+ (kga)yo) U2 |o]” = U .

O potencial U, ainda serd determinado de modo tal que seja compativel com a imple-
mentacao do formalismo BPS.

Estamos interessados em solugoes auto-duais em (1+2)-dimensées do modelo (2.67). Para
cumprir este propdsito, vamos implementar a projecao no plano fazendo: d3¢ = 0, Az =
0,054, =0 (1 =0,1,2). Desta forma, a partir da equacao de (2.63), extraimos a lei de Gauss

estacionaria a qual é dada por

LijaiajAo + einOiE)jB = —€j0 s (268)
onde B = Fys, os indices Latinos i,j = 1,2 ¢ Jo = [14 (kpg)yy] Jo — (ksp)o; Ji- Observa-

mos que os coeficientes de paridade fmpar rg; e (Kkgg),,, Sa0 0s responsaveis pelo acoplamento
entre os setores elétrico e magnético. Com isso, sabemos a priori, que as configuragoes auto-
duais a serem obtidas em este modelo possuirao campo elétrico mas, como veremos logo, serao
eletricamente neutras. Similarmente, ao que acontece no caso CPT-impar, aqui também, os

coeficientes (kgg),; devem ser nulos, (kge),; = 0, para a correta implementacao do formalismo
BPS.

2.2.1 Formalismo BPS

Com o intuito de implementar o formalismo BPS come¢amos escrevendo o hamiltoniano do
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modelo

Moo= SLylolo; + 5 (1~ ki) B? + [1+ (go)go) [Dod|* + D;0[* = (koo),; (Dig))" (Dseb)
(2.69)
1 . 1
+5 (14 2K00) U + §Lz‘j3i‘1’aj‘1’ + e [14 (kgo)oo) V2 oI* + U (9], ) |

onde ki = K11 + Koo. Lembrando que as configuragoes auto-duais correspondem a estados de

minima energia do sistema, portanto sao congifuragoes de equilibrio independentes do tempo,

escrevemos a energia estaciondria do modelo (2.67)

£ = S0 —r) B+ U (16, %) + Dol ~ (ko) (Di6)" (D)
(2.70)
F2 L, (0,40) (9A0) + %Lij (0:0) (9;%) + € [1+ (kgo)go) [(Ao)” +W?] [o].
A energia sera definida positiva sempre que x; < 1 e (kgg)yq > —1.
Introduzimos agora a mesma identidade utilizada no modelo anterior (2.10)
D0 — (hoo) 1 (D;0)" (Di) = [ D] = (det M) eB Jof* & 3 (det M) ed i, (271)

e quadrando os termos para a implementacao do formalismo BPS temos a seguinte expressao

1 2T
= -(I—ru)|B
g 2( H)( T

2
+ %Lij (0;Ap £ 0,V) (0;Ag £ 0;W)

Rig

>2+‘Di¢

e [14 (koo) oo 161 (Ao £ ) £ By/2(1 — ki) U £+ (det M) eB |¢|? (2.72)
1
:|:§ (det M) Ejkajjk F Lij (@AO) (GJ\II) F 262 [1 + (k¢¢)00:| ’¢‘2 AO\I/ .
Com o auxilio da lei de Gauss (2.68) podemos escrever o ultimo termo como
+ 262 []. + (k¢¢)00} |¢|2 Ao‘l’ = :FLZJ\I/&@QAO + EinOi\I’ajB , (273)

resultando assim a seguinte forma para a densidade de energia (2.72)
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2
1 - 2 1

+e® [1+ (kgo)go) 1817 (Ao £ W)? £ By/2 (1 — k) U £ (det M) eB || (2.74)

1
j:§ (det M) Ejkaij F Lij (81140) (GJ\IJ) F LU\IJ@@AO F GinOi\I/ajB .

Vamos agora reescrever os trés iltimos termos na equacdo anterior (2.74) a partir de termos

contendo derivadas totais, dados a seguir

Lij (&Ao) (89111) —f— LW\P&@AO — LU& (W8]A0> y

einOi\IfﬁjB = EinOiaj (\IJB) — Eij/ﬁZOiBaj\If .
Com estas substituicoes, a densidade de energia estacionaria do modelo fica representada

da seguinte forma

1 2U
E = 5(1—/%')(3:!: 1_

0

2
21
) +)Di¢’ + 5L (05do & 00) (95 A0 + 0;0)

+e2 [1+ (kug)gy] 1612 (Ao £ W)2 £ B [ 21 — k) U + (det M) e | 6> + eijmoz-ajxp]
(2.75)
1
ié (det M) ejkﬁij F Lijaj (\I/@Ao) + Eij/i',giaj (\I/B) .

Escolhemos aqui o termo que multiplica o campo magnético com a finalidade de termos uma

densidade de energia proporcional ao fluxo magnético

2 (1 - /{ii) U+ (det M) e |¢|2 + El‘jli()iaj\l/ = €U2 s (276)
desta forma obtemos o potencial adequado para a obtencao de configuragoes auto-duais

1

Inserindo o potencial obtido anteriormente em (2.75) a energia fica denotada da seguinte

U(|g|, V) = [e (v — |6[* det M) — €;0,0;%]” . (2.77)

maneira
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2
ev? — (det M) e |6 — €5/0:0; ¥

-2 1
E = /d2x {:]:62]23+’Di¢‘ +§(1—fiiz‘) BF 1
— Kii
(2.78)
1
+5Lij (A0 £ 0;9) (940 £ 0;0) + € [1+ (Koo)op] |1 (Ao £ ©)* £ 0,1 },
onde foi definida a seguinte densidade de corrente
1

J]’ = 5 (det M) ijjk — LU\II&AO — EinOi\I/B . (279)

Impondo condigoes de contorno apropriadas para os campos, obtemos que a energia total

do modelo serd limitada inferiormente, sendo este limite proporcional ao fluxo magnético

E > ier/dsz = dev?d . (2.80)

As equagdes auto-duais que saturam o limite da energia (2.78) s@o as seguintes:

Dip=0, (2.81)
e(detM) [ v? 9 €ijK0i0; ¥
B=+ — AL Al 2.82
Aot U =0.
A condicao ¥ = FAq, resolve simultaneamente as duas ultimas equacoes. Portanto as

equacoes BPS que descrevem as configuracoes auto-duais que saturam o limite inferior da

energia (2.78) sao

Dip=0, (2.84)
e (det M) 122 2 €; 'Ii()ia'Ao
B=+ — R 2.85
juntamente com a lei de Gauss,
Lij(‘?i(‘?jAo -+ Gijlioz‘ajB = 262 [1 + (k’¢¢)00} |§Z§|2 Ao . (286)
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2.2.2 Voértices auto-duais no modelo de MH CPT-par

Com o intuito de obtermos configuracoes de vortices, projetamos as nossas equacoes utili-
zando o ansatz modificado pelos coeficientes de violacao de Lorentz pertencentes ao setor de

Higgs (2.27) introduzido na segao anterior

¢ = %g (r) exp (29%) , Ay = —é <a (r) — %) ., Ag=Ay(r),

onde lembramos que o parametro A, apresentado na segao (2.1.2), depende unicamente nos

coeficientes de paridade par da matriz que rege a VL no setor de Higgs, e é dado por

A = L - (k¢¢)99 _
1= (Kso),,
As fungoes escalares ¢ (r), a (r) e Ao (r) sao bem comportadas, as duas primeiras satisfazem as

seguintes condicoes de contorno na origem e no infinito

ev?kon
Kgg + (L—5) (14+X)

g(0) = 0 . a)=% ., A(0)=
(2.87)
g(o) = 1 | a(co)=0 , Ag(oco)=

onde A\, = Kgg — Kpr.

Igualmente ao realizado nos modelos anteriores as condigoes de contorno para o potencial
escalar (Ap) apresentadas em (2.87) serdao mostradas explicitamente, por meio do estudo do
comportamento assintético dos campos na origem e no infinito (vide Sec. 2.2.3). A continuacao

escrevemos as equagoes BPS (2.24) e (2.25) projetadas no ansatz

¢ =AY (2.88)
r

a ev? Koo
e 1 — g2 — Al 2.89
er 1—5( 7) 1—s %7 (2:89)

onde s = k. A lei de Gauss (2.86) projetada no ansatz ¢ escrita na forma

r

Al B)
(1+A) (A'O’ + —0> — Kog (rB) _ 2e202AAAgg? . (2.90)
T

Com a lei de Gauss projetada em maos, realizamos uma répida integragao em (2.90), levando

em consideragao as condigoes de contorno dos campos (2.87), obtemos

Q= 47T€1)2AA/ dr rAgg® =0, (2.91)
0
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no qual ao considerar o espaco todo observamos que este modelo suporta configuracgoes eletri-
camente neutras, que chamaremos de vértices CPT-par.

Dadas as condigoes de contorno satisfeitas pelos campos (2.87) e integrando a equacao
(2.80), observamos que a energia além de ser quantizada pelo ntimero de vorticidade n, ela
também tera dependéncia explicita nos coeficientes de violagao de Lorentz do setor de Higgs,

n

Epps = 271'1}2K : (2.92)

onde os elementos diagonais da matriz de quebra de simetria no setor de Higgs (kgg),.. € (Kgg)gg-
sao os responsaveis por esta dependeéncia.

Vejamos também que com a utilizagdo das equagoes BPS projetadas (2.88) e (2.89), jun-
tamente com a lei de Gauss (2.90), a densidade de energia BPS pode ser escrita da forma

positivo-definida

2 VAL A 2.2 2 1\2
Eops = (11— ) B4+ 2007 () 4 26004 (940 + (14 A) (407 . (298)
quando s < 1, A\, > —1e AJA > 0.

2.2.3 Comportamento nas fronteiras

O comportamento dos campos na origem é obtido resolvendo as equagoes BPS projetadas

(2.88) e (2.89) e a lei de Gauss (2.90) em r = 0, resultando no seguinte comportamento,

g(r)=Gur"+ ..., (2.94)
n 1 e*v? (1+ \,) 5
a(r)=——= 4 . 2.95
(r) A 2R, +(1—35)(1+N) (2.95)
2
A (1) = Ag (0) + —— 00 P (2.96)

kig+ (1 —9)(1+A\)

Estas equagoes permitem impor as seguintes condig¢oes de contorno em r = 0

ev?kog

ki +(1—s)(1+N)

Isso mostra que a existéncia de vértices carregados somente é possivel se kg for nao nulo.

g(0)=0 , a(0)=— , Ay(0)= (2.97)

Na sequeéncia, analisamos o comportamento assintotico em r — oo, para o qual os campos

tem a seguinte forma

1—grr 2P g 2B Ay~ 2B (2.98)

que é o comportamento esperado para vortices do tipo ANO, onde o parametro 3 esta relacio-

nado com a extensao espacial dos vortices no espaco sendo dado por
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g =eony AP (2.99)

onde
B = (L+XN)+A(1-s), (2.100)
(2.101)
B = VI+A) — A= )P — 44 (ron)? (2.102)

si0 nimeros reais e positivos. Para fy, a condicdo 4A (keg)® < [(14+\,) — A (1 —5)]?, deve
ser satisfeita para termos [ real. Os sinais serdo utilizados do seguinte modo: + (—) para
(I4+X)—A(1—-3s)>0(<0).

Portanto, verificamos as condigoes de contorno no infinito como sendo

g(oo)=1 , a(c0)=0 , Ay(oco)=0. (2.103)

Observamos que para kgg = 0, a equagao (2.99) recupera a escala de massa de vértices BPS
eletricamente descarregados

B =evAY? | — | (2.104)

1—s
os quais foram obtidos na referéncia [31].
Por outro lado, quando 5 = 0, o coeficiente de paridade impar pode ser expresso em termos
dos coeficientes de paridade par

LA —AO-s)

Koo = A , (2.105)
e a escala de massa pode ser escrita como
4A
= ecvAl/? : 2.106
p=ev \/(1+AT)+A<1—5) (2.106)

Outra possibilidade interessante aparece fazendo s = 0 e A, = 0 na equagao (2.99), isto é,

podemos considerar nulos os coeficientes eletromagnéticos de paridade par, obtendo

1+ A+ \/(1 —A)? — 4A (k)
1+ (K}OQ)2

com sinal + (—) para 1 —A > 0 (< 0), respectivamente. Esta situagao também fornece solugoes

B = evAl/? , (2.107)

de vértices do tipo ANO quando a condi¢ao
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(1 —A) > 4A (ko)® (2.108)

for satisfeita. Observamos que, na auséncia de VL no setor de Higgs (A = 1) (veja Ref. [32])
¢ impossivel obter vértices ANO quando s e A, sdo nulos, porque a escala de massa (2.107)

torna-se um nimero complexo.

2.2.4 Analise numérica

Utilizando a mesma transformagao de escala e redefinigdes dos campos realizada em (2.52)
e fazendo kg9 — K, as equacoes BPS e a lei de Gauss na forma adimensional sao reescritas de

seguinte forma

g=x2 (2.109)
p
a (1_92) K /
=1 - Al 2.110
PR R T 2110
O+Aﬁ<Aﬁ+éi>—nQ§l:2Awa (2.111)
p p

Observamos que para a transformagao k — —k, as solucoes mudam da seguinte maneira g — g,
a—a, w— —w.

A densidade de energia BPS adimensional

s () = (1= B +2 (2) 420 (A0 + QM) (A (2112

devera ser sempre positivo-definida, levando a s <1, A > 0, \, > —1.
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Uma configuragao para vértices no modelo de MH CPT-par

Consideramos a seguinte configuracao para resolver numericamente as equagoes adimensio-
nais (2.109)-(2.111):
A—1
k=—,
2vA

onde escolhemos fy = 0 em (2.99) para definir k£ em termos de A. Neste caso as condigoes de

A>0, (2.113)

contorno ficam expressas da seguinte forma:

(2.114)

Sob as condigoes especificas analisadas para esta configuracao a densidade de energia BPS é

escrita da seguinte maneira na sua forma adimensional

2

que é positivo-definida para todo A > 0.

A escala de massa [ para esta configuracao é dada por

B=24 ﬁ , (2.116)

e vemos que para A < 1,0 defeito atinge o seu valor assintéticos lentamente, e quando A ~ 1,
o comportamento é préximo ao dos perfis de MH (veja a seguir as Figs. 2.8-2.14, linha sélida
preta) devido a que 8 — V2, ou seja, a escala de massa do modelo de MH. Por outro lado,
quando A — 00, a escala de massa adquire o seu valor maximo 5 — 2 (veja nas figuras 2.8-2.14,
linha sélida azul).

A seguir, descrevemos os perfis obtidos a partir das solu¢oes numéricas das Eqs. (2.109)-
(2.111) sob as condigoes de contorno (2.114). Sem perda de generalidade vamos fixar n = 1.
Devido a que a densidade de energia BPS (2.115) é definida positiva para A > 0, consideramos
duas regides 0 < A < 1 (linhas verdes) e A > 1 (linhas vermelhas) nas quais o comportamento
das solugoes ¢ diferentes. As solucoes sao sempre comparadas com os perfis de modelo de MH

(linha preto sélida).
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A figura 2.8 mostra os perfis do campo de Higgs. Para A < 1, eles sao muito largos e
atingir o seu valor assintético lentamente. Mas quando A — 1, os perfis s@o mais estreitas e
atingem o estado de vacuo mais rapidamente. Para 0 < A < 1, os perfis sao limitados pela
solucdo usual de MH A =1 (linha preta sélida). Para A > 1, os perfis sdo mais largos do que
para o modelo de MH, mas este incremento é limitado pelo perfil obtido quando A — oo (linha
azul sélida).

Figura 2.8: Campo de Higgs g(p) para 0 < A < 1 a esquerda e para A > 1 a direita para

n=1.

Figura 2.9 descreve os perfis do potencial vetor. Para 0 < A < 1, os perfis sao mais largos
quando A — 0, e mais estreitos quando A — 1. O méaximo estreitamento é atingido em A =1,
onde o modelo de MH (linha preta sélida) é recuperado. Para A > 1, os perfis se tornam mais
largos a medida que A aumenta, mas este incremento é limitado quando A — oo (linha azul
sélida).

1,
0.8
0.6
a .
0.4 , g
\ \
0.2
N
-~
0
4

Figura 2.9: Potencial vetor a(p) para 0 < A <1 a esquerda e para A > 1 a direita paran = 1.
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Figura 2.10: Potencial elétrico Ag(p) para 0 < A < 1 a esquerda e para A > 1 a direita, n = 1.

A figura 2.10 mostra os perfis para o potencial elétrico Ag(p). Observamos que o potencial
elétrico atinge seu valor méximo na origem quando A — 0. A medida que o valor do parametro
A aumenta o valor na origem diminui. Para A = 1, reculeramos o modelo eletricamente neutro
de MH. Na figura a direita, a medida que A aumenta o valor do potencial elétrico na origem
aumenta ate um certo limite. Para valores de A acima deste limite o valor do potencial elétrico

na origem se aproxima gradativamente a zero.

A figura 2.11 mostra os perfis para

o campo elétrico, sento estes lumps
centrados na origem, cujas ampli- 04"
tudes sdo dadas pela Eq. (2.114). 031 \. — 13
Os perfis adquirem valores negativos ~\\ s
quando 0 < A < 1, sendo o seu va- 0.2 \ - A=50
lor minimo —1/2, quando A = 3 — 0.1 \ '\
22 ~ 0.172, e sao positivos para [F 0 \'§
/ T o TR P f —
A > 1, sendo o seu valor méaximo L2 3. F.s 6 7 0 8
1/2, quando A = 3 +2v2 ~ 5.828. %1_~ 7
O campo elétrico é nulo quando -0.2 . /. o iig‘lﬁ
A —0,1,00. . £ - A=05
-0.37 ‘/' — = A=0.75
041"y
—

Figura 2.11: Campo elétrico E, (p) = —Aj(p), n = 1.
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Os perfis para o campo magnético sao mostrados na Fig. 2.12, cujas amplitudes na origem
sao dadas por 4A/(A + 1)%2. Para valores entre 0 < A < 1 (linhas verdes), eles sdo lumps
centrados na origem com amplitudes crescentes para A crescente, cujo valor maximo é alcancado
para A = 1 (modelo MH). Para A > 1, a amplitude diminui quando A aumenta continuamente.
Um facto interessante é observada em torno de A ~ 6: o formato de lumps do campo magnético
comega se deformar, transformando-se em um perfil em forma de anel. No limite A — oo, os
perfis tem valor nulo na origem, de tal modo que os anéis se assemelham aos dos modelos de
CSH e MCSH.

1 1-
0.8 X ..., A=0.05 0.8’\ _Azl(MH)
— -A=0.1 \ — TA=2
— — -nos !\ gt AZS
0.6 - A=0.25 0.6
A=0.5 — "A=IS
B = A=1(MH) B —— Ao
0.4 0.4 :
| 7
0.2 0.2 D
O\
1 WL S 0 ‘ : :
0 5 6 7 8 0 1 2 3 0 4 5 6

Figura 2.12: Campo magnético B(p) para 0 < A < 1 a esquerda e para A > 1 a direita para

n=1.
O modelo apresenta inversao de fluxo
0.00001 | * \ magnético localizada quando 0 < A < 1,
B i. - a tal como é mostrado na Fig. 2.13, onde foi
|\}0r,’ 20 .°\ 30  49—-"350 60 realizado um zoom para os perfis nos va-
-0.00001 11 * / :. \ 7 p lores 0.01 < A < 0.5. Pode-se observar
0.00002. I |' . | : - claramente a inversao de fluxo magnético
' I ! .o localizada, a qual é mais acentuada para
-0.00003 |u i . valores de A < 0.5. Para A > 0.5, tal
0.00004. | ,I :’ _2288; inversao nao existe. Esta peculiaridade
|_,| ,. : — A=01 também foi observada no modelo de MH
-0.00005 . = =A=025 com violacao de Lorentz somente no setor
- 0.00006. l [~ — A=05 de gauge [32]. Desta maneira, podemos di-
| | zer que a inversao de fluxo magnético loca-
-0.000071 Iy lizada ¢ um efeito préprio dos termos CPT

par de violacao de Lorentz.

Figura 2.13: Inversao de campo magnético.
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A figura 2.14 apresenta os perfis para a densidade de energia BPS, os quais sao semelhantes
aos do campo magnético devido a relacao direta entre energia e fluxo magnético. Para 0 <
A < 1, eles sao lumps centrados na origem cuja amplitude aumenta na medida que A aumenta,
atingindo o seu valor maximo em A = 1, o qual reproduz a densidade de energia BPS do
modelo MH. Para A > 1, os lumps tem suas amplitudes diminuidas e em torno A ~ 6, eles se
transformam em anéis. Tal comportamento de anel é mantido para todos os valores de A > 6,
e suas amplitudes na origem diminuem sempre que A aumenta continuamente, de tal modo
que no limite A — oo, a amplitude é ~ 0.46 (mas para n > 1, a amplitude na origem ¢ zero).
O comportamento em forma de anel, semelhante aos modelos de CSH e MCSH ¢é um efeito

interessante de violagao de Lorentz no setor de Higgs.

— A=1(MH)
—-A=2

- =A=01 ) 1 N\ ... =5
A=0.5 €

= A=1(MH)

0.5+

Figura 2.14: Densidade de energia Egps(p) para n = 1.

Analisaremos a continuacao o efeito causado pela utilizacao de um nimero de vorticidade
com um valor de n # 1. Especificamente, escolhemos o nimero de vorticidade n = 3 e
apresentamos os perfis para o campo magnético e para a densidade de energia BPS na figura
2.15 a seguir:

Nos perfis para o campo magnético, podemos observar que para valores grandes de A, os
perfis comecam-se espalhar e formam anéis. Vemos que a medida que o valor de A aumenta,
a intensidade do campo magnético na origem diminui. Vale aqui lembrar que no modelo de
Maxwell-Higgs usual, os perfis para o campo magnético sempre apresentam o formato de lumps
centrados na origem, independentemente do valor de n. Portanto a formagao de anéis nos perfis
do campo magnético é uma consequéncia exclusiva da introducao dos parametros de violacao
de Lorentz no setor de Higgs. No limite A — oo, recuperamos o comportamento usual para
vortices de MH onde o perfil adquire forma de lump. Nos perfis para a densidade de energia
observamos que o comportamento se repete, ou seja, a medida que A aumenta a intensidade

dos vértices diminui na origem e formam-se anéis cada vez mais espalhados do centro.
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BPS
06] ..

0.4+

0.2+

Figura 2.15: Campo magnético B(p) a esquerda e densidade de energia Egps(p) a direita para

n=3.
2.3 Comentarios e conclusoes

Efetuamos uma analise abrangente sobre a formagao de configuragdes auto-duais ou BPS
portadoras de campo elétrico no contexto do Modelo Padrao Estendido. Dois casos foram estu-
dados separadamente. Em primeiro lugar, estudamos o modelo Abeliano de MH suplementado
com o termo de CFJ no setor eletromagnético e um termo CPT-par no setor de Higgs. O se-
gundo caso analisado foi também o modelo Abeliano de MH, mas desta vez suplementado com
termos CPT-par tanto no setor de Higgs como no setor fotonico. Verificamos que para suportar
solucoes de BPS eletricamente carregadas os modelos originais devem ser modificados através
da introducao de um campo escalar neutro ¥, com dinamica adequada. Este procedimento é
semelhante ao que acontece no modelo de MCSH. Nao obstante, existem algumas diferencas
entre as solugoes CPT-impar e CPT-par: No caso CPT-impar, tanto a densidade de carga
como a carga total sao nao nulas, no caso CPT-par, a densidade de carga é diferente de zero,
mas a carga elétrica total é nula. Outro resultado importante envolve o fluxo magnético, que
além de ser proporcional ao winding number, também depende explicitamente nos coeficientes
de violagao de Lorentz pertencentes ao setor de Higgs, tal como apresentado nas equacoes.
(2.35) e (2.92). Este resultado foi obtido, em primeiro lugar, no contexto de vértices BPS nao
carregadas no MPE [31], e parece ser um efeito geral produzido pelo termo CPT-par do setor
de Higgs.

Uma das observagoes ja feitas em Ref.[31] é a mudanga no ansatz para vortices (2.27) descre-
vendo os perfis dos campos de gauge e de Higgs. Este é um fato importante porque a condigao
de contorno satisfeita pelo campo de gauge na origem [ver Eqs. (2.114) e (2.45)] é modificada
pelo termo de violagao de Lorentz pertencente ao setor de Higgs. Sem a devida modificacao no

ansatz, as solugoes das equagoes auto-duais nao seriam topoldgicas nem satisfariam a condicao
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primordial de possuirem energia finita. Tais alteracoes nas condigoes de contorno do campo de
gauge, sao cruciais para a nova caracteristica apresentada pelo fluxo magnético quantizado, ou
seja, a sua dependéncia nos coeficientes de VL no setor de Higgs.

Foi observado, a partir do estudo de diferentes limites nos coeficientes de VL no parametro
de massa que a presenca de VL no setor de Higgs permite interpolar vértices CPT-impar entre
perfis muito largos para 0 < A < 1, para outros mais localizadas, quando A — 1. Para
1 < A < o0, os perfis passam de solugoes do modelo de MCSH (A = 1) para solugdes de
MH (A — o0). Para os vortices CPT-par, os perfis na regiao 0 < A < 1, sdo mais largos e
mais espalhados & medida que A decresce e para este caso o valor A = 1, representa solucoes
de vortices no modelo de MH. Para A > 1 e aumentando os valores de A, os perfis dos
vortices estao confinados entre o modelo de MH (linha preta sélida) e o perfil obtido quando
(A — o00) (linha azul sélida). Um fato interessante nos vortices CPT-par é o aparecimento de
perfis em forma de anel (para o campo magnético e a densidade de energia BPS) para valores
suficientemente grandes de parametro A, como explicitamente mostrado nas figuras. 2.12 e
2.14, respectivamente. Uma outra particularidade encontrada foi a inversao localizada de fluxo
magnético, a qual pode também ser observada na auséncia de VL no setor de Higgs na Ref.
[32]. Esta propriedade parece ser um efeito tipico de termos CPT-par do setor foténico.

Uma observacgao acerca de considerar grandes valores para coeficientes de violacao de Lo-
rentz: No contexto do MPE, os parametros de VL devem ser suficientemente pequenos, no
entanto, como a positividade de energia é preservada sempre que A > 0, podemos considerar
grandes valores de A dentro de um modelo efetivo que descreve a eletrodinamica de um possivel
meio material.

Neste contexto, também podemos comentar acerca da implicagao destes modelos com vi-
olacao de Lorentz na Fisica dos materiais supercondutores. Os novos materiais, que apresentem
supercondutividade de alta temperatura, possuem também anisotropias, sendo constituidos a
maior parte destes por estruturas em camadas. O modelo de GL mais simples acontece para

um supercondutor uniaxial, cuja densidade de energia livre é escrita como

B2 2% _ 2
F=g-ta 18] + g 162 + 51 (mam — fAﬂp ) (—zh@kqﬁ _ fAm) , (2.117)

onde 8 é uma constante e o depende da temperatura, mudando o seu sinal na temperatura
critica T = T.. No funcional de energia (2.117) 7;; é um tensor constante acoplado aos eixos
do cristal.

Vale destacar que é possivel estabelecer uma conexao entre os modelos com VL cujas densi-
dades de energia sao dadas pelas equagoes (2.9) e (2.70), com a energia livre (2.117) descrevendo
um supercondutor a altas temperaturas. A ligacdo entre estes modelos é fornecida pelo termo
[515 — (k¢¢)ij] (Di¢)" (D), que permite relacionar a matriz d;; — (kgg),;, com o tensor 7.
Como pode ser observado em ambos os modelos com VL, os coeficientes nao dependem da

96



temperatura, como acontece no modelo fenomenoldogico de Ginzburg-Landau. As possiveis
contribuicoes para a supercondutividade, podem ser obtidas por meio do estudo dos limites
nao-relativisticos a temperatura finita, de ambos os modelos com VL aqui abordados. Dita
abordagem permitiria analisar, por exemplo, os efeitos da violacao de Lorentz na energia livre
de London, no efeito Josephson, na interacao de vértices com a estrutura cristalina (pinagem
intrinseca de vértices) e a resistividade, entre outros.

Desenvolvimentos futuros podem ser orientados para analisar a influéncia da violagao Lo-
rentz na existéncia de defeitos topoldgicos no setor nao-Abeliano do Model Padrao — ou seja,

monopdlos magnéticos e vértices nao-abelianos no contexto Modelo Padrao Estendido.
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Parte 11

Configuracoes auto-duais no modelo de
gauge sigma O (3) com violagao da

simetria de Lorentz
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No inicio dos anos sessenta Gell-Mann e Levy [44], com base nos trabalhos de J. Schwinger
[45] e J. C. Polkinghorne [46], construiram uma teoria de campo renormalizdvel para os novos
mésons escalares o com spin isotépico nulo, sendo esta teoria denominada de modelo sigma.
Na segunda parte do mesmo trabalho, Gell-Mann e Levy consideraram a possibilidade de
modificar o modelo sigma supondo-o composto por pions, em lugar de descrever uma nova
particula, dando origem assim ao modelo sigma nao-linear (NLoM)(do inglés: non linear sigma
model). Historicamente, o modelo sigma nao-linear foi a primeira teoria de campos onde os
valores do campo ficaram restritos a uma variedade. Posteriormente o modelo foi dotado com a
simetria O (3), sendo denominado por O(3) NLoM [47]. Este modelo ganhou especial atencao
e foi amplamente aplicado no estudo de diferentes aspectos da teoria de campos e na fisica da
matéria condensada [1].

O modelo sigma O(3) também chama a atengao devido a que fornece solugdes do tipo
solitons topoldgicos, cujas equacoes sao exatamente integraveis no limite BPS. Este modelo,
no entanto, tem um sério inconveniente devido a que suas solugoes sao invariantes de escala,
impossibilitando a sua implementagao na descri¢ao de particulas localizadas [48]. Uma forma
de quebrar a invariancia de escala do modelo foi realizada adicionando o sub-grupo U(1),
juntamente com um potencial que provia a quebra espontanea de simetria. Este mecanismo
foi proposto em [49], onde foi introduzido um termo de Maxwell controlando a dinamica do
campo de gauge. Desta forma o modelo fornece soluc¢oes do tipo sélitons topolégicos com fluxo
magnético quantizado. Um mecanismo semelhante foi implementado em [50], onde o setor
de gauge é controlado pelo termo Abeliano de Chern-Simons, implicando no aparecimento de
solitons topologicos e nao-topoldgicos. Estas duas abordagens citadas anteriormente, produzem
solitons topoldgicos infinitamente degenerados num determinado setor topolégico. Tal degene-
rescéncia foi contornada nos trabalhos [51, 52|, por meio da introducao de um potencial de
auto-interacao possuindo minimos com quebra espontanea de simetria. Este potencial induz
uma nova topologia, na qual, um circulo infinito do espaco fisico é mapeado na circunferéncia
equatorial do espaco interno, de modo que os sélitons sao classificadas pelo primeiro grupo
homotdpico I1;(S;) = Z.

O modelo sigma O(3) também tem sido abordado com a dinamica do campo de gauge
sendo regida em conjunto, pelos termos de Maxwell e de Chern-Simons [53], nestes trabalhos
solugoes de vortices BPS axialmente simétricos, foram encontradas e analisadas. Um outro
estudo também foi realizado envolvendo o campo de gauge acoplado nao-minimamente, no qual
foram encontradas solugdes de vértices eletricamente carregados [54], revelando fluxo magnético
quantizado somente para o setor topoldgico.

A continuacao faremos uma revisao de modelos de gauge Abelianos acoplados com o modelo
O(3) sigma. Estamos interessados em apresentar modelos que apresentem estruturas auto-

duais, cujas equagoes BPS serao posteriormente projetadas utilizando o ansatz usuais para
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vortices. As equagoes auto-duais de primeira ordem serao resolvidas numericamente e suas
solucoes apresentadas na forma de graficos, para sua posterior andlise e comparagao. Especi-
ficamente, em esta revisao abordaremos os modelos Abelianos de gauge Maxwell O(3) sigma
(MoM) e Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma (MCSoM).

Apés dita revisao apresentamos a nossa contribuicao, na qual analisamos os efeitos da
violagao da invariancia de Lorentz nas solugoes tipo-vértices auto-duais, no modelo sigma O(3).
Nesta diregao, um trabalho pioneiro foi realizado na citacao [55], no qual os efeitos dos termos
CPT-par de quebra da invariancia de Lorentz foram estudados. Em [55] foi verificado que os
coeficientes de paridade impar sao os responsaveis pelo acoplamento entre os setores elétrico e
magnético, resultando em configuragoes de vértices auto-duais apresentando fluxo magnético e
densidade de carga nao nula. Na mesma linha que no trabalho anteriormente citado, estudamos
neste capitulo, os efeitos da introducao do termo C' PT-impar de CFJ, ao mesmo tempo em que
um termo de paridade C'PT-par foi incluido no setor do campo sigma.

A implementacao adequada do formalismo BPS permite encontrar as equagoes auto-duais,
cujas solugoes correspondem a um ponto de minima energia, sendo esta, proporcional a carga
topoldgica. Em particular estudamos as solugoes das equagoes auto-duais para vértices axial-
mente simétricos.

Os perfis das solugoes sao resolvidos numericamente e comparados com as solucoes invarian-
tes de Lorentz. Alguns dos limites do modelo sao discutidos e ao final do capitulo apresentamos

nossas observagoes e conclusoes.
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Capitulo 3

Configuracoes auto-duais nos modelos
sigma O(3) interagindo com um campo

de gauge: Uma revisao

3.1 Modelo de gauge Maxwell-sigma O(3)

O modelo de gauge de Maxwell O(3) sigma (MoM) introduzido nos Refs.[49, 52] é definido

em (1 + 2)-dimensdes pela seguinte densidade lagrangiana

1 1~ -
L= 1FuF" + D' D6~ U (3.1)

onde A, é o campo de gauge e I, = 9,A, — 0, A, o tensor Abeliano do campo de Maxwell. O
campo ¢ = (¢1, da, d3) que descreve o modelo O (3) sigma néo linear (O(3) NLoM), forma um
tripleto de campos escalares reais que definem um vetor no espaco interno, possuindo norma

fixa e unitaria,

¢a - ’fla : 5 (a = 17273) ) (32)

6 0= tuda=1, (3.3)

onde 7, forma uma base ortonormal no espago interno. O grupo abeliano U (1) é acoplado

minimamente pela seguinte derivada covariante

Dy = 8,0 — Ay X ¢ (3.4)

sendo ng um vetor unitario ao longo da dire¢ao-3 no espago do campo sigma.
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As equagbes de Euler-Lagrange para o modelo (3.1) sao encontradas apds a introdugao do
vinculo em (3.3), para posteriormente aplicar a técnica dos multiplicadores de Lagrange. Desta

forma encontramos a equagao de movimento para o campo de gauge

0, Fh = ji (3.5)

onde a densidade conservada de corrente é expressa na forma

J (gb X D“gb) . (3.6)
Lembrando que estamos interessados em solucoes estacionarias escrevemos o funcional da den-

sidade de energia independente do tempo

£ = % (D@)2 + %BQ YU, (3.7)

onde o campo magnético é definido por B = Fj5. Para aplicarmos o formalismo de Bogomol'nyi

utilizamos a seguinte identidade
1 a2 1 - - N2 o S S
5 (Dj¢) =3 (qus + e X Dk¢> +4- (qub X D2¢> , (3.8)

e inserindo-la na expressao (3.7) escrevemos o funcional de energia na forma

£ = %1 (qu?i Eind X DMZ)Q v % (B = @)2 +BV2U + - (qu?x D2$> . (3.9)

Realizando a correspondente operagao vetorial o tiltimo termo na equagao anterior (3.9) é escrito

da seguinte maneira

5' <D1$ X D2$> = 5 (81$ X 025) + €ir0; (Axp3) — @3B, (3.10)
por dltimo, substituimos (3.10) em (3.9), o que leva a seguinte expressao para a densidade de

energia

£ = i (ngz?iejkq?x DkgE)Q n % (B = @)2
(3.11)

+B (\/ﬁ - ¢3> +- <81§Z§ X (9295) + €1.0; (Args) -

Para que o campo magnético fique univocamente definido em (3.11), impomos que o poten-

cial satisfaca a condicao

V2U — ¢3 =0, (3.12)

obtendo desta maneira o potencial adotado em [52], carregando quebra espontanea de simetria.
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U(¢) = %cb% : (3.13)

Notamos que o valor minimo do potencial acontece quando

$3=0 e di+op=1, (3.14)

que corresponde a quebra espontanea de simetria em (3.1).
Introduzindo o potencial (3.13) na densidade de energia (3.11) podemos escrever a energia

total do modelo da seguinte maneira

E=4nTy + /dQQ? E (BF ¢3)2 + 5 (315 X 825) + €, 0; (Ak¢3>] ) (3.15)

onde foi introduzida a expressao para a carga topoldgica do modelo,

T, = %/ & [q?- (alq?x 82g5’) + e (Akqsg)} , (3.16)

sendo esta, a integral espacial da componente temporal da corrente topolégica do modelo [52],
dada por

K, = %emﬁ [5 : (Daq? X D%’) + Fa%g] , (3.17)

sendo K, uma corrente conservada, 0" K, = 0. Vale aqui ressaltar que a corrente topolégica K,
nao esta relacionada a uma quantidade conservada de Noether, mas sim ao carater topoldgico
dos campos.

Observamos que a utilizagdo de um potencial com quebra espontanea de simetria (3.13)
cria uma nova configuracao topoldgica. Existe um resultado advindo da topologia que diz que
todos os mapeamentos nao-singulares (sem buracos), de uma superficie esférica S, em uma
outra superficie esférica Sy, podem ser classificados em setores homotépicos [1]. Mapeamentos
dentro de um mesmo setor homotopico, podem ser continuamente deformados uns nos outros.
Cada uma destas classes homotopicas pode ser caracterizada por um numero inteiro. No mo-
delo sigma usual, as solucoes topoldgicas sao caracterizadas pela segunda homotopia, denotada
por: Iy (S3) = Z, a qual caracteriza um mapeamento dos campos desde o espaco fisico bidi-
mensional para o espaco interno bidimensional (superficie esférica). Por outro lado, no modelo
aqui apresentado, as solugoes topoldgicas estaveis sao classificadas de acordo com a primeira
homotopia, Iy (S7) = Z, onde um circulo infinito no espago plano é mapeado no circulo equa-
torial da esfera do espaco interno, formando desta forma um manifold no espaco interno que
representa o vacuo do potencial.

Esta nova topologia do espaco influencia os possiveis valores para a carga topologica dada
pela equagao (3.16). Isto pode ser observado da seguinte maneira: O segundo termo do lado

direito em (3.16) se anula na fronteira para o limite ¢3 — 0. J& o primeiro termo do lado
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direito na equagao (3.16) fornece o nimero de vezes que o espago fisico envolve o espago interno
esférico.
A partir de estas consideragoes observamos que a energia (3.15) serd limitada inferiormente,

sendo este valor

E > +4xT, . (3.18)

O limite para a energia serd saturado quando os campos satisfagam as equagoes de Bogomol'ny

que minimizam a energia em cada setor topolégico

Didp+ €50 X D¢ =0 (3.19a)

B=+¢;. (3.20)

A seguir analisamos as equagoes BPS em um ansatz particular para a descricao de vértices
axialmente simétricos. Tendo em vista que o espaco interno apresenta simetria esférica, é
conveniente adotar uma parametrizagao esférica para descrever o campo sigma, juntamente
com a parametrizacao usual para o campo de gauge, dependendo unicamente na coordenada

radial

¢1 =sing(r)cosnd , ¢y =sing(r)sinnf , ¢3=-cosg(r) , Ay= —% la(r) —n] . (3.21)

As funcoes g(r) e a(r), sdo bem comportadas e satisfazem as seguintes condi¢oes nas fronteiras:

g(0) = 0, a(0)=n,
(3.22)
T
g(oo) = 5 a(oo) =0 .
Os valores das fungoes nas fronteiras sao compativeis com as configuragoes para o vacuo do
potencial no limite r — 0o, ao mesmo tempo que prevéem solugoes regulares, ou seja, livres de
divergéncias para os campos em r = (. Lembramos que n é um inteiro nao nulo correspondendo
a vorticidade das solugoes auto-duais, mais conhecido em inglés como winding number.

O campo magnético B, projetado no ansatz (3.21), é reescrito como

B(r) = ——, (3.23)

e as equacoes BPS (3.19a) e (3.20), projetadas no ansatz (3.21), adquirem a seguinte forma:
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¢ = +Zsing, (3.24)
T

—— = Zcosg. (3.25)

Inserindo as equagoes BPS do modelo em (3.15), juntamente com as condigdes de contorno

dadas em (3.22), podemos realizar a integragao na carga topolégica (3.16)

Ty="2, (3.26)
2
e com este resultado escrevemos a energia BPS total do modelo (3.18)
EBPS = 42mn 5 (327)

onde observamos a sua quantizacao topoldgica, sendo seu valor proporcional a vorticidade n.

Ao implementar o ansatz, encontramos também a seguinte expressao positivo-definida para a
densidade de energia BPS

2
Epps = B> + (E sing> . (3.28)
r

—_ N N =

S IS
(e

Figura 3.1: Perfis para o campo sigma ¢(r) (esquerda) e para o campo de gauge a(r) (direita)
para diferentes valores de n.

Apresentamos na figura 3.1 os perfis para o campo sigma e para o campo de gauge para

diferentes valores de n. Nos perfis para o campo sigma (& esquerda) observamos que a medida

que n aumenta os perfis se afastam da origem gradualmente. Nos perfis para o campo de
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gauge (a direita), observamos que a medida que n aumenta a intensidade do campo na origem

é aumentada, como é de se esperar, a partir das condigdes de contorno (3.22).

Figura 3.2: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e para a densidade de energia BPS

para diferentes valores de n.

Na figura 3.2 a esquerda, apresentamos os perfis do campo magnético para diferentes valores
de n. Diferentemente ao que foi observado no caso do campo de gauge, vemos que o campo
magnético conserva o mesmo valor na origem, independentemente do ntimero de vorticidade.
Pode ser notado que a medida que n aumenta, os perfis para o campo magnético se afastam
da origem e ocupam uma area maior. Nos perfis para a densidade de energia BPS vemos que
para valores de n > 1 os perfis tem sempre o mesmo valor na origem, e estes perdem a forma
de lumps. Observamos também que a intensidade maxima dos voértices diminui & medida que

n aumenta e os perfil apresentam-se mais espalhados, ocupando uma area maior.

3.2 Modelo de gauge Maxwell-Chern-Simons-sigma O(3)

O segundo modelo a ser apresentado nesta revisao é o modelo de gauge de Maxwell-Chern-

Simons O(3) sigma (MCSoM), dado pela densidade lagrangiana a seguir

1 1 1~ -1 1
Lzt =~ FasF* = w67 AFp 5 D6 Dot 50, 00"V — 2 [(61) + ()] 0° ~U , (3.29)

onde o parametro s corresponde a massa de Chern-Simons, U (|¢|, V) é o potencial que prové
solugoes auto-duais e ¥ é um campo escalar neutro. Como foi mostrado na segao (1.2.2)
introduzimos também neste modelo o campo escalar neutro W para obter as configuracoes

auto-duais.
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Como usualmente acontece em modelos contendo o termo de Chern-Simons, pode ser ob-

servado através da lei de Gauss estaciondria dada a seguir

00, Ao — KB = [(¢1)* + (¢2)%] Ao (3.30)

que o gauge temporal (Ay = 0), ndo serd satisfeito. Como resultado de termos Ay # 0, as
estruturas topoldgicas advindas a partir de (3.29), deverao ser eletricamente carregadas.
Com o intuito de encontrarmos solugoes auto-duais para este modelo, escrevemos a densi-

dade de energia estacionaria

N2 1] 1 1
(Dig) + 5B+ U+ 5 (0,40 + 5 (0,9)’

N | —

(3.31)
(60 + (62)°] (A0 + 5 [(60)* + (9] 97

N | —

+

—~

e introduzindo a identidade (3.8), escrevemos

IS -
(3.32)

g 0407 + 3 B0 + 3 [(00° + (6] (A0)* + 5 [(01)° + (80)7] ¥

Com o intuito de implementarmos o procedimento de Bogomol'ny, utilizamos a lei de Gauss
estaciondria (3.30) para substituir o tltimo termo na equagao anterior (3.32), podendo desta ma-
neira escrever a expressao para a densidade de energia como uma soma de termos quadraticos,

mais uma derivada total e um termo proporcional a carga topoldgica (3.16)

& = % (qu;j: Ejkég X Dk<5>2 + % <B ¥ @)2 +¢- (315 X 325) + €1,0; (Arp3)
(3.33)
+B (\/ﬁ — s+ mp) + % 19,49 £ 0,0]? + % [(61)% + (¢2)7] [Ao & W]* F 0, (V0 Ay) .

Observamos que o primeiro termo na segunda linha em (3.33) estd impedindo a aplicagdo do
formalismo BPS. Este inconveniente sera contornado anulando o termo proporcional ao campo
magnético. De esta maneira encontramos o potencial especifico que fornece as solugoes auto-

duais

(¢35 — KT)? . (3.34)

U6) =4
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Com a expressao para o potencial BPS em maos, escrevemos a energia total do modelo da

seguinte forma

E = 4nTy + /inU {1 [BF (¢3 — “‘I’)F + 5 <81<5 X 325) + €10; (Axg3)

2
(3.35)
1 1
3 010 00 4 3 [(60° + ()] Lo £ 0 5.0, (0,0) |
Observamos que a energia em (3.35) esta limitada inferiormente

E > +4nTy (3.36)

e este limite estara saturado quando as relagoes dadas a seguir sejam satisfeitas:
D¢+ €jméd X Do =0 (3.37)
B =% (¢3 — k¥) , (3.38)
0;Ag £0;¥ =0, (3.39)
AotV =0. (3.40)

Levando em consideracao que a relacao Ag = FV, satisfaz simultaneamente es equacoes
(3.39) e (3.40), obtemos as equagoes BPS do modelo MCSa,

D¢+ €jméd X Do =0, (3.41)

B = :i:gbg + KJAO y (342)

que saturam a energia, quando a relacdo Ag = FV, é satisfeita. Nesta configuracao a energia

das configuracoes auto-duais é dada por
EBPS’ = 47TT0 . (343)

Inserindo as equagoes (3.41) e (3.42) em (3.35) podemos integrar a energia utilizando o
ansatz (3.21) juntamente com as condi¢oes de contorno (3.22), obtemos a energia BPS do

modelo

EBPS = +27n . (344)
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Observamos em (3.44) que a quantizagao da energia BPS se deve ao carédter topoldgico dos
campos.
Também observamos que a partir da lei de Gauss estacionaria do modelo (3.30), obtemos

uma relagao de proporcionalidade entre a carga total e o fluxo magnético,

Q =k . (3.45)

Levando em consideracao que estamos interessados em solucgoes para vortices, utilizamos o
ansatz axialmente simétrico apresentados em (3.21). A partir da projecdo em duas dimensoes,

podemos escrever as equagcoes BPS e a lei de Gauss do modelo da seguinte forma

g = j:gsing, (3.46)

!/
_a? = Zcosg+ kAo, (3.47)
A g o Agsin? 3.48
j+ 2 kg = agsinty (3.49

juntamente com a densidade de energia BPS, denotada explicitamente de forma positiva

2
Epps = B* + (; sing> + (Agsing)® + (4))° . (3.49)

A continuacgao, apresentamos na forma de perfis de vortices, a solucao numérica para as

equacoes BPS, para diferentes valores n.

T T T T LI B

10 12 0 2 4 6 8 10 12

(=]
o
~
N
o]

Figura 3.3: Perfis para o campo sigma ¢g(r) (esquerda) e para o campo de gauge a(r) (direita)

para diferentes valores de n.
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No grafico a esquerda na figura 3.3, observamos que o campo sigma se afasta radialmente
da origem a medida que n aumenta, deixando um “buraco’que sera preenchido pelo campo
de gauge, como podemos observar na figura a direita em 3.3. Observamos também que a
intensidade do campo de gauge na origem aumenta a medida que n aumenta, como é de se
esperar devido as condi¢oes nas fronteiras (3.22). Observamos que aumentando a vorticidade,

os perfis ocupam uma drea maior com maior intensidade para o campo de gauge.

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.4: Perfis para o potencial escalar Ay(r) (esquerda) e para o campo elétrico Ej(r)

(direita) para diferentes valores de n.

Apresentamos a esquerda da figura 3.4 os perfis para o potencial elétrico dos vortices. Pode
ser visto que a medida que n aumenta a intensidade do potencial elétrico é aumentada na
origem. Ja no perfil para o campo elétrico, figura a direita em 3.4, os perfis se anulam na
origem independentemente do valor de n. Observamos também que a medida que n aumenta,
a intensidade do campo elétrico é aumentada, e este é deslocado radialmente afastando-se da

origem, espalhando-se e ocupando uma area maior.

70



Na figura 3.5 encontramos uma grande diferencia em relacao ao modelo Mo apresentado

anteriormente.

0 2 4 6 8 10 12 0 1 2 3

4
r

Figura 3.5: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e para a densidade de energia BPS

€ ,ps (1) para diferentes valores de n.

Especificamente observamos no grafico a esquerda que os perfis para o campo magnético
diminuem sua intensidade na origem a medida que n aumenta, tendo seu valor maximo para
n = 1. No gréafico a direita na figura 3.5 observamos que para valores de n > 1 os perfis
para a densidade de energia BPS formam anéis, sendo estes cada vez mais espalhados e com

intensidades menores a medida que n aumenta.
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Capitulo 4

Modelo de Maxwell-sigma O(3)
C PT-impar

Apresentamos a seguir a nossa contribuigao original deste capitulo, onde abordamos o mo-
delo Abeliano de Maxwell O(3) sigma, no qual modificamos a dinamica do setor de gauge
com o termo C'PT-impar de Carroll-Field-Jackiw [19], e também modificamos o setor sigma,
incluindo um termo de paridade C'PT-par de quebra da invariancia de Lorentz. Trabalhamos

com a seguinte densidade lagrangiana

1 1 1o~ -1 o
Losay = = FuF" = 27 (kap), AvFpo + 5D"6 - Dyt + 5 (koo)” Dué- Dy = U, (4.1)

onde o quadri-vetor (kar),, representa o vetor de fundo de CFJ com dimensdo de massa +1. O
tensor adimensional (ky)"" € real e simétrico, contendo os parametros de violagao de Lorentz
C PT-par no setor sigma. O potencial U, ainda a ser determinado, descreve um tipo de interacao
conveniente para a obtencao de configuracoes auto-duais. Este modelo também pode ser visto
como uma extensao dimensional do modelo de MCSo (3.29) incrementado pelo termo C' PT-par
de violagao de Lorentz no setor sigma.

A partir da densidade lagrangiana (4.1), a equacao de movimento para o campo de gauge é

dada por

0, F"" + %Euam (kar), Fpo = 3", (4.2)
onde definimos a densidade de corrente conservada dentro do contexto com violagao da in-
variancia de Lorentz

3" = [g"" + (ko)™ ] g - (5 X Dﬁ) !
que, como pode ser observado, é a contrapartida da densidade de corrente usual, na auséncia
de VL apresentada em (3.6).

(4.3)
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A equacao do movimento para o campo sigma é dada pela seguinte expressao

) ) L (L oUuN . U, o N -
7 + ()| D06 = (8- 52 ) = Gt o + () (7-D,D3) 3. (4

De maneira andloga ao procedimento adotado no primeiro capitulo, introduzimos ao modelo
(4.1) uma dinamica para o campo escalar neutro W. Portanto, reescrevemos a densidade de

lagrangiana do nosso modelo

1 1 U TP
L = -7 aﬁFaﬁ—faﬁpa (kAF)aAﬁFPU—I—§Da¢'Da¢+§(k¢¢) * Dot - Dsd

(4.5)
50U = S+ (o)1) + (6210 = U (101, 0)

onde U (|¢], V) é um potencial conveniente para prover configuragoes auto-duais.

Estamos interessados nas configuragoes topolégicas auto-duais, decorrentes da versao (142)-
dimensional do modelo (4.1). Para cumprir este propdsito, vamos implementar a projegao no
plano fazendo: 035: 0, A3 =0 e 034, =0 com p = 0,1,2. Desta forma, a partir da equagao
de movimento (4.2), a lei de Gauss planar estaciondria é expressa por

0;0;A0 — (kap)sB = [1 4 (kgs)ool[(¢1)* + (¢2)*] Ao (4.6)

e a lei de Ampere planar estacionaria tem a seguinte forma

€i;0;B — (kar)s€i;0;A0 = —[0i; — (kog)islna- (¢ x D;0) . (4.7)

As equagoes (4.6) e (4.7) mostram claramente que o vetor de fundo de CFJ (kap)s é o res-
ponsavel pelo acoplamento entre os setores elétrico e magnético, permitindo em principio, a
ocorréncia de configuragoes eletricamente carregadas. Observamos que o coeficiente (kar)s nas
leis de Gauss e Ampere, cumpre o mesmo papel que a massa de Chern-Simons em (1 + 2)-

dimensoes no modelo de MCSeo.

4.1 Formalismo BPS

Estamos interessados em encontrar para este modelo as equagoes diferenciais de Bogomol'ny
de primeira ordem, cujas solugoes sao configuragoes de minima energia e que ao mesmo tempo,
resolvem as equacoes de segunda ordem de Euler-Lagrange. Para realizar o procedimento BPS,
primeiramente escrevemos a densidade de energia estaciondria da versao (1 + 2)-dimensional

do modelo (4.5), dada a seguir
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1 - - 1 1 1
£ = 3 [@j . (kw)ij} Dig- D+ 5B+ U+ 5 (940)° + 5 (9,9)°
(4.8)
1 1
5 [1+ (ko )oo] [(61)° + (62)°] (A0)” + 5 [1+ (Rso)o] [(00)° + (02)°] 97,
que é definida positiva, enquanto
ik — (kgo) s, > 0, (Kpg)go > —1 (4.9)

Com o intuito de avancar no procedimento de Bogomol'ny, definimos a seguinte trans-

formacao: Dkgg = Mijjgg, a qual permite escrever

04 = (kos)yy| Di6 - D6 = Diud- D (4.10)

Dyé- D = MyuMyDié- Dié (4.11)
sendo M;; os elementos da matriz M englobando os parametros espaciais de VL no setor sigma,
sendo definidos da seguinte forma

MyiMyj = 65 — (Koo) (4.12)

ij
Com a ajuda da identidade apresentada a seguir (e desenvolvida explicitamente no Apéndice
B), poderemos escrever a energia como uma soma de quadrados, para assim conseguir imple-

mentar o formalismo BPS,

1l - ~ - 1/~ - -~ A2
sDb- D = 5 (qua + e X Dm¢> F (det M) 653
(4.13)
+ (det M) e, (Apdrs) % (det M) & - (015 X 325) .
Desta forma, a densidade de energia (4.8) é expressa da seguinte maneira
& = l([)-qgie- éx D 5)2+1(B:F\/2U>2+1(8-A + 9,02
4 J Jjm m 2 9 \7J 0 J
(4.14)
1 - - .
5 (14 (Rasdoo) [(60)° + (62)°] [Ao + 9 + (det M) [ 6+ (016 x 02) + eands (Ano)]

+BV2U F (det M) ¢3B F (9;9) (9;40) F [1+ (kso)oo) [(61)° + (¢2)*] AoV .
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Multiplicando ambos os lados da lei de Gauss (4.6) por ¥, os tltimos dois termos na equagao

anterior sao escritos por
F (9;9) (9;40) F [1+ (kgs)ool[(01)” + (92)*] AV = F0; (V0;Ag) + (kar)sBY ,  (4.15)

de modo que a densidade de energia pode ser reescrita da seguinte maneira,

1/~ = L . \2 1 2 1
(4.16)
"’% [1 + (kw)oo} [(¢1)2 + (¢2)2] [AO + ‘I’]Z + (det M) [Cg <81$ X 32<g> + €0 (Ak¢3)

+B [\/2_ — (det M) ¢3 + (kar), ‘I’} F 0; (VO;A) -

Lembramos que estamos em busca de uma expressao para a densidade de energia, que seja
descrita por uma soma de quadrados e derivadas totais. Para tal propdsito, na iltima linha
requeremos que o factor multiplicando o campo magnético seja nulo, o que conduz a forma

adequada para o potencial BPS

1
U (191, ) = 5 [(det 1) 65 — (kar) U] (117)
A integragao do 1ltimo termo na segunda linha em (4.16)
det Ml - - =
7y = S [ 2[5 (01 % 040) + et ()] (4.18)

fornece a carga topoldgica do modelo, a qual mostra a dependéncia nos coeficientes de violagao
de Lorentz pertencentes ao setor sigma [55]. Como também foi relatado em [55], a corrente

topolodgica conservada é dada pela seguinte expressao,

QM s[5 (096 x DG) + 0] (4.19)

cuja componente Ky, sempre que integrada ao longo do espaco, reproduz a carga topologica

K, =

conservada (4.18).
Ao considerar os campos ¥ e Ag indo para o valor zero no infinito, observamos que no
ultimo termo na equacao (4.16) a integracao fornece contribuigdo nula para a energia. Com

estas observagoes, a energia total do modelo se torna

2

B o= i+ [ oy {5 (@ent) on = (), 1)+ 1 (D)6 % 10 x D)
(4.20)

+% (0540 £ 0;0)* + % [1+ (Kgg)go) [(@1)" + (02)°] [A0 £ ‘1’]2} :
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Esta equagao nos permite estabelecer um limite inferior para a energia dado por

E > +4xT, , (4.21)

sendo proporcional a carga topoldgica. Este limite sera atingido sempre que os campos sa-

tisfacam as seguintes equacgoes BPS:

D¢+ €jméd X Do =0, (4.22)

B = +[(det M) ¢3 — (kar), V] , (4.23)
8;Ag £ 0,0 =0 , (4.24)

Ag£ U =0. (4.25)

A condicao ¥ = F A, satura as duas ultimas equacoes, de modo que as configuracoes auto-

duais sao descritas somente pelas equacgoes

D¢+ €jméd X Do =0, (4.26)

B = + (det M) ¢3 + (kar)s Ao , (4.27)

em conjunto com a lei de Gauss do modelo

0;0;A0 — (kar)sB = [1 4 (kgs)ool[(61)” + (¢2)*] Ao - (4.28)

Como pode ser claramente observado, ao fazermos nulos todos os parametros de violacao de
Lorentz, recuperamos as equagoes BPS do modelo de gauge sigma O(3) (3.1). Do mesmo modo,
como ja foi mencionado ao comego deste capitulo, anulando os parametros de VL somente no
setor sigma recuperamos o modelo de Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma (3.29) com a devida
substituicdo (kap)s — k. Além disso, a lei de Gauss (4.28) implica na seguinte relagao de
proporcionalidade

_ (kar)s
1+ (kgs) o

entre a carga total (()) das configuragoes auto-duais e o fluxo magnético total (®), definidos na

Q P, (4.29)

forma
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Q = - / P (60 + (62)2) Ao | (4.30)
P = /deB. (4.31)

4.2 Vortices auto-duais no modelo de Maxwell-sigma O(3)
CPT-impar

Para termos energia finita, o campo ¢ deve tender assintoticamente para uma configuragao
de minimo do potencial, dado pela equacao (4.17). Isto é alcangado seguindo o ansatz in-
troduzido na referéncia [55], para vértices axialmente simétricos na presenga de violagao de

Lorentz,

$1 = sing(r)cos (%9) , ¢ =sing(r)sin <%9) ’ (4.32)

n

¢s = cosg(r) , Ag=—- [a(r)—ﬂ L A= Ao(r)

onde as fungoes, g(r), a(r) e Ag(r) sdo bem comportadas e satisfazem as seguintes condigoes

de contorno:

g<0) = 0, (I(O):K ) A6(0>:07
(4.33)
g(oo) = g . aloo) =0 , Ag(c0)=0.

As condigoes de contorno para o potencial escalar (Ay) apresentadas em (4.33) serao mos-
tradas explicitamente por meio do estudo do comportamento assintético dos campos na origem
e no infinito (vide Sec. 4.2.1). Estas condic¢oes de fronteira devem ser compativeis com as
configuracoes de vacuo do potencial para r — oo, ao mesmo tempo que fornecem solucoes
regulares em r = 0. A constante A é definida em termos dos parametros de violagao de Lorentz

pertencentes ao setor sigma,

L (Roo)g
A=y (ko) (43

No ansatz (4.32), o campo magnético B é dado por

Br)=——. (4.35)



e as equagoes BPS (4.26) e (4.27), projetadas no ansatz (4.32), adquirem a seguinte forma

J = +A2 sing , (4.36)
r
a/
—? = :|:T] COS g -+ (l{?AF)gAO s (437)

enquanto a lei de Gauss (4.28), fica representada da seguinte maneira

/

A
Ag + TO — (kar)sB = nAAAgsin® g | (4.38)

com os parametros A e 1 dados pelas expressoes a seguir

1+ (ko) oo
s = Lleu (4.39)
n = detM =y/[1 — (kao)gy] [1 — (oo),,] - (4.40)

Podemos utilizar as equagoes BPS do modelo juntamente com a lei de Gauss para expressar
a densidade de energia BPS como

2
Epps = B+ nA <g sing) + nAA (Ag sing)2 + (A{))2 , (4.41)

que serd positivo-definida quando as condigoes 17, A, A > 0, sejam satisfeitas.

Substituindo o ansatz (4.32) e as condigoes de contorno (4.33) na equacao (4.18), a carga
topolodgica resultante assume o valor

T, = g% , (4.42)

sendo esta quantizada e modificada pelos parametros de quebra da simetria de Lorentz no setor
sigma.

Por outro lado, sob as condigoes de contorno (4.33), o fluxo magnético (4.31) e a carga
elétrica (4.30) se tornam

o = 27?%, (4.43)
Q = 2#%123%7 (4.44)

sendo ambas proporcional a vorticidade.

A carga topoldgica (4.42) e o fluxo magnético (4.43) diferem dos modelos sem quebra da
simetria de Lorentz, To = n/2 e & = 27n, pelos fatores de violagdo de Lorentz n/A e 1/A
respectivamente.
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4.2.1 Comportamento dos campos nas fronteiras

A continuacao estudamos o comportamento assintotico das fungoes escalares que parame-
trizam os campos do nosso modelo. Isto é realizado seguindo a técnica implementada da se¢ao
(1.2.3) a partir das equagoes BPS e a lei de Gauss (4.36-4.38) nos limites r — 0 e r — oc.

Perto da origem obtemos os seguintes comportamentos

g(r) ~ Gur"+ .., (4.45)

a(r) ~ %— 1+ (kA??’AO(O)]erQ +o (4.46)

[1+ (kar)3A40(0)]
4

AO(T) ~ A()(O) + (]{JAF)3T2 + ... (447)

Observamos que a equagao (4.46) justifica a implementagao do ansatz modificado (4.33), e
fornece o valor esperado para a(0). A constante Ay(0) em (4.47) é determinada numericamente
para cada n. Por outro lado, a partir de (4.47) fica claro que o campo elétrico na origem deve
ser nulo, A’(0) = 0, como foi visto na equacao (4.33).

Para r — oo, as fungoes apresentam o seguinte comportamento assintético:

—mr

7r e
g(r) ~ 5 0007 + ..., (4.48)
a(r) ~ mf“’ Vre ™4 (4.49)

Ao(r) ~ C“A(?;A;):A) 6\/ﬂ;r+ (4.50)

onde C'_ ¢é uma constante positiva determinada numericamente. Portanto, vemos que os

vortices tem um comportamento similar aos voértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6, 7], onde

o parametro m, real e positivo, ¢ dado pela seguinte expressao

1 2 1 2
m:§\/(l€AF)§+17A<1—|—\/Z> —5\/(kAF)§+nA<1—¢K> . (4.51)
Passamos a analisar o comportamento da massa dos campos, para isto estudamos alguns
valores para os parametros de VL envolvidos na equacdo (4.51). Para (kap), fixo, o com-
portamento dos perfis dos vortices é governado pelos coeficientes de VL pertencentes ao setor
sigma. Em este cendrio duas situagoes de interesse podem ser analisadas: a primeira ocorre

para A = 1, provendo
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1 1
m= gy (kar); +4n A — 5 [(kar)s| (4.52)

sendo esta a massa que o modelo de MCSo [53] teria, na presencga de violagdo de Lorentz

somente no setor sigma. Com efeito, para n = A = 1 (auséncia de termos de LV no setor

m = s (har ) 44— 2 [(kar)y| (453)

que coincide com a massa do modelo de Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma [53].

sigma), se torna

Um outro limite a ser ressaltado acontece quando A tem valores suficientemente grandes
(A>> (kar)s):

m — \/nA (4.54)

correspondendo a massa dos bdsons no modelo de gauge O(3) sigma da referéncia [55] com
violagao de Lorentz somente no setor sigma.
Uma outra situacao de interesse acontece fixando os parametros de VL no setor sigma e

consideramos valores suficientemente grandes de (kar);, resultando em

nAvVA
(kAF):’) 7

correspondendo & massa que os vortices auto-duais do modelo de Chern-Simons O(3) sigma

(4.55)

[50] teriam, considerando termos com violagao de Lorentz somente no setor sigma. Neste limite,
tomando (kgs), , = 0oun =A = A =1 conduz & massa do modelo invariante de Lorentz,

1/ (kar)s -

uv

4.2.2 Analise numérica

A seguir, apresentamos os perfis obtidos a partir das solugoes numéricas das equagoes (4.36-
4.38), sob as condigdes de contorno (4.33), para o nimero de vorticidade n = 1. Para imple-
mentar esta andlise, temos fixado os parametros de violacao de Lorentz: A = 1.25, n =2 e
(kar); = 1.5, permitindo que o parametro A seja livre. Devido a que a densidade de energia
(4.41) é definida positiva para A > 0, consideramos duas regides: 0 < A < 1 (linhas azuis), e
A > 1 (linhas laranja), nas quais o comportamento das solugoes sao diferentes.

Existem dois valores limites interessantes para A que permitem recuperar o comportamento
de dois modelos conhecidos na presenca de coeficientes de VL. O primeiro é A = 1 (linha
magenta soélida), cujos perfis correspondem ao modelo de Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma
com violagao de Lorentz somente no setor sigma (ver comentario depois da equagao (4.52)). O
segundo, é o limite para A — oo (linha preta sélida), que reproduz o modelo de gauge O(3)

sigma com violagao de Lorentz somente no setor da sigma [55] (veja o comentério apds a equagao
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(4.54)). Também temos realizado os perfis simétricos correspondentes aos seguintes modelos:

(i) Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma (3.29) (linha verde continua), com x = (kap); = 1.5

e (kps),, =
a auséncia total de VL [(kAp)u

comparacao para os perfis com violacao de Lorentz.

A figura 4.1 descreve os perfil para o
campo sigma. Para 0 < A < 1, os perfis
se apresentam mais espalhados e alcancam
o valor assintético m/2 mais rapidamente
quando A — 0 (linha azul). Por outro
lado, para A > 1, os perfis estreitam-
se progressivamente para valores crescen-
tes de A (linha laranja), o estreitamento
maximos dos perfis é alcancado no limite
A — oo (linha preta sélida). Portanto,
para valores A > 1 os perfis sdo confina-
dos entre os modelos descritos por A = 1

e A — oo.

0, (ii) Gauge Maxwell O(3) sigma (3.1) (linha vermelha sélida) que corresponde

= 0, (kgy),, = 0]. Estes dois casos servirao como base de

Figura 4.1: Campo sigma ¢(r) para n = 1.

Figura 4.2: Potencial vetor a(r) para n = 1.
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Uma descrigao similar pode ser reali-
zada para os perfis do potencial vetor a (r),
apresentado na figura 4.2. Observamos
aqui que o valor do campo de gauge na
origem varia de a(0) = n (na auséncia de
VL) ate a(0) = n/A (na presenga de VL
no setor sigma), o que fica evidente neste

grafico.



A figura 4.3 descreve os perfis para o
Para 0 < A < 1 (li-

nha azul), os perfis sdo mais estendidos e

potencial escalar.

com maior intensidade na origem. A in-
fluéncia do parametro de CFJ, (kap)s, é
mais acentuada para A — 0, enquanto que
para A > 1 (linha laranja) seus efeitos fi-
cam menos relevantes a medida que A au-
menta. Portanto, para grandes valores de
A, os perfis tornam se cada vez menores,
sobrepondo-se ao eixo horizontal no limite
A — oo (linha preta sélida). Isto significa
que os voértices tornam-se eletricamente nu-
los, assim como os vértices usuais do mo-
delos de gauge sigma O(3) invariante de

Lorentz, para este limite.

Figura 4.3: Potencial escalar Ay(r) para n = 1.

™ —

A=0.06

031 )
AL

0.21

y
[ LN
0.1/ N, N

== A=0.15
- " A=0.51
— A=1
A=1.85
A=4.2
A=18
- A=
— MoM
— MCScM

Figura 4.4: Campo elétrico E,(r)
n=1.
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A figura 4.4 descreve o comportamento
para o campo elétrico. Para n = 1, a
amplitude maxima do campo elétrico e al-
cancada para alguns valores de A, especi-
ficamente 0.5 < A < 1. Para0 < A < 1,
os perfis tornam-se radialmente mais espa-
lhados para valores decrescentes de A. Por
outro lado, para A > 1, os perfis sao loca-
lizados perto da origem, sendo estreitado
e com amplitude decaindo rapidamente a
medida que os valores de A aumentam. No
limite A — oo, o campo elétrico desapa-
rece, coincidindo assim com configuracoes

de vortices eletricamente descarregados.



A figura 4.5 mostra os perfil para o
campo magnético, cuja forma sao lumps
centrados na origem para n = 1. Para
0 < A < 1 (linha azul), os perfis sdo mais
espalhados e sua amplitude na origem de-
cresce continuamente quando A — 0. Para
A > 1 (lineas laranjas), os perfis tornam se
estreitos e adquirem amplitudes maiores a
medida que A aumenta progressivamente.
Desta forma, os estreitamentos e amplitu-
des maximas sao alcangadas para o valor
limite A — oo (linha preta sélida). De
modo similar ao ocorrido com os campos
sigma e o campo de gauge, os perfis para
o campo magnético estao localizados entre
os modelos definidos por A =1 e A — o0.

Figura 4.5: Campo magnético B(r) para n = 1.

O campo magnético na origem, B(0) pode ser incrementado ou diminuido com relagao ao caso

simétrico.

Figura 4.6: Densidade de energia €, (r) paran =

1.
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Para n = 1, os perfis da densidade de
energia BPS (veja figura 4.6) sdo lumps
centrados na origem, ao igual que os do
campo magnético. Para valores maiores de
A, a amplitude é aumentada na origem,
e os vortices tornam-se mais localizados
que os do caso simétrico (linhas verdes ou
vermelhas sélidas). Ao igual que acontece
com o campo magnético, os estreitamento
e as amplitudes maximas ocorrem no limite
A — 0.



Também pode ser observado que quando analisamos os perfis para o campo magnético
e a densidade de energia BPS para n > 1 e A finito, considerando a simetria axial, surgem
configuragoes tipo-anel, cujos valores na origem e amplitudes maximas aumentam a medida que
A aumenta. A estrutura do tipo-anel do campo magnético, assemelha-se ao comportamento
caracteristico dos modelos contendo o termo de Chern-Simons no setor de gauge, modificando

o valor e o comportamento na origem e proximo dela.

4.3 Comentarios e conclusoes

Efetuamos o estudo de configuragoes auto-duais eletricamente carregadas no modelo de gauge
O(3) sigma nao-linear, acrescido com o termo de violagao de Lorentz C'PT-impar de Carroll-
Field-Jackiw no setor de gauge, e um termo de violagao de Lorentz C PT-par no setor sigma.
Verificamos que para termos solugoes BPS carregadas, o modelo original deve ser modificado
introduzindo um campo escalar neutro com sua dinamica apropriada, de modo analogo ao que
acontece nos modelos de gauge de MCSH e Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma. Conseguimos
implementar o formalismo de Bogomol’'ny-Prasad-Sommerfeld (BPS), encontrando desta forma
as equacoes diferenciais de primeira ordem descrevendo as configuracoes auto-duais do modelo
e que ao mesmo tempo satisfazem as equacoes de segunda ordem de FEuler-Lagrange. Foi
observado que a energia total é proporcional a carga topoldgica do modelo, a qual ganha
contribuicoes de violagao de Lorentz pertencentes ao setor sigma. Também foi observado que
a carga elétrica total e o fluxo magnético total estao relacionados na forma mostrada pela
equagao (4.29). Estas configuragoes auto-duais carregadas sao solugoes para campos classicos
relacionados com uma extensao supersimétrica da teoria [10], em um contexto com violacao de
Lorentz.

Em particular, realizamos uma analise das solucoes auto-duais para vortices axialmente
simétricos, demonstrando que a energia BPS total, o fluxo magnético e a carga elétrica sao
quantizadas (proporcionais ao nimero de vorticidade) e ademais, proporcionais aos coeficientes
de violacao de Lorentz introduzidos no setor sigma. Vale ressaltar que escolhendo alguns
limites para os valores dos parametros de VL, é possivel reproduzir outros modelos de gauge
O(3) sigma na presenga de violagdo de Lorentz. Os modelos interpolados foram o modelo de
gauge de Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma quando (A = 1) e o modelo de gauge O(3) sigma
quando (A — o0) ou o modelo de Chern-Simons O(3) sigma (para valores muito grandes de
(kar)s), todos eles modificados pela violagao de Lorentz somente no setor sigma. De forma
geral, a VL gera solucoes alteradas em relacao aos perfis de MCSoM e MoM, como pode ser
visto explicitamente nas figuras (4.1)-(4.6). Especificamente, a violagdo de Lorentz afeta o
comportamento do campo magnético e a densidade de energia BPS na origem e proximo da
origem: a amplitude aumenta com A, alcancando seu desvio maximo no limite A — oo ,

enquanto a largura decresce, implicando em perfis de vértices mais compactos, portanto mais
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localizados (para valores grandes de A). Assim, os defeitos topolégicos na presenga de violagao
de Lorentz tem a suas amplitudes mais pronunciadas proximo a origem, e sao bastante mais
localizados daqueles defeitos em modelos invariantes de Lorentz. Uma possivel continuacao para
este trabalho, no que se refere a modelos de defeitos topoldgicos dentro do contexto das teorias

com violacao da simetria de Lorentz, poderia ser abordado o estudo dinamico dos vértices.
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Parte 111

Configuracoes auto-duais do tipo
vortices compactos em modelos de

Higgs Abelianos generalizados.
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O estudo de defeitos topoldgicos em modelos contendo termos dinamicos generalizados tem
sido uma drea de pesquisa importante nos 1ltimos anos [56]-[58]; esses modelos generalizados
sao denominados de k-models. Uma forma de generalizagao ¢ incluir derivadas com poténcias
de ordem superior a 2 no termo cinético do modelo. Inicialmente estas teorias surgiram como
modelos efetivos de evolugao cosmoldgica em cendrios inflaciondrios [59]. Posteriormente, os
modelos k-generalizados foram permeando outros aspectos da Teoria de Campos e da Cosmolo-
gia, como por exemplo, podem ser encontrados em estudos acerca de matéria escura [60], ondas
gravitacionais fortes [61], dentro do contexto da matéria taquionica [62] e dos condensados fan-
tasmas [63]. Vale ressaltar que teorias com derivadas com ordem superior surgem naturalmente
dentro do contexto da Teoria das Cordas. Uma outra forma de representar modelos contendo
termos dinamicos generalizados é introduzir um funcional ou um parametro no termo cinético
do modelo. Este serd o mecanismo de generalizagao utilizado para o desenvolvimento deste
capitulo.

Um aspecto de interesse a ser analisado nestes modelos generalizados é no que se refere
a sua estrutura topoldgica. Neste contexto, diversos estudos tem sido realizados, mostrando
que as teorias generalizadas suportam solucoes tipo-sélitons em modelos contendo campos de
matéria assim como em modelos com campo de gauge [64]-[72]. As solugdes solitonicas para
estes modelos apresentam caracteristicas de interesse, como por exemplo, as suas extensoes
caracteristicas, que ndo necessariamente serao as mesmas que nos modelos usuais [73],[74].

Neste capitulo apresentamos um conjunto de modelos Abelianos com termos dinamicos
generalizados. Especificamente estudamos as configuracoes auto-duais modificadas pela gene-
ralizagao dos seguintes modelos: MH, Born-Infeld-Higgs (BIH), CSH e MCSH. Devido a que
estes modelos tem diversas implicagoes na fisica da matéria condensada, desenvolvemos nossa
andlise em (2 + 1) dimensoes do espago-tempo. As equagoes auto-duais para cada modelo sao
obtidas a partir da implementagao consistente do método de Bogomol'nyi [8] para solugoes de
minima energia. Uma das principais diferencas entre o desenvolvimento aqui efetuado para os
trabalhos ja existentes na literatura, é que aqui nao sera necessaria a projecao das equacgoes de
movimento (utilizando um ansatz especifico), para encontrarmos as equagoes auto-duais de pri-
meira ordem. As equagoes BPS do modelo, cujas solugoes correspondem a um ponto de minimo
na energia, serao obtidas no espaco das configuracoes. Portanto, no lugar de obtermos uma
solucao especifica para um determinado sistema de coordenadas, nossas solucoes auto-duais
serao validas em qualquer sistema de coordenadas. Isto reforca a existéncia de extensoes super-
simétricas dos modelos aqui apresentados [10], independentemente do sistema de coordenadas
adotado. Um outro fato de interesse decorrente da nossa analise ocorre quando projetamos as
equacoes BPS no plano, onde encontramos solugoes de vértices auto-duais para uma familia
especifica do funcional generalizador. Ressaltamos também que para cada um dos modelos aqui

desenvolvidos, os perfis para vortices sao condensados a medida que um parametro na funcao
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generalizadora é aumentado. Esta condensagao é observada ate um certo limite superior para
este parametro, a partir do qual, os comportamentos assintoticos dos perfis para os vértices sao
totalmente modificados, aparecendo estruturas semelhantes aos defeitos do tipo- Compactons.
Os defeitos do tipo- Compactons foram definidos no trabalho pioneiro [75] como sélitons com
comprimento de onda finito. Diferentemente com os sélitons usuais, cujos comportamentos
assintéticos fazem que estes se estendam ate o infinito, os compactons demarcam uma regiao
muito bem definida do espaco, eliminando desta forma a superposicao de sélitons. Esta é uma

caracteristica importante quando se quer implementar um modelo efetivo para particulas.
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Capitulo 5

Configuracoes auto-duais no modelo

generalizado de Maxwell-Higgs

O modelo de MH é uma teoria de campo cléssica onde o campo de gauge é controlado pelo
termo de Maxwell e o campo de matéria é representado pelo campo escalar complexo de Higgs,
o qual estd minimamente acoplado ao campo de gauge através da derivada covariante. Como ja
foi visto no primeiro capitulo desta tese (1.1), este modelo apresenta solugoes de vértices quando
¢ dotado com um potencial escalar de quarta ordem, o qual também introduz nao-linearidade
e quebra espontanea de simetria.

Embora este modelo seja comparativamente simples, nele sao encontrados os mesmos resul-
tados que no modelo fenomenoldgico de Ginzburg-Landau, para a descricao da supercondutivi-
dade [6] e do comportamento do He?. As aplicagoes de este modelo vao além da fisica da matéria
condensada e também podem ser aplicado no contexto das teorias cosmologia inflaciondrias [76]
como uma teoria efetiva de cordas césmicas [7].

A generalizagdo do modelo de MH foi primeiramente estudada em [77], no qual solugbes de
vortices BPS foram encontradas projetando as equagoes de movimento dos campos utilizando
0 ansatz axialmente simétrico [6]. Recentemente foram encontradas solugoes auto-duais para
vortices compactos no modelo generalizado de MH [78], no qual foi estudada a influéncia da
generalizagao no termo de Maxwell.

Em esta secdo estudamos o modelo generalizado de MH em (1+2)-dimensdes, o qual é
descrito pela seguinte densidade de Lagrangiana

G(lo))

L=—— —F,F"+ w(lo))|Duol* = V(9]) - (5.1)

A dindmica nao convencional para o campo de gauge é introduzida por uma fungao escalar
positiva G(|¢]), a qual pode ser vista como um tipo de permeabilidade magnética generalizada.
No setor de Higgs a dinamica nao usual é introduzida por meio da funcao escalar, real e positiva

w(|¢]), dependendo no campo de Higgs. O campo de gauge A, é o campo usual de Maxwell e
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D,,¢ define a derivada covariante para o campo de Higgs

Dyb =8, —icAyd , p=0,1,2. (5.2)

A fungao V(|¢|) é um potencial escalar de auto-interagao a ser determinado.

A partir da acdo (5.1), a equac¢ao de movimento para o campo de gauge é dada por

0, (GF"™) = ewJ" | (5.3)

onde J* = i[¢p(D"p)* — ¢*(D"¢)] é a densidade de corrente usual e wJ* é a corrente conservada
do modelo, 9, (wJ") = 0.

Ao longo do restante deste capitulo, estamos interessados em configuragoes auto-duais de
minima energia, portanto procuramos por configuracoes estaveis e independentes do tempo.

Com esta finalidade a partir da equagao de movimento (5.3), obtemos a lei de Gauss estacionéria

O (GORAY) = 2¢*w Ay |0 | (5.4)

e a lei de Ampere estacionaria

€1;0; (GB) = ewJ), . (5.5)

E evidente a partir da lei de Gauss que ew.J; representa a densidade de carga elétrica, de

modo que a carga elétrica total das configuragoes é

Q= 262/d2wao|gz5|2 : (5.6)

sendo esta nula (@ = 0) apds uma integracao na lei de Gauss com as condi¢oes de contorno
apropriadas para os campos no infinito, sendo estas, Ay — 0, ¢ — cte e G(|¢|) uma funcao
bem comportada. Portanto, as configuracoes dos campos serao eletricamente neutras, como
acontece no modelo usual de MH (1.1).

O fato das configuracgoes de campo sejam eletricamente neutras é compativel com a condigao
do gauge temporal, Ay = 0, o qual satisfaz trivialmente a lei de Gauss (5.4). Com a escolha
do gauge temporal, as configuragoes estaticas e eletricamente neutras sao descritas pela lei de
Ampere (5.5) e a equagao reduzida para o campo de Higgs

Di(wDid) - 355 — SoDuof — 5 0. (5.7)

Com o intuito de implementar o formalismo BPS, primeiramente escrevemos a densidade

ov

de energia estacionaria do modelo utilizando o gauge temporal, sendo esta dada por

5:§§+wmmﬁ+v. (5.8)
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Para prosseguir utilizamos a identidade fundamental

1
|Dig|* = |D¢|* + eBlof* + §€ikai<]k ; (5.9)
onde Di¢ = Dy¢ £ iDsy¢. Utilizando (5.9), podemos reescrever a densidade energia (5.8) da

seguinte forma

1
£ = §B2 + V() +w|Deo® & ewB 6] & Swendidi . (5.10)

Podemos observar que a funcao w(|¢|) no termo we;0;Jx, impede-nos de implementar o
formalismo BPS, isto é, de expressar a integral como uma soma de termos quadraticos, além
de um termo na forma de derivada total e um termo proporcional ao fluxo magnético. Este
inconveniente foi observado em [79], onde para contornar o problema foram estudadas solugoes
axialmente simétricas. Neste trabalho, adotaremos o procedimento introduzido em [80] para
contornar o problema.

A questao fundamental é encontrar uma expressdao para o funcional w(|¢|) que permita
implementar adequadamente o formalismo BPS. No apéndice C, mostramos passo a passo o
procedimento algébrico que nos permite sair deste impasse, chegando a seguinte expressao para

o dltimo termo na equagao (5.10)

1 1 —
swe0iJy, = srenl; (i) — e wB|¢l* (5.11)
2 2\
com o a seguinte forma para o funcional w (|¢|) ,
w=C|p|*72, (5.12)

onde a constante C' serd escolhida convenientemente para reproduzir o valor esperado do vacuo.
Inserindo a relacao (5.11) na expressao para a energia (5.10), podemos reescrever a ultima

da seguinte forma

G 1
&= 532 + V(|9]) + w|Dyo|* + X

A continuagao manipulamos os dois primeiros termos de maneira tal que a energia pode ser

1
ewB|¢|” £ oy €in0i (@) - (5.13)

reescrita na forma a seguir:

2
£ % (B :F %) + D2+ B (\/2GV + %ew W) 4 %eikﬁi Wl) . (5.14)

Com o objetivo de que no integrando apareca um termo proporcional ao campo magnético,

impomos que o fator que o multiplica seja a seguinte constante
1
V2GV + e 0] = ev? | (5.15)
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1-2)

e escolhendo a funcio w(|é|) na equacdo (5.12) convenientemente com a constante C' = 21~

de modo que a valor esperado do vécuo para o campo de Higgs seja |¢| = v.

Consequentemente, o potencial auto-dual V' (|¢|) torna-se

1
Vilel) = U™ (9l (5.16)
onde temos definido o potencial UM (|#|) na forma
o (6
(e = 5 (1- 95 ) (5.17)

Podemos aqui notar que para A = 1 recuperamos o potencial que fornece as solugoes auto-duais
para o modelo de MH.

Portanto, a energia em (5.14) lé-se

2
N
E= /de{j: ev’B + w|Dyo|* + ¢ (B F 2U ) + ieik@-(wjk)} . (5.18)

2 G 2\

Impondo condic¢oes de contorno apropriadas, a contribuicao da derivada total na energia sera

nula e esta terd um limite inferior proporcional a magnitude do fluxo magnético

E > ier/d2xB = ev?|P| (5.19)

onde escolhemos o sinal superior para fluxo positivo e o sinal inferior para fluxo negativo.
O limite inferior para a energia é saturado quando os campos satisfazem as equagoes de

primeira ordem de Bogomol'nyi [8]

Dié—0, (5.20)
B = ie—é}; (1 _ |f§) | (5.21)

A fim de que o campo magnético seja finito em todo o plano, serd requerida a finitude da
funcao G(|¢|), por exemplo, comportamento aceitdvel na origem pode ser |¢|™° com § > 0, e
para |Z] — oo poderia ser da forma (v — |¢|)”" com 1 > 0.
Utilizando as equagoes BPS na equagao (5.8) encontramos que a densidade de energia BPS
é dada por
A 222
Epps = QUG( ) + /\|flk_2

e sera definida-positiva para valores de A > 0. No entanto, para solucoes de vértices a finitude

|Dyg|?, (5.22)

¢ garantida por A > 1.
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5.1 Voértices auto-duais compactos no modelo de MH

generalizado

Com as equagoes auto-duais em maos (5.20) e (5.21), procuramos por solugoes axialmente

simétricas de acordo com o ansatz usual para vortices introduzido por Nielsen e Olesen [7].

¢ = wvg(r)e™, (5.23)
Ap = —a(ri—r_n, (5.24)

onde n € Z, como foi mostrado na equagao (1.35) da secgao (1.1), correspondendo a vorticidade
da solugdo. As perfis g(r) e a(r) s@o fungoes escalares regulares que descrevem solugoes com

energia finita e satisfazem as seguintes condigoes nas fronteiras,

9(0) = 0, a(0)=n, (5.25)
g(oo) = 1, a(oo)=0. (5.26)
No ansatz o campo magnético é representado por

1 da

A densidade de energia auto-dual (5.22) no ansatz lé-se

2,4 2
Epps = % (1 — gz’\)2 + 2 02?2 <%> , (5.28)
r

e serd definida-positivo para A > 1. A energia total da solucao auto-dual é dada pelo limite
inferior (5.19), E,,., = tev?’®p = +271v?n, sendo este proporcional & vorticidade n como ¢
esperado.

As equagoes BPS (5.20) e (5.21) projetadas no ansatz sado representadas pelas equagoes

dadas a seguir:

¢=+2 (5.29)
T
a’ e2v?
_ 4 R 5.30
. e (g)( ) (5.30)

O sinal superior (inferior) corresponde a solugao para vértices (anti-vértices) com nimero de
vorticidade n > 0 (n < 0). Neste ponto, devemos escolher uma forma para o funcional G(g) que

forneca campo magnético e densidade de energia BPS finitos. Com o fim de obtermos solucoes
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de vortices cujos comportamentos sejam semelhantes aos vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen,

consideramos a fungao G(g) cujo comportamento para r — 0 é

Glg) =97 (+mg+ag®+..),6>0, (5.31)

e para r — 00 tem o seguinte comportamento

G@)=n+nl—g) +7(l-9°+ ... (5.32)

O comportamento assintético de g(r) e a(r) préximo as fronteiras pode ser determinado
resolvendo as equagoes auto-duais (5.29) e (5.30) entorno das condigoes de contorno (5.25) e

(5.26). Desta maneira, préximo a origem os perfis das fungdes escalares tem a seguinte forma

glr) = Cpr"+ ..., (5.33)

e’v® (Cn)% 2n6+2

- .34
" 20 (nd + 1) toes (5:34)

onde a constante C,, > 0 é computada numericamente.

Por outro lado, quando » — oo o comportamento assintético é dado por

o(r) ~ _%m (5.35)
a(r) = mCu/re”™" | (5.36)

m=evy| —, (5.37)

lembrando que evy/2 é a escala de massa usual para o modelo de MH. A generalizacdo na
escala de massa, determinada pelo parametro A, explica a variacao no tamanho dos vortices.
Quando maior o valor de A em (5.37), maior sera a massa dos campos bosénicos no limite BPS.
Portanto teremos perfis de vértices com decaimento maior para grandes valores de A, como
pode ser observado a partir do comportamento assintético (5.36) e mostrado explicitamente
nas figuras (5.1) e (5.2).

As solucoes numéricas foram realizadas escolhendo os sinais superiores, fixando as constantes
e = v = 1, e para uma configuracao com vorticidade n = 1. Para estudarmos exclusivamente a
influéncia do termo generalizador no setor de Higgs, realizamos a analise numérica escolhendo

G(g) = 1. Os perfis para os campos de Higgs e de gauge sao apresentados na Fig. (5.1) e os
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perfis correspondentes ao campo magnético e a densidade de energia auto-dual sao apresentados
na Fig. (5.2).

Podemos observar no perfil para o campo de Higgs (5.1) (a esquerda) que o incremento
no valor de A\ faz com que os perfis se aproximem da origem, ao mesmo tempo que tendem
assintoticamente mais rapido para o valor de vacuo, como pode ser visto na escala de massa
do modelo na equagao (5.37). No caso do campo de gauge (5.1) (a direita) temos um compor-
tamento similar, com um deslocamento para o centro dos vértices a medida que A aumenta.

Observamos também que para grandes valores de A temos um decaimento abrupto do campo.

1 3 —— A =1(MH)
0.8 —A=1MH)| 08 ;“:3
3 h 15
0.6 — A=15 0.6 —— A=50
g — =50 |, —— A =200
041 —— =200 0.4] ;f oo
—— 1=500 -
0.2- —A1=2000 | 02
07\ T T T T 07\ T - °
0 1 2 3 4 0 1 2 3
r r

Figura 5.1: Perfis para g(r) (esquerda) e a(r) (direita) do modelo (5.1) fixando G(g) = 1 e
variando A > 1.

1
—— A=1(MH) A=1(MH)
0.81 — =3 2 A=3
—— =15 A=15
0.6’ [ }\’ =50 1.5 7\. = 50
B —— =200 | Eps =200
0.21 0.5]
0 e 0 T -t - - T . T - - - - 71
0 1 2 30 0.5 1 1.5 2 2.5
r r

Figura 5.2: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e a densidade de energia BPS

€4ps(1) (direita) do modelo (5.1) fixando G(g) = 1 e alguns valores para A > 1.

Na figura 5.2 (a esquerda) observamos os perfis para o campo magnético. Chamamos a
atencao aqui para a mudanca na forma dos perfis & medida que A aumenta. Observamos que

para valores de A proximos de 1, os perfis ainda preservam a forma caracteristica dos lumps
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proprios do modelo de Maxwell-Higgs usual. Mas para valores elevados de A os perfis tornam-
se extremamente localizados e carecem de “cauda”a partir de um r suficientemente grande.
Na figura 5.2 (a direita) apresentamos os perfis para a densidade de energia BPS. Verificamos
que somente para o valor A = 1 o perfil aparece centrado na origem, ja para valores maiores
de A\ os maximos deixam de ser na origem e se afastam do centro do defeito a medida que A
aumenta. Para valores grandes de A observamos que os vértices ficam extremamente localizados,
apresentando um comportamento assintético abrupto no qual tende rapidamente a zero. Para
estes valores os perfis que caracterizam os vortices sao totalmente perdidos e as solucoes tornam-
se similares aos perfis de defeitos do tipo-compactons. Os vértices ficam localizados de maneira

tal que para valores ainda maiores do parametro A nao é possivel continuar estreitando os perfis.
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Capitulo 6

Configuracoes auto-duais no modelo

generalizado de Born-Infeld-Higgs

A teoria de Born-Infeld [81] representa uma eletrodinamica nao-linear, a qual foi introdu-
zida para remover a divergéncia da auto-energia do elétron na eletrodinamica classica. Isto
foi alcancado através da introdugao de uma raiz quadrada na densidade de Lagrangiana, subs-
tituindo o termo usual de Maxwell. No que se refere a formacao de defeitos topoldgicos no
modelo de Born-Infeld-Higgs, solugoes de vértices foram encontrados em [82]. A generalizacao
do modelo de Born-Infeld-Higgs foi primeiramente estudada em [83], mas em dita referéncia,
nao foram encontradas solugoes auto-duais. Finalmente, solugoes auto-duais do tipo vortices
topoldgicos foram estudadas no modelo generalizado de Born-Infeld-Higgs [84], no qual, para
encontrar as equacoes BPS do modelo, as equacoes de movimento foram projetadas em duas
dimensoes espaciais utilizando o habitual ansatz axialmente simétrica.

De uma forma similar a efetuada no modelo anterior, obteremos aqui as equagoes auto-duais
do modelo generalizado de Born-Infeld-Higgs sem a utilizacao de um sistema de coordenadas
em particular, tendo o resultado encontrado validade geral.

A densidade Lagrangiana do modelo de Born-Infeld-Higgs generalizado (2 + 1)-dimensional

é escrita por

L=F1-R)+w(o]) [Duol* =W (I¢]) (6.1)

no qual definimos
R = \/1 + %ﬁ”ﬂwwv : (6.2)
W) = B*1-V(¢])] - (6.3)

O potencial generalizado W (|¢|), sendo uma fungao nao-negativa, herda a sua estrutura a
partir da funcao V(|¢|), que é limitada pela condigao 0 < V' (|¢|) < 1, portanto W (|¢|) > 0.

97



O parametro 8 de Born-Infeld, fornece uma dinamica tanto para o campo escalar como para o
campo de gauge, enriquecendo ainda mais a familia de modelos possiveis. A fungao w (|¢|) que

generaliza o setor de Higgs é dada pela equagao (5.12)

w=Clg>?

Da densidade Lagrangiana (6.1) temos a equagao do campo de gauge dada por

G
0, | =F"") =ewJ" . 6.4
(Rr) = (6.4
No regime estaciondrio a equagao (6.4) fornece a lei de Gauss correspondente,
G 2 2
aj ﬁaj‘Ao = 2we AO |¢| s (65)

a qual comporta trivialmente o gauge temporal Ag = 0. Desde modo, vemos que a versao
estacionaria do modelo, no gauge temporal, suporta solugoes magnéticas eletricamente neutras.

Sob estas condigoes, a partir da equagao (6.4) escrevemos a lei de Ampere da seguinte forma

G
Ekjaj (ﬁB) — GWJk =0 s (66)
juntamente com a equacao de movimento do campo de Higgs, dada a seguir
ow , B?0G OW
0=w(D,;D, ojw)D;p — — |D;p|" — — - 6.7
onde nas duas ultimas equacoes o parametro R pode ser denotado na forma
a 1/2
R = (1 + EBZ> : (6.8)

A densidade de energia do sistema, no regime estacionario e implementando o gauge tem-

poral Ay = 0, serda dada por

=B (R—-V)+w|Dol (6.9)

e sera positivo-definida sempre que a condicao R > V seja satisfeita.
Para proseguirmos com o formalismo BPS, utilizamos as identidades (5.9) e (5.11) junta-
mente com a expressao para w dada pela equagao (5.12), de modo que podemos reescrever a

equagao Eq. (6.9) na forma a seguir

1
£ = Hev!B+w|Dig)* £ ﬁeik@» (wdy)

(6.10)

R (G 2 1GB> R
B Bl ) 2 _ _ = A 340V
Te (RB:F\/QU ) + B2 (R-V) S GU ,
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onde temos introduzido o potencial UM (|¢|) calculado na seccio anterior, dado pela equacio
(5.17) com o intuito de obtermos um termo proporcional ao campo magnético ev?B.
O procedimento de Bogomol'nyi serda completado se requeremos que os seguintes termos na

segunda linha em (6.10) sejam nulos

BR-V)—=—e = =UM =0, (6.11)
e utilizando a equagao (6.8) obtemos a seguinte relagao
RUM 1 L1
/G 2 2R’

a qual fornece uma relacao entre as funcoes V, G e R. Vale aqui ressaltar que a equacao

v+ (6.12)

(6.12) nao é arbitraria, porque como veremos mais adiante, no limite BPS torna-se equivalente
a condicao fornecida pelo trago do tensor de energia-momento 7),,: T1; + 75 = 0, proposta por
Schaposnik e Vega [85] para a obtencao de configuragoes auto-duais.

Portanto, a condi¢ao (6.12) permite escrever a energia (6.9) na forma de Bogomol'nyi, ou
seja, como uma soma de termos quadraticos, um termo proporcional ao fluxo magnético e um

termo contendo uma derivada total,

2
1
E= /d% [w\DiqﬂQ + % (%B F \/2U<A>) + ev?’B £ ﬁeik@ (w ) H : (6.13)

Sob condigoes de contorno apropriadas a integragdo da derivada total em (6.13) fornece

contribuicao nula para a energia. Portanto, fica evidente que a energia possue um limite inferior

E > ev? 9] (6.14)

sendo ® o fluxo magnético total. O limite inferior na energia sera saturado quando os campos

satisfacam as equagoes auto-duais ou equagoes BPS

Dip=0, (6.15)

2
%B = +ev? (1 — @A ) : (6.16)

Utilizando as equagoes BPS na equagao (6.12) computamos o potencial auto-dual V' (|¢|)

1 20
V:—: —

= T (6.17)

Desta forma a segunda das equagoes BPS (6.16) pode ser reescrita na forma
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ev? ) 22
B = iGV <1 - lvl/\ . (6.18)

Com o auxilio das equacoes BPS podemos reescrever a expressao para a densidade de energia

(6.9) e encontramos uma expressao para a densidade de energia BPS, dada por

QU(A ¢2)\ 2
Enrs = o + AL Do (6.19)

que sera definida-positiva para A > 0.

6.1 Voértices auto-duais compactos no modelo de BIH

generalizado

Para a seguinte andlise primeiramente projetamos as equagoes BPS (6.15) e (6.16) no ansatz,

g=+2 (6.20)
r
! 2 2 1 — 2)
v (L-g") (6.21)
.

G \/1 _ %2;5 2)\)

De maneira andloga ao apresentado no modelo anterior, consideramos a fun¢ao G(g), cujo
comportamento é definido préximo as fronteiras pelas equagoes (5.31) e (5.32). O comporta-
mento dos perfis para as fungoes g(r) e a(r) perto das fronteiras é determinado resolvendo as
equagoes auto-duais (6.20) e (6.21). Desta maneira, préxima da origem, apresentam o seguinte

comportamento assintético

Cor™ + ..., (6.22)
B e2v?p
2\/((10/8)2 — ape?vt

_ e*v’ (Cn)% 2n5+2
2a (nd + 1)

)
=
2

r? 4 ..., parad =0 , (6.23)

=
=
2

+ ..., parad >0 . (6.24)

Por outro lado, para r — oo se comportam como

C

) ~ 1= e (629
a(r) ~ Comn/re ™ . (6.26)
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onde m, a massa auto-dual, é dada por

m=evy| —, (6.27)

sendo este valor igual ao obtido para o modelo generalizado de MH analisado na secao anterior.

Para implementar a solugao numérica escolhemos o sinal superior, fixamos as constantes
e=1v=1¢e¢pf = 3/V5, e estudamos o vértice fundamental para n = 1. Os perfis para
o campos de Higgs e de gauge sao apresentados na figura 6.1, e os perfis correspondentes ao
campo magnético e a densidade de energia auto-dual sao descritos na figura 6.2.

11 1

0.81 0.8
0.61 0.6

g a
0.41 0.41
0.2 0.2
04 ‘ ‘ ‘ ool

0 1 2 3 4
r r

Figura 6.1: Perfis para o campo de Higgs g(r) (esquerda) e para o campo de gauge a(r) (direita)
advindos do modelo (6.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de A > 1.

A figura 6.1 mostra os perfis para o campo de Higgs (a esquerda) e para o campo de gauge
(a direita). Como pode ser observado o comportamento dos campos assemelha-se ao do modelo

generalizado de Maxwell-Higgs, onde temos decaimentos pronunciados para valores grandes do
parametro .

1.5

0.5 ! 15
r r

Figura 6.2: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e para a densidade de energia

BPSe .. (r) (direita) correspondentes ao modelo (6.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de
A> 1
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A figura 6.2 mostra os perfis para o campo magnético (a esquerda) e para a densidade
de energia (a direita). Nos perfis para o campo magnético observamos que a medida que A
aumenta, o maximo de intensidade é mantido por uma area maior, decaindo posteriormente de
maneira abrupta ate anular-se, sem deixar a cauda usual caracteristica dos perfis para vortices
de Abrikosov. Nos perfis para a densidade de energia BPS observamos que para valores de
A > 1, todos os perfis apresentam o mesmo valor na origem (1.5). Observamos que a medida
que A aumenta os vortices sao cada vez menos estendidos, transformando-se em perfis do tipo

vortices compactos para valores grandes de .
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Capitulo 7

Configuracoes auto-duais no modelo

generalizado de Chern-Simons-Higgs

Nesta segao procuramos solugoes auto-duais para o modelo Abeliano e generalizado de
Chern-Simons-Higgs (CSH). A fisica em duas dimensoes estd intimamente ligada & teoria de
Chern-Simons (CS), a qual além de ter importancia teérica, tem aplicagoes praticas em vérios
fenomenos da matéria condensada, como por exemplo, na fisica dos Anions e na sua relacao
com o efeito Hall quantico fracionario [2]. Pode ser encontrada uma extensa literatura a res-
peito da teoria de CS, alguns dos trabalhos pioneiros envolvendo soluc¢oes topoldgicas e nao-
topolodgicas, assim como modelos relativisticos e nao-relativisticos podem ser encontrados em
[86]-[91]. Existe também uma conexao estreita entre a teoria de CS e supersimetria. Esta
conexao foi primeiramente apresentada em [92] onde, a partir de uma extensao supersimétrica
N =2 de C8, foi encontrado o potencial especifico fornecendo as equagoes de Bogomol'nyi, as
quais surgem naturalmente.

O modelo generalizado de CSH contido em trés dimensoes do espago-tempo é descrito pela

seguinte densidade Lagrangiana

Lo = 7" AuFup + (0D Dol = V(19 (7.1)

e a partir desta computamos a equagao de movimento para o campo de gauge

ge“aﬂFa/g —ewJ' =0, (7.2)

com a qual obtemos a lei de Gauss

KB = ewldy . (7.3)

A diferenca com o modelo anterior, observamos que o gauge temporal nao é mais satisfeito

(Ao # 0). Notamos também que a lei de Gauss do modelo também é modificada pela fungao
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w, de tal modo que agora a carga conservada associada com a simetria global U(1), serd dada

por

Q= /dgx ewdy . (7.4)

No entanto, como acontece no modelo usual de CSH, a carga elétrica é nao nula e proporcional

ao fluxo magnético

Q:H/dsz:H(I). (7.5)

Portanto, independentemente da forma funcional da funcao generalizada w, as solucoes sempre
serao eletricamente carregadas.
Considerando as configuracoes para campos independentes do tempo, temos a densidade de

energia do modelo

E = —kAgB — wA3|6]* + w|Did|* + V(|¢]) . (7.6)
A partir da lei de Gauss estacionaria obtemos a relacao

B Kk B
0= 2e2 w|pl?

a qual substituimos na equagao (7.6) levando a seguinte expressao para a densidade de energia

(7.7)

2 2

li
wlof?

Para continuar introduzimos a identidade fundamental (5.9) e reescrevemos a densidade de

+w|Dig)* + V(|¢]) - (7.8)

energia na forma

k2 B?
R

Assim como foi realizado nos modelos anteriores, substituimos o ultimo termo da expressao

1
+ V(@) +w|Dio|? + ewB |¢|* + Sweirdili (7.9)

anterior pelos termos introduzidos na equagao (5.11)

2 B2 1 1
. + V(19]) + wlDsof & TewB o] & Sreads (W) - (7.10)

EPEE 2\

Agora escrevemos os dois primeiros termos em (7.10) da seguinte forma

k2 B2 K21 2 kB V
T /A — Vw 7.11
12 oPe T T 12 0P ( e ) o] (7.1

e substituindo em (7.10), obtemos
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k21
- B
4@@%( "

K V 1 2 1

A forma do potencial V(|@]) a ser escolhida, é motivada pelo desejo de encontrar solugoes

2
VT )+ wlDaof
(7.12)

auto-duais. Portanto, escolhemos a seguinte forma para o potencial

764 of o 1 22
Vileh = Slof? (12 - w1oP) (713

e introduzindo a forma explicita de w(|¢|) dada pela equagao (5.12), o potencial adquire a

seguinte forma

K2 ,02)\

46¢2)\ ¢2x\ 2
Vioh =212 G—bL) , (7.14)

onde temos escolhido C' = Av?~?* para que o valor esperado do vdcuo do campo de Higgs
seja |¢| = v. Assim a partir da equacdo (7.12) realizando uma integragdo no espago, podemos
denotar a energia total do sistema

2
1 5 2t |6 ([0
_ 2 2 2
E = /d x{:i:ev B+ ﬁelk@ (WJ]C)—FCU’Di(ﬁ’ +W [B$ 7)\ U2>‘ 1— 712>‘ .

(7.15)
A derivada total na expressao anterior fornece contribuigao nula a energia total sob condic¢oes

de contorno apropriadas. Portanto a energia sera limitada inferiormente por um multiplo da

magnitude do fluxo magnético
E > :I:ev2/d2xB = ev?|P| . (7.16)

Este limite é obtido quando as equagoes de Bogomol'nyi ou auto-duais sao satisfeitas

Dip=0, (7.17)
2650 |61 |¢*”

lembrando que para que o campo magnético seja nao-singular na origem é necessario que A > 0.
Substituindo as equagdes BPS na equagao (7.8) encontramos a seguinte expressiao para a
densidade de energia BPS
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K2 92X 2 p2A—2

4,6 2\ 22\ 2 22—2
Epps = 225019 (1—%) A b (7.19)

a qual serd positivo-definida sempre que A > 0. Para o caso de solucoes para vortices auto-duais,

a finitude acontece para A\ > 1.

7.1 Vértices auto-duais compactos no modelo de CSH

generalizado

As equagoes BPS (7.17) e (7.18), projetadas no ansatz usual para vortices de Avrokosov,
sao reescritas do seguinte modo
g =+, (7.20)

—— =+ P11 - g¢P), (7.21)

O comportamento assintotico das funges g(r) e a(r) é realizado resolvendo as equagoes
auto-duais (7.20) e (7.21) perto das fronteiras dadas em (5.25) e (5.26). Desta forma, perto da

origem, os perfis das func¢oes se comportam da seguinte maneira

glr) =~ Cuor"+.., (7.22)
Aetv! 2\ 2nA+2
~ —(C, " e 7.23
onde a constante C,, > 0 é determinada numericamente.
Por outro lado, para r — oo se comportam como
Coo
glr) ~ 1-— 76”"” , (7.24)
a(r) ~ Comn/re™™ . (7.25)
onde a constante Cy, é computada numericamente e m é a massa auto-dual
2\e?v?
m="2Y (7.26)
K

onde 2¢?v?/k corresponde a massa auto-dual dos bésons no modelo de Chern-Simons-Higgs
usual.

Observamos que a massa auto-dual aumenta linearmente com A. Para implementarmos
a solucao numérica do modelo, escolhemos o sinal superior nas equacoes BPS, fixamos as

constantes e = 1, v = 1, Kk = —1 e a vorticidade n = 1. Os perfis para os campos de Higgs e
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Figura 7.2: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e a densidade de energia BPS

€,ps(1) (direita) para o modelo (7.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de A > 1.

de gauge sao apresentados na figura 7.1, e os perfis correspondentes ao campo magnético e a
densidade de energia BPS sao apresentados na figura 7.2.

A figura 7.1 mostra os perfis para o campo de Higgs (a esquerda) e para o campo de gauge
(a direita). Como pode ser observado o comportamento para o campo de Higgs é semelhante
aos dos modelos anteriores, exceto que o mesmo comportamento acontece para valores de A
menores, sem a necessidade inserir grandes valores de A para visualizar o comportamento.
Diferentemente aos outros modelos, neste caso os perfis para o campo de gauge tendem para o

valor nulo abruptamente para grandes valores de A > 5.

11 1
05 - —— %=1 (CSH)
: ;: 1 ;SSSH) 0.81 —— A=1375
0.6/ — =2 0.61 ;‘;i
g — A=3 a — =5
0.41 — =5 0.41 -
—— =9 —A=9
0.2, — =20 0.2 A=20
0! ol
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
r r

Figura 7.1: Perfis para o campo de Higgs g(r) (esquerda) e para o campo de gauge a(r) (direita)
advindos do modelo (7.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de A > 1.

A figura 7.2 mostra os perfis para o campo magnético (a esquerda) e para a densidade de

energia (& direita). Observamos que os perfis para o campo magnético formam anéis, como
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usualmente acontece nas configuragoes auto-duais em modelos de Chern-Simons, como o pro-
posto por R. Jackiw e E. J. Weinberg [89]. Podemos observar que & medida que A aumenta, o
campo magnético torna-se mais localizado e a sua intensidade maxima aumenta formando um
pico de intensidade no perfil em A\ = 20, por exemplo. Nos perfis para a densidade de energia
observamos a formacao de anéis para valores de A > 1, os quais aumentam a sua intensidade

maxima a medida que A aumenta.
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Capitulo 8

Configuracoes auto-duais no modelo
generalizado de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Vortices eletricamente carregados foram encontrados pela primeira vez em um modelo Abe-
liano de Higgs por S. K. Paul e A. Khare [93], onde foi estudado o modelo abeliano de MCSH. A
inclusao do termo de Chern-Simons foi uma criativa forma de evitar o gauge temporal Aq # 0,
obtendo assim solucoes topoldgicas eletricamente carregadas. Uma outra caracteristica para
este modelo é que o parametro de Chern-Simons, permite o acoplamento entre o setor elétrico e
magnético. Este modelo foi generalizado multiplicando uma fungao dielétrica (escalar) no termo
cinético de Maxwell [94],[95] produzindo solugdes topoldgicas e nao topoldgicas que satisfazem
o limite de Bogomol'nyi.

O modelo generalizado de MCSH ¢ descrito pela seguinte densidade de Lagrangiana

G(lo v B o
Loy = - g P BB, w00l

(8.1)

+8U g, worw — ol el - Vo)

na qual temos introduzido o campo escalar real ¥, pelo mesmo motivo apresentado na secao

(1.2.2). A partir da Lagrangiana (8.1) calculamos a equagao de movimento para o campo de

gauge

J, (GF™) + ge“aﬁFaﬁ —ewJ' =0, (8.2)

e escrevemos a lei de Gauss estaciondria

O (GO Ag) — kB = 262w Ay || . (8.3)
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Do mesmo modo obtemos também a equacao de movimento para o campo de Higgs

0G _ w
dp*  O0¢*

ov
dp*

0= D, (wD"¢) + (EFWF“” - %awaw)

1 |D,¢|* + 2€*w0|p|? +

(8.4)
Da mesma forma que nos modelos anteriormente descritos, o nosso foco concentra-se em
solugdes estaticas para sélitons, que assegurem energia finita para o modelo (8.1). A densidade

de energia para campos independentes do tempo é escrita da seguinte forma

G G
- —B%4+ =
£ 2 +2

G

(0;40)? + €% (A0)” |62 + wID;0* + o (;0)° + Wl + V(Ja]) . (8.5)

Introduzimos a identidade fundamental (5.9) em (8.5) juntamente com a relagao (5.11), e rees-

crevemos a densidade de energia na forma

G G
€ = 532 +V(el) + 5

(A0 + 5 (0707 + P (A o
(8.6)

1 1
+e2w¥?|¢|* + w|Dig* £+ LewB o> + oy indi (W)

Passamos agora e realizar o procedimento de Bogomol'nyi, escrevendo a densidade de energia

(8.6) como uma soma de termos quadréticos e termos contendo derivadas totais

2
£ = wlDig + % <B Ty %> i g (8540 = 0;9)" + *w|gf* (Ao £ ¥)*
(8.7)

+B (\/ 2G'V + %ew |g25|2 + K\I/) + 8j (\I/GE)]AO) + %szaz (ka) .

De modo andlogo ao realizado nos modelos anteriores, escolhemos o potencial V' (|¢|) de forma
tal que a energia das configuracoes auto-duais seja limitada inferiormente, sendo esta propor-

cional ao fluxo magnético

1 2 1 2 ?
Vil = 5 (e = qewlof —wv) 5)

substituindo a forma explicita de w(|¢|) dada pela equagao (5.12), o potencial é escrito na forma

22 2
V(o) = % <eu2 - 602% - w) | (8.9)
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onde foi escolhido C' = \v?>~2* para termos o valor esperado do vécuo para o campo de Higgs
sendo |¢| = v. Incluindo a expressao do potencial (8.9) em (8.7), podemos reescrever a densi-

dade de energia da seguinte maneira

G
E = ierB+w\Di¢|2+§

Lo lol”
B:F5<’U — 1)26 — g0
(8.10)
G

1
+§ ((9jA0 + 8j\11)2 —+ 62W|¢’2 (AO + \I/)Q F 8]- (\I/GajAo) + %szaz (WJk) .

Considerando que o campo de gauge é zero no infinito e, por conseguinte, nao contribui
para a energia total do modelo, esta é limitada inferiormente por um multiplo da magnitude

do fluxo magnético

E > iev2/d2xB = ev?|P| . (8.11)

Este limite é alcancado quando os campos satisfazem as equacoes de primeira ordem de Bogo-

mol’nyi

Di¢p=0, (8.12)

o v
B = + (1 — | Frg (8.13)
9; A0 £0,¥ =0, (8.14)
Ag£U =0. (8.15)

Novamente, para evitar singularidades no campo magnético na origem, é requerido que A > 0,
e G(|¢|) deve ser finito, ou seja, se comportar como |¢|~° com § > 0.
A condigdo ¥ = F A, satisfaz as duas tltimas equagoes (8.14) e (8.15), portanto, as equagoes

auto-duais do modelo generalizado de MCSH serao as seguintes

Di¢p=0, (8.16)

2 2
B=+ (1 _ Lol ) e (8.17)

G v2A G’

juntamente com a lei de Gauss estaciondria
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2X
8k (GakAo) — kB = 2621}2)\%140 . (818)

A densidade de energia BPS para o modelo pode ser explicitamente escrita de forma positivo-

definida pela seguinte equacao
Epps = GB? + G (9;40)% + w|D;o|? + 2¢%w|4| (Ag)* . (8.19)

8.1 Vortices auto-duais compactos no modelo de MCSH

generalizado

Implementando os ansatz axialmente simétricos nas equagdes BPS (8.16) e (8.17) temos

¢=+2 (8.20)
T
a’ e2p? A
L —4 (1= g* 20 8.21
. G( g )+%G, (8.21)

juntamente com a lei de Gauss (8.18) projetada

1
. (rGA}) — kB = 2Xe*v? g A, . (8.22)

definem as equagoes a ser analisadas numericamente.
Analisamos a continuac¢do o comportamento assintético dos perfis g(r), a(r) e Ag(r) consi-
derando a fungao G(g), cujo comportamento é dado pela equagoes (5.31) e (5.32). Desta forma,

para r — 0, os perfis tem o seguinte comportamento na origem

g(r) =~ Cur"+ ..., (8.23)
elev® + kA (0)] MS_2+2ns

=~ — " mo . 24

a(r) n Son (o + 1) (Cp)™r + .y (8.24)

2
A
e 4ol ey 5o, (8.25)

Ao(r) ~ Ag(0)+ AV 4 5>1/2 (8.26)

Ao(’l") = A0(0)+

onde as constantes C,, > 0, Ay(0) e Ags) sao determinadas numericamente para qualquer n. O

comportamento na origem para Agy(r) fornece a seguinte condi¢ao para o campo elétrico
A(0)=0. (8.27)
Por outro lado, no infinito » — co os perfis tem o seguinte comportamento assintético
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C

g(r) ~ —?’;e’mr, (8.28)
a(r) ~ Comy/re”™ (8.29)
Ao(r) ~ MM Co (8.30)

K e T

A constante C, serd determinada numericamente e m é a massa auto-dual,

1
m = —+/k? + 8y e?v? — Isl :
270 2%

Para A =1 e 79 = 1, recuperamos a massa auto-dual dos bésons do modelo de MCSH usual.

(8.31)

Desta maneira, obtemos a partir da equagao (8.30) a condi¢@o na fronteira para Ay(r) quando
r — 00:

Ap(c0) =0. (8.32)

Com o intuito de calcular as solugoes numericamente, escolhemos os sinais superiores, e = 1,
v =1, k = —1 e o nimero de vorticidade n = 1. Os perfis do campo de Higgs e do campo de
gauge sao dados na Fig. 8.1. Os correspondentes ao campo magnético e a densidade de energia
BPS sao mostrados na Fig. 8.2.

A figura (8.1) mostra os perfis para o campo de Higgs (a esquerda) e para o campo de gauge
(a direita). Observamos que o campo de Higgs tende para o valor do viacuo mais rapidamente
a medida que A é aumentado. O mesmo pode ser observado nos perfis para o campo de gauge,

mas neste caso sem o comportamento abrupto dos perfis campo

11 1

—— A =1(MCSH)
— =5
0.8 0.8 ——r=15
o) —— A =1(MCSH) — =30
: — =5 0.6} —— =60
g | — =15 a —— A =150
0.4 — =30 0.4 T A=500
—— A=60
0.2 A = 150 0.21
ol | —— A=500 | ol | N ‘
0 1 2 3 0 1 2 3
r r

Figura 8.1: Perfis para o campo de Higgs g(r) (esquerda) e para o campo de gauge a(r) (direita)
advindos do modelo (8.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de A > 1.
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Figura 8.2: Perfis para o campo magnético B(r) (esquerda) e para a densidade de energia BPS

€ ,ps(1) (direita) advindos do modelo (8.1) fixando G(g) = 1 para alguns valores de A > 1.

BPS

A figura 8.2 mostra os perfis para o campo magnético (a esquerda) e para a densidade de
energia (a direita). Pode ser observado nos perfis para o campo magnético que a intensidade
na origem para A = 1 ¢é levemente superior a intensidade na origem para valores de A > 1.
Observamos que a medida que A aumenta os perfis aumentam sua intensidade e depois decaem
rapidamente para valores grandes do parametro, representando solugoes bem compactas para
estes valores. Nos perfis para a densidade de energia observamos que para A > 1 a intensidade
na origem é menor do que para A = 1. Notamos também que a intensidade na energia ¢é
aumentada a medida que A aumenta e o decaimento é bem pronunciado para estes valores do
parametro. Desta forma obtemos solugoes muito bem localizadas numa certa regiao do espaco,

como acontece nos defeitos do tipo vortices compactos.
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Capitulo 9

Comentarios e conclusoes

A implementacao direta do formalismo BPS para encontrar configuracoes auto-duais, é
permitido encontrar uma forma funcional explicita para a fungao generalizadora da dinamica
do campo de Higgs dada pela equagao (5.12):

)
w(|ol) = )\W‘ (9.1)

Chamamos a atencao para a importancia de encontrar as equagoes BPS nos modelos ge-
neralizados sem implementar qualquer sistema de coordenadas especifico. A ligacao entre as
solugoes classicas auto-duais e suas extensoes supersimétricas analisada por Witten e Olive [10]
ganha maior importancia por ser independente do sistema de coordenadas. Vale ressaltar que
encontrar as equagoes BPS de um modelo em um sistema especifico de coordenadas nao garante
a existéncia de uma extensao supersimétrica do modelo. Por outro lado, aqui nés garantimos a
existéncia destas equacoes em qualquer sistema de coordenadas, sendo este o resultado principal
de este capitulo.

Destacamos também que a partir das configuragoes BPS projetadas no plano, obtivemos
perfis do tipo vortices compactos para todos os quatro modelos abordados no capitulo. Por-
tanto, estes resultados poderao ser utilizados futuramente em modelos efetivos onde se procure
eliminar a interagao dos sélitons e se procurem estruturas muito bem localizadas e com di-
mensoes definidas. Em esta direcao estudos acerca de colisoes e espalhamento destas estruturas

poderiam ser abordados em um préximo trabalho.
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Conclusoes finais e perspectivas
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Em este trabalho foi apresentada uma variedade de modelos contendo solugoes de defeitos
topoldgicos auto-duais. Para cada um dos modelos apresentados, foi construido um roteiro
para a implementagao do formalismo BPS para a obtencao das equagoes auto-duais. Apesar da
diversidade dos modelos aqui desenvolvidos, é justamente este roteiro que concatena os modelos
apresentados. Um dos feitos fundamentais deste trabalho, é o de obter as equacoes auto-duais
no espagco das configuracoes, sem a necessidade a prior: de trabalhar em um sistema de coorde-
nadas especifico, ou em um determinado ansatz. A motivacao principal para esta abordagem,
radica na busca por resultados gerais, cuja aplicacao e abrangéncia sera maior daquelas com
resultados especificos e pontuais. Novamente ressaltamos que encontrar as equagoes auto-duais
de um modelo em um sistema especifico de coordenadas nao garante a existéncia de uma ex-
tensao supersimétrica do modelo. Por outro lado, vale lembrar que a independéncia das leis da
Fisica perante os sistemas de coordenadas motiva também este tipo de abordagem. Uma outra
caracteristica em comum para os modelos aqui apresentados é que a partir dos modelos usuais,
introduzimos expressoes que modificam a sua dinamica.

No primeiro modelo abordado, foi incrementado o campo vetorial de fundo de CFJ no setor
de gauge, além de um campo tensorial, cujos coeficientes nao dependem das coordenadas do
espaco-tempo, quebrando desta maneira a invariancia da simetria de Lorentz no setor de Higgs.
No segundo modelo apresentado, ainda no primeiro capitulo, a mudanca no setor de gauge
foi implementada adicionando um campo tensorial de paridade CPT-par, cujos coeficientes
independem das coordenadas do espago-tempo no setor de gauge, além do campo tensorial de
violagao de Lorentz no setor de Higgs. No segundo capitulo, os termos adicionados coincidem
com o do primeiro modelo, mas em este caso, foi analisado campo sigma O(3) nao-Abeliano.
Por ultimo, nos modelos generalizados apresentados no terceiro capitulo, a generalizacao é
realizada através de funcoes de natureza escalar, representando fungoes dielétricas no contexto
de uma eletrodinamica modificada. Destacamos que neste caso as funcoes generalizadoras tém
dependéncia nas coordenadas do espago-tempo, preservando assim a invariancia de Lorentz.

Para a primeira parte do trabalho, concluimos que as configuracoes na presenca do termo
de CFJ tem carga elétrica total nao nula, além de serem proporcionais ao fluxo magnético,
enquanto que as configuracoes contendo somente termos CPT-par tem carga elétrica total nula.
Contudo, as solugoes obtidas quando consideramos o setor de gauge com coeficientes CPT-par
de paridade-impar possuem campo elétrico nao nulo. Vimos também que implementacao do
formalismo BPS prové equagoes auto-duais cujas solugdes tem energia total proporcional ao
fluxo magnético. Estudamos em detalhe as solugoes tipo-vértices axialmente simétricos usando
o ansatz apropriado, contendo coeficientes de violacao de Lorentz pertencentes ao setor de
Higgs. Foi observamos que o fluxo magnético além de ser proporcional ao niimero de vorticidade,
também depende dos coeficientes CPT-par do setor de Higgs. Mostramos que existem conjuntos

de valores dos coeficientes CPT-par do setor de Higgs que reproduzem as configuracoes dos
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modelos de Higgs abelianos ja estudados na literatura. Um outro resultado importante é a
existéncia de um jogo de parametros envolvendo o caso puramente CPT-par cujos vortices BPS
apresentam a inversao localizada tanto do campo magnético como do campo elétrico.

Em relacao a segunda parte do trabalho, concluimos que as configuragoes auto-duais tem
carga total nao nula proporcional ao fluxo magnético. A implementacao do formalismo BPS
fornece as equagoes auto-duais com configuragoes possuindo energia total proporcional a carga
topoldgica do modelo. Foram estudadas as solucoes de vértices axialmente simétricos utilizando
o ansatz adequados incorporando coeficientes pertencentes a matriz de violagao de Lorentz do
setor sigma. Estes possuem energia total proporcional a vorticidade e depende dos coeficientes
VL pertencentes ao setor sigma. Essa dependéncia é refletida na carga topoldgica e no fluxo
magnético. Similarmente ao caso anterior, existem conjuntos de valores dos coeficientes CPT-
par do setor de sigma permitem interpolar as configuragoes dos modelos O(3) sigma nao-linear
acoplado a um campo de gauge encontrados na literatura.

No terceira e ultimo parte do trabalho, observamos a partir da implementacao do formalismo
BPS que a forma explicita da funcao que generaliza o termo cinético do campo de Higgs
surge naturalmente: A|¢|**72, A > 1. Com isso, determinados os potenciais auto-duais e
as correspondentes equacoes de primeira ordem para cada modelo. Dentre as configuracoes
auto-duais, estudamos as solugoes tipo vortice e encontramos que para os quatro modelos
estudados neste capitulo, a partir de um determinado valor do parametro A os perfis comecam
adquirir a forma das solucoes do tipo vértices compactos. Este tipo de solugoes compactas sao
concentradas em uma regiao muito bem determinada do espaco. A diferenca para os perfis de
vortices usuais, o seu decaimento acontece de maneira abrupta, sendo possivel construir uma

rede para este tipo de defeito sem aparecer o problema da superposicao.
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Apeéendice A

Célculo de | Dyo|” — (kyg) ;1. (Djé)” Dy

Em este apéndice vamos mostrar como obtivemos a seguinte identidade

D01 — (hoo) 1 (D30 (Di) = | D] = /et (M)eB ] & 5 /et (Myesdyi (A1)

a qual foi utilizada para escrever a densidade de energia como uma soma de termos quadraticos,

termos proporcionais ao campo magnético e termos contendo derivadas totais.

Primeiramente escrevemos por extenso o termo a esquerda na igualdade (A.1)

D16f* = (ko) 4 (D) Dt = [1— (kgo)yy] D16 + [1 = (kgg)go) | Dao|?

— (kgg)15 [(D19)" Dagp 4 (Da9p)" D1g]

o qual pode também ser escrito em forma matricial

:
|1D;6* = (ko) 1, (Di¢)" (Dig) = ( g:z ) ( 1—_(22(;)11

A continuagao definimos a transformacgao

Di¢p = My;D;é ,

onde M é uma matriz com os seguintes elementos

M :( ¢ _b> .
—c d
Multiplicando (A.4) pela esquerda por (D,-(b) escrevemos
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— (kg)1
1 — (Kpp)yy

)

Dyo
Dso

) |



(Di6) (Di6) = (Dud)” Miahy Do = (D))" (MT),, Mis Dy (A.6)

com o produto entre as matrizes (M T) M, sendo

MTM — a+c*  —ab—cd (A7)
\ —ab—cd P42 ' '
Utilizando (A.4) e (A.5) temos:

2 . g2
Dig| +|Deg| = (a®+¢) D1l + (57 + ) | D2
(A.8)
= (ab+ cd) [(D19)" (D2¢) + (D29)" (D19)] -
Comparando os coeficientes a direita da igualdade em (A.8) com a equagao (A.2) encontra-

mos o valor para cada coeficiente, lembrando que estes correspondem aos coeficientes da matriz
2
[M]

A+ =1—(ksp)yy » (A.9)
O+ d® =1— (ksp)yy (A.10)
ab+cd = (ksg) 5 (A.11)
resultando na seguinte igualdade
’D1¢‘2 + ‘D%b = 1D;o)” - (kgs) ;1 (Dj#)" Digp . (A.12)

Com os coeficientes (A.9-A.11) podemos escrever o determinante da matriz M em fungao dos

parametros (kgg) ;;, do seguinte modo

det Ml = [1 - (kaﬁaﬁ)n} [1 - (k¢¢)22} - [(k¢¢)12}2 : (A.13)

Introduzindo aqui a defini¢ao

Di¢p=Di¢p£iDsg , (A.14)

2

computamos ‘Dﬂb
Doo| =|Diof +|Dag| =i [(Di6) (Dao) — (o) (Bro)] . (A13)
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onde os dois primeiros termos a direita na equagao anterior ficam identificados na relagao (A.12).
Ja para o tltimo termo em (A.15), utilizando (A.4) e (A.5) podemos reescrever-lho da seguinte

forma

i[(D16) (D20) = (De0) (D16)] = (ad = b) i [(D19)" (Do6) = (D20)" (D19)] . (A.16)

Abrimos méao agora da definigio da corrente covariante J;, = i[¢ (Dyo)" — ¢* (Dy9)], para

escrever

— i€j0;Jk = 2(D2¢)” (D1¢) — 2(D19)" (D29) + ¢ ([D1, Do] ¢)" — ¢" ([D1, D2] 6) ,  (A17)
na qual, a expressao para o comutador fornece o seguinte resultado
[D1, Do] ¢ = —ie (01 Ay — 02A1) ¢ = —ieBg . (A.18)

Inserindo a expressao para o comutador em (A.17), reescrevemos o termo a direita da

igualdade em (A.16) da seguinte maneira

[(D10)° (D29) — (Dag)” (D16)] = —eB 1o — Lepdy i (A19)

Levando os resultados ate aqui obtidos na equagao (A.15) e lembrando que

2

(ad — be) = det (M) = \/[1 — (kao)y) [1 = (Koo )an] — [(Kge)1a) ™

temos finalmente a relacao desejada

- 1
D01 — (k)5 (D36)" (Dyo) = | D] = (det M) eB 6] & 3 (dt M) €54, i
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Apendice B

N\ 2
Calculo de (D¢ ) — (kcbqb)z'j D¢ - D;¢

Queremos demonstrar a seguinte identidade

1/ 52 1 . 1/~ - S y\2
3 (Dj¢) = 5(kss);Di¢- Db = (Dj¢ £ €jm® X Dméb) T (det M) ¢3B
(B.1)
+ (det M) 4,0 (Agps) % (det M) & - (315 X 625) .
Para esse proposito reescrevemos os seguintes termos
[5@' - <k¢¢)z]:| Di¢- Dj¢ = Dy~ Dy (B.2)
e definimos a transformacao
Dy¢a = MyjDj¢y (B.3)

onde a matriz M é definida na forma

My M
My, = S (B.4)
M21 M22

A partir da defini¢ao (B.3) realizamos a operagao

. 2
(D) = Dica (M)}, My ;6 (B.5)
Igualmente ao apresentado no Apéndice (A), o termo a esquerda na igualdade (B.2) pode ser

reescrito na forma matricial

o (D6 \ (1= ey —(heo)ry \ [ Did
[&j—(kw)ij} Diqs.qub—( S %) ( e 1_(]%)22) (DZ%) . (B.6)
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e comparando esta expressao com (B.5) igualamos as matrices

1 - (k¢¢)11 - <k¢>¢>)12 _ (]\411)2 + (]\421)2 M11M12 + M22M21 (B 7)
—(kgp)1y 1= (kpp)a My My + MMy (Mag)* + (Mi)? ’

Continuando a demonstracao inserimos a expressao: qu; + ejk(g X Dkq;, que juntamente com
a transformagao (B.3) pode ser expressa na forma
Do+ €jm¢ X Dynd = M, Dpp + €56 My X Dyh . (B.8)

Elevando al quadrado a expressao anterior temos:

(Djﬁgi 6jm§g X Dm€5>2 = (Mjpr(;> : (Mijmgz_ﬁj + €jx Mjjp Miq (Dp5> : (g; X Dqﬁg) (B.9)

e M, My, (Dp&’) - (5 X qu?) + 8 My My, (q? X Dq&’) - (5 X ngz?) ,

utilizando a seguinte identidade vetorial

(1 B) - (AxD) = (4-4) (8-5) - (-5) (1-8) . @)

no tultimo termo na equagao anterior obteremos a expressao

(Djﬁgi Ejmﬁgx Dm$>2 = <Mjpr§g> : <Mijm§g> + 2€jijpqu‘;' (nggx Dqgg)
(B.11)

+(6-0) (MiDy3) - (MiyDy0)

na qual introduzimos novamente a transformagcao (B.3) para reescrever (B.11) na forma

—

(D6 md Dm$>2 = [146-6] Dj6- Did T 264Mi My - (Dy6 x Do) . (B.12)

Abrindo explicitamente o iltimo termo na equagao anterior pode-se chegar a seguinte ex-
pressao para o referido termo

—

€My Mg - (Dp¢3’ x Dq$> — 2 (det M) & - (D1$ x D2¢> (B.13)

Substituindo este termo em (B.12) e lembrando que o campo sigma tem norma unitaria (¢- ¢ =

1), temos

—

(DjGZ + € X qu3’>2 F (det M) ¢ (Dlgi’ x DQ¢> (B.14)
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Desenvolvendo os produtos vetoriais nas derivadas covariantes do tltimo termo escrevemos

1~ - -~ - 1/~ - P
5036 Di6 = 7 (Did % né x Dud) F (det M) 63
(B.15)
= (det M) €d; (Ars) & (det M) 6 - (016 x 029)
e a através da igualdade (B.2) obtemos a expressao procurada
1/ »2 1 L 1/~ - SN2
5 (Dp) — 5(kse),Di6-Dié = 3 (DJ¢ + €jm qus) ¥ (det M) ¢3 B
(B.16)

—

+ (det M) eix8; (Apcps) = (det M) & - (alq? x 82¢)
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Apéndice C
Calculo de we;;.0;J;

Mostraremos aqui como contornar o problema do aparecimento do termo we;;0;.J, na ex-

pressao para a energia (5.10),

G 1
E = / d2x§B2 +V(|¢]) + w| Do) + ewB|¢|” £ §w6ik8i(]k .

Comegamos a pesquisar a fungao w(|¢|) a partir da seguinte expressao,

weikOi Sy = €0i(wk) — € (Oiw)Jy, (C.1)
e manipulando o ultimo termo obtemos

Gik(@'w)Jk = % (31' WQ) €ikdi (02)

onde utilizamos o fato de w ser uma fungao explicita de |@¢|>. Escrevemos explicitamente a

derivada do produto que aparece no parénteses em (C.2)
00" = ¢"0i + 000", (C.3)
e introduzimos a expressao para densidade de corrente
Ji =i (0k0" — 6" 00) — 2e Ay |0 . (C.4)
Realizando o produto entre (C.3) e (C.4) obtemos a seguinte expressao
€it (01 01°) Ji = 0" €ixi (0:6000" — 0,67 0) — 2ecin Ay |0 0 |9l (C5)

na qual o carater anti-simétrico de €, elimina dois termos ao efetuar o produto. Retirando a

derivada 0; de dentro do parénteses temos

eir (95 |0°) Tk = |0]” €r0si (040" — ¢ ) — 2eci Ay 0] 05 |0 .
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Adicionando e subtraindo a quantidade 2e Ay |¢\2 da equacao anterior, escrevemos

cin (01 10°) Tk = |6 eands |1 (00k6" — 6" 0k0) = 2e Ay |6 + 20 9| — 2eein Ay 9] 101"

(C.6)
onde identificamos a corrente J
e (9 10°) T = |0 €nds (J + 2e A |0%) — 2ee Ay |0 0; 0] . (C.7)
Derivando o parénteses obtemos a seguinte expressao
eir (0 10%) Ji = |o]” €r0i Ty + 2¢ ||* eindi Ay, (C.8)
e identificamos €;,0; A, como sendo o campo magnético
Substituindo este ltimo resultado na equagao (C.2) obtemos,
Czk( ) |¢| Ezkg Jp + 2 (010)
| ? |¢>|
A continuagao inserimos a equagao (C.10) em (C.1)
Di(wJy) (w+ R > d;Jy, + 2eB |¢|* Ow (C.11)
€ik U5 k) = €ikOiJk o2 0 .
agl* algl*
e determinamos que a fungao w em (C.11) satisfaca a seguinte condi¢ao:
0
2 2w (C.12)
99|
A solugao para a equagao (C.12), fornece a seguinte forma para o funcional w
w=Clp*7, (C.13)

onde a constante C' serd escolhida convenientemente para reproduzir o valor esperado do vacuo.

Com a equacao (C.12) podemos reescrever a equacao (C.11) da seguinte forma

1 1 4 Ow
10Tk = ~ e ~ 2B |g|* 22 14
Wezkazjk )\ezkaz((")]k) A\ € |¢| P |¢|2 ’ (C )
e utilizando novamente a expressao (C.12) em (C.14) obtemos
1 A—1
quaij]g = Xelk& (ka) — 2e wB ‘(b|2 s (C15)

sendo esta uma equacao apropriada para prosseguir na implementacao do formalismo BPS.

134



Apeéendice D
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PHYSICAL REVIEW D 90, 065007 (2014)

Topological charged BPS vortices in Lorentz-violating
Maxwell-Higgs electrodynamics

R. Casana and G. Lazar

Departamento de Fisica, Universidade Federal do Maranhdo, 65080-805 Sdao Luis, Maranhdo, Brazil
(Received 12 February 2014; published 4 September 2014)

We have performed a complete study of BPS vortex solutions in the Abelian sector of the standard model
extension (SME). Specifically, we have coupled the SME electromagnetism with a Higgs field which is
supplemented with a Lorentz-violating CPT-even term. We have verified that Lorentz violation (LV)
belonging to the Higgs sector allows us to interpolate between some well-known models like Maxwell-
Higgs, Chern-Simons-Higgs, and Maxwell-Chern-Simons-Higgs. We can also observe that the electrical
charged density distribution is non-null in both CPT-even and CPT-odd models; however, the total electric
charge in the CPT-even case is null, whereas in the CPT-odd one it is proportional to the quantized magnetic
flux. The following general results can be established in relation to the LV introduced in the Higgs sector:
it changes the vortex ansatz and the gauge field boundary conditions. A direct consequence is that the
magnetic flux, besides being proportional to the winding number, also depends explicitly on the Lorentz-
violation belonging to the Higgs sector.

DOI: 10.1103/PhysRevD.90.065007 PACS numbers: 11.10.Lm, 11.27.4d, 12.60.-i, 74.25.Ha
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PHYSICAL REVIEW D 94, 065036 (2016)

Self-dual solitons in a CPT-odd and Lorentz-violating gauged
O(3) sigma model

R. Casana,* C.E Farias,T M. M. Ferreira, Jr.,i and G. Lazar’

Departamento de Fisica, Universidade Federal do Maranhdo, 65080-805 Sdo Luis, Maranhdo, Brazil
(Received 4 March 2016; published 27 September 2016)

We have performed a complete study of self-dual configurations in a CPT-odd and Lorentz-violating
gauged O(3) nonlinear sigma model. We have consistently implemented the Bogomol’nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS) formalism and obtained the correspondent differential first-order equations describing
electrically charged self-dual configurations. The total energy and magnetic flux of the vortices, besides
being proportional to the winding number, also depend explicitly on the Lorentz-violating coefficients
belonging to the sigma sector. The total electrical charge is proportional to the magnetic flux such as it
occurs in Chern-Simons models. The Lorentz violation in the sigma sector allows one to interpolate
between Lorentz-violating versions of some sigma models: the gauged O(3) sigma model and the
Maxwell-Chern-Simons O(3) sigma model. The Lorentz violation enhances the amplitude of the magnetic
field and BPS energy density near the origin, augmenting the deviation in relation to the solutions deprived
of Lorentz violation.

DOI: 10.1103/PhysRevD.94.065036
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Self-dual compact vortex solutions in generalized Abelian Higgs models

Rodolfo Casana* and G. Lazar'
Departamento de Fisica, Universidade Federal do Maranhao, 65080-805, Sao Luis, Maranhao, Brazil

Lucas Sourrouillet
Universidad Nacional Arturo Jauretche, 1888, Florencio Varela, Buenos Aires, Argentina

We have studied the existence of self-dual configurations in some of the most important and basic
models with generalized dynamics. In particular we have investigate the electrically neutral configu-
rations of the Maxwell-Higgs and Born-Infeld-Higgs models and the electrically charged ones of the
Chern-Simons-Higgs and Maxwell-Chern-Simons-Higgs models. where the generalizing functions
can modify the kinetic terms of the gauge and Higgs fields. The BPS formalism is implemented
without to appeal to the use of some Ansatz in such a way that we have found the explicit form of
the generalizing function modifying the kinetic term of the Higgs field. It allows to determine ex-
plicitly families of self-dual potentials for every model. This way we have ensured that the self-dual
equations are independent of a particular coordinate. Therefore, we hope this new self-dual con-
figurations enhanced the moduli space of solutions and probably result in interesting applications
in physics and mathematics. We point out that the results presented represent generalized BPS
solutions including nonsymmetric BPS ones.
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